Koniec chaosu?

Pavel Brunovskyj, Bratislava

Pravom by ste mi mohli vyéitat, Ze vodu kdZem a vino pijem. Ndzvom ¢ldnku som
sa totiZ prispbsobil méresom, ktoré v ¢ldnku budem kritizovat. Jednoducho som ani
ja nevedel odolat pokuSeniu zneuZit to, Ze pdvodny vyznam slova chaos sa s jeho
matematickym obsahom celkom nekryje. Na rozdiel od mnohych chaosomanov si to
v8ak dobre uvedomujem, kajam sa a slubujem, Ze sa v dalSom striktne obmedzim na
matematicky obsah pojmu.

Dva razy v ostatnych dvoch desatroéiach vzili z matematiky podnety, ktoré vzrusili
Sirok intelektudlnu verejnost. Boli to teéria katastr6f a chaos. Neviem, & to ma
historicky precedens. Nacim si teda poloZit otdzku, aka Glohu v tom zohrali ich nazvy,
ktoré navodzuji o veci neadekvatne predstavy. V tejto stvislosti si spominam, ako sa
slovensky preklad krisnej (pre matematikov) Arnoldovej broZztrky ,, Teéria katastrof*
dostal do predaja v bratislavskych novinovych sténkoch. Mdj synovec, ktory si ju
pre jej nazov kipil, bol prekvapeny najprv tym, Ze ma v nej naSiel ¢o by recenzenta
prekladu a potom aj jej obsahom.

Popri spoloénej popularite si v§ak hodno povSimnit fundamentélne odliSnosti ka-
tastrof a chaosu.

Tebria katastrdf je ucelend filozoficka teéria vychddzajlca z nemenej ucelenej mate-
matickej tedrie singularit. SnaZi sa podla jednotného principu klasifikovat spontinny
vznik foriem a nahle zmeny spravania pri postupnej zmene parametrov bez ohladu na
ich materidlnu podstatu.

Takato ambicia urobit z tedrie vSevysvetlujici princip je v matematike ojedineld,
v minulosti sa skor vyskytla u fyzikdlnych teérii. Spolo¢né pre snahy tohoto druhu
je, Ze ich propagatori, medzi nimi aj renomovani vedci, ¢asto pri nich zachidzaju
pridaleko a velmi zlavuja z kritérii na vedeckost.

Rozvireny prach okolo katastréf medzi¢asom ulahol a tedria sa dostala tam, kam
patri — medzi najkrajsie vysledky matematiky 20. storocia.

Na rozdiel od teérie katastrof nie je chaos vlastne nijakou teériou, ale pozorova-
nim, hoci prevratnym. Nem4 ani celkom jednotni matematicki definiciu. Podstatou
pozorovania, ktora sa odraZa vo vSetkych jeho matematickych definicidch, vSak je, Ze
vdaka extrémnej citlivosti na pociatoéné data a prepletenosti dynamiky sa systémy,
ktoré sa v kratkom &asovom tseku javia ako deterministické, dlhodobo mézu spravat
nepredvidatelne, eraticky. '

Tomuto poznatku predchidzalo v dvadsiatych rokoch pozorovanie, ktoré bolo po-
dla miia nemenej objavné. Vzislo zo stidie Van der Polovho lampového generatora
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i Volterrovej-Lotkovej rovnice spolocenstva dravec-korist a jeho podstatou je, Ze usté-
lené periodické cykly nie s nieéim patologickym, ale normélnym prirodnym javom.
Pokial viem, tento poznatok sa s nejakou mimoriadnou pozornostou nestretol.

Historia chaosu oslévila nedavno storo¢nicu. Prvé pozorovania o zlozitosti dynamiky
v okoli transverzalnej homoklinickej trajektérie (pozri Dodatok) pochidzajii — akoZze
inak — od Poincarého [Po].

Je nevelmi zname, Ze Van der Polova rovnica zohrala vyznamna dlohu aj vo V}’rvo}i
poznatkov o chaotickej dynamike. Odhalili ju v nej Cartwrightova a Littlewood pri
§tadiu jej vynatenych kmitov koncom Styridsiatych rokov (pozri [CL, L, Le]). Vela
pozornosti vSak ich vysledky vtedy nevzbudili. Mimo $pecialistov nik nezaregistroval
ani konstrukciu dalSieho matematického objektu vytvarajiaceho chaos zaciatkom 3est-
desiatych rokov — Smaleovej podkovy [S1, S2]. Sarkovského price o komplikovanej
dynamike spojitych zobrazeni intervalu do seba [S] zostali dost nezndmymi aj medzi
$pecialistami. Pritom exotické usporiadanie prirodzenych Cisel (3 < 5 < 7 < ... <
<2:3<2:5<...<...<2%.3<2k.5<...<...<282 <22 <2 <1), ktoré
z neho vzi§lo, by nemalo nechat chladnym nikoho, kto v matematike nachadza kus
dobrodruzZstva a krésy.

Naozajstnd explézia zdujmu o chaos nastala, aZz ked ho Li a Yorke tak nazvali [LY].
Pritom ich préca, ktor4 vznikla pri snahe pochopit Lorenzov model, s¢asti znovuobja-
vuje to, ¢o bolo ovela presnej$ie znadme zo Sarkovského prac. Tazko povedat, & tento
prudky nérast zaujmu bol naozaj vyvolany $tastne zvolenym terminom, alebo je to len
¢asova zhoda. V Ziadnom pripade to v8ak z mojej strany nemd byt kritika. Naopak,
je uZzitocné sa poudit, %e aj pri rozsirovani vedeckych vysledkov treba mysliet nielen
na obsah, ale aj na obal. '

Ci uz to spdsobil nazov alebo nie, praca [LY] znadi za¢iatok dvoch desafro&i sngh
odhalit chaos, kde sa len d4 — teoreticky, numericky a experimentalne.

Ak( hodnotu maji vysledky tychto pokusov? PredovSetkym si treba pripomenit,
Ze chaos je matematicky pojem a jeho pritomnost mozno dokéazat iba matematickymi
prostriedkami. Vzhladom na zaokrihlovacie chyby a chyby metddy, ako aj na to, Ze
na poditanie mame obmedzeny ¢as, nie je napriklad numerickym sledovanim priebehu
nejakého deja presne vzaté mozné rozlisit, ¢i ma velmi dlhi periédu, alebo je chaoticky.

Nechcem tym zo Stadie chaosu vylacit numeriku. Napokon aj pri inych numeric-
kych stididch akceptujeme numerické vysledky, hoci nepotvrdzuji nejaka skutoénost
s aplnou presnostou. Seridézne zavery z numerickych vysledkov vSak mozZno robit iba
vtedy, ak st zdévodnitelné v rozumne presnej miere.

A tu je v pripade chaosu kamei tirazu. Citliva zavislost od poc¢iatoénych podmienok,
ktorad je zdkladnym rysom chaosu, mé za nésledok exponencidlny narast dosledkov
nepresnosti poéitania. Na prvy pohlad teda robi vysledky numerickych vypo&tov
trajektorii chaotickych systémov bezcennymi.

O ¢o ide, vysvetlime si na jednoduchom priklade dynamického systému

Ti41 = 2.’1,‘t. (1)
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Jeho trajektorie (t.j. postupnosti generované rekurentnym predpisom (1)) st geome-
trické postupnosti, ktorych vieobecny ¢len vieme presne spocitat — plati

z; = 2tzg.

Predstavme si vSak, Ze by sme Cleny trajektérie poéitali rekurentne priamo zo vzta-
hu (1), ako sa to robi v zloZitejsich pripadoch. Pri poéitani v dvojndsobnej presnosti
na beznom poéitati sa mézeme pri kaZdom vypoéte dopustit nepresnosti § ~ 104, To
znadi, ze v prvom kroku méZeme namiesto hodnoty

Iy = 2(170

vypoditat hodnotu
T, = 2z + 0.

Ak by sme sa uZ nijakej inej chyby v dalsich vypo&toch nedopustili, po 50 krokoch
vypocltu dostaneme ¢len

50 = 2981 2 350 + 1071424 2 350 + 1,

teda netnosne velkil chybu raddu jednotiek.

V tomto priklade samozrejme nijakého chaosu niet. Aby vSak systém mohol byt
chaoticky, musi obsahovat expanzivnu zlozku, ktoré sa sprava podobne (Specialistom
pripomenieme, %e to vyplyva napr. z toho, e aspoti jeden Lapunovov exponent musi
byt kladny).

Exponencidlny narast dosledkov numerickych nepresnosti pocitania trajektérie da-
ného bodu je teda neodliditelny od chaosu. Zdanlivo z toho vyplyva, Ze tispech pri
numerickom patrani po chaose automaticky spochybni metédu jeho hladania. Hoci sa
neda celkom povedat, Ze by sa nik nad tymto paradoxom nebol zamyslel [LL], bezmala
sa nasli Iudia, ktori sa odvazili povedat, Ze ,kral je nahy“. Bol to napriklad numerik
E. Adams z Ustavu aplikovanej matematiky v Karlsruhe.

Polemike okolo chaosu venoval &asopis Spiegel v roku 1993 sériu troch dlhjch
¢lankov [B]. Podla nich E. Adams zasiel aZ tak daleko, Ze spochybnil existenciu chaosu
vo vieobecnosti a oznaéil ho za numericky artefakt (treba vSak poznamenat, ze Adams
v odpovedi [Ad] na ¢&lanok [RDP] uvidza, Ze v [B] boli jeho vjroky prekritens).
Paradoxne sa to stalo v dobe, ked uZ kral niekolko rokov nahy nebol a ked uZz bolo
znadme, Ze artefaktom je uvedeny rozpor.

Zichrana je v tom, Ze pri pocitani chaosu sa sleduje ndhodne vybrand trajektoria.
Nie je teda vbbec dolezité, aby bola trajektériou vopred (zvy€ajne aj tak ndhodne)
vybraného podiatoéného bodu. UkdZeme si, Ze v priklade (1) numericky ziskan tra-
jektoria {z;} zostava v blizkosti nejakej trajektorie, pripadne iného poéiatoéného bodu
nez je Ty = xo.
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Za tym Glelom uvaZzujeme vieobecnejsi neautonémny (t.j. od t zavisly) linearny
rekurentny vztah
Tt41 = AT, (2)

kde 0 < |at| < a < 1, a tymto vztahom generované postupnosti (ktoré pre jednodu-
chost nie celkom opravnene budeme podobne ako v pripade autonémneho vztahu (1)
nazyvat trajektériami). Lahko si overime, Ze pre trajektériu {z;} vztahu (2) plati

T =0Qt_1...0:T; pret > T, (3)

Ty =a;’ .a;lz, pretsT. 4)
Nech teraz {Z;} je postupnost, poéitana podla (2) s nepresnostou < .6, t.j. plati
Tiy1 = @ty + 0ty | (5)
kde
16| <6, 6>0; (6)

takito postupnost budeme v dalSom nazyvat é-pseudotrajektériou. Odéitanim (2)
a (5) dostavame
|Ze41 — Te41| S a|Ty — 34| + 0. (7)

Ak pseudotrajektoria {:} a trajektéria {z, } vychadzaji z toho istého bodu v okamihu
t =7, t.j. plati

&, = &, ' (8)
s¢itanim nerovnosti (7) od 7 do t — 1 dost4vame pre t 2 7
1
| — 2| S 1+a+...+a" " 1)5 < 1 ad. 9)

Ak teda plati (3), pre ¢ 2 7 sa €leny trajektérie a numericky poéitanej d-pseudo-
trajektorie budi odliSovat nanajvys o € (= (1 — a)~16), ktoré je pevnym od dlzky
postupnosti nezavislym nasobkom presnosti pocitania 4.
Obratenim &asu (t.j. zAmenou ¢ na —t) sa mdZeme jednoducho presvediit, ze ak
namiesto (3) plati
las] > a > 1, (10)

(2o splita aj (1)), namiesto (8) dostdvame pre J-pseudotrajektériu (2) splhajicu (8)
odhad 1

T o1 d, (11)
avSak pret < 7. Teda napriek tomu, Ze v pripade (10) sa -pseudotrajektéria vychidza-
jica z bodu zo mdZe od presnej trajektérie tohoto bodu exponencislne vzdalovat, musi
bez ohladu na dizku pseudotrajektérie {Z,};_, existovat presné trajektoria {zt}:;'ol ,
ktorej ¢leny sa od &lenov postupnosti {&:};_, liia o nezavislé od dfzky postupnosti
Gisloe (=(1- a_l)_ld). Konkrétne je to trajektéria systému (2), splhajica &, = .
Poznamenajme, e zo a Zo sa zhodovat nemusia a Ze trajektéria {z:} zavisi od 7.

|Z¢ — 24| <
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Jednoduchym limitnym prechodom sa v8ak mozZno presvedéit, Ze trajektériu {z:}
spliajicu (11) moZno vybrat nezavisle od 7; takito trajektériu nazveme e-tieiom
pseudotrajektorie {Z;}.

Ni¢ nam teraz nebrani rozsirit pozorovanie o existencii e-tiena pre vektorovy linedrny
rekurentny predpis s dvoma zlozkami typu (2), z ktorych jedna spliia (3) a druh (10).
Volne povedané sa e-tief ziska limitnym prechodom rieSenia okrajovej tllohy v ktorej
zbiehava zlozka je rovna Clenu pseudotrajektorie na zafiatku a rozbiehava na konci
zvoleného Casového tiseku. Ba dokonca ho mozno rozsirit na vektorovy rekurentny
predpis Iubovolnej dimenzie

Tey1 = AgTy, (12)

z: € R™, kde A; st regularne matice typu

A, = (% C(,’t) , (13)

a teda (13) moZno pisat ako dvojicu vztahov

=B
Yi+1 tYt, (14)
ze41 = Cz
s maticami B, Cy, ktorych rozmery nezavisia od t, splhajicimi
|Bryt-1-.-Bry| £ Ka'ly|, (15)
|Crat—1...Crz| 2 K~ 1a™t|2| (16)

pret20al0<a<l1.

Viimnime si dalej, Ze na existencii e-tiehove] trajektérie, kde € £ QJ pre nejaké
Q@ > 0, staci, aby sa systém vzfahov (12) dal na podobu (13) pretransformovat po-
stupnostou linedrnych transformécii

(yt,zt)T = Si74

(T oznaguje transpoziciu), pokial | S| a |S; !| st rovnomerne ohrani¢ené. V re¢i matic
?iadame na rozdiel od (13) od matic A;, aby splhali

-1 (B: O
Ay = St-i-ll ( Ot Ct) St (17

kde B; a C; splhaju (13). O systéme (12), ktory ma tato vlastnost, hovorime, Ze
vykazuje exponencidlnu dichotémiu.

Zo zrejmych dévodov moZno pritomnost nelinedrnej expanzivnej zlozky z v systéme
rekurentnych vztahov (14) interpretovat ako citlivli zavislost na poé¢iatoénych déatach.
Vseobecne sa vSak od chaosu okrem citlivej zavislosti od poéiatoénych dat vyZzaduje
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eSte ,tranzitivnost“, teda existencia hustej trajektorie. Tato poziadavka vyjadruje, Ze
sa systém nepredvidatelne moZe fubovolne blizko pribliZit k lubovolnému stavu.
Takto vlastnost mézu mat iba nelinedrne dynamické sys;cémy. Treba teda pre ne
nejako prispbsobit pojem dichotémie trajektorii.
UvaZujme dynamicky systém

Ter1 = f(x), (18)

kde z: € R™ (alebo vSeobecnejSie z n-rozmernej diferencovatelnej variety) a f je
C1-difeomorfizmus (teda spojité diferencovatelné zobrazenie s diferencovatelnym in-
verznym).

Hovorime, Ze invariantnd mnoZina H systému (18) je hyperbolickd, ak pre fubovolnt
trajektériu {z;} systému (18) v H m4 linearizovany systém (12) s A; := Df(z:)
exponencidlnu dichotémiu s rovnakymi dimenziami y a z, rovnakymi konstantami K
a s rovnakym ohrani¢enim C na transforma¢né matice S; a ;.

Plati

Tietiova lema. Nech H je kompaktnd invariantnd hyperbolickd mnoZina dynamic-
kého systému (18). Potom existuje Q > 0 také, Ze lubovolnd d-pseudotrajektoria s do-
statocne malgm &6 > 0 md jeding e-tieri, kde

e < Q6. (19)

Tiefiové lema je objavom D. V. Anosova z roku 1963. Je siéastou rozsiahlej prace [A],
bohatej na origindlne myslienky a postupy. Jej dokaz je technicky néroény.

Tiefiova lema nam vlastne tvrdi to, ¢o treba — ak pocitame trajektériu numericky
s presnostou d, bude v jej e-blizkosti presud trajektéria. Vzhladom na odhad (19)
mbZeme teoreticky e volit Iubovolne malé. Prakticky je vSak & zdola ohranitené
zaokrihlovacou chybou poditaca, a to ndm déiva dolné ohranifenie na . Preto je
zaujimavé aj konstanta @, ktord sa odvodzuje od kons$tant exponencidlnej dichotémie
K,a,C.

Horsie je to s predpokladmi hyperboli¢nosti, na ktorej overovanie nie st vypracované
vieobecne 01¢inné metédy. Stvisi s pritomnostou Lapunovovych exponentov rozli¢nych
znamienok, zndmym to heuristickym predpokladom chaosu.

Matematicky dokdzatelne chaotické mnoZiny st vietky hyperbolické asponr v zo-
slabenej forme (jeden z prikladov je v Dodatku, kde tiehova lema vystupuje ako
prostriedok dokazovania chaosu). Nie je preto velkym prehreskom, ak tiehovia lemu
prijmeme ako zdévodnenie korektnosti numerickych vypo¢tov chaotickych trajektorii.

Stretol som sa aj z ndzorom, %e v pozadi rozruchu okolo Adamsovych nazorov sa aj
peniaze. Podla tohoto ndzoru nemeckej meteorologickej lobby domahajicej sa pros-
triedkov na stale vykonnejsie po&itace nevelmi vyhovovalo, Ze sa poéasie povaZovalo za
typicky chaoticky, a teda dlhodobo nepredpovedatelny jav. Velmi jej teda prislo vhod
tvrdenie, Ze chaos je artefakt. Pre spravodlivost treba povedat, Ze som toto po¢ul od
¢loveka, ktorého tispes$né kariéra stila prave na ,poc¢itani“ chaosu.
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Nad zddvodnitelnostou numerickej simuldcie chaotickych procesov sa ako prvy
zamyslel spoluautor jeho nazvu J. Yorke so spolupracovnikmi [HYG1]. Myslienka
pouzitia tiefiovej lemy patri Chowovi a Palmerovi [CP1, CP2].

V spominanych a dalfich pracach [HYG2, SY1, SY2, CP3, CV] sa autori nespolie-
haji na vieru v taZko overitelny predpoklad rovnomernej hyperboli¢nosti chaotickej
mnoZiny. Nahradzuji ho bud a posteriori alebo rekurentne numericky overovanou
dichotémiou linearizacie pozd[# numericky poéitanej individualnej trajektérie. Umoz-
fiuje im to nielen rigorézne dokdzat existenciu tiehovej trajektorie, ale aj odhadnit jej
vzdialenost od numericky ziskanej pseudotrajektorie. Stoji za poznamku, Ze o tychto
préacach niet v sérii ¢lankov [B] ani zmienky.

Prirodzenou otézkou je, ako je to s dynamickymi systémami so spojitym Gasom,
generovanymi diferencidlnymi rovnicami. Tiehova lema pre takéto systémy je sformu-
lovand a dokazand v [KP], numerickym vypo&tom je venovand praca [CV].

Na zéver eSte jedna dobré sprava pre fantsikov chaosu: Po dvadsiatich rokoch nets-
pesnych pokusov mnohych matematikov sa neddavno K. Mischaikowovi a M. Mrézekovi
podarilo vypracovat dokaz chaoti¢nosti atraktora v Lorenzovych rovniciach. VyuZziva
sa v hom pocita¢, ale na celkom inej Grovni: pri preciznom sledovani nepresnosti
poditania sa overuju algebraicky — topologické podmienky toho, Ze atraktor obsahuje
»Smaleovu podkovu®, v ktorej chaoti¢nost je dokdzana.*) Ani tento vysledok nevzbudil
pozornost autora [B], kde je chaoti¢nost Lorenzovho atraktora spochybnend. Cituje sa
v fiom (& uZ oprévnene alebo nie) vyrok E. Adamsa, podla ktorého ,,Obrazok (mysli
sa zmeny poditatom ziskany obrazok trajektérie v atraktore Lorenzovych rovnic) je
takmer celkom nespravny. Co ukazuje, nemé ni¢ spoloéného s tym, &o sa v Lorenzovej
rovnici odohrava“. Sérii ¢lankov Spieglu v8ak treba priznat jeho opravnena kritiku
nekvalifikovaného zboZiiovania chaosu. Hoci to takto explicitne neformuluje, autor
citi neprimeranost stotozhiovania rozli¢nych vyznamov pojmu.

Ako teda odpovedat na otdzku v nadpise? Milovnici chaosu, ktorym Adamsove
vyvody sposobili bezsenné noci, mézu nadalej pokojne spavat — pokial im k tomu
postaéi, Ze ich vypocty nie sii ich (ispechom automaticky vyla¢ené. Celkom bezsta-
rostni v8ak zasa byt nemdozu. Existuje totiz priklad, v ktorom je naozaj mozZné chaos

v nechaotickom systéme ,,vyrobit* nepremyslenou numerickou aproximaciou (pozri
Dodatok).

Dodatok

Trividlnym pripadom hyperbolickej mnoZiny dynamického systému (18) je hyper-
bolicky pevny bod. Je to bod Z taky, Ze

f@) =2

*) Presnej$ie povedané, atraktor Lorenzovych rovnic obsahuje invariantni podmnoZinu,
tok na ktorej je semikonjugovany Smaleovej podkove.
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a vlastné hodnoty D f(£) st mimo jednotkovej kruZnice. Vo vhodne volenych sirad-
niciach totiZz vtedy moZno pisat

pi&)= (5 &)

kde vlastné hodnoty matice B maji absolitnu hodnotu < 1, kym absoltitne hodnoty
vlastnych hodné6t C st > 1 a B, C st v Jordanovom kanonickom tvare. Priamodiarym
vypoctom sa moZno presvediif, Ze systém (12) s Ay = Df(£) méa exponenciilnu
dichotémiu, odhady (15), (16) sa zredukuji na

|Bty| 2 Ka'|yl, (19)
IC*2| 2 K 'a™"|2| (20)

(0<a<1l)pret=0.

Odhady (19), (20) znatia, %e nisobenim maticou Df(Z) sa body invariantného
podpriestoru z = 0 k sebe (a teda aj k 0) exponenciélne priblizuj, kym body priestoru
y = 0 sa od seba exponencidlne vzdaluji. Preto nazyvame priestor z = 0 stabilnym
a priestor y = 0 nestabilnym podpriestorom bodu z.

Veta o stabilnej a nestabilnej variete hovori, Ze existuji invariantné variety W*(z)
(stabilnd) a W*(%) (nestabilnd) systému (18), prechddzajice bodom Z a dotykajice
sa v nhom stabilného, resp. nestabilného podpriestoru. Tieto variety dedia vysSie
spominané vlastnosti pribliZovania, resp. vzdalovania sa trajektorii linearizovaného
systému. M6Zu sa pretinat aj v inom bode xg nez v £. Z ich invariantnosti vyplyva, ze
vtedy spolu s bodom zo obsahujt aj cel jeho trajektériu {z:},z: = fi(zo) a Ze plati

t_lgtnoo xp = &. (21)
Trajektériu {z;} nazyvame homoklinickou trajektériou bodu Z. Hovorime Ze {z:}
je transverzilna, ak dotykové priestory Ty, W*(Z), Ty, W"(&) variet W*(&), W*(Z)
v bode zp maji jednobodovy prienik (a teda ich algebraicky stlet je cely priestor).

Ak {z:} je transverzdlna homoklinickd trajektéria hyperbolického pevného bodu Z,
potom mnozina

H .= {-'i} U {zt}?:——oo

je kompaktna invariantnd hyperbolickd mnozina [P].

Aby sme si to ozrejmili, v§imnime si Ze H sa skladd z dvoch trajektorii. Hyperbolic-
nost {#} zna&i exponencidlnu dichotémiu tejto jednobodovej trajektorie, zostava teda
ozrejmit si exponencidlnu dichotémiu trajektorie {z;}.

Linearizovany systém (12) s A; = Df(z:) zrejme zobrazuje dotykové priestory
invariantnych variet v bode z; na dotykové priestory v bode z4;. Nie je fazko si
predstavit, Ze dotykové priestory T,, W*(Z) a T;, W*(Z) sa pre t — +oo bliZia k sta-
bilnému, resp. nestabilnému priestoru v bode £ a preto linearizovany systém (12) body
na nich asymptoticky exponencialne pribliZzuje, resp. vzdaluje. Od ¢ z4visla linedrne
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transformaécia, ktord prevadza T, W* (%), resp. T, W*(Z) do podpriestorov y = 0, resp.
z = 0 teda prevadza linearizovany proces do tvaru, v ktorom platia odhady (15), (16).
Na invariantnej mnozine H teda plati Tiefiovd lema. PouZijeme ju pre $pecidlne
pseudotrajektorie.
Zvolime malé § > 0. KedZe plati (21), existuje N tak velké, Zze z_n a zn st v §-okoli
bodu £. Oznadime
Y={z_N,..-,Z0,-.- TN}

a pre m 2 0 ozna¢ime I, m-¢lennt postupnost, ktorej vietky ¢leny st £. Pre lubovolne
zvolent postupnost nezépornych &sel {my};. . je postupnost

cois T, 2 gy 2, Dy -+

ktord vznikne zretazenim konednych postupnosti I,,, a medzi nich vloZenych ko-
neénych postupnosti X' zrejme dé-pseudotrajektériou. Existuje teda jej e-tien. Ak &
(a teda €) je dost malé, potom jeho tusek, zodpovedajtci X predstavuje jeden obeh
v blizkosti homoklinickej trajektorie, kym v tseku, zodpovedajicom I7,, tietiova
trajektoria zostava v blizkosti pevného bodu Z. Volbou &isel my, (pripominam, Ze my
mbze byt aj 0) si teda pre tiefiova trajektériu mézeme predpisat fubovolné poéty
néaslednych obehov v blizkosti homoklinickej trajektérie a pomedzi ne vlozit pobyty
trajektérie v blizkosti & Tubovolnej dlzky. Vidno teda, Ze spravanie sa trajektérie je
naprosto nepredvidatelné, eratické. '

Spresnenim naSich argumentov mozno dokazat, Ze dynamicky systém v okoli ho-
moklinickej trajektérie obsahuje invariantnii mnozinu, na ktorej je konjugovany s tzv.
Bernoulliho posunom, o ktorom je zname, Ze mé vSetky beZne prijimané vlastnosti
chaosu: citlivii zavislost na poéiatoénych datach, husta trajektoériu, periodické body
Tfubovornej periédy, ergodicki invariantnti mieru, atd. Stidium transverzélnej homok-
linickej trajektérie bolo aj motiviciou pre vznik Smaleovej podkovy — zobrazenia
roviny do seba, ktoré bolo jednou z prvych prikladov chaosu.

Priklad transverzalnej homoklinickej trajektorie naznacuje aj to, ako moZno chaos
vyrobit umelo: homoklinické trajektéria dynamického systému so spojitym casom
nemoéZe byt transverzdlna a ani nemd ni¢ spolo¢né s chaosom. Diskretizaciou, resp.
numerickou aproximéciou rovnice moZno transverzilnu trajektériu a teda aj chaos
vyrobit. Nastastie, miera transverzality klesa s velkostou kroku diskretizacie rychlejsie,
ako Tubovolnéd jeho mocnina. Preto je v tomto pripade moZné vyhnit sa umelému
chaosu volbou dostato¢ne jemného kroku [FS].

Zéaverom by som sa rdd podakoval anonymnému recenzentovi, ktory ma upozornil
na vielifo, o om som nevedel — napriklad na knihu [LL], ako aj na dozvuky série [B]
v ¢lankoch [RDP] a [Ad].
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O Fermatovych cislech

Michal KriZek, Praha

1. Uvod

Francouzsky matematik Pierre Fermat (1601-1665) se proslavil nejen svou velkou
a malou vétou Fermatovou, ale také hypotézou, Ze vechna &isla tvaru

Fn=2""41 prom=0,1,2,... 1)

jsou prvodisla. Ani jedno z téchto t¥i tvrzeni vSak pravdépodobné nedokézal. Pfiznéval
ale, ze s diikazem domnénky o prvoéiselnosti Fj, si nevi rady. Cisla F, se po ném
nazyvaji Fermatova, &isla.

Pokud je F), prvocislo, fikdme, Ze je Fermatovym prvoc¢islem. Prvnich pét ¢lend
posloupnosti (1), tj.

Fo=3, Fi=5, Fy=17, F3=257, Fy=6553T, )

jsou prvocisla. K tomu, aby &islo 2™ + 1 pro n pfirozené bylo prvodislem, je nutné, aby
byl exponent n tvaru 2™ prom € {0,1,2,...}. Je-li totiZ k piirozené a | > 3 liché, pak

2 41 = (2F 4 1)(2R(-D — k(=) 9k 4 1), (3)

Odtud plyne, Ze &islo 2™ + 1 je sloZené, jestliZe je exponent n délitelny lichym &islem
l 2 3. To vSak v posloupnosti (1) nenastane.
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