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1. KAPITOL
UVvOoD

If‘jr_?:\

Cielom tejto diplomovej préce je Btudium vliastnosti ro-
vwnice transverzdlnych r;ecnrcd} vibrécii struny resp. ho-
mogénneho trdmu. Jednd sa o evolulnu parcidlnu dl¢erenc1alnu
rowaicu, ktord v jednorozmernom pripade mbiZe byt vyjadrend v
tvare:

L
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Vieobecne v n - dimenziondlnom pripade mé rovnica tvar:

’gz:z - R4 3:’ -( r + m( S]V“]fd"‘))du; AR”*“*;“;%‘-
Q

kde A = 2'19 . Standardne predstavuje Laplaceov
operdator. 0 '

-

HL avaym ndstrojom na rieSenie problémov SuV;Slac¢CY &
uvedenou rovnicou bude aparét funh01onélnea analyzy, tedria
analytickych (holomorfnyc ] nolobrup a teoria abstraktuycn
semil inedrnych parabolickyen rovnic, prifom v podstaine] mnie-
re vyuZijeme prﬁve semlllnea*ng charekter nasej rovnice.
méto‘vlas»nost nédm umozZni namiesto novoaﬁea rovnice skama¥
istu abstraktni semil inedrnu P goclicki rovaicu v prisilus-
nom Banachovom priestore, ktord v';;ouq; zmysle bude suvisies
s horeuvedenou rovnicou. Zrakiiciy to znemend, Ze sa nebudic-
me priamo zaoberau kKl asickymi ricseniami danej rovnice, ale
néds zdujem bude sustredeny predovictkym na skumanie kvalita-
tivnych viastnosti rieseni iste] costrakine] evolulne] Glohy.

Uvoand kapitola prindZa struiny suhrn oznaeni, z4klac-
nych pojmov a vSeobecnych vysledkov.

V druhej kapitole budeme Studovat otdzky lokdlnej exis-
tencie a Jednoznacnostl riegeni. V podstatne] mlere sa tu u-
platn{ teoria a vysledky z eanalytickych pologrup a sektoridl-
nych 0peratorov. Za nie prilis obﬂedzuaucich predpokl adov na
nladkost funkeii, m a f dostadujica bude len lokédlna
llpschitzovskosf) sa ndm podari zarudif lokdlnu existenciu
a jednoznadnost rieenia.
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Ulohou tretej kapitoly je skuuanie gﬁoaa;nbc“ vlias-
tnostl rieseni. Zaober rat sa budeme semidynamickymi systémani,
ktoru SG V prislusnom ﬁanucnovo* priecstore generované trajel-
toriami rieseni danej auuonomnuu evolucéne] rovnice. DiSkutOYm—
nd bude problematika Ljapunovovych funkecii pre semidynamicky
systén, Elavnym zdujmon tejto kepitoly Wude ddkaz existenciec
globdlneho suvislého atrakiora pre dany scmldynumLcky systén.
Na rieBenie tychto otdzok bude pouZitd tedria abstrakinych
dissipativnych dynamickych systémov a jej aplikdcia na nadu
rovnicu.

11 Sédasny stav problematiky

Prvé préca, systematicky rozoberajuca tedriu rovanic 5
transverzdlnych vibrédcii struny, pochddza od J. Balla [Baj
V uvedenej prdci Bell vyuziva topologlcaé metody na Studium

asyaptotickych vliastnosti rieSeni rovnice:
L

Qu + i ) .(‘ 2 Du 9 U
,"’( 5 (2 "”‘015? é | o T b
-a.( Qu u oy ) ’c)z;,{ du 1)

4 Ik MY B
Ox  OxD¢ D%t Dt
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kde kondtanty K, a7 0 st XKladné a 8,0 su Iubovolné kon-
Stanty. Prdca sa zaoberd existenciou slabého dynamlckeho ayu—
tému t.j. dynemického systému v slebej topologii prislu:

ho Banachovho priestoru s ktory Je generovany danou roviie
cou.

Fundamentdlnu Wlohu pri aplikécii tedrie abstraktnycl
bemll*nearnych rovnic 1ong¢uua‘“f¢nycr ( ozuiznycn) vibrdcii
y zohrdvaju préce G.F. Vebba |We| a J. Fitzgidoona
§ﬁr z r. 1980 resp. 1981l. Webb v podstatnej miere vyuziva
semil inedrny charakter rovnice:

2
Q « du
— - 4 —. - '
0 £* D¢ 4y = f(u') / x>0
na ddkaz potrebtnych lokdlnych a globdlnych vysledkov. Fitzgibuon

zos;auuge Webbove preupok_uuy na 1;pscnluzovskost funkcie T
na puhu holderovskost. Strdca viakx v lokdlnej teorll vlias nosu
aednoznacnosti riesenia. Obidvaja autori vyuﬁlvaju modernu
teoriu sektoridlnych operdiorov a semilinedrnych abstrakinych



parabolickych rowaic. Pri skimend as::utotickjch vlastﬁosti
rovnice Webb ukazuje niektoré LLU;lLaVc viasinosti onega -
limitnych mnoZin, ktoré vyplyvaii z fakiu, ¥e sktmany a;nnnic-
ky systém je " graalent like system ". Idea vyuiitia viastnos—
$1i Ljapunovovych funkcii na aé Laz toho, Ze omega - limitnd
mnozina je vZdy podmnozinou mnoZiny staciondrnych rieseni

equlibrii sa vyuZiva aj v trete] kapitole tejto diplomo-
ve] préce.

Ziklad pre aplikdciu teorie qbstraktnych dissipatiwych
procesov a teorie kondenzujicich zobrazeni a mier nekompakinos-—
ti poddva séria &lédnkov od P. Lassata.[bal k32’1m83] o Prvé
dve uvedené prdce sa venuju Studiu abstraktnych
alsslpatlvnydaprocesov pric¢om rdzne TPy, dissipativnosti su
skumané vo vztamu k tzv. alfa - &ondenzuauclm zobrazeniam, kdée

& 'je zndma Kuratowského miera nekompaktosti * ,
Aplikdciou tychto absirakinjch vysledkov do teorle evoludénych
rownic rdzneho typu Je Massatova nas;euuduca prédca | Maj3
z r. 1983. Massat v nej &tuduje podobnui rovnicu ako Webb:

2
Qu _ dur. 3 3 qy
£ B4 T, 4 u {(t”:gﬁ) B >0

ktord opﬁt predstavuaje rovnicu lonﬂltudlnélnych vibrdcii struny
resp. homogénnej tySe. Za mdlo obmedzujicich predpokladov sa
dokazuje ekvival entnost bodovej a kompaktne] dissipativmosti
istého diskrétneho dynemického systému, ktory je generovany
Poincarého " periodovym" zobrazenim.

Vyuzitin vysledkov Massata z oblasti abstraktnych dis-
krétnych dynemickych systémov a ich aplikéciou do teorie spo-
Jitych dj ickych systémov sa zzoberd prdca J. Halea a N. Stav-
rekisa ﬁ?aT z re 1986, V tejto prdci je skumand problemati-
ka existencie sivislych globéln 1yca atrakiorov pre rovnicu
transverzdlnych vibrdcii struny:

E‘)z Q“ - A P ;370
ae P “ =1l

V prédci je ukdzand existencia C_ - pologrupy (nelinedrnej )
ktoré, je generovand danou rovnicou. Ukazu:,e sa podobtne ako

u VWebba, Ze generoveny semidynamicky systéu Jje " gradient like
system" a tak ka%d4 omega limitnd mnoZina je zéroven poduno-

kg pre bllzélu informdciu je vhodnd monografia [AKP]

: skumaju sa rovnice prevaine neutréineho typu, presnejiie
neutrdlne funkciondlno dif. rovnice a retardované funkciondlr.o
Gif. rovnice s posunutym argumentom.
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Zinou mnozmy equlibrii. Verialnou metodou je ukdzand ohra-
nigenost .mozlny equlibrii, Co nésledne nnpl:.ku;e bodovu
alss*patlvnos‘t sem...dyn nického systvémue Vyuz.i.}uc lMassatovu
teoriu autori pouka-’u.,u na existenciu suvislého globdlneho
atraktoru pre dani rowvnicu. Naviac je dokdzand celd rada za-
ujimavych kval:.tatﬁvzycg.. vysledkov o spominanom atr eu{tore.
Napriklad: rovanomernd asymptotickd stabilita, suvisl ost

a koneénost limitnej kepacity atrakioru, ¢o mad za néslcw.. Cone-
¢nost Hausdorffovej dimenzie atraktoru. Préve pri posledne u-
vedenom tvrdeni sa podstatne vyuiila teoria A- kondenzujﬁcic‘n
zobrazeni a vieobecné vysledky o konelnosti Hausdorffovej di-
menzie atrakiorov, ktori pochidza od J. Malleta- Pareta [1P].

Otdzkami asymptotickej stability nulového riesenia
autonomne" rovaice:

du u ( < )) 2, .
S| d Fm (vulde|]au +84&U = 0
2 d,/5 >0

sa zaoberd prdca P. Billera [nf_] z r. 1987 . Skimend Jje predo-
vietkym ’rychlost konvergencie 1abovolneho riegfenia k nmow-—
mu stacindrnemu rieseniu. Vysledky su viak v podstatnej miere
podmienend existenciou niekolkych prvych integrélov " energie®
uvedene] rovnice.

Na zdver tohto struiného a samozrejme tym pddom neuplnékho
pohladu do historie sa v kritkosti zmienime o prdcach zaobera-
jucich sa Klasickymi riedeniami rovanic longitudindlnych vi-

- brdecii struny.
J.L. Lions vo svojej fundamentélnej monografii
[Di] , stre 317 Ladl'- ako problém otdziu globdluej exist n-

l E 5

C { J

o ';‘W* su - i

V pripade dvojrozuerného &daso - priestoru R'x R ddva
pozitivnu odpoved na ho“eu'sredenj problém prdca C.K. Bernéte na
[Be] . Ukdzal, Ze predpoklad anglytilnosti poéiat ocn;,c:. pod-
mienok implikuje glo‘oélnu existenciu v Case rieseni rovni-

,c)zu y Slgutdx _'D_u
Y d

kde ’0 je analytickd funkcia takd, Ze Wf)?bo pre 1ubovolné
fvo




12 MODEL

Tvar skﬁmanej nelinedrnej rovnice vychddza a je ziroven
zovSeobecnenim problému, kto*ﬁm sa prvykrédt zaoberal nll’“

v praci Bﬂ w % uveuenea préci viSak chyba akykolvek ndznakx
odvodenia tvaru skumauea rovnice. To je teda dovod preto

fyzikdlne odvodenie ivaru rovnice uvddzame na tomto mieste.

Uva’dujme o transverzdlnych / priecnych / pohyboch
viskoelastického trdmu v rovine X - Y / obr. 1 /e« Predi-
pokladajme, Ze celd su Su&Va JL uniestnend vo viskéznom médin,
ktorého odpor je priamo ume*ux rychlosti pohybu. Zanedbdme
rotatné vplyvy / torzia trdmu / a prudké deforudcie. Cely
trém natiahneme z pévodne] dlZky 1 na éfZku 1+A ,
Somu dochddza k wnutornej zmene napitia. Konce trému su
votﬁnaté v bodoch (O O) a (;ﬁA 0] . Voine povbdune-
skonanle ddjde k predlucnlu trému ax vplyvom vadtornych a
vokajsich sil sa celd sustave dostdva do stavu vibrécie.

Vt.. aka

V nadom modeli potom exiglna sila / t.j. sila pbsobia-
ca kolmo na trdm / bude prostrednictvom fyzikdlnych zdkonov
vyjadrend v ivare:

4
2 ~E
A u  Q
” T T
L2 1 0x 0x°%

o
x

E.A ]
+
1 2.1

<

Pre moment ohybuw plati:

' e 5.I 2% @
SR . GO
.

—
0%

kde v oboch vyjadreniach I predstavuje Youngov modul prui-
nosti, A je prielna reznd ploch trdmu, je efektivna
vizkozita a I Jje prielny druhy plosny moment.

Rovnica vibrdcii trému nadobvudne tvar:

’aau J”@u. 2ﬂ 7‘92u
Oamaifigs ™= 47 * "z

kde vyraz nalavo je prakticky vyJjsdrenin kinetickej zlodky

J
energie, kym vyraz napravo ds
Koeficient q je mernd hust

J
tavuje potencidlnu energiu.
a d je koef. vonkajsieho tlmexnia.



V Xlasickom modeli Balla [Ba] je vo vyjadreni axidlnej sily
N hodnota Youngovho modulu konZtantnd. My vSak na rozdiel

od statického pristupu pripustime aj meniace sa hodnoty
velidin E a A v zdvislosti od hodnoty normy gradientu funkecie
vychylky, presnejsie veda:

2 ® )
iL,

‘%(3‘ k "‘"‘Ql»a.-.:

kde m je nezdpornéd funkcia nezdpornej redlnej premenne],
pridom m(0) = 0. Zrejme oproti povodnému vyjadreniu sily N
sme zanedbali vplyv vnutornej vizkoelasticity. V pripade, Ze

m(x) = E.4/(21¢) . x a PE.4LL/(1)

tak dosidveme povodny tvar sily N / samozrejeme s0 zanedba-
nym vplyvom vizkoelasticity materidlu'/

1 o 3 an o ¢ $ a1l e it
Nelinedrnou funkciou m mdieme modelovat situdcie, v kiorych
dochddza k zmene Youngovho modulu pruznosti a prierezove]
plochy A / napriklad : tefenie materidlu /.

- - ,
Vyslednd rovwnica potom po upravdach nadobudne tvar:

oot (eoff)s o
0

Plsobenie vonkajsich zdrojov potencidlnej energie sa prejavi
" prispevkom " na prave] strane horeuvedenej rovnice. T

r‘) 2 ( +J5P_ 15&) |25 + U a f(t,u A
s B\t ) Jiz - g em 3
0

A>o {3 )

Uvedenit rovnicu (1) siumame spolu so zadiato®no - okrajovymi
podmienkami tTypu:

u(0,x) = u_(x) ;‘;—t( x)= w(x) pre xe0,1)
u (%,

u(t,O)ag—u- (%,0)"% = 9w (1: 1) = 0 pre $20

x
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Uvedené zatiatolno - okrajove podmlenky oznalfime ako
f2) . Glom (1) ’ (2) oudeme n;::.;va“’u rovnica vibrdcie trimu

s votknutymi koncami / clamped ends /. Poznamenajme, Ze
v uvedenej rovnici (1) =me zanedbali aj vplyv vizkozity
okolitého prostredia, teda koeficient vonkajfieho tlmenia d
je nulovy.

Clen -A- ’D

szg‘t

S g 4 - s
sa onvylile v literatire oznaduje ako &len wmubtorného tlmenia
trdmu. ripade longitudindlnych vibrdcii pozri préce

ﬁa]

[we] , ia3] /

Na zvyraznenie ulohy uvedeného &lena hovorime aj o rovnici

VNUTORNE TIMENYCH VIERACII TRAMW.

obr. 1

o8 Y

Pozndnka. Prechod od dimenzie n=1 k vySiim sa uskutolnuje
nahradzovanim drubych deriva’.cil prislusnymi n - roz.mem,;m*
Laplaceovymi operdtormi. V pripade n=2 sa zrejme bude jed-
nat o vibrdecie hrubej vrstvy, ktord je roztiahnutd a nédsledne

pevne votknuid na okraji vrsivy.



1.3 DEFINICIE, OZNACENIA A VSEOBECNE
VYS LEDKY

Vietky Banachove priestory, z ktorymi budeme pracovat,
budd definované nad polom komplexnych Sisel. V pripa.de ex—
plicitného uvaZovania Bauac"zovuo pristoru nad poliom realnych
8isel, budeme spekirdlnu teoriu operdtorov v takomto pricsior
rozvijat v Standardnej komplexifikdcii daného redlneho Ba-

nachovho priestoru.

Banachove priestory budeme s&rei*ene oznadovat ako
B - priestory. Symboly X,Y a X budl rezervované pre ozna-
Covanie konkréinych B - priestorov.

Symbolom LB(X,Y) Ubudeme oznadove¥ B - priestor
vietkych linedrnych a spojitych zobrezeni z X do Y .

Pre linedrny operdtor I prijmeme nasledovné oznalenia:

D(L) - oblast definfcie / domain / D(1L) €£X
R(L) - obor hodndét / rang / R(L) €Y

Zagpisujeme L: XY resp. presnejdie L D(L) X =>

Hovorime, %e operdtor L:; X-Y Jje hustodefinovany ak

oly (D(L) = X, kde cl, Jje operdtor uzdveru v X.

Hovorine, Ze operdvor L: Z-o»I Je uzavrety ak jeho grad

G(L):= -{fx,y) eXxY, xeD(L) y= Lxg
je uzavretou mnoZinou v priestore X x Y.
Ekvivalentnd definicia uzavretosti operdtora L je:

L: XY je uzavreity, ak z predpokladov

x=>x VI x¢&DI)

Lz —>y Vv Y
vyplyva, Ze
xeD(L) anaviae y=Lx .

Nech L: X->Y je 111'-6::.1‘11}" o*:eré‘cor. Symbolom Q(L)
budeme oznadoval rezolveninu mnoZinu operdtora L.
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Dalej nech g(L)= - o(1) ozmaduje spektrum operdtora L.
Potom plati, Ze

o(L)= a?(L) v UC{L) v 03(:)

kde

»

- G'I,(L) oznaduje bodové spektrum / vliastné Sisla /
operétora L
- O'C(L) oznaduje spojité spektrum op. L

- UR(L) oznaduje rezidudlne spekirum op. L

Vyraz typa:
Re o(L) » a ~resp. Re ¢g(L) > a

tude vyjadrovat ten fakt, Ze pre lubovolné A el plati:
ReA >a 1Tesp. ReA >a

Symbolom A &tandardne ozna¥ime Laplaceov operdtor, kioxry
je definovany na hladkych funkcidch, pridom

Nu
Auvw = X0 —
el Q2
kde ueCZ(Q) , QSE*  je otvorend mnoZina.

Nech S je metricky priestor a X je B- priestor. Potou
symbolom
\ c(s,x) resp. C(s:X)

budeme 'roz\mi& priestor vie
funkecil z mnoi.‘in;_( S do X. Pr
je definovand vztizhom:

"f HC(S:}L) = sup{%f(s)"}: - sesg

Je dobre zndme, Ze priestor C(::-:}:) je B - priestor.

ych ohranidenych a spojitych
sluZnd noxma na tomto priestore

+ 1
€LX
’
ot
-k

Nech S je otvorend podmnoZina nejakého B - priestoru Y,
X je B - priestor. Potom pre celé kKladné &islo k poloZme
Ck(S:X)

roé mnozine vietkych k - krdt spojite diferencovatelnych
/ v silnom Fréchetovom zmysle / 2z mnoZiny S =Y do X.



Norma na tomto priestore je definovand precdpisom:
k 2 .
“f “Ck(S:X) - ziuo Sup {HD £(s)||, scsg
kde D je operdtor silnej derivacie.

opaf priestor C<(S:X) je B- priestor.

Nech (? je lebesgueovsky meratelnd mnoZina v K.
Pre 1¥p < e symbolom LP(Q) oznadujeme priestor

vietkych 1ebesgueovsky merateinjch funkci:’., zobrazujﬁcich
Q do pola komplexnych tisel, pridom p -té mocnina abso-
1litnej hodnoty je integrovatelnd funkcia. Standardne

“f”I‘IQQ) = (f)ﬂ; (x)lp dnx )1/13

Symbolom L,o(Q) oznafme mnoZinu vsetkych podstatne ohra-
= Sl by e

nidenych funkeii / merateinych / zobrazujucich mnoZinu

do komplexnych &¢isel, prifom norma je definovand predpison:

1E3 "3.,,(0) = e55 sup | 2=

DbleZitu Wlomu v tejto préci zohrdvaji tzv. Sobolevove priesto-
Ty
opsf nech QER®  je otvorend mnokina. Symbolom

v
PQ)
budeme rozumiet mnoZinu vietkych takych funkeii fé 1.(Q),

pre ktord Iubovolnd zovieobecnend derivicia / distribicia v

je prvkom priestoru L_(Q) . Normu zavddzame klasickym
spdsobom: 2

Il VIR e 15" <1 L,§0)

kde d= (dl, "(2""’ ofh) je multiindex, ktorého modul

je rovny
’ y F&e ghongn bibl
i=1 3

Symol om
o0
|
oznalime uzdver mnoziny Clé(Q) Vv norme priestoru W;(Q)

kde clg(Q) jemnoZina tjch f¢ ¢MQ) , ktoré maji kompaktny

support. Teda ;
w?;g(;p) & clw;c,o)(cgf?)
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Fenomén Sobolevovjch priessorov je mozné skumal aj
v tom pripade ked "“stupen hladkosti" Xk nie je prirodzené
&islo. Pridupov k tejto problematike Jje v zésade viacero.
Ka%zdy pristup sa v3ak zjednocuje v tom, Ee pre celodéiselné
hodnoty "stupna hladkosti" sa ziskavaji pdvodné
"celotiselné" Sobolevove priestory. Kondtrukcia "neccloéi—
selnych" Sobolevovych priestorov sa klasicky vo vaciin
postupov zakladd na komplexne] mctoae interpoldcie “u
B - priestorov. Pre nase uéely budl celkom postalovat pries-

vonry

5%0)
kde o Jje nezdporné redlne ¢isglo. O takychto priestoroch
bude podstatné vediet, Ze pre lubovolné prirodzené

¢islo k plati
B10) « Vs (@)

s tou pozndukou, Ze pre ¢ (k,k+L) predstavuje
o
H (.Q) mnoZinu hladiich funkcii ako je \‘Z];(Q), ale zé-

bl » . - T . P » »
roven & mnoZinu menej hladkych funkcii gko su funkcie z

priestoru wgqu?) .

Iny pristup k zavedeniu _Dojmu neceloéiselnych Sobole-
vovych priestorov je moZné skumat na zéklade tzv. Lizorky -
novych priestorov *%,

Sobolevove priestory S neceloélaelnym stupnom hladkogti
sa dasto v literature nazyvaja aj ako

Sobolev - Slobodeckého - priestory. [xrJ]

Zéxladnym technickym apardétom na riesenie proolémov
lokélnea existencie riefeni semilinedrnych parabolickych tloh
su tzV. vety o wvnoreni Sobolevovych priestorov.

Pre jednoduchost budeme predpokladaf, ze QsE je
ohrenifend oblast s lipschitzovskou hranicou 2 .

Symbolom " <»" yrozumieme spojité wvnorenie B - priestorov.

Pozndmky.

® _ g0 zékladami problematiky metody interpoldcie vieobecnych

B - priestorov sa je moiné wzozndmii v monografii: [Teﬂq

F3H
- presnejdie by sme mali hovorii o tav. 1zotropnych
Lizorkynovych priestoroch. V ripade, Ze QR-r" , tak po-
tom sa tekymbto priestorom hovori aj priestory besselovych

potencidlov. Pre WliZ¥iu informdciu pozri: [KFJ] resp. [lc]



KedZe vo vietkych pri UGQO\;Q, v ...uO-du:". budene pracovaf 50
Sobolevovymi priestormi je zrejmé akd oblast R ¢R" sa
uvazuje, tak Standardne pou "‘v"” skrdtené oznalenia:

Ok A
Wk TESPe w“ TESDe H
P
Platia nasledowné zéﬁladr.é vety o wnoreni Sobolevovych
priestorov:

Nech k je prirodzené &islo. Potam

1}1 ) | k w‘.{

&P i - RS0 ek 7

e SRR g 2L p F*y

ak n=p.k ) tak W]; C;Lq pre kazdé q2Dp
1 k

ak z - =<0 | bak WJ; c,C(.Q)

Vzhladom na to, Ze predpokladdme ohranidenost mnoziny Q&R
tak trividlne plati wvnorenie:

le © I.q pre kazdé qz 1l

Na zdver tejto Casti prindSame eSte niektoré oznalenia a
konvencie:

Nech M je nejakd podmnoZina 3B - priestoru X
Symbol om
span (1)
trdeme rozumiet linedrny obel mnoZiny M vo vektorovom pricstoe
re X.

n ‘4 .
Nech R € R je lebesguevosky merateind mnoZina.

Symbol om meas (2) oznadime lebesgueovu mieru tejto mno-
Ziny. |

Nech L je nejaky operdtor na priestore X. Potom pod
oznadenim:
A+ L budeme c“a.pa% operétor /\J."’u,
kde I je identicky operdtor A je prvok pola skaldrov.

Zipisom x —» f£(x) budeme rozumiet funkciu £, ktord
kaZdému prvku x priredi prvok f£(x)
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2. KAPITOLA

ABSTRAKTNA ROVNICA VIBRACIH TRAMU

Cielom tejto kapitoly bude ¥tudium vliastnosti istej
semilinedmmej abstrakinej evolulne] rownice, ktord suvisi
s rownicou (1) .

Centrdlnym pojmom z funkciondlnej analyzy bude tzv.
anal yticki pologrupa linedrnych operdtorov. Z toho ddvodu
v prve] €astili tejto kapitoly uvedieme niektoré zdkladné
vysledky, ktoré s tymto pojmom bezprostredne suvisia.

21 Secktoridlne operatory,
analytické pologrupy.

Provlematika, o ktorej sa hovori v ndzve &asti, je
vecelku pristupne rozpracovand v monografii Dana Henryho
[He] . Niektoré partie z teorie zlomkovych operdtorov
a B - priestorov je moZné prehliadne ndjst aj v &lénku
Gludka a Kreina  [GK] .

Pristupime k definfcii sektoridlneho operatora.

Definicia g.1.1 ([He_] , Def, 1.3.1)

Linedmy operdtor L s definidnym oborom a oborom
hodndt, ktoré ndlezia B - priestoru Y , nazveme
sektorialny operdtor v Y,

ek I Jje uzavrety operdtor, husto definovany a pre nejaké
(pe(o,g) $ M 21 3 818 plati, e s ek t or

sa'(pm{,\ec; @ <larg (A - 2a)fsn A+az

cely leZi v rezolventnej mno¥ine @(L) operdtora L.

Naviac pre kaZdé Ac S, © plati nasledovny odhad na
?

normu rezolventy:

la-z '1”«

|A- a]



V rovine komplexnych &isel si mdZeme utvoril geometric-

ki predstava o sektore 5, v podla obr. 2.1
¥
oor. 2.1
A
Im . - . A -

sekbtor SL,P

/ Ve // L z P ,
/ //:// o :/// o , Re
///// 4 4 /

Na ilustrdciu pojmu uvedicme niekqfko prikladov sek-
toridlnych operdtorov. Tieto priklady su prebraté z [He] .

Priklad 1. KaZdy linedrny spojity operdtor na ¥ Jje sekio-
ridlny.
Priklad 2. Samoad jungovany, kladune definitny , linedrny

operdtor je sektoridlny.
Prikiad 3. Nech A Jje samcadjungované, uzavreté rodircnie
v L_ , 1¢p<« oOperitora - A definovaného na C§5(R).

tak operdtor A je sektoridlny v Lp(f7).



Prikled 4. Nech A je taky operdtor ako v pr.kkl de 3,
pridom tento operdtor uvaiujeme na priestore (.Q L
Potom, ak rezolventnd mnoZina operdtora A 3:. “neprizdna,
tek operdtor A Je sekioridlny.

Zastavime sa ne okamih pri prikladoch 3,4. UZ na prvy
pohlad je zvlidstne, Ze sektoridlnost o*c*"&im‘" A Je
podmicnend predpoldacul na rezolventni mnoZinu. V nasledu-
jcej pozndmke sa pokusime tuto zamjimavost intuitivme
VySVQ"G.L.I.u-

DE sa odakdval, Ze tvar spekira operdtora A Tude
do znacue,] miery zan.s_ut ne vi c.stnos iach oblasti ¢ s
Polusime sa natritnut sivis medzi tvarom spextra a taﬁyml

zadnymi tvrdeniami z LL_.kClCuu.._....c.j analyzy akjmi su
Friedrlchsova NErovnos & Rellichova veta.
\k pre oblast L;ﬂti Friedrichsova nerovnost, tak

defir.it;:j' obor uzavretého roziircnis ope*é‘cora - A

/ teké vidy existuje vicka -...;i.:*;:,::oatl operdtore -4 /
bude podmnoZinou priecioru \_Q) s pretoZe v tom pri-
pade D(A) predstawuje e.ne..u;u..c‘.y priestor H, , ktor)
sa 4 stotoinil s nejakou husion podmnoZinou Vv L_, prive
vdake Friedrichsovej nerovaosti. £

V roku 1933 natiel Nikodyz priklad oblasti, na ktore]
Z 1ntcgrovate_hoat1 gradientu _Ankc;c 5 nulovou stopou
na hranici oblasii nevyplive i;tcg:cvhtﬁiuout samoquu
funkcie. D4 sa predpolkiadat, Zc v .;kdcsuo "patolo chcr“
pripadoch sa Gefiniiny obor uzavreldho rosirenia pr
cipidlne nebude def chépal sko podmnc¥ina vI_ (L) . T
5& vlduune stane, Ze operdtor a4 chidpany ¥ pracdto L
bude mat za defln*ény obor prilis "CuhuObnu mnoZinu® na %o
aby bol uzavrety v L[N) Xe speltre takéhoto operdtora se
to prejavi tak, Ze roézidudlne .,::....m bude netrividine,
presnejdie bude obaahovasd celd Jednu polrovinu komplexne]
rovine. Na zdlraznenie vyznamu Friedrichsovej nerovnosii
vV procese wzatvarania operdtora - A , hovorime niekedy
aj o. tzv. TFriedrichsovom uwzavretli operdatora -A

(vlizsie pozri [RS]

Na druhej strane .\e-_lc‘:.cv veta o kompektnosiil
vaoreanla \"-‘-(_Q) co 4.., (-Q) Gzky suv..s s dis‘frétngs{;ou
spekira Opcrduo RS xompaktost rezolventy A™ /[
Velni t*lv:.é,lnyml uva n.—..::.; sa G& nahliadnut, Ze ak oblast

¢ R% nie je ani obranicend, ani kvdziohranitend *

"
tak potoin horeuvedené vlioZenie urdite nie je IPOJ.paku.Au.
Z toho dévodu sa mbZe suei, Ze s Jog:m dast spekt tra je ne-
ur:a.v:La.J..m, o v istom zmysle konplikuje nade buduce uvahy,

toho hladiske, %e nezmiesto orionormidlnych rozvojov
?)od" a viastnyeh furkcii operitora 4 v priestore ,J, -Q)
% definfciu kvdziohrani¥ene; oblasti moZno ndjst v f.ﬂ




v takych pripadoch nuiné pouZit apardt tzv. spektrdlnych
mier. V naSom pripade bude oblast (2 natolko "dobrd" , Ze
k spojitd ¥ast spektra nebude existovat, a tak vlustne vys-
tatime s ortonormdlnymi rozvojmi, ktoré odpoveua;]u
"atomickym" spektrdlym mieram.

Problematiku "kvality" oblasti L ¢ An, pridom méme na mysli
platnost Friedrichsovej nerownosti a Rellichovej vety,
vvbavme standardnym SPDSDbOu. - predpokladdme, Ze oblast
Qc¢H ud dostatotne hladki hranicu 0 .

Nasleduje definicia tzv. analytickej pologrupy linedrnych
operdtorov. Tento pojem je fundemenidlnym v celej diplomo-
vej préci.

Definicia 2.1.2 ([He] , Dez. 1.3.3)

nnalytlc}.é pologrupa Vv B = pries-
tore Y je mnoZina linedrnyck spojitych operdtorov

{2(¢) , t20}

pre ktoru plati:

8/ 2(0) = idy, , () o T(s) ~ T(t+s) pre t,520
o/ pre ka¥dé x¢Y je lim T(t)x » x

{0
c/ pre ka%dé xeY je zobrazenie %} T(t)x

redlne anelytické z (0;0) do Y

Dalej mdéZeme definovaf tzv. infinitezimdlny generdtor ana-
lytickej pologrupy T (%) predpison;

Ixi = 1in 2()x - x

0 %

kde D(I.) €Y je mnoZina vdetkych tych x €Y , pre ktoré
horeuvedend limita existuje v 3B - priestore Y .

Lt w »
Symbol om {e y T Of oznalime analyticlu pologrupu,
ktorej infinitezimdlny generdtor Je prdve operdtor L .

Fundamentdlnu ulom v teor:u. engl ytickych pologrup mé nasle-
dowmé veta, ktord uvadza suvis medzi sektoridlnymi operdtormi

a infinitezimdlnymi generdtormi anglytickyeh pologrip.



vera 211 ([Ee] , Veta1.3.4)

Nech L je sektoridlny ogerétor v B - priestore Y.
Potom - L generuje analyticku pologrupu

{e-Lt,t?Og ;

pre ktora plati explicitné vyjadrenie v tvare avstakiného
krivkového integrdlu * :

ok 2}%:;_ . E(A+L)_l- 2 4
r

kde [ je Iubovolnd krivke leZiaca v @Q(-L) teké, Ze

I;\'Ii—?w arg \ e{-@,&)g pre nejaké Qe(—g ,IT)
Ae

Dalej ak Re 0(1L) > & , tak platia nasledovné odhady
pre kazdé 120

” A S ” &0y pre kaZdé £ >0

kde kon&dtenta C >0 nezdvisi na t.
Nakoniec pre kazdé +>0 plati:

/ —%() je silnd - Fréchetova derivdcia /

Sektoridlnost operdtore I ndm umoZnuje dokdzat, Ze
pre kriviku [ 2z vety 2.11 horeuvedeny integril existuje,
ak ho uvaZujeme ako Riemannov integrdl 2z operé,torovo - Znal-
nej funkcie. Tedriu takéhoto integrdlu je moZné ndjst v
klasickych udebniciach [Sch] resp. [‘aJL] .

PodrotnejSou analyzeu sa d4 nahliadnut tesnd suvi-
slost uvedeného integrélu so znémym Cauchyho vzorcom, ktor;
sa objavuje v zdkladoch komplexne] analyzy. Problémy spojené
s tym, ze krlvka I nieje uzavretd v komplexnej rovine sa
aa.]u vyrles:.t uvahami o I'O.;-J.I'GI‘.\.J komplexne] rovine [Ta‘xl,
Yo sa dd intuitivne vysvetlit tek, Ze na kriviu [ budeme
hladie¥ ako na uzavretl kriviu na Jednotlcove-i sfére, pre-

P uvedeny integrdl sa v literature nazyva Dunfordov ["




1

[

Co
|

polom" , pridom pracujeme s k13910f0u

cha dzaJucu "severnym I
tereogrdllckou pro;ukClou jednotkovej sféry na rozsireni
Tvar krivky [~ si mbZeme privlizit

(=]

nOmpleanu rovinue.
na obr. 2.2.
obr. 2.2 S je sektor operdtora L .
a,p
b m

/o
Y

o (L)

spektrum op. =L

Re

r
krivka, leZiace

v QL)

mocniny sektoridlnych

Zlomkové
&

operédtorov B-=priestorov.

v dalZom tudeme stéle predpokladsf, Ze L je sektorisl-
ny operdtor v B = priestore Y. Naviac budeme pozadovat,
aby Re o(L) > 0.

Vzniadom na odhady uvedené vo vete 2.1.1 mdZeme ko-

rektne definovai operdtory:

oo
P -%:{- gtd-l.e—r; dt pre 4>0
o
e ( -“) ‘= a [ predstavuje Gama funkciu.

Pretoie O&gCL), dé sa polahky nahliadnut, Ze operdtor L



i
I
O

!

je injextivny. PoloZme preto pre Iubovolné >0

o -d] -1
’

L = (L prigon D(z%) : = R(X™%)

Pre d=0 definujeme L2 m Id ’ D(Lo):=Y

-

d L
Tymto sme vlastne definovali operdtor L pre lubovolné
redlne &islo A¢R.

Operdtory Ld nazyvame zlomkové / frakciondlne /
mocniny operdtora L .

Pre Zlomkové mocniny sektoridlneho operdtora L plati:
d .
- L je uzavrety, hustodefinovany linedrny operditor
- ak A<€B , tak D(L’?')QD(L“)

- ‘Ll.-:L

pre Tubovolné de¢R, t>0 pleti R(e™T¥)ed(x¥)
[5e]

Teraz mdZeme pris‘tﬁgi{ Kk zavedeniu pojmu zlomkovej mocniny
B - priestoru Y podla sektoridlneho operdtora L v Y.

Definicia 21.3 ([He] y Def, 1'4'7)

Nech L je sektoridlny operdtor v B- priestore Y, prilonm
Re 0(L) > 0. Pre Iubovolné 420 poloZume

o .
- Y := D(L"‘) - zZlomkovd mocnina priestoru Y

na mnoZine Y gzavddzame normu
”x“ ¥ ::lll’.d(x)‘u . pre kazdé xex®

Pozndmka. Predpokiad Re 9(1L)> 0 je sice zbytolne obmedzu-
juci, pretode zlomkové moeniny priestoru Y sa daji zeviest
aj bez tohto predpokladu. Pre nafe udely viak uplne postaiuje
uvajovat len také sektoridlne operdtory, ktoré maju redlnu
tast spektra kladnu. Vyhneme sa 'E‘ak zdlhavym diskusidm o ko-
rektnosti zavedenia normy na Y . [He]

0 zlomkovych mocnindch B - priestoru Y podia sekitoridl-
neho operdtora L plati nasledovnd dbleZitd veta:
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Veta 2.1.3 (fHeJ » Veta l.-"n8)

Nech L je sektoridlny operdtor v B = priestore Y,
priéom Re (L) >0 .

Potom pre Iubovolné >0 je . oo opit B - priestor.

«
ak 03B, tak je hustéd podmnoZina v Y.
identické vloZenie

YEC-r Y'{ je spojité
Naviac, ak operdtor I mé kompakini rezolventu, tak pre

: B o .
04 <B je vnorenie Y <s < Y kompakiné.

Uzavreté rozsifirenie

haplaoceoviho operstorasa.

v aalsom budeme pod Lg(ﬂ) rozuniet Hllbertov pries-
tor nad polom komplexnych &i{sel. NnoZina £ ¢ R® nech
je ohraniend oblast s dostatolne hladkou hranicou R .

Z Friedrichsovej nerovnosti vyplyva, Ze operdtor - A
definovany na C2(Q) je symetricky a kladne definitny
vV norme priestoru Lo () . Zo symetrie a kladnej definit-
nosti glynie, Ze bodové a spojité spektrum operdtora -A
je Castou kladne] redlnej polpriamky. Teda

o (-a) v T (-a) e <o, «) [Taa) str. 34

Je dobre zndme, Ze operdtor -4 nie je uzavrety v Lo (ﬂ)
To, ale znamend, Ze rezidudlne spekirum operdtora - A

mdze byt netrn.v:.é,lne, dokonca nd%e obsahova® celd polrovinu
komplexnych &isel.

Tento nedostatok operdtora - A sa 5tandardne riesi
Friedrichsovym uzatvorenim operdtora - A , ktoré bude samo-
ad jungované. Vdaka pletnosti Rellichovej yety dostdvaue
pre samoadjungované uzavreté rosirenie ovela viac ako len
odstranenie rezidudlne] zloZky spekira. Spektrum nového ope-
ratora A , ktory je danym uzavretym samoadjungovanjym roz-
irenim, dokonca nebude obsahovat ani len spojitu &ast spelktira

sadn O-(A) = O.P(:'s) .

Symbol A Dbude odteraz rezervovany na oznafenie uzavretého
samoad jungovaného roziirenia operdtora -4 Vv in.ﬂ) :



Zndme vysledky o linedrnom operdtore A zhrnieme do
nasledovného pozorovania:

Pozorovanie 21.1

Hilbvertov priestor Lz(ﬂ) nad polom C oznadme
ako X .
s/ Operdtor A je linedrny, uzavrety,samoadjungovany

operdtor v priestore X.
Naviac operdtor A je hustodefinovany a restrinkcia

A /02(_(2) & -A ,opridem  ©3(2) € p(a)

o
[’i‘a;;] y 8tr. 341

b/ Spektrum operdtora A je &isto bodové, teda
O‘P(A) = a(d) 2 je zdroven dastou redlnej polpriamky.

Viastné ${sla operdtora A +%voria neklesajucu pes-
tupnost, pridom
lim A =400

n—,ﬁ

kde & (4)= fA , nen [1a] , Vets 4.2

c/ Rezolventa A je kompaktny operdtor v X . Existuje
uplng spo¥itateind / bezpodmienednd / ortonormélna
bazd priestoru X , ktoru tvoria vietky vliastné
funkcie operdtora A , TeJe

X = clespan{ Spn = neNg)
, kde AY =AY, pre kazdé ne&N .
[La] , Veta 4.1 , [EHS], str. 16 , (Taa], str. 323
a/ Operdtor A Je sektoridlny v priestore X . Teda

- A generuje anelybicku pologrupu, prisom pre Iubo-
volné de (0, A,) platia odhady:

e < c.e™®®  pre xazes 120

ae=*] < %.e"‘ﬁ’ pre kazdé >0
kde kon¥tanta C>0 2z4visi len od ¢ .
[#s] str.16 ,[raa] str. 324

e/ pre zlomkové mocniny priestoru X podia operdtora A



- PO

platd:

I = p(a) = wa(R)n V()

pre 0§ d4<1
= p(%) - A nE]AQ)

-+

[Ee] str. 38
£/ Ortogondlne rozvoje:
KedZe Re ¢(a) > 0 @ operdtor A4 je samoadjungovany
tak A"‘" = gﬁ" E, , kde dE, je Standardnd
spektrdlna mioera pre operator A [He] str. 32

PretoZe spektrum ¢(A) je len bodové, tak spektrdlna
miera dE, Jje atomickZ a teda pre kaZdé Fex

-, c0 -
i I il B () Wk
kde (.,.) Jje sksldrny sudin v }I-LE(-Q>

v 4
Potom sa d4 Iahko nahliadnut, Ze pre YeXx ,d>0

ati: &
= S A;(F’, VA,

k=1
Priesizor X Je H:‘klbertov priestor, prifom odpo-
vedajuci skaldrny sudin sa d4 zavies® nasledowne:

' pre ?, SVe X'(

finpeas salashe i) = A T )

&/ pre abstraktnd mocnimu 2° plati A esitoi: pw

p(42) ={ %) , A‘/éD(A)}’

Na zdver uvah o operdtore A zavedieme eXte jeden dohovor:

Nasl'edovné symboly budl v celom texte rezervované a teda
budu predstavovat stdle tie isté pojmy.

X = Lz(.Q), nad polom komplexnych &isel
Aiv Aoy eee 3 ALy eoe vliasiné hodnoty operdtora A

991, 902, 4% 9 ‘Pn, ..+ zodpovedajuce vliastné funkcie
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22 LINEARNA HOMOGENNA
ABSTRAKTNA
ROVNICA VIBRACII TRAMU

V tomto odseku sa nudeme’zaoﬁera% d8kazom existencie
anal ytickej pologrupy, ktord suvisi s homogénnou rovanicou:

2% Pu 2 .
BAZZ + & =0 ; B>0 (3)
’5?-+ 2+ 3 ¢

Pristupime k-definfciam jednotlivych B - priestorov
a linedrnych operdtorov.

V celom dalsom texte budeme pod symbolom X rozumiet
Hilbertov priestor

XieT'xXx = (Wg(Q)n\%(Q)) X szﬂ)

Skaldrny sudin je definovany prirodzene. Pre Iubovolné

[u,v] v [0 e ¥~

woromme  ([u,v] s [8.7]), 2 (w8) ¢ (v,7)

= (Au,AT) + (v,V) ¥
kde symbol [ . ] predstavuje_dvojicu, ktord je prvok
kartézkeho sudinu priestorov P oa X.

'Je dostatodne zrejmé, Ze s prislusnym skaldr-—
nym sudinom je Hilbvertov priestor. / nad poliom komplexnych
&isel /.

Nech & je Iubovolné, ale v kaZdom parcidlnom pripa-
de pevne zvolené redlne &islo.

Definujeme operdtor I‘B nasledovnym spdsobom:

- defini¥ny obor. D(Lz) := x° x X = D(2°) x D(A)

- pre Iubovolné [?,Y’]eD(LB) kladieme
L,g([‘f’,'f’})m[-ﬁ” , A°P+84Y] (4)

Z ddévodu vysSe] nézornosti budeme &asto linedrny ope-
rétor Lﬁ zapisovat v "maticovom tvare "



- ok

L = 2 (%)

poznamenajme sudasne, %e v pripade notdcie (5) nebudene
strikine rozliSovat medzi " riadkovym " zdpisom zo vziahu
(4) a " stipcovym tvarom * :

-

- X 2 -y
22, pa\Y | a20inay

Ty vlastne chceme povedal, Ze notdcie (4) a (6) vyjedru-
Juce opré.tor I.13 budeme povaZovat za ekvivaleniné.

n,(L¥,¥])= (6)

Zékladnym cieiom tejto Casti bude ukdzaf, Ze pre
B>0 je operdtor L seckioridlny operdtor v priestore

Zaujimavéd mbé%e byt aj diskusia ohladne pripadov
0<BA<2 a MAB22 ., Dovodom pre uvedené " rodtiepenie"
na jednotlivé intervely bude ten fakt, Ze spektrum ope-
rdtora Lg vV pripade, e 0<A< 2 obsahuje aj kouplex-
né &isla s nenulovou imagindrnou zloZkou, kym pre A 2 2
je spektrum astou kladnej redlnej polpriamky. / lema 2.2.2 /
* L]

Naaleuovaf budd lemy zvidsa technického charakteru, ktoré
opisuju zékladné vlastnosti operdtora La 4 pritom ich
usporiadanie metodicky sleduje overovanle jednotlivych
predpokladov na sektoridlnost operatora I’B .

Lema 2.2.1

Linedrny operdtor Lg Je hustodefinovany a uzavrety
v priestore * .

Ddkaz. Hastota mnoZiny };2 X f‘ v priestore X .
Je viac mene] zrejmé z definicie mnoZiny ¥ a vlastnost{
zlomkovych mocnin operdtora A .

DokéZeme teda uzavretost operdtora Ip .

® _ d4 sa usudzoval na Uzky stivis medzi tvarom spekira
operdtora Lg / lema 2.2.2 / @ vysledkami P. Bilera Ldl]

o rychlosti konvergencie riefenie k nulovému equlibriu.



Sech [u ,v Je 3 ¢ 3 - D(Lg) a [‘un,vnj --s-[u,v} v X .

Nech L(un,vn']) —(5,7] v X

potom u €X2 a ur — U v Kl
vcxl & vn—a-v v X
- -— B ¥ f‘
2 -
Aun+{3ﬁ.vn-—;a v v X

- - 1 -—
KedZe -vn _— U v X tak v‘,1 —_— -0 V }C-L a teda zrejme
'S

Gnvn —> -4 A1 Vv priesitore X .
Z uzavretosti operdtora A v priestore X teda plynie, Ze
veD(a) =X & AV = -0
Dalej potom wdme:
A‘?un —V = [3Av v priestore X.
Ale, z W = W Y Xl vyplyva, Ze Au -—>» Au Vv X.

Opét z uzavretosti operdtora A Vv prlestore X dostédvane
/ vyuZij e pritom ©bod g/ v Pozorovani 2.1.1 /, Ze

AeD(A) a A2u=v-/_l,nv,te-c‘.a uezz.

Teraz ;je uZ zrejmé, Ze [u,v] é D(Lﬁ) a plati

[u v]) Lu v]

q«eod-

oreuvede ema nepredpokl add, Ziadne ohranidujlce podmienk
H dend 1 k1 add dne ohranig y
na vyber redlneho $isla B . V nasledujlcej leme bude pred-
poklad (>0 podstatnym vzhladom na tvar spekira operdtora Lﬁ

Lema 2,22

Nech /B> 0. Potom spektrum operitora Ls Je len
bodové @& plati:

ak Bz2 tak spektrum o(Lz) je dastou kladnej redlnej pol-
priemky, t.j. ?LB)Q (0, @)

ak 0<A<2 tak spektrum ¢(Lg) 1leZi na remendch uhla, le -
Ziaceho v polrovn:c komplexnych &isel s kladnou
redlnoun Sastou, ktory je naviac symetricky
vzhiadom na redlnu os.

Spektrum  0L,) operdtora L,  moze byt explicine vyjadrend



= 08

ako:

-,‘ % "]’ Y]
J(L&)‘: {;’(&C sfl:ﬁ-b /25-4 RK aleboﬂ.='ﬁ_-—2@'“:4_ﬁk

pre nejaké A _ ¢ a(a) %

-k
Nakoniec, ReJ(L(b)}{b—']é—brz A pre H2 2

1

Ddkaz. V prvej Sasti ukdZeme, Ze pre bodové spekirum ope-
ratore LB pla‘h.

](" _— 2
g, (L@) {AEC A MAK ﬂ@uOAtgﬁﬂx
pre nejaké /’ik & d’(A)g = M

Nech A £0,(L,) « Potom nutne existuje [¥,V]ex® x %,

[0, ¥] # [0,0] také, ze
1, (09, ¥1) =3[9, ¥]= [29,2¥]

Teda °
A°PipAY=2Y a -V 2¥Y. To, ale prakticky znamené

5 BP-pAry=-22Y

Poslednu rovnost rozvinme do Fourierovho radu podla uplné-
ho / v X/ ortonormdlneho viasinych funkcii operdtora A .

; 00

Z uplnosti systému {S’n’g g1 dostdvame porovnanim jednol-
" -

livych Tourierovych koeficientov , Ze plati

2 2
(X - Apay + Ak)'(sp' 8 S
pre kazdé XkéEN.
Ak by pre kaZdé kel bolo (&, ‘:‘0 )=0 , tak opaf z -

plnosti systému ifp E
ne implikuje Y 0.0

L]

musi nuine byt Yz o O, &o nédgled-
nsl
To je spor s vyberom prvkov Ya ¥
To znamend, %e existuje také keEN, Ze platd
2 2
(¥ V”kH‘o a A -ABAK-G-AR Z 0 .

Tento fakt, ale zrejme md za nédsledok:
L?,V}#[0,0] < Ael

Naopak, nech Aen .
Lahko sa v dom pripade vidi, Ze existuje také Ay € g(a),
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pre ktoré plati:
2 2
A =AbAg + Ay

PoloZme potom (P.-gg $# O a Y- -2Y = =2 Vk

-~

Dostédvane, A2(f’+l3}.‘:”= A,ﬁ Vk -5 Ay 9”1{ = - ,12?:{

Teda: L&([% ‘f'])ﬂ[%vﬂ » CO znemend, Ze A éa'p(L&)

V druke] asti dbkazu nalliadneme, Ze @(Ly)= 0 ,(L,)

Na to zrejme stadi ukdzat:

g 5 + =1 /
ak N ¢ ap(T,) =X sk (A-L) e 1B(X,K)
Pre operdtor A-1L, dostdveaue zo vztalu (5) “"maticovy
z4pis" :
A1
N =Ly = > (7)
-A7; A=A
Symbol om B(N) ozna¥me operdtor:
B(A):= A = ABA+A° : D(B(A) )=x
B Ad l=oLL, tak operdtor B(A) je injektiway, le-

bo v pripade, Ze 3(7) Va0

potom pre Iubovoiné keN platd

(BN, ) = (a2P-npavk ,¥,) -
=(22-n8a 4 22). (¥, 9,)

Kedze predpokladéme, ze Aé M= o‘?uﬁ tak nutne pre kazZdé
keN je "k -n/bnk+ ;\ # 0, % mé za nédsledok

(@, Q"k pre v‘éetk_,r keN.
Z uplnosti systému { S”g ) zrejme dostédvame, Ze ¥ = 0,
a teda operitor B(a) Jje injektivny.

Pre N4q(L,) = M vySetrenim limity pre k —>ew , Ze

existuje kondtanta K>0, Ze — - 3 $X pre vietky keN.
[-aba, +ag]
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Potom zrejme rad

g2 (a2 asaqnl)? (LP ¥

konverguje pre kazdé 9’& X

KedZe pre Fourierove ;coeflcle....y prvku B(MNY

lati
TET e, 0= (F -amagial) (P ) fexd

tak potom operdtor B(2) ~L je definovany na celom X
a d4 sa vyjadrit v tvare radu:

-1 o=l x2 2y -1
BRY = Exal A2 _asasa2) (P, 0) Y,
balej, |IB(A)E] € & a teda BM™T e 1B (X,3)
Teraz sa Opit vrdtime k operdtoru A= Lﬁ » ktory je vy-
jadreny vziahom (7) .

Operdtor (A- Lﬁ)-l pre AU

méZeme 2zo vztahu (7) wurdif pomocou " Cramerovho pravidla"
zndmeho 2z linedrmnej algebry na vypolet inverznych matic.

Ulohu determinantu matice (7) zohrava préve operdtor
B(a) . Teda formélne,

()l; - )
B(A)=det 42, A-pa

(h=-m4) B(A) ~d = BlAy
= Bl ABN)E

~<e

potom (A - Lb)-l =

()
kde A §o3Lp
Podstatnym na dbkaze toho faktu, Ze horeuvedeny " maticovy ¥

operdtor je skutolne mverzny Xk A= 1Lp je to, Ze pre
A ¢ 6oLg operdtor B(») Le1B(x,X) . & naviac

R (B 2) = p(B(M) =x2= 102).

Kedze vietky operdtory vystupujice v matici (8) navzd jon
komutuju, tak ostatné je len rutinnou zdleZiitostou dosadenia.
To znamend, %e vztahom (8) méme urdeny operdtor {71- LB)_I
tory je definovany na priestore ¥=X* x X .

/ stédle automaticky predpokleadéme, Ze héd’PLb

Ostdva teda dokdzat, Ze (A -.%)- je ohranileny. Za tym u-
Selouw Vv priestore ¥ poditajme normu prviku

(AL,)™ (9.9 xde [¢,¥] e ¥



Zrejme potom plati:
lr2) 2L, vI12 = [lafa-82) 32 - 3 2Y))2 +
o] &2 Bm-lwm B(A) L ylI2

Rozvinutim do Fourierovho radu podia uplného ortonormélneho
systému vliastnych funkcii o;:;eré"cora A dostdvame:

-1 2 ﬁk(h /3;1 )(‘F%)- “V(f’)
i iy W’WJ” s KAﬁAK+/1 ;

B2+ A (% %) [
ék-fl N-ABag+ 2% !

k-l

2

(n-62)AY %) - axl Y, %)

%)+ 2 (V%)
- AB A+ A% 2 -

|
|
A BK-J-A l

.. 00
- ékt*‘

N

1A= B+ 20+ 12] 1) z
(ﬁ SHP( [A2- ~ABA + 2% ] )) ”[%ﬂ”}i

Pol o c(N):= i APl + 2 A ¥ (2]
ol oZme ( V2. I‘%DMA STy

PretoZe predpokladéme, Ze A¢5P[L&) tak jednoduchym
vybetrenim limity pre k—e oo dostdveme, e  C(R) <@

To, ale prakticky znamenéd, Ze (A- Lﬁ)-l ¢ 1B( ¥,%)
a plati <
* | (A- z,) 1|| § cla) (9)

Tym sme vlastne ukdzali,Ze ka¥dé komplexné &islo, ktoré nie
je viasinou hodnotou operdtora L ndlezi do rezolvent-
nej mnoZziny operdtora L, .

Tym sme dokdzali podstatnu &ast tvrdenia lemy.

Vzhladom na to, Ze O'(Lﬁ- G_P(I'f-") = , tak ostatné ifvrdenia

lemy su uz trivialne. Qe€ed,

Pozndmka. Diskrétnost spektra operdtora Lp sa dé uké zat
aJ Jednoduchdie, pritom vyuZijeme, Ze operdtor Lp md kompek-
tni rezolventu. Tento fakt bude dokdzany vo vete 2.2.3.

Pre ddkaz sektoridlnosti opera ctora Ly Je podstatny odhad (9)
a z toho dévodu sme zvolili tuto cestu dokazovania.
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K otakidvanému dbkazu sektoridlnosil operdtora HB potrebuje-
me este jednu jednoduchu lemu.

Lema 2.2.3

Nech W Je komplexné &islo také, Ze arwweég- .

Potom pre lubovolny uhol @ 2z intervalu (’arbw], 2)
Existuje kladnd kon¥tanta C= C(w,0) také, Ze

3 < G ?
t:ro | A -w) |A]

pre kaZdé A¢ SO,Q kde SO,G je sektor v zmysle

definicie 2.1.1

Dokaz.
UvaZujme o kompakte redlnyca Cisel

Hi={ -3, Ion{yex ,0¢ |3+ argw] s

Nahliadneme, Ze potom existuje konstanta a(=o{(w,9) i 0€d<1

& sup cos x € d
xcH
TotiZto ak by sup cos x =1 , tak zo spojitosti funkcie
' xX€H

cos na kompakte H by potom nutne existovalo také x, € I
PRI Com cos x = 1 . Vzhladom na vyber mnoZiny H, dosta.-
vame, Ze nuitne x_s O , a teda BSlarg wl, ¢o je v prige
mom spore s vyberom uhla £ .
Dalej poloZme :=<- g, -:T>U<7r 3f> v H
Z priebehu funkcie cosinus samozrejme plynie, Ze

sup cos x £

xel

& . ’ o, . . .
Skumajme teraz redlnu funkciu £ nezdpornej redlnej pre-
- . ’
mennej definovanu:

- w 2
£ (4) :=]1 - z.t] pre ©370, kde 28, o
je parameter.

Potom, ale plati:

lwlé 2 lwl
()= 2% 2=, 5 % - 2.t =—,c08(argA\ - argw
) Inl® ** ( & gw)



i -5 %‘ i
Pretoic arg A< T ¢arg =
Jretoze ns T 2 ‘_,W<2 a 7\650'6
tak sa dd nahliadnut, Ze
argA - argw & H
a teda -
cos fargh - argw) sd pre kaZdé Aéso 5
r
Beridc do uvahy, Ze % ;o dostdvane:
£(t) 2 1+ !-“—f-l .‘t ~ 2.1:.’-"1-”.0( -
Il Il

=1+(l%'.1: A )E . e 3 ek

Nakoniec kedze 0 €d<1 dostdvame, Ze pre Iubovolné
S latis
A€ 0, [2) P

1 1 1 2 . 1 C
sup = cSUP e & ey e =
$20 | A-wtl 121 430 12(4) jal Yi-d* Al

kde C= C(w,0):s(1 -«° ) -1/2
Geed.

S vyuzitim predchddzajice technickej lemy a lemy 2.2.2
nd%eme uZ bez problémov dokdzat, ze operdtor Lp Je
sektoridlny v priestore ¥ pre Iubovolné A>0

Veta 2.2.1

Nech A>0 . Potom operdtor Ly Je sektoridlny
operdtor v priestore % .

Dékaz.

Hustd definovanost a uzavretost operitora Lﬂ boli pred-

metom lemy 2.2.1 .

Najprv uréime sektor pre operator L/b

S
0,0
Zvolme pewne nejaky uhol 0Oe¢ (0, ’_i2_r) y Pre ktory naviac
platis cos b < B
3
Oznaldme p _B+1A7-4 L P B
i s 2 ’ 2° 2

Ak f32 tak zrejme /3.1 5 st kladné redlne ¢isla &
]

ct



0 = ]argBll =,arg 62] < © pre ka¥dé t2>0

Ak 0<BA<2 tak pre t>0 plati

—

2
larg f}l.t]- | arg Bz.t] =|e::g /.’al] = arctg —v.ﬁ:f;ﬁ— < 0

pretoie, —V A ) N -v4 _Eﬁ
g 0 cos® - >V}5_2 A b

Sahrnne teda pre Iubovolné A>0 plati:
larg/]l.tl = |arg /32.1;[ < 0O pre kefdé >0

To, ale znamend, Ze sektor 30 5 cely leZi v rezolventune]
mnoZine operdtora L, : ’

V druhej Gasti ddkazu ukéZeme potrebny odhad na normu
rezolventy.

Podla vztahu (9) v ddkaze lemy 2.2.2 plati:

”(h - L&)-l “ scla) pre vietky /Ze‘.SO’B

kde
c(a)=Yz. supmhzﬁﬂxlﬂh‘?h“ +ZIM
xeN |25-2Bag + Akl
Zrejme plavi:
Ro-npmnl=la-p.a)(a-8,.2)
dalej vyuZijeme lemu 2.2.3., v ktorej postupne za W voliue
¢isla (3, Tesp. /52 2 / ]arggllzlarg {,J,zl P i

Uréite potom existuje kon¥tanta X s K (5,0)>0
X

sup__i__ € —
ke N [2 -, A] Al

a analogicky

sup_._l__ < "'K_' re vietky A ¢S
ke N |n-B,A] |2l ¥ J 0,0

Dalej dostdvame nasledovné odhady:
IN-BA ] +2x+1a] ¢ [A-Biil +IA-B 2kl +2(IAl+24) ¢

| 228 2y + 25 | [A=Bady || A-8, 2k |
1 1 “ (1n-p2,l+121)
< +2171|+If5|- -Brglelal)

+ -
1]["464/1;[ ,ﬂ'ﬂ’zﬂkl !71—' @4ﬁx’- :{A‘Eg)‘x,




1 + 1 o 2] + 1617 ([). -8Byl +|A- B __511,(]1»21;11)
]A-Bqﬂg] l)l"al/lg] I/\‘ﬁ‘fﬁxl-‘/\'ﬁg"‘x’
< 4 + £ + - .( ! + 4
-Bya] 1a-B21 161 VA=Al IA- 8,44
e [ Al
w12+ y
( lﬁl) |A-By A ] I =By

Z{skali sme odhad na kondtantu C(A) :

cln) < V_(m Iy J;’l (fm l;[) (”f};)"’”%'li )

T‘F

14 kde kxonstanta X nezdvisi
bere
|Al e vybere A & S, o

a teda, C{A)

To z1emend, Ze & = o -
la- sl € & e keEAEAC S,

z Coho nakoniec dostdvame, Ze operdtor L, Jje sektoridlny
v priestore ¥ .
Qe€od.

Ako prianmy ddsledok predché.dzajﬁcej vety dostdvame

Veta 2.2.2

|

Nech >0 . Potom operitor -Lp, generuje analyticku
pologrupu _{ o~Lat i og

S P
de (o, '7—6“ D.=4 )
resp. Je (0, 3 )\l) / pripad O0<pA <2/

platia nasledowné odhady:

Naviac, pre Iubovolné l) / pripad H32 /

feTs® | s m(r)e="® pre kazdé t% 0

lx, e"I‘ﬂt][ $ u(d)e” S0 pre kazdé £t 70

Dokaz.
Je trividlny a plynie z vety 2i1.1 , lemy 2.2.2 a vety 2.2.1
Qe€ele



Pozndmka, KedZze dikaz sektoridlnosii operéiora Lg Je

trochu tazkopddny a dlhy, je na mieste otdzka o zjedno-
duseni celého postupu. Pre iné typy, “maticovych opoerdtorov"®
wenb [We] a Iliassat Dma3] pou31va3u o nieco jednoduchsie
metody a postupy.

Webb v[We] dokazuje sektoridlnost operétora

0 ; =I
A o A

V podstaine] miere vyuaiva, Ze horeuvedeny operdtor sa déd
rozlo%it na sddet sektoridlneho operétora a spojitého operi-
tora, Je znéme z elementirne] tedrie sektoridlnych operdtorov,
Ze takyto sudet bude opat sektoridlny operdtor.

d>0 ()

Massat postupuje inask. Pri skiman{ toho istého operd-
tora sa mu podarilo ukéza¥, Ze je sektoridlny , aviak na roz-
diel od Webba  dokonca na celej variete priestorov. Jeho
ddkaz Jje v3ak zaloZeny na fakte, Ze operdtor A vystupuje
v horeuvedenej “matici" vZdy v rownakej mocnine.

kazuje sa, Ze Vv nasom pripade nie je moZné bezprosired-
ne pouzit ani techmiku Webba eden z operdtorov nebude
spojity /, ani techniku lNasseta. Z tychto ddovodov sme muse-
1i predbeZne pouZit postup pertrachtovany vo vete 2.2.1 .

Vo zvysku tejto Sasti sa budeme zaoberal zZlomkovymi mocni
mi operdtora L, a priestoru ¥} podlia operdtora Lg

Zlomkové mocecniny

operdtora Iy a priestoru ¥

|

Skﬁmaﬁ*budeme expliciiné vyjadrenie zlomkovej mocniny
operdtora L, prede(0,1) o Nésledne potom vyjadrime
zl omkovu mocninu A° opriestoru ¥ podia sektoridlneho operd-
tora L&

Cely postup bude rozdeleny do troch fdz. V prvej z nich
explicitne vyjadrime operdtor

Laf pre lubovolné d&(o,l)

Dalej potom urdime obor hodndt n(L & tak vlagstne ‘

deme definilny obor operdtora Lg " prléom D(LQJ X

% - Predpoklad o>0 Jje u oboch autorov podstatny. Indpek-
ciou spektra operdtora pre«= 0 sa d4 nahliadnuf, bodové

spektrum bude rozloZené symetricky na neohranidenej priamke.



Tretia fdza tude spod $ivat v explicitnom vyjadreni zlomkove]
mocniny A" prostrednicivom zlomkovych ronlﬂ priestoru X.
Nakoniec nahliadneme, Ze na priestore existuje ekvivalen-
tnd norma, ktord Standardnou normou sudinu istych B = pries-
torov.

Lema 2.2.7

Nech fB > 0. Potom pre Tubovolné dé (0,1) plati:
1 (0, Y120, #80,) 6,571V 5 _ 0, 27%0s 8,57V ]

pre kaZdé [?WJE* X x X

-

) . e -A
V symbolickom maticovom tvare méZeme ocperdtor L zapisav:
6 25

o Byepg)a” 5§, &

kde 8'1, 6'2 sl kladné redlne kon¥tantyy zdvisiace len od

hodndt  d B teda &1’ ﬁ-l(ﬂﬂfﬁ) ; 32= 6-2(0(,/5)

Dékaz.,
. Z vety 2.1.1 vieme, Ze operdtor Lg Jje sektoridiny.
Dalej z d8kazu tejto vety plynie, Ze sektor operdtora L,

ndZeme vybrat tek, aby platilo:

argr‘ﬂ@ﬂ l:‘a.rgr’_%:i_ I<&<g
2 2

kde 80,9 Je sektor operatora L‘t5

Podia lemy 2.2.2 plati Re O"(La)> 0 . Potom pre 0(6(0,1)

mndéZeme pouzif zndmu formulu na vyjadrenie operitora Lﬁ :
o0

- L &
oA - EinT j;\“(hw&) L (10)

5 T
0 / d6kez pozri [He] , Veta 1.4.,



Nech [‘f’,'f’]&*-f- Xl x X Je nejaky pevne zvoleny prvok.

UvaZujme o nezdépornom redlnom &isle AZ0

V ddkaze lemy 2.2.2, sme zaviedli operdtor B(f)
definovany na pI‘ieSuO;b X~ predpisom:

(ﬁ) A+ ‘1'2

Ukdzali sme, Ze pre %0' (Lb) mé operétor B({) spojity inver-
zny operdtor -1
B(f): x>x , prizon R(EH({)) = z°
Kedze Ay O ,tak  -p¢6(,) = teda B existuje a pla-
i 1 (x * (57 ot
""h) e I‘B JL,X) M R B (- A)) = }" .

To znemend, %e pre A2 O mé operator 1&2-!-)1/3 A+7\d
spojity inverzny operdtor

(55 dnibae 250 2 X ek
Ria ’{a%+282+2%) ) = 22 = p(s?)
Preto v sulade s dokazom lemy 2.2.2 mdZeme operdtor
fh+ Lb)-l vyjadrit v nasledovnom maticovom tvare:
(a+2) (a26A Bar 22072, (AP+apasn®) 2
il
(A+1,) ™= . .
- ~22(a%apasa®) Ty (BBeapaer®)
Na vyjadrenie prvku A '{(A-i- L;_Q‘l [(P W} opit pouzijeme

Foumerove rozvoje podia ortonormdlneho systému funkcii

a2

nJna=1l
Potvom platis é oo A“‘f}\+8ﬁg)(f%)¢+ 00 }f'o( (%l&) 9:(
= _ k<1 AZ+ABA +A2 K ksl A‘w\M + g
A d(me) - [¥.Y]- -d kz K K
Kl A A B A A K k 1 A+/V3f\x+*x

Pre kaZzdé XEN oznalme

(e 2 (248 26) NRN
A% ABA+ MY T R eAB A+ A
solnyie Lo oetnd 8 (Ne X

K
¥ A+ ABA+ AR N+ Ab Ay + Ny



VyuZijuc predchddzajuce oznadenie dostdvame:
> e @)Y+ 7 v YY) ]

-1
AJ(ML il cf/\)(? 5‘9)9‘9 +é (A)('f"f )

K=1

'

Teraz ukdZeme moZnost zdmeny poradia integrovenia a sundcie
uvedenych radov, presnejsie ukdZeme, Ze Vv priestore o
t1s

O

(22 o ont.8)8, an-27

k=1

-1 o
47 ™

co

a (M dn (‘P,‘fk) ‘ﬁk

OL—"'—_‘\

0

.(21:1 oMY, 2)Y  ar= 27 \u 00 an(¥,0)9

'K Xk

o —

odobtne v priestore X plati:

ap
Sékl oMLY are £ Yo an(?,9)7

k

dk(h) d?\(?},@%

k=1

S k(A)(‘f’ ‘f’)‘f ars £,

k=1

o —

v
b_!
b “Lf*‘ssatrfws

Nech ne N . V norme priestoru 2 poéitajme normu rozdie-

1w ” Sﬂ . GK(J\) ‘f‘ld)‘fa - é“ Qa.K(h) da (‘f (ﬂ()(ﬂ‘ HX" '3
S” q,k()ﬂ((P %)% [[

” ]

- wshvid
0

2 2
EROIHIGIAA]
Posledni identitu sme ziskali ne zdklade Parsevalovej ro-
vnosti.

KedZe A7 0 , tak =A¢& S,p a teda analogicky ako
v dékaze veily 2.2.1 vyuZijeme tug'kmlcku lemu 2.2.3 « Potom
existuje konsStanta C,7 0 , nezdvisiaca ani od A, ani od
keN takd, Ze plati:

- =] =l ;
Iakf}\)ls A _% = Cl‘ A + preA>0 , keN

VySetrenim 1imity pre A=90° polanky nahliadneme, ¥e existu-
je konStanta Co>0 opiit nezdvisiacana A a k , Ze
pre nejaké dostatodne melé okolie bodu O plati vziah:



lak(ﬂ.)! S Cz)f'd’ pre kezdé k€N a
OKA<L € s kde € nezd-

visi od hodnoty k .

Kombindciou tychto odhadov méZeme integrdl
oo
a0
2 1t 2 =
Svék-nﬂlak(h” I(A 50’ gﬂk” QA
0
rodelit na sidet dvoch integrdlov
() (-]

RN

o
a tak kedZe Ae¢ (O,l) zrejme existuje konstanta C> 0
takd, Ze:

SQV kn+1 ak("”2](f& 7 S"k)l2 an € cVé

Je dostatodne jasné, Ze konZtanta C nezdvisi od prlroaz\.r-.-
ho ¢isla neN .

2
cened (4 ?k”

Z Parsevalove]j rovaosti vieme, Ze

Ja I - é;j’ll(w, ml? s ois

lim I(A? ‘f

k n+l
0 —5a0

n
(@]

R
Tym sme vliasine dokdzali, Ze v priestore X mbieme zeme-
ni¥ poradie sumdeie a integrovania s&uu.meho radu, t.j.

Sé;l a (¥, ) ‘f’k ars =, . S a fA) A (¥.1 ) ?’

kz1

Malogickym postuponm nahliadueme, Ze zdmena poradia
integrovania a sumdcie je pripustnd aj v ostatnych pripadoch.

Vzhladom na formulu (10) dostdvame
oo A
-d x-l .() L £l:=-‘lbk ("V’Pk} Spk
L, [f¥] -V pyp
éklk(‘f’ v)Y. +fk‘lak Wl

kde kon¥tanty aﬂ, By B 4 & st definované predpismi:



- 39-

&0 o
.ﬂ' -
sin Wj (Mﬁ}tﬂo} s . ginfrd A . ax
 ;
0)‘4/‘61\ +AK & ‘]r 0 A "ﬂBAK"' AK
od co
- i-d
;, - iad| e 2 PR |
a)a. s & = J 2 7
+Aﬁ,\x+ A OA +AbAg + Ay -
\dey
ﬁ&LGJ definujme kon Eu.'t'a}}' '9’.‘ ? '92
1 o
b~ ¥ («,6)= 2= . (o ﬁ
¥ oJx% Bxa ™
a _ T oA
£
4.= & (d,/g’)= sin'li‘ﬂff X
2 =
X Ax+1l g .
{12)
Kedie pzedpok}.aaéme, te P>0 o Q’é(O 1 tak g.uegrm.,,
definug uce konstanty '9_, resp. '3'2 konVcrgu,,u.

Trividlnymi substiticiani sa mdé%eme polahky presveuwu,
%e pre integrély (11) plati:

- = = -l =d
ak=('9'l+ 682) Ak 3 bkz'.- 6‘2 Ak
- g ~ - A& B e
ck'_'&EAk $ Gk:. 91/1.-{ pre kazde k€N,
Pretote Pex a Yex , tak pre A€(0,1) plati:

- -a( 1= Lo
s kl kwtf)[/ P8 %fk-lhi: (‘P'?k”p}:

g A

4 o «
- ék-l}\z “V kK k o "ék:l/\kl “(‘V,‘P) V}:

- -'4 - ' d . - .
To znemend, Ze pre Ly [‘F, VJ dostdvame vyjadrenie

- 4y, 5 14 1-< -4y
I‘ﬁ [ﬁ%{‘[(@:-{' {58‘2).; Y4 ‘8'2 A W ;i - 9'2 A Y4 @i A 9/‘!
Tento vziah méieme v meticovom tvare zapisat ako

« (82."'6'&2)‘\ > 8‘, ,-1'1‘“'

- &1
s -— q.‘:o“o



-

Pozndmka. V krdtkosti sa zmienime o kladnych redlnych
xondtantdch 9-1 a 3-2

Pre P32 a 0(6(0,1) explicitne vyjadrime konZtanty
81 a 32 .

Elementdrnym pouZitim integrdlneho poltu a zdklad-
nych vliastnosti fum:c*l gema_ a veta / Eulerove funkcie /
md%eme nahliadnut platnost vz‘canov.

B = (4 P) = e 4 ) (/5 VEZ— 20{.4
o Vf’ -4

Bz V- (p - Vp4 Y& -4
6\2= ﬂzulm: - V;}-‘fm =) g pre H>2

a F(d,2)= 1-d ; G,(d2) =4

rujeme obor hodndt operatora

-’ - -~
o V nasledujuce]j leme vySeim
fundamentdlnu ulohu pri opise

L . Tato lema zohriva
priestoru X .

Lema 2.2.5

_d
Neck B>0 , de(0,1) . Potom R(L} )= £t% 5 x°

Dﬁkaz-

_% e Ly ) » =
Nech [u,v] € B(Lp, ) « Podla definicie oboru hod-
ndt operdtora urdite existuje

?E.El a Yex

pricom

is (04 B9 )0 "0s b, Y
v——& A-"(P-l-‘ﬂ —AV’

KedzZe (PG.X-L , tak nutne existuje S’ex » (f’= A-ly

Pot om e &_1_01(( 6 +4 6 ) (f'f' &2 y})
ve i -8,7+0Y)

a(
¢o znamend, Ze pre prvky u,v platd uex“ s VEX



feda  [u,v] e ¢ ¢ 2%,

Na druhej strane pzedpoklgdajme, ge [u,v] € x‘*"‘ .k
Potom pre nejaké wéX , veX dostédvanme:
P s & Tea%g

Kedze 'Q-f-h(b 01 ‘612 + '93 270 , tak nutne existuju

«

u

prvky 99, Ve X s Pre ktoré plati
ﬁa(@l-i- ) 3—2)?+ 1925"

ve-9,7+ BV

- ’ ‘"1 vl . o = ,
Ak nakoniec poloZime Y= sl 4 s tak sa jednoducho dosadcnic
mbéZeme presveddit, Ze platd

I.',-;‘ [¢,¥]= [u,v] & teda B(I_,‘;{) - 2 5 x*
Qe.€.d.

V dalgej vete explicitne vyjadrime operdtor L“ .
Metoda ddkazu bude podobnd ako tomu bolo v leme 2.2. 2
kde sme na explicitné vyjadrenie inverného operdtora k
" magticovému " operdtoru pouZili zndme Cramerovo pravidlo
2z linedrnej &lgebry.

: |

Veta 2.2.3

Nech A>0,46(0,1) . Potom pre zlomkovd mocninu
priestoru X podla. sektoridlneho operdtora L, plati

e =D(Lb)= o 5 x%
> o g AL 4 7
Pre operator I'{_J, definovany na I)(J%) plati:
« § )
Fu At 8 =¥ 4

(a2 2\ -1
- (82468, §,+82) b, in ;wﬁ%m)

Dékaz. 1
Podla leny 2.2.5 dostdvame:
o’ o - +& A
X=o(x)= r(13") = #*"x x
Druhé ¥ast ddkezu plynie z faktu L= (L}f’)". qQ.€.0.



v pre.dc';é.dza,]uce,] vete sme na“__la.all, Ze zlomkovd mocnina
priestora ¥ sa d& vyjadrii ako si8in / kartézky / istych
mnozin. Zdmerne teda Zi draznujeme, Ze sa Jedra 0 mnoZinovo-
teoreticku rovnost. ‘lyn'. vliastne csceme povedau norma na
zlomkove j mocnine X* rpemusd byt identicky rovnd prirodze-
nej norme na sudine normovanych *:;r:.eswrov. V nasledujucej
vete ukdZeme viak, Ze prisluiné normy su ekvivaleniné, %o
zrejme stati na to, aby sme Doli oprdvneny ztotoznit
priestor X" s priestorom € x x% -

Veta 2.2.4

Nech A> 0, de <0,1> . Potom pre zlomkovi mocninu
priestoru X plati:
i/ X = 3{1“( X }Id - ako mnoziny
A -~
ii/ (X I “ "xx) = (}C‘M X K", ” . ”Xl-l-d — }:“)

- ako B - priestory.

Dﬁkaz.v . 0 1 2 3
cast i/ vzhladom na %o, Ze X =X a X eX* xXx
a vetu 2.2.3 Jje trividlna.

Sast ii/

UvaZujme najprv pripad de (0 1) .
Nech kladné redlne kongtanty 8., & su definované
vztahmi {12) . A 2

Nahliadneme ekvivalentnost noriem

| " ' “X'( a ” . ” Xj_.;.g(x Kd

&
Nech teda [S‘:'lv]‘ * = Klﬂ( X Xa(
Z ddvodu zjednodudenia zdpisov oznalme 7-:—{3']2- +fb.ﬁl.8-2+ 6—2)".

Dostdvame postupnost nasledovnych odhadov:

U970 = 55 1,911, <
L A Y

Zp (6 + (em5,) [ 19000 0¥ d)

Teda existuje kladnd redlna konsStanta zdvisiaca len od 4(,6



Yakd, %e pre normy plati:

“ ; de < cl. “ ” Xl“{ o

x X
Na druhej strane plati:
Jeonl2 - | =0l -
= ?Q(H ﬂlA‘{(F - ‘9‘2,10{-15!} ”;l*’ ” 612"*1“{%-(61*'.@ &2) Aq’?" ”;) ;

=2 e b Ay 2 4 82900 +86)5Y ])2)-

= }2{ (82 402 )1 Pl 20at (824 (3,408, 2NY | 2282 5o (279, 5%)
VyuZitim Cauchy - Schwartzove] nerovnosti dostdvame

Ie02 > p2{(02+ 82N¢ 1200 +
P82 (6 400, 2V 12 - 26 02 1 Yo N4 >

v 3»2 #2 [[[7.¥] | §1+x

X }:a(

To teda znamend, Ze normy ””Xd a [ "}ll'i'd " xo{
sl ekvivalentné pre dé (O,l)

Ostdva teda Vyéetri% pripad A= : 2

Lalhko sa preveri platnost identity:-

19,47 ”;,,=(1+ BAIYNZL +1 Y12, + 2. 8e ( 42¥, aY)

¥ s s 3 ¥* ” 2 -
Opdt vyuZijuc Cauchy - Schwartzovu nerovnost ziskame odhad

e e B LA

X

Vyuzitim ’croguholnmowch nerovnosti sa dd zisti%, Ze

I\l wll $Vz (1)L ¥ 1l 2



=
-

Teda normy ” “ q ” "~-2 gF su ekvivalentné
¥ / X p.§

Pripad A= 0 Je zrejme trividlny 2z definicie priestoru 7{ ‘

q-endo

Na zdver tejto Zasti uvedieme eZte jednu uZitodnu
vetu o operdtore L .

b

Veta 22.5

Operdtor L, ud kompaktni rezolventu.

Dokaz.

Operdtor LE4 néfeme explicitne vyjadrit v tvare
1 /5}‘;-1 ; A-e

gt -1 ;s O
O platnosti horeuvedeného vziahu sa je moZné jednoducho
presved&if prostym dosadenim.

UveZujme o ohranicdene] postupnosti {[un,vnj E s
v prie%tore %= Xl x X . Poton zrejme postupnost

ung r-l je ohranilend v priestore - postupnost

{v ‘g nel je ohraniend v priestore X.

Podla pozorovania 2.1.1 bod ¢/ mé operdtor A Kkompakind
rezolventu v priestore X. To znamend, Z%e z stupnosti

oo
i ”
vninsl md%eme vybral nod;nos»unnos’é / opdt ju oznacime (Vv En 1

tak, Ze A lvn konverguje v priestore X , teda zrejme
-2 2 . Xl
A Ve konverguje v priestore .
KedZe unEXl ) tak pre kaZdé n eN existuje ﬁ'ne}I také,
o0
u =4 lu_l . PretoZe {unL_l je ohranilend v Xt y T
{u je ohranilend v X. Ops¥ vyuiijﬁc kompaktnost A

ak

-1

dostaneme, Ze z posmpnostl {u asd vieme vybrdt podpostup-
nost / opd% ju oznadime rowvnako /, pre ktoru obrazy
A"lﬁn konvergu;u v priestore X. To znamend, Ze postupnost



o A5 -

(=]
-2 I; Bl .
A u, konvern'o. je Vv priestore « Teda zrejme

postupnost {A u konverguje v priestore '..4.'1.

n nsl 1 2 =]
To znamend, Ze postupnost {ﬁ.& v+ AV E wel obsa-
ey

. L4 - £ ¥ » )
huje konvergentnu podpostupnost v priestore
Dalej kedze -1.1r = =4 lln y tak z postupnosti

{—ungz:l moZno v.;ora» konvergentnu podpostupnost v pries-
tore X.

Suhrnne sme teda ukdzali, Ze existuje podpostupnost
postupnosti {[un,vrggno:l / opiat ju ozname rovnako /
takd, Ze L-]'[u ,v] konverguje v priestore Xl x X.
Teda operédtor I’b mé kompakini rezolventu.

Qe€ede

23 LOKALNA EXISTENCIA NELINEARNEJ
ABSTRAKTNEJ ROVNICE
VIBRACII  TRAMU

Tédto Sast vyuiive Klasicki teoriu semilinedrnych para-
bolickych rownic, ktord moZno ndjst vo fundamentdlnej mono-
grafii ‘brazilskeho matematika Dana Henryho [He] .

Zatneme formuldciami a definiciami.

Nech Y je B - priestor a L je sektoridlny operdtor v Y,
pritom Re 6(L) 70.

. Pod pojmom abstraktnd semilinedrna parabolickéd rovni-
ca budeme rozumiet rovnicu

& 3, '
—=U + LU = F(t,0) , E7,

spolu so zadiatofnou podmienkou

uls) =0, | (13)
Systém (13) budeme tieZ nazjvat Cauchyho uloha.

Funkcia F / vo v3eobecnosti nelinedrna / zobrazuje

RxY® do ¥ pre nejaxé L&<0,1)



DéleZitym pOJmom suvisiacim so systémon (13) Jje samozrejme
pojem riedenia Wlohy (13) .

De¢finicia 2.3.1 ([He_] , Definition 3.3.3.)

Rlebenm ulohy (13 na intervale (1:0 T ) nuaeme ro-
zumiet spojitu funkeiu U (. )(1: t } splnajucas:

i/ uft)=vu, e

ii/ pre ka%dé te(t b)) de U(t)ed(1) av vode
existuje silnd / F*e.c.;etova/ derivdcia — U(u}

iii/ zobrazenie +tr>F(4,U(t)) je lokdlne hdlderovsi
& naviac pre nejeké a(é<0,l) plat

im -s_“( s,U (s 8 = |
tj—.bto § (t-5)"" || 2(s,0 (N[, & 0

iv/ ne intervale {to,tl) funkcia U(.) vyhovaje
rovanici:

dfi Ul + 1 U@ = F[t,U(t))_

2N

Dolezitd Wlohu pri zarulovani existencie a jednoznalnosti
rie¥enia Wlohy ?13) samozre jme zohrdva funkcia F .

V nasledovnej definicii sformuluj er:.e Etendardné predPOk.L&{‘J
ng funkeiu F , za ktorych bude nat systénm (13) vliastnost
lokdlne] existencie a jednoznalnosti.

Definicia 23.2

Budeme hovorit, ¥e funkecia F spina podmienku (HL)
pre o €(0,1) , ex plati:

pre lubovolny bod ('f,'ff} € R x Yd existuje okolie tokh-
(m): ¥° bodu O°C€R x ¥ a existuju kondtenty Lip, # > 0
* %e pre Iubovolné (+,U0) , (s,V)e ¢ prati

| 7,0) - P, (s, V)1l ..<., ip (]t -s[e“+[|U-v ]le)

Poznamenajme, Ze vys5ie uvedend podmienka (HL) hovori v pod-
state to, Ze funkcis Ff‘“ ) je lokdlne hdlderovskd v pre-
mennej ¥ a lokdlne lipschitzovskd v premennej U



Aj ked e¥te v tejto kapitole sa nebudeme zaoberal
globdlnou existenciou, tak predsa len sformulujeme pojem
tzv. uplného riesenia.

Definicia 2.5.3

- r - -~ - - L4 - - -
Hovorime, %e riefenie U(.) Wlohy (13 je na inter-
vale f‘to.‘co-iT) / @ebo, Ze T je maximdlne / ak

- existuje riegenie ﬁlohy (13) na intervale (t o +‘l‘)
: ST R o’ o
s poliatolnow podmienkou U (1:0) =U0

- ak rie3enie U (.) s poSiatodnou podmienkou U(t)sU_  exis-
tuje na intervale (to,t ) , tak potom nutne = t. & 6+ T .
= S

Z hladiska lokélnej existencic a jednoznainosti rieZe-
nia ulohy (13) mé fundementdlny vyznam nasledovnd veta.
Uvedend formuldcia je prebratd z &ldnku Webba [We]l a vias-
tne predstavuje suhrn viet 3¢3.¢3, 3¢3e¢l, 3+5.2 @ 3.3.4
z monografie [He] .

Veta R3.1 (zdro;je su uvedené vyééia)

Nech L je sektoridlny operdtor v B - priestore Y,
Reo(l) >0 ., Nech funkcia F splna podmienku (HL) pre nejaké
0(6(0,1) L ” d

Potom pre lubovolné toe B Uo E Y

o/ existuje také T:T(";O,UO)70 , %e Uloha (13) mé
jediné riefenie na invervale (to,to+ T)

o/ ak naviac funkcia F je lokdine lipschitzovskd v pre-
mennej +t , tak funkcia U(.) je spojite diferen-
covatelnd ne otvorenom intervale (t_,t + T

/ teje UE cl((to,to+ BYi5F Y b st

c/ ak chdpeme funkciu U aj ako funkciu podiato&ne] podmien-
ky U, , t.d. UsU(s,U) , tak U(s,U) Je spo-

jitd funkcia v premenne] UO v takom zmysle, Ze pre
kazdé €70 existuje d>0

ak || U, =T, IIY.<<<Y ; ta.k“U(t,Ul)-U(t,Uz)”‘f &€

rovnomerne vzhladom na + patriace do spolod&ného
intervalu -existencie oboch rieseni.



a/ Ak =T(t s U ) je maximdlne, t.j. r:.eéenle u(.)
je na intefvele (1: 1: +T) Gplné , tak vud T =+o00

alebo norma m.eéenia. ” U (%) "Y nie je ohranidend
na (‘to,'b0+ T)

- " - » - - -
Pristupime teraz Xk formuldcii abstraktne] rovnice
vibrdcii tréamu. ;

Pod abstraektnou rovaicou vibrdcii trdmu rozumieme
¥ .- , rs
Cauchyho zatiatolnu ulohu;

g 3 -
g Ly U U) £t
Uft)=v
g i’ =
na priestore X=X x X , kde operdtor Lﬁ Jje

definovany vziahom (4) .

Funkcia F je definovenéd predpisom

(+,[2Y])- [ | (”Al/zﬁ””z).a‘fé- f('t,(f,"f’)]

kde m Je redlne funkcia nezdporne]j redlne] premenne] a
funkcia f zobrazuje mmoZinu R x X*x X do mnoziny X .

(15)

RieSenfm Wlohy (14) rozumieme rieZenie semilinedrnej
Wlohy(14) v zmysle definicie 2.3.1 .

l\asleduguca lema uddva powtaéuduce podmienky na funkeie

m a £ , tak aby funkcia F spliela podmienku (HL) pre
nejaké de<0,1) .

Lemﬂ 2|301

Nech pre nejaké o{é(o,l) si splnené poduienky:

3/ FLaRx Xlux Xd —_— X , pridom je lokdlne holde-
rovskd v premenne] t a lokdlne lipschitzovskd v pre-



mennych Ya ¥ .
2/ kcia mn(O,w) < R Jje lokdlne lipschitzovskd.

Potom funkcia F definovend v (14) splfia podmieniu
(iL) pre A .

Dﬁkaz.
Z uvedenych predpokladov zrejue

§iae POLL R

Na ddkaze lokdlnej hdlderovskosti v t a lokdlnej lipschi-
tzovskosti v premenne] P,?’J nie je nié& obtiaZneho & je
len rutinneho charakteru, prilom vyuZivame len mnoZstvo
trojuholnikovych nerovnosti,

qe€eC,

, Na zdklade predosléko vysledku mdZeme vyslovift naslc-
dujuci vysledok o lokédlne] existencii a jednoznalnosti ric-
Senia abstrakine]j nelinedrnej rovanice vibrdcii trdmu.

alole

Veta 2.3.2 (" 0 lokdlnej existencii ried3nia abstraiine
rovnice vibrécii trdmu "

Nech A> 0. Neeh pre nejaké dé(o,l) su splnené prec-
pokl&dy lemy 2.3-1 .

Potom pre Iuvovolné t,€R Zexl ; 'f’o eX

o/  existuje T-T(to, %,S‘g) >0 také, Ze Gloha (14)
s podiatocnou podmienkou Uor-[‘lg,%] nd jediné
riesSenie na intervale (to,'to-i- T) .

o/ ak naviac funkecia f Je lokdlne lipschitzovskd v pre-

mennej t , tek rieZenie U(.) je spojite diferen-
covatelné na intervale (to,'to+T) o Teille

ve cff,,5,41): X xx)

c/ ek funkeiu U(.) , ktord je rieSenfm Ulohy (14), chépe-
me ako funkciu potiatolnej podmienky, tak U(t,Uo)
spojite zévisi od Uo v zmysle bodu ¢/ vety 2.3.1.

d/  ak U(.) je ¥plné na intervale (to,‘to +1T) , tak



tud T=co alebo norma rieSenis "U(*)” nie je
ohranilend na intervale (% o,u + T
/ "blowing - up " /

Dékaz.

Je dostatolne jasny. Podla vety 2.2.1 je operdtor L,
sektoridlny v priestore ¥=X* x X , Zlomkovd mocnina X%
je izomorfnd suéinu priestorov X*¥x x4, Funkcia F defin
vand vztahom (14) na zéklade lemy 2.3.1 spina pocm:x.emru(
pre 4 . Kompletizdcia d6kazu bezprosiredne vyplyva zo
vSeobecnej vety 2.3.1 .

Qe€eCoe

Zhladzu j wei efekt

/ " smoothing efect , smoothing action " /

Poviimnime si jeden zeaujimavy fenomén viafuci sa k sc-
milinedrnym parabolickym rowniciam typu(13) .

Predpokladaame, Ze pre neﬂazedé<b l) s splnené predpo-
klady vety 2.3.2 . Potom vieme, Ze pre Ilubovolnui poliatoc-

na podmienku ;
us) = er}qﬂcl*"{ x X%

existuje lokdlne rieenie rovnice (14) . Podla definifcie
rieSenia / def. 2.3.1 / dostdvame

- 2 C Z
U(t) ¢D(,) =X x X tefs ,t +T(6 ,U))

To, ale prakticky znamend, Ze pri prechode zo stavu
ts L do stavu % >t0 dochidza k prudkému kvalitativmemu

skoku - zhladeniu oproti poliatolne] podmienkg. Voine pove-
dané rieSenie s poéiatoénou poémienkou z X Vv nasledu-
jlce Sasové okemZfiky patri do regulérnejsieho priestoru ¥

Tento jav sa v literatire &dasto oznatuje ako zhladzu-
9 / anglicky smoothingefect, smoothing action /

A

lamyslime sa teraz v krdtkosti nad ™ kvalitou " rie-

écnla'ulohy (14) y Drifon automaticky vidy predpokladdne,
%e su splnené predpoklady vety 2.3.2.

Poznatky o rieSeni U(.) Wlohy (14) md%eme zhrnut na-
sledovnym spdsobom, prifom si viimame regularitu riedenia.
/ tiei predpokladéme splnenie bodu b/ vety 2.3.2 /



Potom plati:
- Ue cf(t,t +1): X x X)

ve (s ,5 +7): T x x) (16)

- pre teft,t +1) e Ult)ex*xx

Interpretdcia ried3enia
abstraktne rovnice

vibrdcecii trdmnu

UkdZeme vztah rieSenia Wlohy (14) Xk parcidlnej diferen-
cidlnej rowvnici:

w -HhAw -( +m( (- Au u)))Au + Azu = £(t,u,u

] t ﬂ\ ’ 14y

w(0,x) = q(=x)

&)

u_b(o,x) = h(x) pre tove x € £

uft,x)= 0 pre x¢dfd, t20

(17)

Symbolmi Pl ’ P2 oznalme prirodzené projekcie
2z priestoru Xl x X do priestorov XJ' resp. X ,
tada Pl([u,vJ) i %
P,([a,v]) =+
kde [u,v] ¢ ¥=3 x X
Nech U(.) je rieZenim dlohy (14) na intervale (t_,t.)

PoloZme 0’1
u(t) = Py U (%) v (%) =B, U &)

pre kazdé te(to,tl)
Na zéklade (16) je triviélne nahliadnu¥, Ze plati:

wel(d b) ax) n Hs,8) ¢ 2]

ve C((to,tl) :X) N Cl((to,'t:l) s )



&), v en()

(18)

pre’ t é(‘to,tl)

KedZe funkcia U(t) spific na in rovanicu

f:
K
cf
C

Lo}
S
£,
L]

(to,tl)

U(t)+ L, U(t) = Flt,0(t)

tak zrejme plati:

‘a‘%u(t) -v() =

-a——%v D+ 2 ul®)+ A AvE)= -@-}m( E10 ]\;/2))41 u(t) +

¥ £ (6,u(t) ,v ()
(19)

a teda pretoze v e C((t,%) : X) , tak

1)
u ecz((to,tl : X)
To znamend, %e pre funkciu u plati:
we o<t t) + )0 a((t,1) = ®)p A((v,5) :x)
(20)

Ked v rovnosti (19) nahradime v(t)= -d-%u(t) , tak dostd-
veaue

..+ Aau +(a\+ m(f || 1/2)) aAu+ u= f(t’u'“t)

(22)

kde sme 2z ddévodu zjednodusenie zdpisu prijali notdciu

'—d‘ u =u "'"—'d2 g |
i) H £ A
dt T dt2 tt

Rownica (21) je vlastne skinand rowaica (1‘?) sy V ktorej sme
namiesto operdtora - A dosadili jeho uzavreté samoadjun-
gované rozsirenie.

Nekoniec sa zameriame na podiatodnu podmienku,



- - =
Je zreimé, %e u(% )- 2 U(to) =P U .

ﬁalea v('l:) = P (U « V tomto pripade pri interpretd-
cii doch4dza’k ist J ﬁompllhacu, presnejsies

- nemusi existovat derivdcis funkcie u('t;) v bode ¢
. pretoZe vieme, Ze pre u, plati len 2

ué Cl(("ao,tl)“ - Xl)

Vieme vdak, Ze Ve C((‘co,tl) : X e u (t)= v (%) pre ‘té{to,t

1)

a teda potom existuje limita v priestore X

tlﬁlo u () = v(z) =2, 0(t) = Pz(UO)
(22)

Situécia ohladne interpretdcie okrajovej podmienky je zrejmd,
lebo vieme,Ze o
u G ,t) —s B we () nws ()
o’ 1 2 2
A s v . a
a teda vyuZijuc zdkladnu vlastnost priestoru ‘.'12 fﬂ)
dostdvene:
o ¢ v zuysle stopy funkeii
0
2 priestoru ‘.’-!Jé U’-)

ult,x) = 0

pre kazdé ¢ €<t° ,tl)
(23)

V zdvere tejto kapitoly sa budeme zaoberam Jednym
autonomnym systémom. Tento systém bude mat fundanentdlny
vyznam pre celn kanltolu I1I. 'V nasleduJucom prikl ade
stanovzme poatacuauce pOleenﬁy na to , aby dany auto-
nomny systém mel vliastnost lokdlnej existencie ajednomad-
nosti riesenia. ;

Priklad 1.

. , - L] .
UvaZujme o autonomnej rowvnici

LI CP ut{-(g.-f- a(llw llé/a)) i+ Bats dlgl®)

kde g Je reé.lna. funkcia nezdpornej redlnej nre&ennea,prlcoﬂ
vziah g{lul ) u chdpeme Standardne 2ko bodovi eveluédciu, % i

glal?) w (x) := g(l‘a(x)lz) u(x) opre t.ve xell
(24)



Touto rovanicou je generovand sbstrakind rownica vibrdeii
trdmu  typu (14), kde nelinearita F méd v tomto pripade
Specidlny tvar:

206D =lo s v =UIP13,.) 20 + ollFF)P ]

(25)

Zaddme isté regularizainé a rastové podmienky na
funkciu g , tek aby funkcia F definované v (25) splna-
la podmienku HL pre {=0.

Tvrdenie.
Predpokladajme, Ze plati:

i/ m :0,%) >R je lokdlne lipschitzovské redlna funkcisa

ii/ V z4vislosti o dimenzie priestoru R  platd
b |

n=1,2,3 g€ {]‘({0,00

neé ge C€0, ) & existuid K>0,
p>0 +také, Ze

lg(x) $x(1 +2P)

lr.e) sk + )

nyz5 g€ ¢H<0,%)) a existuje K>O0
takd, Ze

g SK(1+r 1_1'14')

ka%dé r70
lr.gf(r)lgxg(l +r32_4.) pre ka 5

Potom funkcia F definovené vziahom (25) spifia poamienlu
(HL) pre d=0.

pre kazdé r20

Podia lemy 2.3.1 stadl overif, Ze za horeuvedenych
predpokladov plati

g(lul2) W i X -
a toto zobrazenie je lokdlne lipschitzovské.
Vzhil adom na obmedzenost priestoru tejto diplomovej
prace predloZime iba nédznak dékazu tohto faktu.
Dokaz sa v podstate opiera o nasledujice tvrdenia:
X = \‘szﬂ)ﬂ'@'(&) sy X= L-Q-) gCaL,, pre BT 2.8 5

Tesp. C,L pren-:l- a ka¥%dé z1, W C)Lgn pre n25
n-4



L ]
Ak sa oprieme o uvedené vanorenia Sobolevovych priestorov,
tak uZ potonm polahky dokéZeme nale tvrdenie, pridom naviac
budeme akurdt potrebovet Hélderowvu nerovnost. Celkom zé-
merne nepreakladéme detalily postupu, pretoZe presny ddka
vyraduje aspon dve strany textu a odhadov. V krdtkosti pove-
dané; {metodika Jje Standardnd a ostatné je len rutinna zdle-
Zitosv.



II. KAPITOLA

GLOBALNE VLASTNOST! RIESENI

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf globdlnymi vlas-
tnostemi rieZen{ abstrakinej rovnice vibréeii trdmu.
V prvej ¢éasti nahliadneme, Ze za istych doplnu;uc;ch rasto-
vych predpokladov na funkeinw g =z prikiadu 1 , kap. II ,
sa néam prostrednictvon hJa@hﬂOVa&éhO typu stability podaxri
zarudit globdlnu existenciu trajektorii riefeni.

V celej kapitole sa budeme vyhradne zaoberal abstrak-
«aou rovnicou vibrdeii trému(14) , kde nelinedrna funkcie F
wd tvar (25) .

Dalej explicitne zddéraznime, %e uvaZovat budeme iba
dimenzie n=1,2,3 . Tento predpoklad je zddvdnitelny hnea
z dvoch aspektov. vySsie dlmenzle v tomto pripade nemaau
vadsl fyzikdlny vyznam & vzhiadom na jednoduchost pred-
pokladov na funkeiuw g 2z prikladu 1, kap. II. , v pripade,
Ze ns§3 .,

31 GLOBALNA EXISTENCIA RIESENIA

Za istych rastovych podmicnok ne funkeiu g, sa nén
podari néjst Ljapunovovu fun ciu, ktord je nerastica poz-
alz traaektoril rieseni ulohJ (14) ﬁalea nghliadneme
Ye skumand Ljapunovova funkcia vytvéra na priestore
ekvivalentnd normu - energ geticlki normu.

Pripomenieme si Ztandardné predpoklady na funkecie
m a g , tak aby nelinedrna funkcia F definovand v(25)

spiriala podmienku (xz) pre o = 0.
af n<3
b/ funkcia m:{0,©)=>R je lokélne lipschitzovské

¢/ g ¢ C{(0,%0)) (26)



L
i
¥

{

I

Podia prikladu 1, kapitola I_, ndme pre Tuvovolnu po\.za'c.o
podmienku U € * zerudenu existenciu a Jednozn...énost rie-
Senia rovnic@(14) , kde nelinedrna funkcia F je definovand
vztahom (25)

Ze predpokladov (26) mdfeme korekine definova¥
Riemannove integrdly - prosté—SLunkcie k funkcidm m a g ,
Lty X

X
M(x)= Sm(s] ds G(x)=5g(s‘)ds pre ka%dé x70
? 0 (27)

Prostrednictvom primitivae] funkoie G bLudeme definovat
jeden funkciondl na priestore X .

Lema 3.11

» 1
Pre Tuvovolné Yex poloZme

20 = Jeltl®) ax

S
Potom funkciondl J Je korekine definoveny a ako funkcis

J: Xl —» R Je spojity.
Dokaz.

Naaprv overirre, Ze funkcionél J Je korektne defi-
novany. Za tym ddelom uva¥ujme o nejekom prvku (fgx. .

PretoZe gé Cl( (0,00)) tak méZeme korektne definovat
redlnu funkciu nezdporne]j redlnej premennej predpisom:

C(x) := sup ]g(r)l (28)
O<r<x

Je zrejmé, %Ze funkcia C(.) je nezépornd neklesajuca
funkcia.

Potom pre (Pix - \':2(513 n wl(_S)_) plati
)

G(ch)lz)= Sg(r) dr Slﬁ"(x)] 5 sup{[g(r)] ,06:-61?{::]!214,
<Ial? . o s sunlfil?)+ 1912 . (I )

Xé

IR Lo (PIY13) = 19w . o(IP1A)



pre takmer vietky xefl ./ K>0 je konitenta zo spo-
Jitosti wnorenia wg 2 Lao/

2) e
To znamend, Ze Ifunkcia X = G“‘ffxﬂ Je inte-

grovatelnd, pretoﬁe = c L, (L)

UkdZeme teraz spojitost funkciondlu J: }.'l-——-r R .

Zrejme plati:

-

[Yex |2
! 5 g(r)dr! & sup-{]g(r)] , * je medzi ]?’(x)lz a !Y’(x”gg X
I#el’ PP WP <

€ ot dYlP). [ - Yol (ol + 1)) <€
< ol + 2 )(ITI + 1 L) 1% - Vix)|

pre takmer vsetky x ESL

To znamend, Ze
500) - a0 ¢ o (2001 + 1912) (L2 +1¥ L) «
”S!(x) -V ax €

Jé Vmcas (Jl)H(f t!’/” -.{
L Jmeast@) [¥ Y H
de cfc(xzawrf;l +usvuxl)). KoL, +1¥lL,)

Teda funkciondl J: X —3 R Jje spojity.

/ presnejdie J Jje lokdélne lips chltzovsxy /
.e.d.
Aj nasledovnd leme mé technicky charakter.

Lema 3.1,2

Nech u¢ Cl( (t = - )) xl) . Potom pre Iubovolné
t(-:('to tl) plati:

i/ = =2 gl ):1/2)-- 2.a(fu(s) | i,l/a). (2 (®) u, ft))



ii/ 'é'% qu(‘a)}' o B, (gf{u(:)! 2) u(t) , ut(t'))

Ddkaz.
Cast i/ je trividlna, pretoie

M*(;d:m(z] a “ u(t) "x_l/‘ T I (Au(t) ’ a.(t))
(Au(‘c) ,ut(t)) '

Cast 11/

Podobne ako v d8kaze lemy 3.1.1 vyuiijeme fakt, Ze gC 1o, 20)
presnejiie: <funkcia g ma aPOJluu de*lvac:.u. Potonm

md%eme korekitne definovat r‘eﬂﬁ***nu. nn..kleac.‘,ucu realnu fun-
kciu nezdpornej redlnej premenne] predpisom:

C(x):= sup |gTr)] (29)

O<xsx
Nech tr,(t ,'tll je pewne zvoleny &as. Nech h je lubovol-
1) .

né redlne °&{slo také, Ze + +he ('t: i -
Pre pevne vybraté =z el polo.me

Wae fu(t,x)]2 ; z:[u(t+h,x)[2 -]uf‘c,x)lz
Zre jme plati
‘G(w+z) - G(w) = z. g(w)! ‘ j ( g(r) - g(w))ar l 4

$ z°, sup{l ele) , r je medzi w a w+z'§ <

£2°, C(lw-l-zl-z-[wl) = 2°.C ([u(t,x)]2 - lu(t+h,x){2) $

<z°. ¢ ( ess su.plu(t,x]lz + ess sup |u(t +h,x]!2) =
xe..Q. K&-Q-

=2%. C(”u(t}l[ +[Iu t+ﬂ)” &€

C((ﬂu(t)“; [ t+h)[]xl).32) , kde X>0 je

konZtanta ziskand z platnosti spojitosti wvnorenia }ilC; Ly
To znemend, Ze
J2 . 2
3(u(t+ 11?) —glu@) §|u.(t+h,,{”h [w (+, )] ngﬁu(t.x)lgjdxls
2 2 &2 ' (Iu(t+h A% [u(s 112)2
¢ C( € (o) |25+ lhalt + h)”r;)). L

3L




Z Cauchy - Schwartzovej nerovmnosti sa lahko vidi, Ze
2 2

e S {[u(‘t-}.h,x)] 8 lu('t-,}:)l‘) dX=O

h-?o-ﬂ "

/ vyuZijeme pritom samozrejme existenciu Fréchetovej deri-
védcie funkcie wu(.) v prietore X a teda aj v priestore X/

Zver ddkazu vychddza uZ priamodiaro. Stad{ nahliadnul,
Ze platis

ik S!u(t'i-h,'x]lz -[u(t,:c)l? ) gﬂuft,x)lz)d.x .
A0 & h )

= 2. ( dlu(t)lz) w(t), u, (t))

Poslednéd rovnost bezprostredne vyplyva z vnorenis

3‘11 S Lo vyufijic platnost vziahu

lim S(u(‘b-l-h,:c) - u(t,x) - W, (t,x)) dx =0
h=0 h
£
ktory je vliastne prepisom definicie Fréchetove]j derivdcie.
Nahliadli sme teda, %o =»o + .{ffﬁ‘gtl) existuje derivécia

--i- Ju(s) apleve gx I(ulul)= 2. (gl (dl?) ult), ut('t))

Qec.d.

' Ljapunovova funkcia
priet abetrakbtad roxandon
¥yivraeidd trému

Na priestore A= Xl x X definujme redlnu funkciu
/ Ljapunovova /

V: X —R )

Vlfadl 3 Hw 02 e U 12+ gl 12, + (1l o) - o6

(30)
Pretofe funkecia M(.) je spojité, tek v spojeni s lemou 3.1.1



=il

je jasné, %e funkeia V Jje spojitd

(31)

Fundamentdlny vysledok o Ljepunovovej funkcii zave-
de"leg vzt ahom 30) sa viaZe k derivéceii Ljapunovovej funkcie
pozdlZ trajektorii riedeni Wloky (14)

Lema 313

Nech U(.) je rieZenim ulohy (14), (25) na intervale
.to,tl) . Potom v keZdom bode intervalu (t_,%,) existuje

G
derivécia funkcie t }— V(U (t) & naviac platdi:
a = 2 o
Lylur) = -pllz, vl ”xlf? pre telt ,t)

Dékaz.

Oznatue Svenderdne w(¥)= P, U(%) pre te<to,tl)
Podla vztalu (21) vieme, Ze platd

ue ¢(Ch,8) ¢ X) 0 H((,8) : T) 0ol ,5) ¢ x)

a funkcia wu(.) vyhovuje hyperbolickej rownici

W, b B Aut-i-(ax +m("u”xl )) M o+ 11,2 u = g(ul2) u
(32)

Ak :covnicu (32) skeldrne / t.j. v priestore X/ " prenéd-

sobime’ funkeciou u_L_ , tek dostaveames:

futt,utﬂ- fb{fmt ,ut)-}g\ (.m,u_t)-l- m(”uﬂ;/z). (Au,ut) +{A2u'u't) a
= (ﬁlu]z)'u,ut)

kedze u,(t) =P, U(t) / podla(19) / , tak podia
le._;y 3.1.2 dostdvame: A

y
t 2L, umll"-‘ + 2, v | VRN D {jxl/z

.;.1232 (l]g U(t)”xl/z) éﬁ lP_.L U(t)”il = %E%J(P )

To prakticky znemend, Ze existuje derivdcia funkcie



Lt V{U (‘b)) , pre ktort naviac plati poZadovany
vztah,
Qe€ole

Lema 3.1.4

Nech 3\?-0 , m(x)20 pre x>0, sup g(r)-()\

rz0
Potom existuje kond3tanta K>0 +takd, Ze pre kaZdé Ue X
2
je !IUH%s K.v(u) .
Dékaz.
Oznalme ¢ =sup gl . Podle predpokladu plati c<;\f
r70

/ pripomenme, Ze Al je prvé vliastnd hodnota operdtore

. 1

Potom zrejme pre lubovolné ueX je J(w) €ecdul €
L,

[

KedZe ” A-]'“ <)L£l , tek dostéveme:
J(u. c. |l A7 Au.”" SC.HA-J’HQ.HU.”;_
Teda V(Ub%(ﬁ. - c.AIa)HPl Uﬂ;_ +“P2 U“;)

Zrejme tede stadf poloZit

K-(%min{ A /152 4 1% )*4

Qe€eCe

Na zdver tejto East::. mdZene vysl lovit vetu o globdlnej exis-
tencii riefenia ulohy(14),(25) .

Veta 3.1.1

Nech PB>o0, ?« 20, n(x) 70 pre x20 , sup g(r)<)l "
rz0
Nech m:<0,0°) —';(O,W) je lokélne lipschitzovskd,

ge e, ) , n<3.
Potom pre Iubovolné t &R, Uj€ ¥=x xx

existuje jediné rieenie ﬁlohy(ltﬂ ’ (25) s podiatodnou pod-
mienkou U(‘to)a-Uo na nekonednonm intervale (tg5,°



Dékaz.

Podia vely 2.3.2 / % o lokflnej existencii a jed-
noznadnosti rieinia ulohy (14) / Vieme, Ze za uvede-
nych predpokladov na funkcie m a g dostdvame vyuZitin
vysledku 2z prikladu 1, kapitola II, Ze existuje jediné lokdl-
ne rieSenie Wlohy (14) ? 65) s poliatolnou podmienkou

U(to) =0 .
UvaZujme o maximélnom intervale ft 2 +T) , na kto-
rom je teda rieZenie U/(.) uplné. Na ade boc.u a/ vety

2.3.2 btud T =+00 glebo norma rieenia “ U(t]”% nie Jje
ohranidend na intervale (to to+ T) .

Ukdieme, Ze T=voc0o .
Predpokladajme opak, t.j. T <2 ., Potom podia vyiSie

uvedeného faktu nutne musi byt norma riedenia |l U(t)“

neohranidend na intervele + ,uo ;P

Pretote A >0 , tek podla lemy 3.1.3 Jje zrejmé, Ze
v(uN< V(o) pre ke2dé te (%, .8 +7T)

Na zdklade leny 3.l.4 existuje také kondtenta XK O,
Ze pre normu riesSenia plati

IIU(t)” K. V(Uo) pre ka%dé te(‘to,to+ T)
To, ale znemend, Ze norma riedenia U(.) ostdva ohranidéend
na intervale (to,t0+T) s GO Jje spor.

Teda T=+e0
Qe@od.

32 SEMIDYNAMICKE  SYSTEMY -

V tejto &asti v krdtkosti prino;..enleme niektoré defi
nicie a zdkladné vysledky viafucé sa kteorii semldynwicm ch
systémov / alebo aj nazyvanych polotoky / , ktoré si gene-
rovené trajektoriemi rieleni sem.n....meé.mych abstraktnych pa-
rabolickfch rownic typu (13) .

TieZ uvedieme niektoré potretné pojmy 2z moaernea teorle
dissipativnych procesov, ktord sa neddvno zaale rozvijat
Jackom Haleom a liassatom [hal] fl.'a.3] .

Této Sast mé cherakier pripravny k dosialmutiu hlawnjch
vysledkov =0 asymptotickych vlastnostiach riefeni abstrekinej



nelinedrnej rownice vibrdcii trimu.
Zatneme definiciou semidynamického systému / polotolu/

Definicia 3.2.1 ([He_] s Definition 4.l.1 ,f’fie])

Nech ¥ je B - priestor . Hovorime, Ze systém
zobrazeni {T(t) s t2 0% je semidynamicky systém / polotok
vY gk plati:

a/ ?(t) je spojité zobrazenie z Y do Y

Pl‘e kaﬁdé t ?’ 0.

b/ 2(.) x je spojitd funkcia z R do Y pre kezdé
pevné xeY

e/ (0)=1a 2(t) o 2(s)=2(t+s) , pre kazdé t,520

Y 7

Nech T je nejaky semidm'mmiclcjvsystém v B - pries-
tore Y . Pre Tubovolny prvok xeY sStandardne definujme
omega limitnu mnozinu prviku x

.Q.(x)r{ye}f , existuje postupnost tn —> o0 takd, Ze
T(tn) X -y E

Pri zavedeni nasledujicich pojmov explicitne predpo-
Xleddme, Ze T(t) Je nejeky semidynemicky systém v B - pries-
tore Y .

MnoZina JEY sa nazyve inverientnd vzhiedom na 2(%)
ek T(t)J =J opre kazdé t20.

MnoZina J &Y Je maximélne kompakitnd invariantnd, ak
je kompaktnd, invarianind a maximdlng ‘vzhiadom na tieto vlias-
tnosti.

linoZina J<Y sa nazfvae kompskiny atraktor pre T(t)
vY, ak J meximilne kompakinid inveriantnd a atrahluje
ohrenidené mno%iny v Y, t.j. pre ka¥dl ohranideni mnoZinu
B v Y a pre kaZdé €20 existuje t' také, Ze pre kaZdé
tzt,  Je distY(Tft) B rale "

(33)

/ horeuvédené pojmy su prebraté s price [hs] a [WBJ /



Dissipativne Procesy

lodernd teoria Procesov je rozpracovand v znduej
monografii Jacka Heleea fl'l._l], hlava 4. My sa viak prlcmo
nebudene zgoberat sbstrakinou tedriou procesov, ktord aj
tak je v podstate vylvorend pre funkciondlno -~ diferencidlne
rovnice s s konecnym alebo nekonecnym oneskorenim. Dopredu
sa teaa osprawedlnugeme za %0, Ze slovoc proces pouZijeme
v suvislosti s tedriou a1051pativnych semidynamickych sys-
témov, pridon takéto sysiéuy budeme nezyvat dissipatiwne
procesy. V termlnolog11 monografie [Hal] sa budeme zao~-
berat autonomnyml procesmi.

Nech T(.) Jje semidyneamicky systém v Y . Hovorime,
Ze T(.) Jje DbDodovo dissipativay

4

gk existuje ohranidend mnoZina B v Y , ktord atrahuje
Xa%dy vod z Y , t.j. Dpre ka¥dé x €Y, €70 existuje
t - 'to ( X E)‘; 0, Ze pre lubovolné % }to je

(o]
dist, (2(0) x, B) <€

Teoriou dissipetiwnych procesov & jed vyuZitim

p“i skimen{ semilinedrnych parzbolickych rovnic sa inten-
zivne zaoberal Paul Messat v [Mal] - Bﬂa_ﬂ « Dokdzal rad
fundamentdlnych vysledkov o diskréinych disspativnych sys-
témoch, o vztahoch medzi jednotlivymi typmi dissipatiwnosti,
o suvise dlssipatlvnostl procesov a mier nekompaktnost_

a kondenzuauclch resp. podmienene kondenzunuczch zobrazeni.
Principidlne vysledky Massate z oblasti diskrétnych dissi-
pativaych procesov 2zoviSeobecnil Jack Hele a Nicholas
tavrakis na pripad spojitych semidynamickych systémov.

Z dbévodu otmedzeného &aso - priestoru tejto diplomovej
préace nebudemc uwvddzat vietky potretné "medzivysledky" a
priamo pristipime k predlo¥eniu fundementdlneho vysledku
ktory je formulovany Jezykom dissipativnych procesov.

Veta 3,21 [ﬁS] Theorem 2.1 - spojitd verzia
[Ma2] Theorems 2, 5 - diskrétne verszia

Nech T(t) je senidynamicky systém v Banachovom pries-
tore Y . Predpokliadajme, Ze systénm 7 (%) splna predpoklady:



{c(t) , >0} s CH) ¢+ Y —>Y pretz0
existuje systém zobrazeni

{fu@ , %205 , UM :Y—>Y opre 20
pricom T(t) = c() + U(®) pre t 20

o/ existuji kon¥tanty K, d >0 také, Ze
“ c(v) | <Ke™ I pre kazdé 1% 0

c/ pre ke#dé t20 Je U(t) +totdlne spojité
zobrazenie 2 Y do Y.

a/ semidynamicky systém T (%) je Tbodovoe
dissipativny.
o wr - “ L4 . “r
e/ orbity ohranienych mnoZin su ohrenilené v I

Za tychto predpokladov existuje kompakiny atraktgr pre T ;"‘;}
v B - priestore Y. Nagviac tento atrektor je aj suvisly.

Pozndmka. Pod orbitou / presrejfie semiorbitou / mnoZiny
BEY wvzhledom na semidynemicky systém T(t)
rozamieme mnozZinu:

Rl Vo) 5

33 EXISTENCIA GLOBALNEHO ATRAKTORY

V tejto zbveretne] Casti ukdZeme, Ze za istych do-
plnujucich rastovfch predpokl edov ne funkeciu g existuje
kompaktny atraktor pre semidynamicky systém generovany tra-
jektériemi rie¥enf{ wlohy (14), (25).

V celom dal¥om texte budeme a - priori predpokladat
splnenie podmienok wety 3.1.1 o globdlnej existencii rie-
gSeni ﬁ.lohy (14) ,(25) 5

Nech We ¥ . Potom podie vety 3.l.1 .Je jediné
globdlne riegenie ﬁlohy (14) s (25) s pociatolnou podmienkou
U(0)=\W/ . UvaZujme funkeiu U aj v zdvislosti od podiz-



- B

totnej podmienky W/ , teda U=U(s,W) .
Definujme systém zobrazeni {Sft) , 205 nasledowae

s(OW:=vu (&, W) pre t70 a Werx .
(34)

Lema 3,3.1

Syetém zobrazeni {S(’c) ' t?og definoyany v (34)
tvori semidynamicky systén v priestore X=X xX .

Dokaz.
Je zrejmy 2z vety 2.3.2 a vely 3.l.l

qoe -d.

Pri ddkaze e:c:i'.s‘ger.cia atrakiora nre senidynanicky sys-
tén S(%) dfleZitua wiohu bude zohrdvat mnoZine equlibrii
- staciondrnych rieSeni.

e . Ay ) 1 .

UvaZujme na priestore X o variadénej rowvnici:

(A ¢ ,Av)-!-(?..i-m("(flgp.mﬂv) — (}(l(ﬁi)xv) ve kaidé vex
(35)

prifom Etandardne ?’exl nazyvame riesSenim veriadnej rov-
nice (35) .

Prostrednictvom rieSeni varialne]j rovnice (35) bude=-
me definovat mnoZinu equlibrii - staciondrnych riesSeni pre
rovaicu (14),(25) .

) PoloZne:
]3:{[ ®ole ¥ , ¥ je rielenim veriadnej rovnice (35)

L)

MnoZinu E nazjveme mno%inou equlibrii pre abstrakitnd rov-
nicu vibrdcii trému
(36)

O tvare omega limitnych mnoZin vzhliadom na semidyna-
nicky systénm S(t) hovori necsledovnd ddlezité 1lenma.

Lema 3,3,2

pre xazaé L V]eX je Q ([‘f,W) CE

Dokaze.
Nech [?,Wé* . Pod]‘:g. lemy 3.1.3 Jje funkcia
T > V(S(t) [‘/,HV_?) nerastuca a nezéporné. / predpokladicze



samozrejme autometicky splnenie prepokladov z vety 3.1.1 /
To znamend, Ze potom existuje limita
q

1 v(s(®®YI) =

t >ee

Nech teraz [w,v] Gﬂ([f‘ﬂ) . Podla definicie omege 1imit-
nej mnoZiny prvku [¥Y,V] vieme, Ze existuje postupnost
*i:n —>o00 tekd, Ze S(‘tn) [LF I p—— [u,v] v

Zo spojitosti Ljepunovovej funkcie V na priestore %
zrejue vyplyva, Ze

V(a,v]) = o
Tahko sa vid{, %e potom prelubovolné 20 je

v(st [u,v]) = ¢

VyuZijeme teraz tvrdenie lemy 3.1.3 . Integriciou
derivdcie Ljapunovovej funkcie V dostédvame, Ze plati:

t 2
V(S(‘t) [u,v]) - V(ﬁl,v])-'-' —ﬁaf“PE s(+)[w,v] ”%d'b

To, ale znamend, Ze .'?2 S(t)[u,v] =0 pre kaZzdé %20

Z vztahu (19) , v ktorom wu (%) =2, s(t) [a,v]
v(t) =2, s(t) [u,v]

dostdvames 4 . S(ﬂ [u vl -y | .
at 1 ’ pre
o teda Pl(Sf't) (u,v]) = ?l(s(o) [u,v]).-: u pre 30
Zre jue d2
= 4 s(t)[u,v] «0 pre t>0

a teda funkcia u(t) je pre Iubovolné + 20 riegenim

rovnice
% al |u 2 u = gllu e u(
A (t)+(j~+ (I {t)“xl/z) A ut) gllu ()] %) wls)

Ak tuto rovnicu skaldrne prendsobime nejekym VEX & vyu-
Zijeme samoadjungovanost operdtore A , tak sa Iahko vidi, Ze
pre ka%dé t>0 funkeia wu(t) splfia varia¥nli rowaicu
(35) . Vzhiadom na %o, Ze

u(ec (o) )
tak nutne aj funkcia u=u(0) je riefenim variadnej rovnice
(35) . Nakoniec kedZe v=y(0)=2, S(0) [a,v] = 0 , tak zrejme

[u,v]EE a teda 2 ([¥,¥]) €k q.e.d
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V nasledujucej leme doplnfme predpoklady vety 3.3.1
tak, aby mnoZina equlibrii E bola ohranilend v priestore

Lema 3,32

Nech si splnené predpoklady vety 3.3.1 . Nech naviac

lim sup g(r) £ ©
T wip &2
Potom mno%ina equlibrii E je ohranifend v priestore X .

plati

Dékaze.
Z uvedeného predpokladu jaesne vyplyva, Ze pre kaZdl
£>0 existuje M=L(€)> 0 +také, Ze

ek r»2M , tak g(r)<$€ . Nech teraz [Y,0] €

Ak vo variadéne] rowvaici (35) poloZime Vs 9’ tak pri-
rodzene dostdvame:

H‘FHEJ_ 4 (g“w:z) S&" SP) i J g(l%x)l 2) (/[x]- %} dx
X

SL
Nech €> 0 N7 *s% )l rozdelme na dve dasti -S)- Sl

X

tak, aby |?{d‘.mtw pre .:.é_Q
I?(X)IPI:E(&') pre xE.ﬂ 5

Potom plati:

Sg(l‘z"rx)lz).l‘?fx)lz ax ¢ WEOAZ . meas ), +£ﬁ‘P(x)12 ax &
A i
< ule) 22 neas +£.H‘f”§ < 2

£ Li(f).)lf meas S+ €./ 27| 2” ‘f’”.zl $

£ m(f))&f neasJL + &. /\5:2. ”(f ”:?_1

Teda:

[P ¢ wAAT mees + €S2 H‘Fxl

Zvolme € také dostatolne melé aby E)( e 1
Potom zrejme pre [(P o]e_, plati

[S’o]l]2 (A2, zeas(f). (2 -€.272) g



Na zéveg tejto kapitoly dokdZeme existenciu atraktoru
pre absirskind rownicu vibrécii trdmu (14) ,(25)

Veta 3.3.1

Nech su splnené predpoklady vety 3.1.1 & lemy 3.3.2

Potom pre semidynemicky systém S(%) generovany :irajektd-
riami riefeni ulohy (14),(25) existuje
suvisly kompakiny atraktor

v priestore % .
Dékaz.

Overime splnenie predpokladov wvety 3.2.1
Na zdlkdlade znédme] metody veriécie konStdnt vieme, Ze riele-
nie U(.) ulohy (14) splne integrdlnu rovaicu

ult) = e ¥ g(o) + Se“I‘b(t"S) 7(U (s) as
7}

Tento fakt vyplyve zo vSeobecnych vysledkov o senilinedrnych
parabolickych rovniciach / [He] , Lemma 3.3.2 /

Prirodzene potom ziskeveme rozklad semidynamického systému
s (%) na dve Sasti

s(t) = ¢(¥) + V()

kde  C()i= o lA"
Lia(t=8) ) e 3
a V('t)\‘hnge [ ?(U (s) as » kde U(J) je riedenie
| - ulohy(l4) s pobiatod-
nou podmienkou
U(O) =W

Vzhl adom na tver spektra operdtora Lp /.pozri lemu 2.2.2/
vidime, Ze bod b/ vety 3.2.1 je splneny.

Podia vely 2.2.5 né operitor .Lp kompaktni rezol-
ventu. Je velmi cdobre zndme, Ze v takom pripade je operd-
sor e-I;br tieZ totdlne spojity pre r > 0
/ pozri (Be] str. 35 /

Elementdrna uvaha potom jasne déva, ¥e / nelinedrny /
operdtor V(t) je totdlne spojity pre t20.

Z analyzy prikiadu 1 , kepitola II vyplyva, %e neli-
nedrna funkcia F zobrazuje ohrznifené mnoZiny v X opit
na ohranidené mmoZiny v ¥ . ik opat vyu¥ijeme kompaktnost
rezolventy operdtora L, , tak na zéklade Theorem 3.3.6 [};‘c]

|J ~—



dostdvame, %e orbity bodov vziladom na semidynamicky sys-
tén s(t) st prekompektné mnoZiny v priestore ¥ .

Na zéklade Theorem 4. 3:3 [Hw] vieme, Ze v takom pripade
cmega - limitnd mnoZina lubovolncho bodu z X Je neprdzdne
kompaktnd, invariantnd,sivisld a

dist*( s(t) w, .S?.(h)) —_—2 0 pre T ——>» co
/ VeX  je nejaky Iubovolny bved [/

KedZe omega limitné mnoZiny si podmnoZinami mnoZiny equ-
1ibrii / pozri lemw 3.3.2 / , tak na zdklade lemy 3.3.6
je zrejmné, Ze existuje okranidené okolie mnoZiny equlibrii,
ctoré atrahuje ka¥dy boc z ¥ vzhl adom na semidynemicky
systén Sk . To znamend, e S(t) je bodove dissipa-

tivay. mlp

Ohranlcer.os% orbit ohranidenych mno%in Je zre"mé
z nerastucosti Ljapunovovej funkcie V pozdlz trajektorii e
rieSeni [/ lema 3.1.3 /

Tym sme overili vsetky nuiné predpokl%dy vetg Je24l
Teda pre semidynamicky systém S(%) existuje>-atraktor; kto-
ry je suvisly a kampaktny.
QeC.Q.

A lom oelde oA %g‘& < V/Q) p f/ﬁ‘{’?)
ﬂfou.s' s / Uple oo Aons

PO W -‘b,



Je dostatolne jasné, Ze nrea“ladanﬁ diplomovi précu
noano v krajnom pripade hodnotif len asko viac &i menej
uspedny pokus o osvetlenie zékl&uov Jednej 8pecidlnej paxti
ndleZiacej do temnej a zloZite] ueor*e hynerbollchych rovni
so silnym tlmenfm. PretoZe z pohiadu geometrlckea teorie
abstraktnd rovnica vibrdcii trému e3te nebola podrobnejsie
skimané, tek v prvom rade bolo nutné vytvorif zékladny te-
chnicky apardt kapitoly II. Za hlevné a podstatné vysledky
povaZujen III. kapitolu o globdlnych vliastnostiach rieSeni.

f-\l—

e
c

Dolo by urdite celkom ZbyuOCPé na tomto mieste sa po-
ligatl robit nejaké prognézy dal¥ieho trendu v skimani ne-
linedrnej rovaice vibrdcii trdmu. Sucasny stav matematickélro
pomenia z oblasti geometrickej teodrie semlllneérnych Da—
rabol icly ch rovaic poshy*uJe znedne Siroka vdza, z ktorej
bude moﬁne dalej rozvijat znalosti o kvalitativnych vlastnoa-
tiach nelinedrne] rovanice vibrdcii trdmu so silnym tlmenim.

Zéverom by som sa cheel efte podakovat RNDr. Marekovi
Filovi a RNDr. Petrovi Poldcikovi za ichkonzultdcie k
niektorym partidm zo semilinedrnych parabolickych rovnic.
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