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1.KAJl?IT OL,á
ÚVOD

Cieior:l t ej t o diplo~ove j 1irt ~€ ~ e št -:!.d i uza vlastnost :: r 0­
vnie e tran overzálnyc h ( !>rie č~yc ::-. ) I vi br á c i i s't z-un y r -e ap , r.o ­
mogénneho trá~u . Jedná sa o evol~čn~ par~ iálnti di fe renciálnu
r ovn icu . ktorá v j edn oro~err~o~ pr~~ac€ ~ôže byt vy jadrcúá v
t vare :

o

Vš eobe cne v n - dilĽ.enzionálno:w. p r ípade Ľlá r ovnica tvar :

l
'd't- - ( m( ~ í7 ~ I ~ CL~) ).1U t .1'u. f (t,", 'Ju )d" - f3.1 r

'(l ť 9t + ílt
Q

k de .1
operát or.

š t anda:-c...'"'l € pred s t avu j e Lapl ac eov

•

Hlavným nástroj om na rie še~ i e pr pb1 6mov súvi siac i c t ~
uveden ou r ovn i c ou bud e apm--át fu..'"'llwionálnej analý zy , t e ór i u
an alyt l clcýc h ( hOl omor f ný c h ) p Ol ogrS.p a teór ia aost r o.kt r.$c :·.
s emil íneárnyc h parabolickýc h r ovr.i c , pričom v pod 5t~tnej ~ ie ­

r e využi j ~e p ráv e se:nili.'"'l eá::":'.Y chare.kter našej z-c vn äc e ,
~áto l vl aot n os t nám umožni ~~iestú pôvodne j ro vn i c e sk~m~~

i stÚ abst rakt nú semili:".eá :'"r~u p a=a'bcl ic :t"~ ::-ovn i cu v pr i sl u:' ­
n em Banac hovom prie st ore , ::-.;orá y ~::o:u:::. z::: ysl e bude sÚV:'3:"i: ::
s horeuveden ou r-ovn í.cc u .. ?=z.:.~:'c ::~ ,' ~ o zn araen á, že sa n e 'b'..:.u \:­
me pri~o zaobera~ kl asick~:' ~:'c~en i~i d~e ~ rovnic e , &:e
náš záu j em bud e sustre de~ý pred ov~ctkýr. n a s ku@an i e kva;it c­
t ívnyc h vl as t n os t í rie šení i stej abstral..rtne j e volučne j l.O.: o :.~ .

Ilvod."'1á k apitol a p riná š a str"' ''ný s" hrn o značení , zákl ac­
ných poj~ov a vš eobecných výslec~ov.

V druhej kapi t ol e -ou.de-.: ~ š t1A.c.ovat otázky l okálne j é Ä ~L­
t enc i e a j edn o značnost i r i e šení . V podstat ne j mi ere Sú t u ~ ­

platni t eória a výsl edky z anal yt i ckých pologrÚp a sektoriál -,
n yc h op erátorov . Za n i e pril ~ š ob:ne dzuju c i ch pr edpolC.. adov r.u
rJ.adkost f unk c i i m a f ~ dostaču júca bude l en l okál :-. &.
lipsChitzovskost ) s a ná~ podarí z&ruč i~ l okálnu exist enciu
a j ednoznačno st r i e šeni a .
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~lohou t r et e j kap ~~ ol y j e s~~.ar~ :~ glo ·úál~y c ~ vlas ­
t nost í ri t:šeni . Zaober at aa bu d ér:".B s e:::cy;l aw. ::'cký;:u: sysrtémec., l

k toré sú v p r í slubr.om Ban achovoz; 2J r icstore gE:ne r ovar.é tra~ e ::­

tóriami r ie šení danej ~tonó~.~ ~ 0volučn e~ rovn i ce . Di skut ov~­
ná bude pr oblemat ika Lj apun ovový c h ~~kc ii pre scmid~~amickj

ayabém, Hl.. avným záu jmora t e j t o k apitoly 1r..:.c.G dôka z e xi s ter.cic
glo bálneho súvisl ého atraktora p:rc d aný serr.i dynomický s y s t &:-...
Na rie ~enie t ýcht o otázok bude po~ž itá t eória abstra~tných
d issipatívnych dyn~ických SY5tJ~OV a j ej aplikác i a n a n a tu
r ovnicu .

1.1 Súčas ný s tav pro blematik x.

(J'", 'd\- +rJ. ._ -
íJ f ' c f() x·

-0.( ~ ;: . Z~t
O

kde kon š 't arrt y k , Cť IY IO sú kl adné a (3,6 sú l u bov olné ko:".-
štanty . Pr á c a sa zaobe r 4 e xi st en c i ou sl abé ho dyn am ického sy~­

t ému ( t. j . dyn amické ho systér:::.l v sl e.be j topológ i i príslu ~ ;. ": ­
ho Ban accovho prie stor~) t kto~ý j ~ gener ovaný dar~ou r ovn : ­
cou ;

Prvá p rúc a , ey at ema't Lcky r ozobt:r Ei. júca. teór i u r ovn t'c
t r an s verzé.l n yc h v i br á c i i ct runy , p ochá d z a od J . E&ll a Ba]
V u vedene j pr á c i Ball v~~ž íva topol ogic~é Eet ódy na štúd1um
a sy:.lptotickýc h vl a s t n o s t í ri e ser~í rovn i c e :

.( Z 5"

+JI'dLlILdx ) , dU i' r- 'd U

J () K 'U x' Ô·v ďt

) .' 7J'"tJ. + 6. dl<. = O
'i!~ z '() t

Fun df.J:.ilentá1nu Úlohu p r i Q,pli:::icii t eó:;:-ie ab a't r-ak-tnýc l,
seľ.lil ineárnych r~vníc l ongi"tUd ;"-.ál:lYC~ ( ťozäižnych) v i b.-ác i i
B~~ny zohrávaju práce G.P . Webba tVe a J . Fitzgibbon ~

lF~ z r . 1980 r e sp . 1 ~81 . Webb v , odst at ne j miere vJ.lži v~

sem U ineárny c harakt er :-oW'~ic e:

- CI :1"- - L1 Ll
0t i CI > O

na dôkaz potre bných lokál nyc h a globálnych ~·sl e ó kov . fitzgib ~ v~

zosl abuj e ',':e bbove predpoklti.ä.y n a l i pschit zov skost ~u.nkc ie f, OO' , ...
na puhu hälc.e r ovs kos"t. Stráca. v s ak v lc }r.ál r~ej t eor i i vl a ct r.ost
jednoznačno st i rie Šeni a . Obidvajc &~t ori vj~žívajú wo ~e~~ú
teóriu s ektoriá.lnyc h ope r á t orov G. ce::. i l ~i;&. ::'nych aceuz- ....~~-r.,; cl.
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, '.par&b al i c :'{j c h r'ovru. c . r;;:"i sk,,;.r.ar.:. a s:y:::.:;;t ~t ic l:ý c h vl a st n os t i
r ovn i c e \l e:bb ukazuj e n iekt o:::-é z:;"u~::: a.Yé vl E.stnosti o... e gD. _
l imi -tn ých množ ín , ktoré v~·I!"lý va~ -:" z ::<3..k "t;l;. , ž e skÚ;nan ý d:,m b.r.. i c ­
ký ey at éra je II grad ient l :'!:a sYf.-; ~::' fi . I d ec. vy .;.ž i t i a vl a 3t n os­
tí Lj apunovových funkc ii ~~ dék~z t ot o, že o:ega - l~ithá

množ i na j e vž dy podmnoži..ou :::-.ož i:".y st ac í oné rnych rie seni
equl i br i i aa využíva aj v tr0t ~j '~&pit ol e t e j t o diplowc­

ve j prá c e .
Základ pre apl i káciu t eó::-ie abstraktr.ých dLa aí.pa't fvnyc l;

pr oce sov a t eó rie konder.zujú c i ch zobrazení a mier nekomp aktnos­
ti p odá va sé r i a článkov od P . L:as s a t a [r.:al , 1:a2 t !,:a3] • Prvé
dve uve den é p ráce sa venuj~ š t úd iu abstraktr.~·c h
d iss ipat í vn YGh pr ocesov , prič o:= r ôzne t ypy diss ipatívnost i sú
skÚwané vo v zt a hu k tzv . alfa - konden zujúc im zobrazeni~, kde

ex je známa Kur atowské1:o mie r a n eko:r.po.ktost i ~ .
Apl i kác iou t ýchto ab~1róktných vý sl edkov do t e ór i e evolučný~~

r ovn í c r ôzn e ho t ypu"'w j e Ma s s at ova n a slédu jú c a práca (M a 3 J
z r , 1 983. ~assat v nej š t u du je pod obnú rovr.icu ako V/abb :

CJ~-- -
'iU'

{3 >0

.
ktorá opä t pre d s t avu je r ovn i cu l on gitudináln ych vibrácii str~hY

re sp . homogénnej tyče . Za mál o oOrrledzujúc i ch pre dpokl adov S ú

dokazu je ckv i val en t n ost bodovej a kor:.pa..kt ne j d Le a í.p a't fvno c't í.
istého di skr ét neho dJ'll am ickáho systému , kt or ý j e gene r ovaný
Po í.ncar- éhc It p t:lri ódovýĽl" zo oz-azcn ím, .

Vyu ž i t í m vý sl edk ov Maasutie z obl a st i abst r aktných di s­
krátnych dsn arn i ckých syst émov a ~ ch apl i ká ci ou do t eórie spo -
j i týc h d ~f~ický c h oyst é:::ov a ~", Z E.o b~~ ~rác~ , J . I-:al ea a N. ... S·",::"v­
raki sa ~~ z r . 1986 . V t eJ' o Drac ~ JO s~aná Dr obl emn , i -

• ' i "ka e xi s tenc i e aUV slych b1 obaJ.::yc:' atrMt or ov pre r ovnicu
tran averzál nycb vibr á cii 5tr~.y :

+2 {3 - Ll Ll ~ { (uJ B>D

V prác i j e ukázaná e xi ster.cie. C - pol oerupy ( n el i 11eá rne j )
ktorá je gen~rovaná danou r ovr.ic8u. Ukazuje aa podobne ako
u \'jebba , že gener ovanJ" s e=.id;}-'11a-::::' cl:ý systé::. j e " t;:'ad ient Ld.ke
s ysterr. 1I a tak každá omega l:.mitná množ ina j e zá roveň podDno-

~\ pre bližši u. i n f onr,á c i \l j e vho dn á ~onogrEďia [AKP ]
:n.ft l '· ' i . ~ ál· h t: 8~~aJU aa r ovn ce prevaznB neu~r ne o ypu ~ pr ecr. e j Ši B
n eut rálne ~~kcionálno dif . rovn i ce a r et ardované fun~cionál ~ o

dif . r ovn i c e s posunut~ aré>u:r.er.t o=. .
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,
ž i nou mno ž iny e qUl ib~i~. Ve=iačnou ~et OaOU je uká zaná ohr a-
ni čen o st m~ o~~y e~Ulib~ii t čo ná sle dne impli~je bodovú
din s :'p&.tívn oo't sew~dyr.c:: ické ho sy5-; éau , Využ iju c ;.:o.s satovu
t eóri u úut or i p oukazujú ::'. G. e x iste:-.ciu sÚvislého el oM ll-.c ho
at raktoru pr e d~,ú r ovr.i cu. N avi~c je doká zaná c el á r ada za­
uj fuavýc h kvalitu:t iv:.ych V'JsleC:kov o SpO&G ír.an 0:7. at~"' akt ore .

Xapríll ud : r':>V:lO';h3má ac;p:;.pt ot ic~á stabil ita , sÚvi ol o s~
a koue čno st l imit nej k~::!acity atraktoru , č o:::.á za ná sl c ô.o:-: t::C::'E ­

čn o et I:úusdorfi' ove ~ dir.e::.zie atr a1..-to r'U. l)r á ve pr i po el.ednc i.:.­

v eden om t~der.i 5 0. pod s t a'tne v;:r..:.ž il ú. t eória rÁ - k onder.zujúc i cl:
zobr a zer.í a vše obe cn~ vý~:eä~y o kone čno st i Hausdorffove j d ~­

men aLe at r akt.or ov . kto:::-á pocľ'.á c za od J . :':all eta- ?ar eta [:.:pl .
Ot ázk &Q i as~ptoticke j s t c bi l i t y nul ového r iešen ia

aut or.ó~r. ej ro~ice :

7/U- -,)t' ( ~ + m ( ~I V U(dK ) )
.sl

2.1,3 to. U = O

"

"

on za obe rá práca P. Bi l :era [B~ z r . 1987 • SkÚwená j e ?~C Co ­
vi3etk~'Ľl rjc r.l os-t konvcz-ger.c ä.e l u bov oIné ho r i e šen i r.. lc nuj ov č -,

mu st ac ih á rne..l'':' r i e š en i u.. Výsledky :;'ú v š ak v p odstatne j j)1 i e ~"c
podmier.er. é . ex isten c i oil n iekol kýc h p rvý c h ir.tegrúl cv II enerGi e II

uveden e j rovn i c e .
L~ a záver toht o s t::ucr..6b.o ;J, sG:ij,c zrejme t~ pido::n neúl1lr. ,,; :.~

po hiadu do hi st óri e sa v krátkosti zoien iilie o p~á c och zno~0 ~~­
júcic h ao. :u s3ic lC~"ID i r i a se r.. i ami r ovnic l on gi t udinálnyc t vi ­
brácii s t r ...my .

J.L. Lions vo svo j ej ~~ndamentálnej monogr af i i
[Li] , s t r . 317 klad i e rJ.;;o pz-o ol én otázku e1ob:~l;. c j e x i.:, ~

( , . "" , ' )

; f (X)

i u"oo vol ~ . ":t~ ,

()2~

?J .C>
k de Y' j a

f~ O

V pr í pade dvo j ro ~. e~~ého č~so - pr iestor u fi+x R dáv~
p o a í ..... .:vr:" oo'povca' n a ·o-a--vade- y· --ob"1 ~.." nräc a C ?" "P. ~ : t e -· ~.......... .\.0. • • .. _ ..... ... ..~ ... ~ l,;!o;J. -J.' ... u. oo . ..... ....1;; .., - ....

[BeJ • Uká zal , že pr ea.po:::' a:' ar.o1yt ič;-.ost i p oč i::o:točroýcr. po c. -
:n ' a~ ol,. ~ ... ""'., ';'''''' '': e ~' O ·.....-I'l ...,•• a ~ ·.:s~ e- c .: ' · v čaae - 'e 'a-.f · "o~ "" ':.... . . .... ..........~'.... ....... ....... b"" ua.... ....... A... .... ........ cl. ....... ..., ... .... ... ~ . . .... -

Cc: :
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1.2 MODE L

'"1. var skÚ:ila.':.e j n c: ineá rr. ej ::-ovnice vychá d za a je Ztirovcň
zovšeobeenen~ probl é~~. kt orýw s a prvýkrát zaobe r al ~ile~

v prác i lB~ . V uve č cne j práci v šak c hýb a ak:,"kolvek r.á z::...:t
odvo ô. e~ia t varu s~~~ej rovr. i c e . To :e t ed a dôvod pre čo
fyzilml n6 o~vode~ie tv~~ r ov:.ice uvád z~e na t~to mie s t e .

Uva žu jme o tru."1. cv cr cllnyc h / prie čnych / p ohybo c h
v i ak-ael a.s "'\; ick ého t rá:r..1Á v r ovir.. e X - Y / obr . l I . P~c c. ­

p oklad n jt1e t ž e cel á eú et ava j e ua xe sunené vo v i skó zn om méd äu ,
kt or é ho odpor je pri~o ~e~ý r ýchl osti pohy~~ . Zonedhi~c
rot ačná vplyvy / t orz~ n t r áwu / a p~~dké defor~ácie . Ce:j
t rám natia:.nc~c z nôvocr.e j dížky l n a dí žku 1 + A , v: .:..:: ~

~ .
ČOL1U do c bé dza k vr.ut o::-:ocj zacne n n"'Jät ia . ;{or.ce trá.::iu su
vot knut é v bodoch ( O ~ O ) c (l+ô ,01 . Valne ~ovegoné :
akonár~e d ôj de k Dre dl ~e niu t~~wU tak vplyvom vnutoruýcr. a
vok aj ~íc h s i l s a celá ~~ ot avu d o ~táva do stavu vibr ácie .

V n ušom tlodel i Dot ol:> <::.xi~nc. s ila / t . j . s ila pús o:Ji c ­
ca kol~o na t r ám / bu~e pr ost r cdú í ct vow fyziká l nyc h zákonov
vy j adrená v tvare:

ll . A A
l

+
E.:..

2.1

Pre rr..ot.1er~t ohyo-~ plo:t ': :

,.
~. =

kde v oboch vyj ~dre~ i ~c t E pred stavuje Youn gov modul pr~~ -

no st i, A j e prie čna r e z.ni.Í , l oe:' t r ámu, rz je efolct í vr.&.
vi ~~ o zit a a I j e prie č~y d~~hj pl ošný moment .

+

kde výr a z nalavo je p:::'Mt ic~(y vy jr.;dr en í m lc i r.e t i cke j zložky
cner6ic , kým výra z u~)ravo ) r ed zt avu je potenciálnu c~ergiu .
-r OC" . ... .... O .: - .< . . .... .... - ~ .rÓ» , . e~ o- ~... ... '; ť';':- ·~ o ~ · - ~ - e -·': ~l\,oe... ~c ~ed '" , ,, 13 ... € a r.us ..o", ~ ... o Je AO ... . V ••&>. "" .. ...... l;;; ... .......li • • _ <:.:. .
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V ;tl o.oi ck om model i Bal~ a [Ba] j e vo 'rJjndrer~i axiál n e j n::":y
N' hodn ot a. Your.govho ~OG:;.llU. 1con št o..'"). t nt • I.::: v š ak n a rozdiel
od s t at i cké ho prío~~p~ pripu.s~ i~e aj wcniace sa hodn oty
veličín Z a 1~ v záv isl ost i od hod: w t y n ozsny g r o.äientu f u=. l::c :"€:
výc hyl ky , presne j~ie t c~a :

II ~ ~( l' + ~~ I ~: I ! :))
kde m j e n e zäporn ä :\u:l:cia n e zäpo rne j r eálr.ej premf.:nn e j t

pričoLl tl (O) ~ O. Zrej:::e opr ot i p ôv odn ému v y j a dr en i u Di l y ~,
s~e z~~e dbali vplyv vr.utorr.e j vi zkoela sticity . V prip adc , =0

::l(x) = Z.A /( 2 .1 ~) . " a 7'.Z . :•.4 / (1. ~ )

t ak ô oa'té veme p ôvodn ý t v ar s ily ~ / s~ozl"' e j e~e ao aan e čoa-.

ný.n ~1 3~ow vizkocl ast i cit J ~~t e ~iálu '/

•Nel ineárnou ~ur.kc iou ~ ~ô~e~e ~odelova~ s ituácie , v ~t o=ýc~

doc t~dza k ~ene Your.~ovho ~odUlu ? ružnosti a p.iere zovc ~

pl oc hy ."-.. / n apríkl ad ; t e č en í.e ::-.a:t er i á-l u / .

Vý e~ edná r ovn i c a p ot ora :po ú:p::-uvá c h n ado oudn e t var:

• O

POsobe~ie v onka j šic h zdrojov p Gten c iál n b j en er gie sa ?rc j ~v:

II pr-f apovkom u na prG.ve-j atr cnc horeu vedcr.ej r ovn i c e . n , (

(h o ( l )

Uvede~ú r ovr.ica (l )
p odcf enk uc í, ~~U:

so zač iat o čno - okruj ov~:

~ ( O , x) : u o(x)

'<la
u('t , O) ~ _ (t, o)

Gx

';Ja (o , x) = "1 (x)
0t

; "' (·', l ) = 0... ('t ,l)
0"

pre

= O pr e io?- C
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Uve d e.h:~ Zz..Či3:to Č:W - o}:: r. i:l~ovJ poc.wienl~y označfme ako
(2) . tI ohu (l), ( 2) ~~~CUG ~~~ýva~ r ovr.ic a v ibrácie t ~á~~

s votkr.~tými konc awi / c~~.pe d e~ds l . roznowcn ojwe , ž e
v uve dene j r ovnici (1) ~me zan edbal i aj vpl yv vi zk ozi t y
okol it é~10 :prost r edi a , t eda ko e f icient von ka j š i eha tlmer. i o. rI
je nuľ ový ,

elen e-t;) 3u

IJx28t
sa obvykl e v l iteratú r t: označu j c ako člen vnút or r.é ho t lr..c~:;' c.

trá w.u . f v ~r:':padc l o::'Ci t u di nál u J'c h viorác i i p ozri p1'.1oo
[\'Io] • L&.J. ~:'a3J /
Na zV'jr aznenie úlohy uvedcnéúo čl ena hovor íme oj o rovn i c i

obr . 1.

h
O O Y

- - - - - -..1­=-- - - - - --- - - - - .J<" - - --
\.~ ~ ~ ____'~)l J

- y - -,-
.e A

.-t- - - -,;,

rv znŔ l"l t.:- p.• PrachoC. oG. c:='~ r. ~ie il = 1. k vyši;í m sa uskut o čr.u ~ e
- -> ad - an '- d-' \- ~"c ' de - l· v ' c " 4 r Lu š.... ,b .::... ....o ~ ern ·' .:•• uur uOV l _ Jo ""....".. oo. c, _ ... :? ..1. u ,, _ ....., - ... ........ .. ...

L c.Rl ac oov~~i o:perá~o=i . V ?riDc.de r. = 2 sa az-c jme bu de ~ (. .5. ­

nG.~ o vib::,"á cio hrJ.b~~ vr-at vy , ~::t o r'á je r o zt io.rúlut á a ná. r.;l ~ ~::'. G

pevne vot1rrj.u~á n a ok::,..:~i v::s t vy .
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DEFI NICIE, OZNACt NIA A VSEOBEC NE

vÝsLEDKY

Vš etky Ec~nchovú ~r~e oto~Y J z ktor~ni bud e~e pruc ova~ J

budú definov~~é n ad po:o~ kOill~: e xr.ýc h čí sel . V p r í p ad e ex­
pl 101 t.ného u va äovsní.e, Ban a chovco pr ist or tJ. n ad pol om r eá l n ve ž ,• •
č í sel , budeme spektr~lu~ ~ eoriu ope rát or ov v t ru~o~t o p~it G~o=e

rozvi j at v štandar dne ; ko~~leÄi~ikác ii d~,ého r eáln e ho Ba ­
nachovho pr i estoru .

~'achove prie ~tory u~de~e skr á tene o značova~ ~(O

B - prie st or y _ S~~boly X, Y a X budú r e zervovan é pr e o~. a­
čov~ie ko~kré tnych B - Dr iest orov .

Sy;úbolO::l L:8(1. , ~ ) ::'uc.c;;.e označ ovaf
v š et ký c h lineá rnyc r. ~ spo j itý ch ~br&z~ní z

B ­
X <io

pr iestor

"• •

Pre l i n eárny operátor ~ ?rij~e~e nas:e~ovné ozn a cen i a:

- oblo.st d efi n í c ie / domai "1 I
- obor hod~ôt / ra~5 /

D(L) ~ X
R(L) <; Y

Zapisu j eme L: X-.Y

Hovor íme , že operát or L : X-'7Y je hustodefinov&~ý ak

,kde ely
-"

j e operátor u záver" v x.

• , _ T ..Z
OJ - .....A ~

< •....... .......

je uz~vr~tou ~ožL~o~ v p~ie s~ c=e X x Y.
Ekvival en tná de~inici~ ~zaVl~6 ~ ozti ope~átora L j e :

L : X.....,.Y ~ e uzs:vret ý , D.l: z 1?r~ cpokl adov

x -- x v X -D(L)x..... c.n ..
Lz >".- > Y v y..

v :fPl ýva, ž e

x, D(L) a navi ac y =:'x

l' oc h L: X....,..Y ; e l i=-.eá.rr.y operá-;or . Sy;;lbol om ~( L)
'b~d c::. e o z:-. ačovat ro zo~ve:tt:-.ú w::.o~ ir.u operátora r. .



c
- .J. '

iíaJ. e j nech O (L) : t: - 9(: )
Potom pl at i , že

O(L): OpiL) V 0e(:' ) V O?,. (:.. )

kde
ozn a.ču j e bod ov é s:pe~{tr~ / vl a stné čí sl a /
ope :,.:f.~ora l..
ozn ačuj e sDoj i~ é s:p6kt r~ op . L

označu j e re zi duáln ~ spektr~ op. L

Výraz typu :

Re 0(1) ? a re s~ . Re O(L) > a

bude vy j adrovat t e~ f~ . že pre i~bovolné plat i :

Re A ~ a resp . Re A > a

Symbolom /j, štandardne označ frae Lapl ac e ov operát or, kto;-ý
j e defi novaný na hl adkých funkciá ch, pri čo~

~ I\2u
./l u '" E

U U

i-l rv 2
u ", "-

leda u e e1Q) j e ot vorená ~nožina .

j e metrický priestor a X je B- prle sto~ . ?oto~Nech S
symbol om

e (s,x) et s.x)
budeme ro~iet priesto~ v~etkých o hr~~ičených a spojitýct.
funkci! z ~nožinl S do X. ?:is:~r~ no~a na t o~~o pr~e st o~e
je de:finovar~ vzt abo=. :

Ilf !e(s: x) - s,,"Jl { I:." (s)ll x , s ť sS
Je dobre z..'"1áme, že pr iest or c(s :x) je B pr ie st or .

Ne ch
X j e

S je otvore~á poC=r.ož ina ne j akého B - :prie stor~ Y,
B - priestor . Pot om pre cei é kladné či alo k polož~e

ek(s:x)
rovné množ i ne v~ etkýc h

/ v s i l nom Fr échet ovc..
k - l<:r-á t
zn>.ys::. e /

s~o j ite diferencovatel nýcr.
z mr~o žiny S ~ Y do X.
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NOrffia na t omt o prie sto~e j e def~~ov~-~ predpiso~ :

II f II ckt S : X)
k

suI' f li nk f(S)II. s , s 5• L , o
-"

kde D j e operátor silne j äe~ivác ie .

Opät pri e s tor Ck (S:X) j e B- p r ie stor .

y

Nec h ° j e lebesgueovs ky me:-atelr,á ::;'''ložin::. v R
n

•

Pre l ~ p < oo eymbol om 1 IO) označuj eme prie stor
l'

v šetkých l ebesgue ovsky merat el~ých tur.koi!, zobr azu jú cich
O do pol a k ompl e xný ch čísel , pričom Il - t é. moon tne abao -,

lút ne j hodn oty j e i nt eer ovat el nt ~,kcia . Št andardne

II f II1~OJ = ( ~f (xl I :;> c.n x ) l i p

- °
Symbol om 1",,((2) o Znač",e ranoä tnu v aetkýc h podst at ne ot r a-
n i čenýc h funkc i! / Ľlera"~e:rnýc h / zob;-azu.júcich zno ž änu Q
do kompl e xný ch či se~ J pričo~ ~ O=~~ ~ e de f~ova~ná predp i so~:

II f 11- (oj = e ss SUI' I fl x11
""'Cl' :~O

Dôlež i tú Úlohu v t ej t o prác i zoh=áva jú tzv . Sobol evove pr~ ~ sto-

r y . z n
Opä'1i nech O Eo R j e otvor ená anož äna. , SyrJoolo:::l

\,f(oJ
l'

bu deme r o zumi et množ i nu v š e tkýc h 't ak ých funkc ii f e 1 (O) I

pr e ktoré iubovolná zov š eob.cn ená der i vác i a I di st ri~úci& I
jc p rvkom p r iesto:'U 1 (O) . No= u z&vác. zame kl a sic kým

• b "epo s e om: ~

IIf II I'IJOl ~ I.lk II ll" tli LiO)
kde J.. = (.,ll ' ol2' .•• • ~~) je: IJ.ultiinde x , ktor é ho ~o d\i.l

j e r ovn:;

Symbol om
tJkiO)

označ fzce UzáV~+ I:lnož iny c~(O ) V norme prie storu \,;; (0 )

kd e c~(O) j eMož ir, a t ýc h f ~ cklO) • kt or é majú k o:np " kt :oý

aupp or -t , Teda Ok (
\,gO) ; ClWk(O) C~O )

l'



o ta~ýcht o pri e st or och
l ubovol né pr-är-o č za n é

v< ,ca a... o.
že p::-c

Ha'(O)
j e n e záporné r eáln e

podstatné ve di et ,
platík

kde "
bude
čial o

7~nomén Sobolevových pric c~ orov je možné skÚmat aj
v t o;u prípade ked "stupeň tola.c.kosti II ~ :-.ie j e prirodze:-. J
čísl o . Pr U upov k tejto proble=at i ke j e v zá s ade ví ecez-o ,
::aždý príst up sa v äak zjedr.ocuje v t os, , že pr e c eločí sclnó

hodn o't y " stupňa hladkosti II sa. =isxa.vaj~ p ÔVOc4'"1é
"ccl o číDelné n scbot cvcve prie ~tory . Kor.5t r llr:c iú. "neceloči­

sel ných " SobolevoV'Jch p:;oi estorov sc. klasicky vo vä.čšine

post upov zakl adá n a korr.pl exr.e j m~tóde int erpolácie i.č
3 - pri e storov. Pre naše účely budú celko~ posta čovat prie s ­
to:ry

s tou

H" 1í2)
poznámkou , že pre

množinu hl adších

.: 6 (k , l:+l ) pred stavuj e

funkcii MO j e I'Š (Q) , sl e zá -

roveň aj ~'ož inu mene j hladkýcr. ~,kcii ako sú ~ur.kc ie z
priestor~ VŠ1~)

Iný prístup k zave deni u pojmu necel očíselných Sobol c-, .
vovýc h pr i e st or ov j e možné s laxmú.t na zSklade tzv . Lizo~~y -
no vých pr ie st or ov ** .

Sobolevove pri e s t or y s necel oč i s"ln~ s t upr.Offi hladko o~ i
s a často v liter atúre nazývajú aj ako

Sobolev - Sl obodeckého - pr iest or y . (KFJ]

Zákl adn ým technic~,=:;':l n:ps.mt o.n n a r i e šenie problé:ov
lokál ne j exi stencie r i e š en i se~ilineá~ych p~abol ických ~oh
sú tzv. vety o vnorení Sobolevových priestorov.

1':"e j edr.oduchost bade::l e predpokl adai, že O 5 rf je
o hrr.nič ená obl a st s l i p sch i t zov3:cou hran i c ou (jfl •

Symbolom " ~ " ro zur.ieĽle spo j i 'té vnorenie :B - prie st orov .

interpolá c i e vš eobecn ých
af " (n '-]v rnonogr l l : ... a...

Po známky .
;< so základam i probleffia;.iky me~ód~

B - pr iest or ov sa je ~ožné zozr.ámit
** -.presne jšie by sme mali hovorit o t zv . izotropných

Li zorkyno vých prie s t or och . V prípade , ž e O.Rn , t ak po ­
to~ sa t akýmto priestorom hovorí aj priest ory beooel ovýc r.

t -,- P bl' " '< ' ~-' i ' '[""JJ r·· lpo enCl~~ OV . re ~ Z ~_U .L~ O~ "~C ~ pozr . : ~. r e sp . ~oS



Kedž e vo všetkých prip~d oc~ , v ~to~ýct u~de=e pr acovat so
Sobo'Levovýtaí, prie stomi je z:..~cj;:::ó a1:~ oblast rt ~ Rr. sa
uvažuje. tak š 't er.daz'o.n€ ?O-,;. ~ i ~l:::'::' € sl::.:-át en é ozn a.čenia:

vf re sp . ?; = ~e ~D . Hd
p ]l

Pl at i a n asl edovn é zákl aar.é vet y o vr.or cni. Sobol evovýcr.
pri e: 5t o~OV :

~e c h k j e prirodzené č í Sl o . Pot er.

ak l ? ~
p q

k
- ';> On

, tak <:.; 1
q

ak n = p . k I t ak
k

1 pr e každéW c..~ q " pp q

ak
l ~ < O t uk vf 4 c (n. )p n I p

Vzhiadom n a t o. ž e :pre ó.p okl adáze ohraničeno s't wr.ožiny Q f "ii':.
tak trivi álne pl at i vn orenie :

pre kaž dé q~l

1' 6 záver t ejto časti pr i.."lášo:;;le ešte ~iektoré o zaa č en ä a a
k on ven c ie :

Nec h 11 j e n e j aká poc.nr.ožir'.a B - priestoru X
Sym bol om

sp"," (;:.)
~deme rozumiet lineá rny obol 't'.r.ož i n y :..: vo vekt orovom pri i;: s t o­
re X.

Ne c h
Symbol om

ž iny .

j e l ebe s~evo sky mer at ei ná ~nož in o. .

o~. ačíwe l ebesg~e ovu ~ieru t e j t o
.'

m::-.c -

Nec h L je n e jaký operá t or na prie stor e X. Poto~ p od
označ enfm :

kde I
A ~ 1

je i dent i cký
buč eme

ope r átor
cr.ápa-t
II je

operátor
pr vok poia

, - T
1\ ... + .... ,

skalá r ov .

Záp iso::>
k a ž d ému

x
prvku

I---> f (x )
x ]l r i rad í

bud e::.e r o Z'..u::l.ie t
pr vok f (x )

fu.."1kciu f , ktor éf.
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2, KAPITOLA

2.1 Sc: k tor iálnc: operátory.!.,
o nolyt i eke? POl.ogr ull.'L

Problemat i ka , o ktore j sa hovor í v názve č ast i , j e
vcel ku príst upne r ozpr ac ovaná ~ conogrcfii Dana Henr yho

[He] . Ni ektoré partie z t e or i e zl omkových operátoro v
a B - pr i est or ov je možné pr e r2 adne náj st aj v čl ánku

Gl u ška a Kre i na [GK] •

Pr i s t úpime k def iníc i i s ektoriálneho operát ora .

D e f i nici a e.r .i ( [Ee] , Def, 1.3 .1)

Lineá rny operátor L s d ef ini čným oborom a oborom
hodnôt, ktoré náležia B - priest o r~ Y , nazveme
s e k t o r i á l n y o per á t o r vY,
ak L j e u zavret ý ope rá t or, hust o definov~~ý a pre nej~(6

(PO{ o, ~ ) , t ' žp... ~ ~ r e s e k t o r

S ;. { AEC;a ,tp ,

celý l eží v r ezolvent ne j TI4~ož i~ e p (L) operátor a L.
~aviac pre každé A{ S plat i n asl edovný oähad na

a, tp
no~.u r ezolventy :



V r ovi;:.e. '
ÁU pr edotava o

obr . 2 . 1

- 1 4 -

ko:npl e ;.;::ý ch čísel

eekt oz-e S co
a H

ai môže~G ut~ori~
p odi a obr . 2 .1

geometr i c -

Im

sekt ur

, a.

1\' 0. i lustráciu :?o j rr.r.u uve di eme r. iekoiko príkladov s e }:: -
t or iálnych oj,)erá t orov. Tie:to ~ríYJ.ady sú pre braté z [He] .

Ka~dý 1 :'neár~1Y spo j i t ý operátor na Y j e 8<;;:: t O-P"'fk1 nd l .
riálny .

?ríkl ač 2 .
ol'emtor je

S~-' O - d i" - f";"ov~"' ~ŕ 'kl ad- e.:.... c.;. ... ~. u "'-.01 ' ....
, .Lo • , .

seK ..orJ.a...r.y .
defin i t ný t l i neáI7.y

t ak ope rát or
~ (A) I )
v 1 (SI •

II

Pr íkl ú
v 1 1'

Potom,

3. ~e ch

,1<: 1'<00

ak

A j e s~. o ad juúgované , uzavreté roš í r eni e
oper-átora -.6 definovaného na C ~ (.Q) .

, Re l~ < O1 c;;
j e s ekt or i s.l ny



PríkJ !~ ii 4. Ne c ~ A ~.;, -;.uý o:;'G ::,át o~'" ako v
pričo~ ~cnv o operút o ~ ~važu j e~ c ~~ ~riestcre

?' ~. ' "' ' ol ve·"\ ...- & -'"' .., z" ; ·..·~ .., - n ~ .... ,. _ ~ ~•........ _ ~ ... .:.J ... \,o••e;;,. _0 "" ..... .... v ., <o v ... "" •

t ak ope:-átor A je s ek t o:-.....i..-í: :-. j·..

"O :':::kl r;;.de 3,
• :L~(Q )
j cl~ :". e:pci zdt.c ,

/

Zas~ av.{- " ~ yo - _.- ....- ~ '" _.~ "._•._- o ..t.. .. f · ... ..... v,',
. \oo ~ u c. v.::l. U.O.. .;.' _ _ . , Lo 1. j, 'T e vZ n G. l i .;

'l- "I ,. - .... lá't ::. ~ - - ' - ~ - _ .~ ;. -<Jo. ...... •:POU.J. dc:. J e ~V b nt:, ... 6 -.t:.{" v _"'_••V~'" v..Jc_c.o. .. O........ .n. ~ ú

podQiencná prodnokl ač~~ L~ ra 30:vznt~~ ~oži~u. V nasl~Q~­

j ée j pozná~c s~ PO~~ S~~G t~to ~~~ i~~vV 5t in~u~tí~.e
·/y-v"" , ~ .:::""' ..

"" S " o x ... '~áv"t- z" " -Y'"'- - - '"-· r .... 'l"" O:: "" .,... " ..! "". ... ,. \ .-:: ; ,-~
~ .... ...;..:..L.. .... , "" .. ....... .... ' '"'4.. "' _ ..... v ..." v ... .... ..l. __.... __

d o zn ač;-.ej liliery závis:.~t z.a vlr.zt ::.o s -:; i a c h o'bl a::.>t: i Q ~ 3,•••; ' y ,
?okus~e sa nač~~~ut s~vis ~e c =~ ~VU=C~ spe~trc a t&k~i

z;l<im~rwi t ~der..i2....i z fV.:lk c i o;-.i:!..:. e j analý zy akýmí, b~~

Friedri c h sov a nero v.no ~~ ~ R0~:~c~ova vct ~ •
•'..' ,' pre 0 '",'1 ,, ~,:;' - ' ~ ' "'"""', -: .~ . ... ~ c'\-r y - ,~ "" ....ovn c cf ... _,.... :.... ...J_ ~ '-' _ ~ 4 V "'. va> :;,; '" J .. ..u..

a· e-l" '; ,.. ; ;r.·~ v 0·0· ' - '7 r , r- ... -.,..'~"' ''' - - ' . , •• ; ", ~~ " ,.;:' ..o.. o- a A... .... . ... ... . . " v '" _ _""- o"I _J I;.;_ .... .. ... Ll.

/ "' .., '!ré YZ" d ", ••; "' o r . ' ~ - ~- ,, - ~ ~:- O ...... 4 o-e..../ ... J
.. 0-0. ... Y ........_s ..u.. v ..... _ ..~ oJ ... · • • "';" __ ...4 • ... .. ... .::' ... -..=. ...o c - /.4

bude pocw~ožinoa priec~v~~ ~~ JJ) t , re t ože v tO~ ,=i-
p ride D ( ..) predstaVt: ~ c ~ne:7é (; t:' c::ý ?=i.::: s-.;or E_.:. t kt 0 _"..

sa dL ot o ~ ozv_ .; :. ... Y" "'.; ~ ' ,.o , · ....... c- ••• -'o ~ -'''''''''· ;.s;", ",,··· Y L r. ....,!v ·ti... .. ... ... .. ..;l .. ....... a.<.• .... . . ..... ... .. v~ ..' ......... v v..... .... t .. ' ''' ''"- t.

vd~{a lr i edr i chsovej nc~ov~oo~~ . ~
Y -o"" 19'3 nac: - "1 " ' 4lrO'- 'f ~ ..... ...... _· '.r"l ~ ~ ~ """i. ~C' J .,., ~ k..·· ......... ,,~ .... .,.; .... _ lv...;.. . \ ... _ _ . ~J __........ _ .... v _ , • • d. .. u I. ...

Z , ~ t '--" C'"":.. - v- ter- o ~ "' c- .. ~ ,..~ F~_ _ ~· _ ·_',.c ' - s ..·, "; 0 "'0" stooou....... .....,. v a. _'" v .;.> .1. "' . . .. ... _ 44~ _ <:: ........... .... i;> l"

n a h.... ... .... "c ' o'" " S-" _ ,...,- · y· v·~ " " "" "'rr"O'I"t " ~ o-t" s --_ ".. -,,,.... ....u... ... 1J..i.. ~ .. _J... G. _4 0 ... '" <0; ... ... ... ...
A"n k "" "; '" ~ s a _ ':' ,...,., ""·· ~· aj ,o>:.: :>< Y .,' ,;c - o "-at o' O "' c·r~~ "' '\. u... ........ ... "' . ~ ,P .,:. ....4_ ....... , _ _ " ~ _ <;.> ..1.. 4'''''''~ '

p r í p úc.oc::-' s a C: é :?iničr.ý o'cor- l<. :......v:...G ·~ 0 :.0 _v :3írer.i :. pri~.-

c ip i á lne nebu.de d :::.t c:''':'),·:.~ .:.kv l) ú&:.rL c ~ i:". a. v L CQ.) • 'l' ::. ..
C5. vl unt n e stane , ž e o:; ..,;::-'::: t or •• chá:parlý v D~c otOr-c I.,...
bude - ll:! ...~ d ·'f "i ..... ", č"" ,';. ,..•~ ...... ".. ~.._' .. 4 ,. Il c 'r ' · '·':o "'~u~ ~- o~: ':: n· · ;I.,.,~ . '.... ... .. o. i;;\. I;; ...u_ . . ... .... .J u _ _J----... .......... .... ..... .... .... .... ..co. .. ...
a.by bo: 'l,;.zz.,vre. tý v :.4..Q). :; 0. s::!c:-:tr-z -;akéhoto o:,:. e::.:'átoro. S~
~ o p-e ':: aví t31{ ž e .,....1: z"' """ á'- - ~Tl€.'·"'~ bud.e n e t .,.. ", v ': ..r- - -.. ,Jo.... t _ '"' .,;.......... _ .. c , ..._. - ... .._ . ... ... - '-"'-oL.. . .... ,

preGr.c~ š ic bude ooc ~.ov~~ c ~l~ ~ ~d~~ ~ olrovinu zo~pl e~eJ

rovir.~ . Xa Ze0r~~. ~~~~ v;zn==~ :: ie ~ :'ic~ so ve j ~~r-o~~o c~~

V p roc " " O •• .. ·· ...Ya· .,... ·~_ 4 a ... - .::. ~• •_- -. A ..... ovo ....~·_ ,'" - ".~ ', . c.. ,'1.,; ... .... ... ""'.. _~. _ v_. v_ _.... W t .. .....1.. ............ _ .... ~ I;; "

a j o . tzv . ~\rie dric h 3 JvC;:. ~ z~v:..· .:~í operát or-o. - ~
(bl i ž z i e ,ozr i [?sl )
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v takých prípadoch nu t n é použit ap ará t tzv . spektrálnych
mí.er , V našom prí pade bude obl as't n natoiko "dobrá " , ž e
k spo j itá čas-t spekt ra ne'bude existova~ , a t ak vlr..s t r.e vy s­
tačíme s ortonormálnyci rozvo ~~i , ktor é odpove da jú
II atomic;c~1:'O II Sll,ektrál~~ n c.er-ea ,

Pr obleI:".at i ku "kval i t y" obl asti .Q f :l , pri č om má.rae na mysli
pl at nos t Friedrict sove j nerovr. cnti a tiellicbove j vet y ,
vybaví me st anda=dným sp ósobo~ - p~edpokl adáwe , ~ e obl &st
n. S Rn lr.á do statočn e hladk'~ r.rar.icu 'd Il .

~.; a al edu je definíc i a tzv . analytickej pol OE;rUPY l i.n eárnych
operátor ov . Tento poje~ jo ~.d~6~táln~ v c el e j diplo~o­

vej práci .

Defi n i cia s.t .e ([He] • DeL 1. 3. 3)

prie :::: -

pre t , s ~ Co T (s) • T(t . s)

l im T (t)x • x
HO

je

T (t),

X6 Ypre kaž dé

platí :

T(O )al

bi

Ano. lytick t. :polog r upa Y B
Y je množina li~ci~.ycr. 3Do j i~ýc r. operátorov

{T(t ) • tl 0 ~
,

ktoru

tore

pre

cl pre k llŽdé x 6 Y j e zohra zenie t ~ T (t ) x

r eálne analyt i cké z (0,00) do Y

Ďal ej môžeme def i novat t zv .
l ytickej p oä ogrupy T (t )

Lx . = l ill Tlt ) x - x
'40 t

i nfL.... itezimál ny gen erátor &, ~­

predpisom :

kde D(L) S Y je mnoz::,,"a všetkých tých x ( Y
horeuvedená l iwi t a exi st~~e v B - pr i e s t or e

, pre ktoré
Y •

{ Lt r č' 'Symbol Otl e , 't ~ O ozna azae anal yt i cku pOlOgr"IlIľl4 ,

ktorej infin i te zimálny ge n erát or je práve operát or 1 •

Fund ament álnu úl ohu v teóri i ~~ytických pol ogrúp :lá .. asle­
dovná vet a, ktorá uvad z~ ~vis =ed zi sektoriáln~i ope~át o~ ~

a infinite zicáln~1 eene~to~i ~.~ytických pol ogrúp.



- ..
- ... j -

..
\ ' " a V .I ([He]

•
?ot om

~ech L j e sektori ál ny operátor v B. '- L gene ru je ~~alyt 'ck~ pol ogr~pu

{e-1 t, tf O ~

- pr iestore Y.

?re kto~~ pl atí explici~r.é vyj adre~ie v ~vare abst&k~ného
kr i vkové ho integrál~ n

tal;;:á t že

d i\.

~(-L)

l
~lf i,

c
- Lte . J(il'" Lrl

. .-"t
r

je i ubovol r.á krivka l ežiac a v"de F
lim

11\1 ...,. <100
"r

Re (j(L) :> a • tak

pre ne jaké B€.(; • lf )

~latia r. aslcco~é odhady

lle-Lt II

\I L e - L t II
pre ka~ci.é t ~ O

pre každ é t >O

kd e k on t:ít.ant a C '>O nezávisí na t .

~ akon ie c pre kaž dé t >O :platí :

- Lt
- L e

d - L t
dt e :=

/. lÍ~ ( . ) j e silná - ?='écl".ctova der ivácia /

• • •Sekt or iálnost operá tora L náo umož~uje dokázat , žú
pr e kri vku r z vety 2 .1~ horeuvedený integrál existu je.
ok ho uvažujeme ako Ric~er~nov i nt egrál z operát or ovo - zn ač­

ne j funkcie . Teóriu také hoto i nt egrálu j e možná ná j st v
kl a s i cký c h u čebn í.c Lac h (Sc h] r e :::r; . (':~ a.:~J .

Podr obne jšou ar..alýzcu s a dá r.ahl i adnut t e sná sÚvi­
slost uvedeného i nt egrálu so zr~~~ Cauchyho vzorcom, lctor ý
sa objavuj e v zá klaci.och kor:::.pleY.:1e j cr.al ýzy . Probl émy spo j er. é
G t $'1Il , že kr i vka r niej e uzavr-et ä v ko:::;:;ple ).T~ej r ovin e sa
dajú vyrie š it úvah~i o ro~ire~ej ko~pl exnej r ov i ne r~a. ] ,
č o sa dá intuitívne vy svet l i -t t o.k , ž e n a krivku r budeme. ,
hl adiet ak o n a u zavretu kr i vku r.a j ednotkove,i sfére, pre -
ft uve dený integrá~ s a v ~it Gr~túre ~azýva Dunfordov [Y]
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, ,
chád zaju cu "severn ýz;l pol ow" , lJ =- i čo=. pz-acu j ece 5 klas ickou
st ereoerafi ckou pr oj ekc iou j ednot kove j siér y na rozšírenú
~orJpl e ).-nú r ov inu . 'i'var kri vky r s i zi ô ž eme pr i bl i ž i t
na obr . 2 . 2 .

obr . 2 .2 sa , i" j e sektor o:perá~ora L •

ď('L)
spekt rum op . - L o

- o.. Re

""-r
kr i vka , l e ž i scs.
v ~(-L)

Z l o mk o v é

o p s r á

m oc :l i :l y

tar o v a

s e k t or i á 1 n y c h

B- p r i est o r o v .

v (lal šom
ny operát or v
aby Re u( Ll >

budeme st ál e p r-edpckj, ado.t I ž e L
B - ~rie stor~ Y. ~ &viac budewe
O.

,
j e sekt or i al -
p ožadovat,

Vzhl adom na odhady uveder.é vo vete 2.1 .1 nôž eme .k o­
r ektn e def i novat operát or y:

dá sa poiahky r.ahliadnut , že operáto r 1 -0(

kde

Pret ože

- ~L '-'-
l

fRi
;;;;;: y

oo

r « - l - 1 t -Jj t . e dt pre ", > 0
o

a r pred s tavu j e Gam a funkciu .
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je i n ';; eA':tivny . Polož::e preto pre l u bovolr.. é 0(> 0

0/ ( - " ) - lL =. L I p:-ičo= : =

Pre " . O defi nuje:::e Lo : ~ r"v • II(Lo) : = Y

Týmt o sme vlastne de fino val i operátor Lci pre iubovoln é
r eálne čí sl o 016 R.

Operát or y L.,( n az ývaxe zl cakcvé / frakcionál ne /
mocn i ny operátora L •

Pr e zl omkové mocniny sektor iál neho operáto~a L platí:

L o( je uzavretý, hust odefinov aný lineárny operá t or

~ ""..--
pre iubovoln é "'~ R, t > 0 R (e-Lt ) " D(L")

(lle]

Ter az :lôžeme pri stúpit k zz-ve deni u pojmu. zl omkovej :aocniny
B - prie storu Y podia sekt or iálneho operátora L v Y.

Dť f in{ci ~ VS ( [HeJ . DeL 1. 4. 7)

Nech L je sektoriál ny o?erát or v B- prie store Yt pri ~o~

Re cr( L) > O. Pr e iubovoln é ~~ O JoložI.1e

y tl. : ,; D(L~) _ Zl o:.:ková mocn in a prie s t oru Y

na množine y o/,. zavádza:e :-.orx.u

Il x~ y<>i : =IILciCx>ll y pre k ažd é
.(

xéY

[He]

Poznámka. Predpokl ad Re <T(L) > O je s i ce zbyt o čne oba e ôau-.
júci , preto~e Zlomkové ~ocn i~y pr iest oru Y s a dajú zavie s~

• •aj be z t oht o predpokl adu . P~e ~ase učely vš ak ~plne post~~~~e
• L •uvaž ovat l en taká sekt or i ál úe opcrá~orv , ktor~ maju r eálr.u... ~ .~

čast spekt r a kl adnu , Vyr.:1el:.e sa t ak zdl havýr;l. di skus i ám o ko-
rektnosti zave denia nonny na y f'ť •

o zl omkových mocninác h B - priest oru Y podi a saktoriál ­
neho operát ora L plat" nasledovná dôlež i tá vet a:
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Veta u j ([He) , Veta 1 . 4 . 8 )

I\ech
pričo:> Re

L je oektoriálhY operátor v
O"(L) ::O O .

B - priestore v.,

Pot OI:l. pr e íubovalné d.. '? O j~ Y q( opäť B

ak O :S ~ ~ 13, t ak: y 8 j e hu s tá podmn ož i n a v
i dentické vloženie

yS~ y ,( je spojité

pri estor .
v o(
• •

Kav i ac , ak

o ú~ <. 13

operátor L

j e vnorer.i e

t ak pre

u z a v r e t é r 0 z š ir e n i e

L a plac eov ho o p er átora .

v ael šom budeme pod L2(Sl )
tor nad p olo:> komplexných čísel.
je o hrani čená obl ast s dostatočne

r o zu:rrie-t HiIbert av p1"1c8­
rí.r. ožina n. ~ rf" nech
r.l 2.dkou hra"1 icou tJ.rl .

Z Friedrichs ovej ner ovnosti vyplýva , že operátor - ~
definovaný n a c~(.n) j e sY"'etrický a kladne definitný
v norme priest oru L2(12) • Zo s ymet r i e a kl adne j defin i t -
n ost i ~l yn i e , že bo dové a spoj ité spe kt rum oper á t or a - 6,
je častou kladnej r eáln e j polpriemky . Te da

(Jp( -t,)vCTC(- á ) S < O, .:ol [Ta A] str . 3(1

Je dobr e známe, že oper á t or - t:, n i e je u zavretý v Ll n.).
To , ale znacená , že r ezicuál ne dg ekt rum operátora - ~

môže byt netriviálne, dokonca ~ôže obsahovat cel ú pol r ovi nu
komplexných čísel .

označenie u zavret ého
- t:.. v L2 (J1 ) .

•oú) ; O"p C'')

Symbol A bude odteraz r ezervovaný na
ssmoadjungovaného r o zš i r en i a op erátora

Tent o nedo statok op erátora - Ä s a š tandardne rie ~i

Friedrichsov~ uzatvorer.í~ op erátora - ~ , ktoré bude s aco ­
ad jungovnné . Vdaka pl ~tnosti Rel l i chove j vet y d o stáva~e
pre eaaoad jungovcn é uzavr-et é ro t.ire::1ie ovei a vi ac ako l en
odstráne~ie re ziduálne~ zl ožky spekt r a . Spektr~ nového ope­
r-átora A., ktorý j e d&."1ý::l uZ8.v::-etý::l sr..::::J.oadjungovanJÍtl. r o z­
š í ren í m, dokonca nebude obsabovat ani l en spo jitú Č&3t spekt =a
teda
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Známe výsl edky o lineár:~o~ o?e~~~ore A zhrni~me do
nasledovnéh o pozorovani~:

Poz orovan ie s .i .t

ako
Hilbe n ov prie s t o:"

x •
n ad poiom C ozna. čme

0/ Operát or . j e l i neá rny I l,;,ZSVl"-=tý , aamoad jungovuný
operát or v priestore X.
~ aviac operátor A j e hus t odef in ovaný a r e š t r i nkc i a

A Ic~(.Q) es
- f:::. f pričoI.i. C~ (.Q) ~ D(A)

bi Spekt~ operátora A
O-p (A ) ~ 11"(,\ ) a j e

j e č ist o bodové, t eda
..< .. .. ,zeroven ~cstou r eal ne j

Vl a stné č i sl a operát ora A tvoria nekle::;a júcu P0 F; ­

tupnos t, pri č oiIl

kd e

l äm it = ol" oo
Ti.- )oo GO n

6"p( A)~ f1. ' n " :; ~ [La] ' Vet" 4.1

cl Re zol venta A-l j e ko~pm~ný operátor v X . Exist~je
úplná spočitateiná I bez~odm iene čná I ortonorwálna
bazá pri e s t oru X ,ktoru t vor ia v šetky vl a zt n é
f unk ci e operátora .\ ,t .j .

X = cl X ( spa.". { 'fn ' n t NI)
k de A co - , I tJ ~re k aždé ne l'i •rn -"nT r. r

(La] , Vet a 4 . 1 , [ HS] , st r . 16 • (TaA] , str. 323

• Te da
pr e :r ubo-

t ;o O

t > Opre každé

pre každé

_ c - f t
""'" - .e

1;

II e - At ll

IIAe - At II

Operát or A j e sektoriálny v .pr i e st ore X
- A generuje ~~alyt ickÚ pologrupu , pričo~
vol né ó , (O, .11 ,) pl,,-:' ia odhačy e

~

.; c , «....t

dl

kd e kon š t an t u C > O závisi l en od d •

[ HS] s t r . 1 6 , [ Ta A] st r . 324

el p:-e zl o=.ková Ľ:'.ocniny pr ie st or-Jo X podi a operát ora ri.
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pl at í :

},.~ = D(A) = \"~ (12 ) n ~ (,m

pre O~"" l

x"" =
•

[He] st r . 38

dEA j e št ~~dardná

A [ He] str . 32

:.. je eaaca d jungovený

, kdet ak

Ort ogonálne ro zvoj e :

KedŽe Re IT(;') ;? O a operátor
oo

.-"" J ~d"~ - j I I ....1I,
spekt rál na mi era pr e ope rátor

fi

Pr et ože spekt~ IT( A) je l en bodové , t ak spektrálna
..:l iera dEA j e ato:::::i cká a t eda pre každé sPé. X

A-~ 'f : .r;:l i\~,( ( 1", 'fk) 'fJ k

kde ( ., .) j e skalá-rr"J' súčin v X - L
2
( .Q)

Pot om sa dá l abko nahl i adnl.A.t , ž e pre C/l; XD( , d ) Q

pl at í :

A ~rI'(tf, tt . )('ľ , lf, )
lC l< Á

oo
.r, l

Á -

Prie st or X je Hi l be rtov pr iest or, prič om odpo­
vedajúci skalárny súč~ sa dá zavi est nasl edovr.e:

pre r. lfE x'<

('f, 'ľ~ : = ( Aot 'I , ;."If) _

pr e abstraktnú mocn~u

D(A2 ) ={ tt, D(A) ,

2
A = AoA a

Na záver úvah o operá t ore A zaved iem e ešt e j eden dohovo~ :

~(lsl ed ovné s ymbol y budú v cel ou t ext e r ezervovar.é a t eda
budú pred stavovat s t ál e ~iG i s t é po j~y .

X = L2 (.Q) . nad pol o:: ko::::ple:a-.ých čí sel
i\1' "2' , ll n' vl astné ho dnot y operátor a A

Ý'l ' sP2 ' , Cfn ' zo dpove dajúce vl as t né fur.kcie
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2.2 LINEÁRNA HOMOGÉN NA
ABSTRAKTNÁ

ROVNICA VIBRÁCII TRÁMU
v tomt o odsekU s a bude~e zao oerat dôkazo~ exister.c i e

a.."1.a:4.yticke j pol ogr'.lIlY. kto:-á súvisí s hoz.cg énnou r ovnaccu :

?ristúpime k:-definícia:n. j ečnc t j á výc h B - pr ie storov
a lineárnych operáto ~ov .

V cel om QalŠOr:l t exte C'J.Q.eme :pod sy::.bclom
Hi l ber t ov pr iest or

. .
~o ZUIii.l.et

pol ožme

Skul.árny

[u ,vj

J( :" Xl x X ~ ( VI~(.Q)n fI~ (.Q» x L2 (.a)

súčin je def i novaný prirod zene . Pre i ubovol né

[u ,v) E ff ·

([u , v] ,[o. ,v]);< :" (u,u) 1+ (V ,V) a

• ( Au , Aii ) + (V , V) X

kde s j1Jlbol [ . , .) preds"tavu j e dvoj icu, ktorá je prvok
kar té zkeho sú činu pr i estorov Xl a X .

Je dost at o čne zrejmé. že s príslu~r.ý~ sknlár -
n~n súčinom je Hi lbertov pr ies tor . / nad por om komplexnýc h
čí seI / .

Nech t.3 je i ubovolné. al e v 'k až dom parciál n om pr í pa­
de pevne zvolené r eál ne či Slo .

Def inujeme operá t or

d ~ . .; 11( , b- e .1n ~ ~ny o or .

LG nasl edovným

( 2 ~
D "il ) : = X x X =

sp ôs obom:

D( A2) x D (A)

- pre i ubovolr.é [ \I' ,r ]é D( LJ3) kl adieme

L/>([ lf, r l):= [ - r , :?Y'tl.J:. 'ľ] ( 4 )

Z dôv odu vy š še j r.ázo~os~ ~ bude~e čast o l i neá rny ope -
rátor L~ zapisova-t v ll I:l.a't ~c ovom t vare II
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(5)

pozn~enajme súčasne , že v Dr ipade notáci e ( 5) úebudec e
s t r iktn e r ozl i š ov a-t medzi II r i a,dkoV'j:n II zápiso::;, zo vzt ahu

(4 ) a II s t ipcový::l tva=o~ II :

Tým vl a st ne chce~e

júce ov'l:-.it or LIl

pavedat t

budeme
že notáci e (4) a (6) vy j cdru­
považovat za ekvi valen t n é .

Zák1 adnýQ ciei om t e j t o čO-st i bude ukáza-t t že pre
,1 > 0 je ope r á t or La· sektoriá lr.y operáto r v priect or e

Zau j í mavá môže byt a j diskusia ohi adne pripadov
O< ft, < 2 a 13 ? 2 • Dôv odom pr e u ve den é II r ošt iepenie "

na j e dnotl i vé interval y bude t en f akt, ž e s pektrwa ope-
r átora La v pr ipade , že 0 < /!, < 2 obs ahuje a j kot,pl e x-
n é či ul o. s n enuJ. ovou imaginárnou zl až kou , kým pre t3 ~ 2
j e opekt~ častou kl a dne j r eál r.e j pol pr i amky . / l ema 2. 2 . 2/
;;

, Y '
Nasledova~ budu l emy zväčša t ec hnické ho charak t eru , kt or é
op i su jú zákl adné vl a s t n o s t i operát ora L,1 , p ri čom ich
uspor i adan ie metoc i cky sleduj e overovan ie j eänotl i vých
predpo}aadov na sektoriálnost operátor& La •

Lim a Sl . Sl .1

Li neárny operát or LG j e hust odefinovaný a uzavre t ý
v pri e st or e 1ŕ

Dôkaz . I-hl stot a tl."1ož in:,r X2 x -:ť- v pr i e s t ore 1f
je v i ac mene j zreji:tá. z äefinic ie ;:"i.ožin:r Jt a vlastno s t i.
zl omko výc h tloc::lir.. ope:-á:to::-o. ;.. •
Dokážeme t eda uzavretost ope =á tora L~

it ' "" ,- du sa u sud zcvs t "a uzky súv í e :::sdzi tVl'I'om spe ktru
operátora LI; / Leraa 2 . 2.2/ a V'jsl edk""' i P . Bil era [:li ]
o rýcr~ ost i konve rgeúc ie rie ž~ie k n~ ovému eqUl ibr i u .



- 2~ -

2 l D(1il) a[u , v J _ [ u , v ] lf~; €: c h [u ,v J .. X x X • v .n n n n

Nech LIl(["'n,vnl ) ~... [u,v] v tí
pot om u .. X2 a u - > u v r-

n r- n
a v - v v Xvn' n
- ,

- v ~... u v r-n

A
2u + !3 Av --;. v V · X

n n

Kedže v r tak - )..~ a t.e ôe- v -- u v ~... - u v zre ,j r:en n

v p=ie s"~ore X8 AVn --=.> - PJ }lii

Z uzavreto st i oporát ora

ve D (.l.) ~ r-

0.

' 0 v :pri o~tore

a Av ;: -.\ú

X teda plynie, že

oI'erátora
bo d gi v

poto," ",áme :

A2u ~v ­
n

vypl ýva, že Au ~ Au v X.n
A v p r ie s t ore X dostáv ame

Pozorov~~í 2 .1 .1 l, že
. ~" .,.,.2, ..cc a ..... ~ .J..

v pr-Le st oz-e X.

13 Avv -

v

Jíale j

Al e, z un --il'- u

Opät z u zavre t ost i
/ využi jú c pritom

Au ~ D(;.) a A2
U :

Te raz j e u ž zrejmé, že [ u , v ] .. D(Lil )

Lr. ( ( U, vJ ) ~ Lu,v]
a platí

s-e , e.

Ho reuve dená l ec a n ep r e dpokl. adá , ž i adne ohrar.. i čujúae pod..-= i e::}:y
na výber r eálneho č í sla f3 V nssledu júce j l ema bude prc C: -
poklad (3 )0 podstatný-Ľl vz:-..lCc.o:r. na "tva:' s];lekt ra ope rátora L13

Le m a 11. 11 .11

Ne c h ~ ;,. O. Pot om spektrum operát orl::i. L8 j e l cr.
bodov é a plat í :

ak ta? 2 t uk spekt::uĽ:. d{L~) j e časi ou kladnej r eálnej pol ­
pric::lky , t .j . O" ( L/l) G (O , ... )

ak 0 < /!, < 2 tok spekt r = a(1il) l eží n a r amenác h u hl a , l e ­
žiaceho v pol r ovir.e ko~pl exných č ísel s kladn ou
r eál n ou častou , kt orý je nav iac s yrr.et r ický
vzhiadoĽl na r eálr..u os.

Spektrum <T(Lil) operátora L
13

za ôže b;;-te :>,plic ine vy j a dr e:: é
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ako :

(f( L~)~ {~ec ,ll. ; (j -r -(f-~ il
K

äle"boJ• • f3 - 1f-4 AK

pre n e j alc é ~k 6 a-(A) 5
( ) Ib- ]I!J'-4 a:Nakoniec , Re c:rL~ ~ - 2 lt1 pre 1J ? 2

a Re q-(LG) ~ ~ Al

al e pra.kt i cky zn an.caá

pre nej aké

• rc t om nut ne existu~e

Teda

Nech li. " o:;, (LII )
[If,lJ'} t [O, OJ t aké, že

LG( [ 'ľ , 'I'l) . A ['f , 'I'] ; [ll'f,lI l1' ]

- If'. A lf. To ,

Dôkaz . V prvej časti u?~že~e J ~ e pr e bodové spekt~ ope-
rátora L8 pl at í : r::;--

( ) {
> ~,.Ýr;2 - 4 , 1>- "Vf./ -4" ,

rr ? LJ; - "EC ,ll. - 2 ,,~ al e "bo ll· 2 I' K

ll. k e Ô(A) Š ~ cl:'

[ ep, rJ e X
2 x r ,

ž e A2 'f _ (jA A'f. - A2 'fi

Posle dnú r ovnost rozvL~~e do Four i er ovho r adu podi a úplnJ­
ho / v X / ortonormálne ho vl a st nýc h funkcii operátora A .

Zúpln osti s ysté::lu { lf. 7 ':'1 dost á va:ae porovmmim je dn ot-n 3 n..
livých Fourierových koef i c i entov , že plat i

pre každé k t. N.

Ak by pre každé k e N..o bolo ( lf, 'fk) " 0 ,tak OPät z ú -

pl n ost i systému {lf Z _ 1 mu s í nutne byt <PE 0, co ná sl ed-
i l ' , j II; O n ) n_~ ~ , ' b , uJ lfne Ľ;p ~.iru e T::Z • ...0 Je s:/or s vy er oI:i. p:-vx ov r a

To znamená,

('f, lfklt O

Tento fakt ,

že existuj e také ']c e N, že plat i
2 2

a it - AJ3\ +Ak :: O •

ale zr e j:::.e ::i,á za ná sl e dok :

Llf, 'ľ1f[O , o] a ll" :,;

Naopak , nech Ä é M •
Lahko sa v t om pripade vidi, že exi st u je t aké Ak é ~(J... ) I
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pre kt oré plat í :
2 2

A - M':>llk + Ak = O

Pol ož::>e p otom ť,P , = ~ f O a lf. -J.lf · -,\ \l'k

Do stávame • A
2lf+8 • If = ,\ ~ í"k -,V; '\k lfk - - A 2 fx.

~eda :

Na t o are j n,e stači uká za.:t :

ak It ~ iJ p(LI!J ) • ~:

Pr-e operát or- /I - LI.I
zápis U ;

tal, (A - L~rl <. LB( 7( •X)
č o s....á vo:::e zo vzt ahu ( 5) "maticový

Symb olom

(
JI. ' T)II -L,. - 2 ' ·

- t. ; 1\-6A

B(II) označme ope r-á .... or :

B(1I) : = A
2

- /1 /3 1.+ l?

Ije II 4 M= a"pL,. t al, oper-á to r B(A) j e i n j ekt í vn y , l e -

bo v prípade , že :3(/» lP. O

plotom p re iubovolná k E. ľ\ :plat í

O~ ( B (II)lf, í"k ) = ( A2Cf _M3:. <tI.1I2 , í"k ) =

= ( Jl~- 1Jt3 )1k + A2). ( lf , lfl, )

Ke dže pr edp okl adáme , že 1\ rj 1: = ll"i',. t ak nutn e pr e každé

k <. N j e Jt ~ - ll l' ll k ý }\2 f O , čo má za násl edok

( If, lf'k) = O pr e v š et ky k t N.

Z úpl n osti syotéz:-.u { ~r. ~ :-: 1 z::,ej::ne dost á va:i1e, že v, 0 ,

a t ed a operát or B( ,\ ) je i~jektívny .

Pre i'I 4ap( LI!J) = VO

e xi stuje kon š-tarrt a

vYGet::-en b l i.I:l. i ty pre k - >.00 t že

K > O, že l l; K pr e vš e t ky k ';'; .
11\2- ll b ll KH~ I
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Ďale j ,

Pot or::. zre jĽle r ad

<\:'1 ( ,, 2 - M ,jk+ 1l~ ) - ::.. ( lf , lfk) ",
k on verguj e pre k až dé tp , X

Kodže pr e Fou r i e r ovo koefi c i enty prvku B ( n ) ~

pj, c-t í : ( 2 2) ( '! 2
B(lIl sP , !fk) = (lt - l> hAk +"' k . If, 'fk) ex

tak po t ea aperáta::" E{~) - l ~ e c.ef :;"'""l ovaný n a cel oZJ X

a dá s a vy j adr i t v t vare rad~ :

B(n ) - l 'l' = ek':l ( 1> 2 - 11 1M, +t1 ~ ) - l ( lf , 'f o) !fk
K K K

I/ B(h J - l /l ~ K a t eda B(!ll - l €o r. a ŕ x, x )

Te r az s a opät vrnt ir..e k o:perátoI"'.l 1\ - LI; t ktorý j e vy-
j adrený vzt ahom (7) .

,
Operát or (1\ - L/l ) -~ pre 1. *~:

môžeme zo v ztahu (7 ) určit po::ocou II Crar::;. er ovho pravidl a"
známeho z l i neárnej a: gebr y nn výp o čet i~nve rzných matic .

Úl ohu de t erroinc.nt u mc-ti ce ( 7) zohrá va práve ope r á t or
B (h ) • Teda f ormáln e ,

(
A ; I )

B(h ) = det 2
- A ; ll - IH

II mat icový \I

že pre

(8)pot om (A_ Lb ) - l =

•

k de A 4"pLIl
Pod s tatným na dôka ze t oho f akt u , ž e horeuvedený
op erátor je skut o čne inve rz...~ý k ll - L8 j e to ,
l\ ~ "7-1l operát or B(h) - l , LE (X, X) . a nav i ac

R ( B(n)-l) = D( E(hl) = X2 = r{.,2) .

Kedže všetk y ope rátory vy s tupu jú ce V mat i ci (8) navzáj o~
kowutujú , t ak ostatn é j e l en ~.lt ínnou zálež i t ostou do s &de~ia .

To zn smen é , ~e vzt ahoľ.l (8) :láI::e určený operáto r (11 - 1/l ) -1
kt orý je de f i noyaný n a pries~ore *= Xl x X .

/ s t á l e au t o:::at i c ky pre dp okl s.dáme , že 11 411'7-1':> /
. ( ) - ' .Ostáva 'te da dokáza:t , že l\ - LA - j e or:an ič er..ý . Za t ýtl \4 -

čel o~ v :pr ie store , X :po č it a~::.e nOr::u !lrvk'J.
(1I -1r. l -~ [ tp.r] kde (I' . '1'] E. *"



Položme
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Zr e jme poto~ plat i :

1\ ( Il _L~ ) -l [r , 1('] 11: • 1/:.(1"' - 6 i. ) ;3(,,) - 1 lP - B ( ? ) -l r)lI~ t

t Il A2 Bllo) -l \" +A :S ( 1l) -1 Y'1!~

.c O<>
+ <: "o " ,

c ( ' ) ' - -a ., il,-iO IoK!+2.IIK+iloi
II . - , ~ • sup

]' G N11\2_1\ L\I\K ... II ~1
Pre t ože predp okladáme , že ~ 4<1p (L,,) t ak j edn odu c hým

vyšet r enim l imity pre k - ,. oo dostávomo, že C(II) < <o

To , al e pr akticky znamená . že (A- Lp")-a c LB( *, lO
a pl at i, (9)

Tým sne vl ast ne ukázal i , že kaž dé ko::.pl e~é čí slo , kt oré ní, o
j e vl ast nou hoc.r.otou o:?erátora L fj náleží do re zal venv-
ne j r.naž iny operátora L6 .

Tým sae doká zali :p odst atnú č ast t vrden i a l emy.

Vzhiadom n a t o , že cr(L/iJ= a""O(Lt;) " ~;
•,

l emy su už t r iviál ne .

, t ak ostat né tvräeu~a

q. e . c,

Poznámka . Di skrétnost spekt ra operát or a Ld sa dá uká zat
aj , j e dnoduchš i e , pri ~ om využ i j ene , že ope rát or L8 má kom~uk­

tnu r e zol ventu . Tento f akt bude doká zan ý vo vet e 2. 2. 3 .
Pr e dôka z sekt oriálnos t i operát ora Ld j e podst at ný odhad ( 9)
a z toho dôvodu swe zvol il i tút o ce stu dokazov~~ia .
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K o čakávenéau

IĽ.e e šte jednu
dôkazu sekt or iál nos t i

•j e dnoduet u 1e:r.il .
operátora ~8 pot rebu j e -

L i In a ~. !l.3

:;e ch W j e ko::-.p1 exné t:i s10 také . že argw ~ ?~.~)

Pot om pr e iubovolný u hol e z int er valu ( /a r gUJ / , ~ )
Existuje kladná kon štan t a C ~ C(w, eJ t aká, že

sup
t~ O

l

/ II"-w tl
C

//\I
,

pre každé kde SO, & j e sektor v zmy sle

def~~icie 2 .1 .1

Dôkaz .
Uv ažu jme o ko~p~~te reál~yc~ čísel

H:.<+ p n{y O ,f) ~ ly targ w l ~'IrI

Nahk Ladneme , že potom ex i s tuj e konštar.ta c;{ =ot(w ,e) i O~ J.. < l

a sup co s x
x . li

Tot i žto ak by sup C0 3 X = l ,t~{ zo sp oj itost i f unkc i e
x ( li

by pot o~ nutne exist oval o t aké

j e v pri c.-

x e rr
o

li , dootá-

komp akt o lic os na
pri č om co s X

o
<;; l . Vzhi adora na výber množ i ny

vome , že nutne x =. O • a t eda El SO \ arg ul l , čo
mom spore s V'J be r &m uhl a e .
,

:Il ale j pol ožme 2f >VH
Z pr i e behu f~~kcie c os í nus s~ozre j~e plynie , že

sup eos:: ~ J.
r:x e. ....

SkÚma jme teraz r eálnu f unkc iu
~enne j definov~ú :

nezápome j r eá l n e j pr e-

pr e t ~ Ot kde II é SO, €l

je parameter .

Potom, al e pl at i:

f (t) = 1+ 1<.<11
2

• t 2
I, 12

- 2 . t . ILU I.cos (ar C ll _ &rg w )
I~ I



tak so. c1á

ev .» _ _ g' < "' . 'ir < .•• < 'íl'
- 1 1 ~ do... ' l "" II t - 2 0..;,, ';;;' - 2'
nahl i udnut ? že

arg /I. - arg w l:. H
a t ed a

pre k aždé ,1\ ~ So, e
- ' ,
ber~c do uvahy , že

f (t) ~ 1 +

l ( Iwl ... + - . v
IA I

Nakoniec kedže O ~ ot. <l
"" SO 9 plat i :,

do st ávz.::e ;

2 . t . I UI~ ", :
InI

_ ,( 2 " 1 _", 2

dostáv~.e , ž e pr e l ubovol né

l l l
cup :: - . sup :F==O'"

n O I II -lJ,It I I II! t )O "'I f (tJ

kde C ; c(w,9): :(1 _,;, 2 ) -1/ 2

l l C
-. ro :=

1111 ~l- J. ~ I Ili

",.e . d .

S využitím predcrAdzajúccj t ec~~ickej l emy a l emy 2 .2 .2
oôžeme už be z problé~ov doy~za~ , ž e operát or L6 j e
sekt oriál n y v pr ie st ore lf pre i u bovolné 1>;> 0 .

Vet a ~ .~ .1

l':e ch ;; ;>0 • Pot oza o:pe:"á"t or ~A

oper át or v pr i e s t or e * . j e s ektori á l n y

S o pre ope rátoro, .
ee (O, I), pr e ktorý

L13
naviac

boli pred -

t > OŠ

II . : f3 - VP;,' - 4
1~2 ' 2

sú kl adn é reál~e čl sl a a tak

operát or a LB

;

tak zre jme e. 2. ,

pe vne n ej aký u hol

cos EJ < ~

r; • w fO+ l fl' - 4
ľ 2 ,
2 . 2 . 2 'pl a~~ :

{1J 1 · t , t > o j

1.k f3 ~ 2

Označme

Zvoll:le
pl at í :

Podia lemy

(f(LIO ) "

Dôkaz .
Hustá de finovano s~ a uzavret ost
met om l emy 2 . 2.1 •

Na jpr v určime sekt or



•

pre k aždé t:> O

pre každé t > O

So,G celý l eží v re zolve~t :. e :Tv , ale zn~ená, že s ekt or
množi~e operá~o~a Lb .

V druhe j časti dôk azu ukáže~e potr ebný odhad na n O~~

r ezalv enty .

Podia vzt ahu ( 9) v d ôkaze le:::y 2.2 .2 pl at í :

kde
C(II) =v2. sun jA - 6tlI( 1+ 2AK+1ll!

k ~ ~ 1",.z-lU>' AK + A.~ I
Zre j I:le pl ati :

i - A ll llk + ll ~ ~ (,\-A l ,Ak), ( Il -J32, ,\ )
dale j využ ijeme l emu 2. 2 .3., v ktorej postupne za {JJ vol í :.:: c
čí sla (1,1 resp . 82 , / l arg f3 l l . larg /> 2 ' c e / .
Urči t e p ot o", exist u je kon"t<lr.t a K = K (f!, , e):> O

sup l

k c N Ili -B/'~ I
a anal ogic ky

lsup .,.--__-r-

k e N Ilt -Il2"'x!

I lll

\ il i

Ďale j dostávame nasledovné odh ady :

Ill -Mt.1 +lIlK+/AI ,. Ill - /3,llKI .;.l lt - f3, ,'I KI +Z( lltl +A.K) c
Ill'- xe r: K + ll~ I IA- 13. A./. IA-Il, A. I

~ 1\ + 1 oj- 2. I ltl + Jil l- i, (IA -Il II KI+ IilI) ~
!A-IV'KI Lh'>,ll. l ' lt -8, 1: ~I ,1 1. - IV' K I
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(
2 4-) ,..--_, ,1._1 _ _

t + GT ' jA-I>, A.I,I A-1>2 A..\

Zí skali sme odhad n a konät arrtu C(ll. ) :

Crli) .$ý2(K tLt 2 .(Xt X) , (2t -±" ) '/Il IL . L )
11\\ 111\ 111 1 1,1.1 1.1 T 161 lli l 1!i1

o. teda , kd e kon št~~ta K ne záv i sí
r.a vý bere n « So ,e

•

n(h _ L,..) -l ll ~ I~I pr e každé M, So, e
z čoho n akoni e c dost~va=e, že operátor La j e saktor i ál n y
v pr i e s t or e *
To ar aaen ä, že

q. e .d .

,
Ako priamy dôsl&dok pradchád zajucc j vety dostávame

V et a 2 .2,2

Nec h (b> O . ?ot O::l operát or - L,,; gen e r u j e a..'"1al yt i c }:iÍ

po'I ogr upu { e- LI;t , t ;1 °5• "l'--

Naviac, pre lubovol:lé é , (o, f> - Ý~ -4 Al) / ;>rípad 6~ 2 /

r e sp . cl6 (o, %11
1

) / Drí;>"d O < (> < 2 /

pl at ia nasledom é odhac.y:

n e - LGt II .$ 1: ( cl. e - ft

II LI; e -L~t n ~ l:.(Ó),e - 6" t

pr e každé t ~ O

pre každé t ) O

Dôkaz .
J e triviálny a plyr. i e z vety 2\ 1 .1 , l emy 2.2 .2 a vety 2.2 . 1,q . E: . G. •
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PoznnD~n . Kedže d0k az s ekt or iál nost i oper átora L~ je
trochu tnžkopádny a dlr..ý, j e na. Ľlieste otázka o z j e dno­
dušen i c elého po s 'tupu , P:'e Lné "':.:rsJ':J ll::.at i c ových opoe r á.t or ov "
\"Ie bb [\;/eJ a l':assat [Url)] používajú o nie čo jednodl.4ch š 1e,
wetody a postupy .

Webb v f'.':eJ dok a zu j e Bektoriálnos~ operá tora

(O -I) 01> 0 ( ii )

t, ; J A
V podst at ne j mi er e vy~žíva, ž e horeuve dený operá tor Sa dá
rozlo~it na sú čet Baktoriálneho ope r á t or a a spoj itého opcr &­
ta ra. J e známe z el ement árne j teorie sekt or iál nyc h operá t or ov,, .
že t ~{jto su cet bude opät sekt ori álny operátor .

ll,~assat postu :pu. j e i..'1ak . :Pri sl.mani t oho i s t é ho ope r á ­
tora 8 3. mu pod~ilo uy~zat t že je saktori ál ny , av~ak n a r oz­
di el od ~ebba dokonca UG cele j var i ete pr iestorov . J e t o
dôkaz j e však zel ožený na fakte, ž e op erútor fi vystupu j e
v ho reu vedene j lI;:.a:tici " v~dy v r ovn akej mocnine .

Uka zu j e sa, že v ~~šom ~rípade n ie j e možné bezproctr~~­

ne použit an i t e chr~iku ~ebba / jeden z operá t or ov n~bude
spo j i tý l. ani t ec~~iku Uasaata . Z týchto dôvo dov sme mu s e ­
li predbežne použit pos t up pe~trachtov~~ý vo vet e 2.2 . 1 •

Vo
mi

zvy"ku t ejto časti

ope r á t ora La a
sa bud.ezae
pr ie st oru

zaobe rat* podi a

zl omkcvým.í, Ľlo c:ôin o.­

ope rátora LI> •

Zlo m k o v é

o ::? o rá t o r a L8

tJ. o c n i n y

a p r i est o r II

SkÚmat ", budeme ex,licit:lé vyjadrenie zlomkove j mocn í .ny
operátora La pre ,(.(0.1) • Ká aledne pot om vyj adrime
zl omkovÚ mc cn änu "Aci. p::-iestoI'U 'Ii pocU a sektor iálneho o1'er <1­
tara Lf.,'

Celý postup tr~de r ozdel ený do troch f áz . V prvej z nich
eA~l i c itn e vy j a dr i me op e r átor

-.< • ' J. ( )L~ pre 1.ubcvofn é E. O, l

jjale j potom určime obor hodnôt «R (Li;-< ) a t ak vl a stne ,fáj -
deme defin i čný obor ope r á t ora La , pričom D (L~ ) : )(

li - Predp oklad 06 0 j e u oboch aut or ov podsta t ný . I n špc k ­
ciou spektra op e rát or a pre ot = O sa dá nahj La dnu j , bodovcl
spekt~ bude r ozl ožené s~etr~cky na neohraničene j pri~~kc .



Tretin f á za bude 3počivat v ex?lic itno~ vy j adr ení Zl omkovc ~
mocn íriy 1( -- prostredni etvon zl o=kových ~ocní:l pr i estor-Il X.
-okoni ce nar~iadne~e t ž e n a p~ie st ore ~ existu je ekviv&l en­
tr~ no~a t ktorá št~.da=dhOU ~o~ou súčiLu istých B - pr~e s­
t orov .

Le ma ~.~ .1

Ne c h (!, > O. Pot o", pre i u b ovolné .Il. (0,1) plat í :

pre každé

L7;'" Cf, r] ' ~~ +8 a) A-"''1+a2 A-l-,( Y' ; - -9z i -,(lfd, A-oir]

['f, 'I'l E*=r yo X

V symbolickom maticovo= t va=e ~ôž~~e ope=átor zapí s nt:

()2 A- 1- .( )

k de

hodnôt

e­
l'

, .
su Y~ adne reál ne konšt ant y; zá vi s i ac e l en od

t ed a ~l · &-l (rJ.,f.,) ; (;2 ~ &-2 (';', I'J )

< & < 'iť
2

Dôkaz .
Z vety 2.1 .1 vie~ e t že operát or L8

valej z dôkazu t e jto ve t y plynie , že sektor
o ôžeme vybr~t tak t aby plat i l o:

\aré+Y~ I. 1 a.r~II.~

je oekt or i hl r'J-".
ope :-át ora LI)

d"

/ dôkaz p ozr i [He] , Ve t a 1 .4 • .

j e sektor o?e~át ora L~

•

k de So li,
Podia l emy 2.2 .2 pl atí Re <>(LI;) > O • Poto", pre
môžeme použ i t známu fo~ulu n a vyj adrenie operát ora

oo

J"-"(7\+ L"l -l
O
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Nech rf ,'1'] é *::: Xl x X je :le j aký pe vne zvo'l en ý prvok .

Uvažujme o n e zäpornoc :-eál:lO= čiele l\:} O

V dôkaze lemy 2.2 . 22 sne z o-vi e dl i operá t or Bl f}
definovaný na pr iest ore X p~dp~so::. :

;

kde

To zn amená , že pre ll ? O
spo j i t ý inverzný op erát or

(;? + II/;A + 1\2 ) - l : X-,>X

R~A2 + ~ P, At ,, 2 ) - l ) = X2 = D(:.2 )

BIO; J..2 _.6í A +í2 •
Uk~Zal i cme , že pre \~"p(1b) ::lá op erát or Blp spo jitý inver -
zny op erátor l

B- I í): X .." X , pri čom R (B- l ( {» = X2

Kedže 1\ ~ O , t ak - 1\ ~ <>(1,,) a t eda B- l exi stu je a pl a -
t i

B-l (_~) E; 1B ( X,x) R(B- l (_Jl)) = X2

A2+ 1I /) 1. +1\ 2

Preto v SÚlade s dôkazo~ l e~y 2 .2.2 ~ô žem e operá t or

(?\ + Lb ) -1 vy j aäri t v nasloc.ow .l o::, Ľ:at ico vo::l. tvare:

(P.>At ~ ) (A2~A P, 1. + 1\ 2 )-1 ; (:?'A I>H1l2 ) - 1

2( 2 2 ) -1- A A +MH +11 ;

Na vy j a drenie p rvku " -"(11+ 1 ,. ) - 1 [<,o, lJI] opä t pOUži j eme
Four ierove rozvoj e poďl a ortor.orrnálr.eho systéwu funkc ií

{c,onJ:'1
Potom pl at í :

Pre k aždé k €. N o značme

(A): . K"(Atf!, AK)
"J, A'+ /I fo, AK+ l\ ~

ekl,,) ,. - ;..- '" A~
~. +t\ 6 AK.. i\ ~



Vyu~i júc predcr~dzajúc e označenie dostávaffic :

, .
sunac a,e

Xl ,p... a-

'"
( a. ( ll) d ?i (If,if, ) ef,J K lC K
o
~

) "k{JI) d ll (r, \1') !fk
oQ

Te r az ukáž eme ~ožnost zá~eny po rad i a L~teg~ovania a
uvedených radov, presnejšie U:(ážt~e, ž e v priestore
t í:
~

kk:;' 'ic( h)( lf, rtJ",,
'"
~t;'l "\(h)(r,lf)'fk 0. 11 =t ;:,

a podobne v pr iestore X plat í :
ro

~i:l ck(h)('f,f/fkQ
-c

k:l dk(?i) (lJ' , IfJ Ifk
o

ob

d ?i - .{::l ) Ck(lI) d?i (lf, \~) ~,
oo

U\ ' ~:'l }dP) u\(r .~)~
e

rozdi e -

,
d ll

Q

,
Posl ednu i dent itu sme ziskal i r..a zák} éJ de Paz-ae val.o ve j r o-
vno sti .

Ke dže ll? O I tak - 1\ 6 So ~ r; t eda analogicky ako
v dôkaze vety 2 . 2 .1 v~~žijeme t e cimich~ l emu 2 . 2 .3 • Potow
e xi s t u je korr š t arrt a C, "-7 O I ne závisiaca ani od ll. I ani od
k EN t aká , že platí :-

Ia. (JI)I~ 1I -~ . Cl = C, . II - l-ol pre Jl >O , k.K
K A ~

Vy š etrením l i mi ty pre ..\ ~ O: pol cl:.ky n..ahl i adneme , ž e exi s t u -
j e kon át an't a C2 > O 0:;.18.'t n e zé v í s í.ac a n a r; a k , ž e
pre nej aké d o statočne malé okol~e bodu O platí vztah :



• kd e

- ... OJ -

c 1<.-«
2

O < ll < é
a

é: nezé -,

vis í od

Kombinác i ou t ýchto odhadov ~ôž e~e i~tegrál-
hodnot y k •

rV~k<>O Ia, (1\) 12 1(A lf , lf, W dllJ - h+J K t>:
o

r odelit na súčet dvoc h int egrál ov
oo e co

~ = ~ + I
a t ak kedže ~~ (0, 1) zre jme existuje konš t ant a C> O
t aká , že :rVt:·-k":-.,-jI~-(-JI)-,-:-2-:-1(-A-If ,-'f-k-)1"""'2- d II ~ CVťk: 'PA 'I, rkW

o

Je dost at o čn e jasné , že kon št ~,t a C ne závi sí od prir od zené­
ho či sl a n é 1\ •

Z Purseval ove j ro~os~ ~ vie~e , že

2 <>o 12IIA if/Ix' ~ k> l! (A lf . lf) a t eda

l im t k:'. l! (ACf, II'kW = O

~ SDe vl as t ne doká zali , že v pries~ore Xl ~ôžeme z~e ­
ni t porad ie ~cie a i~t € bTOVania s~aného r adu , t .j .- ~

)i"':'l ~(JI). (tt, lf) Cfk ax, - : ) aJ Al dA(lf, 'f J1""
o ,

Anal ogi ckým po s-tupcm r.ar.liac.:'.l etle , ž e zámena poradi e.
L'tegrov~~ ia a &ucác:e j e príDustr.á aj v ostat Lých prip~doct .

c.cstáv~e

kde konštanty b.. ,-
•
~ dei iL ované precp~s~~.



""
.inU J~-·(1.'8 'hld}.

1:" ,l." JlIlA('A~

s; f) (.t.~) =
l l '

Ked~e pr edpokl llôáĽle t ž e lb >O
defir~u ~úce kon otar.ty -&, ~G sp ,

~

dx

a d. c:(O ,JJ -:o,k ir. "te ertl~'
~2 konv~rz~~ú .

Triviál~~~ i subst itúc i a>~i S ~ ~ôžem~ poiahky pre Eve d č ~~ ,
že p z -e intť: grál y (lJ.) pl et i :

Pr etož e lf.. r- o.

•

ČI =
k

pra ?..;. ž dé k ť N •

, "t ak pr~ dé (O,: ) pl&t i:

• ,- 1- " <1/ "- co , -1-'" (IV IO) lf
,~. 1:0 .::;. l 1\ krt '( . .,,= ".'

-J-f. 1V7 [ (" A O ) -"''O J.j. - ' -do IV II. ' - "'O" -"r'L8 l ,r", ::: V' :+ /;/ V'2 :· TT 2 ·~ - T ; - V2 ;,,-- r i- VOl :· _

• •
~enta v Z't; at. ;nóže:i:e v :::..;,;; :.c cv c::: "tvare z ap í aat; ak o

_ J (
1~. ,.8 {l.) .\-'" ; tJ., ,-' -,)

LII =
. - ~ ~

~ :-'" -9:
_ <I.

•';f r r . >
'i . e . c o
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Po známka .
konštantách

v ~rátkosti sa ~i~~i~e o ~ladných reálnych
~l a 1).2

J é(O,l) e ),.'l'l ic i~::e vyj&c.r :tne kor. l:tar.ty

- ol
·2

Ll ementárn~ použit~ i~t eg~lneho počtu a zákl ad­
ných vl a s t n ostí :f'u.."lkcii cama a bet a / Eulerove funkci e /

môžeme n a.hl i adnut (p:.atvn: st v)"z5...:ano( v : I/ :z ) 1- ~ .,( ..1

<v- , 1>- (,,(6) = 8+0- '1- - 8- v6- '1 . 2
l l ' V/!!- If

~2 ' ~)d , b) j 8+V!Tii )"-(8 - Yfj' - 'J) ~
Vr;'-'f

V n&sledujúcej l e~e vyše~r~j e~e obor hodnôt operáto.a_ol ,
Ll} . Tát o l e I:.a zob-réva fu:: dE.::entálnu Ul OLU :pr i opi s e
priestoru X .

Lem a !l .51 .5

Nec h ~ 7 O , ,h (O,l} • Pot cĽ'.
, .1+ "
J. x •X

D~kaz . _"
Nech [ u , v] Eo R(L p, ) ?oQ a definície oboru h oé -

nôt operátor a určite 6 x is~~je

'f G. r a 'f O:
l'ričol:l

- l -• Cf= A <tI tak nutne exist~je

u · A-I - J (( {Jl+6 &2) 'ff {J2 lf)

v ' A_<i( - tJ 2 ep + Dl lf! )
čo z.r.~~ná , že p~e prvky u , v pl atí
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-<
x X

,
exi s t u j',.;,

"lt,(
.t. x

•

,
X '"

[ ' +oipredpokl adajwe, že u ,v] é ~
u6 X I vé ): c. ost á va=lc :

- « -
a v =.. v

[ J , .u«
U,V I;" A :x

pr vky

Kedže 4~ t f., 8-1 ~ 2 + -O; )' O ,tak nut n e

~, réX , pre kt oré pl at í

u ~ (~lt8 fJ)if+ 1)2r

v- - ~ 2 Cf1 + ./) lr

IO , -
."J{ n akon í.e c polož íme T =:J A- · 'f ,t;:.l{

môžeme pre svedč it , že :pl a~i

L ť."[lf, lfJ = [u,v ] a telia

Ka dr u.hej stra.."16
Potom pre n e j aké

-1-" ­u - A II

'i'eda

q .e . d .

-<V aal še j ve te e~~lic itne vyjadrime ope rátor L~
Met ód a dôkazu bude pod obná ako t ocu bol o v Leme 2 . 2 . 2
kde mme na expl ic itné vyjadrcni~ inve~ého operát ora k
" mat äc ov ému " 0 -, eráto~. ' pOU "Z l· : ~ znéme Cr o- e rovo prnv ' a" o... ... v ... .... ._ .... . ..... ...... ... ...

z lineárnej al gebry .

Ve ta 2 .2 .3

l\e ch P.F? O, 'Ú ( 0 ,1 ) • Pot oz; pre zl o:;;kovú mocnir.u
priest or-u lf'. po die. s ek t or i álneho operátora L6 plat i

t i = D(L~) " ).~ t~ x X"
,.

Pre operát or L~ defbova.., ý:: a :;)(L; )

(

{r l A"' ; )

L; =(~~+Mi $-2+ ~~ ) -l ,,( d.
~2 AH ; ~1t-fJJI)2) A

Dôkaz .
Pod a L eny 2 . 2. 5 do st á v o:n e :

tí". D (L~ ) = R(L~J) = ).~+ .,( x X"



V pred chádza jú c e j ve t e sme 1".a1'.2. ia6.1 i , ž e zlomková mocnina
:priost oru. N s a dá v~'j adrit oko ~~či:l / kartézky / i s t ýc h
množ In , Z1.I:.erne t eda al ôr azr..uj c::.e , že s a. j e dná o nnoätnovo-,
t eoretickÚ ro vno s t . 'l'ým vl ast:-~ e c acezae p ovedaj norma n a
zl o~{ovej ~ocn ir. e K~ Ľe~usi ~y~ i denticky r ovná priro~ zc -, ,
ne j nor.we n a sučine r. o~ov~'"'lýc h ) r iest or ov . V nusl ed~juc c j

vet e u ká žetlc v š ak , že Dris~uš::t3 n or::.y SÚ ek v äval errt n é, čo
zrejme st ačí ns to , aby s=c bol~ o~~á~ený ztot ožni t. ~ X'" -i t.,... _ .._..Il. p .... ...

pr~esvor 5 p. e s 0 .0_ .o.. X .... .

lie ch ,1 > 0 , Je <0.1/
pr iestoru * plat í :

il Jí '" = r-+.1 x X"

V e t a

iii ()EO( I II. 11)(",) c:

• Pot o~ pre zl omkovú ffioc~inu

MO množiny

'"x X t

- ako B - pri esto~y .

Dôk a z . v'__ v " l 2 '
c ast i l vzhl ado,,; r.a t o , že " " " 1< " X X X'"

a ve t u 2.2 . 3 j e tri v i á lna .

Č a st iiI
Uvažu jme n ajllrv llripad ef,. (0,1) •

Nech kl adné r eáln e kcn š t an-t y {ll ' ~2 sú de f inov ané
vztahmi (1 2) .

Nahl iadneme ekvival er.tr.o s-t n or í em

Nech t eda

II . liN" a

(~ 1"]dol •
II . II X"...J. x

,~+o.< ...I.
A x .J..

Z dôvodu z j e dn odu š en i a zápisov označme 1 ~ (~~ +P.>Jl.
l

, {).2 lo tl-; t I
Dost ávame poStUp~06t nasledovných odhadov :

11[\9, lf'] II.ť· IIL~ U',rl 11* ~

~ 1' ([16-1 lep - ~2 l -1 lf' llxl +11 ~2A"'''/ í'+I~1 +8 ~2)/ lľ /I x"),
vlt (~l+ ( l+ P.» ~) (II r( l+,( +11'1' ( ol )2
Te da e x i s t uj e kl aäná. :-eál n a kO:4 šta..~t a zá v i s i ace. l en od J.. ) ľ:>



- ', ... -

" ak ' ... .. . ,... a I z e :pre r.or:::.y p.J. ó:: ~ :

Na druhe j strane platí :

II [~ 'YJ ~~2e II <(1",r ] II: ;
= t2(II '0-1A'"'f - fti l. -l lf /I ~l + II 'i/'oi if+(~l tfi, IJ 2)A'" r II ~ ) '"

= ~ 2 ( I I .lJ.l A1;.J. r _ ~l r II i + 1I~2 ,~1"" Cf+(~l t f!, 19-) A"'I" II i );

~ t 2f(~i +ft;) IIf I!~H'.:+(.IJ. ; t (9-1+8~2f )//rlIié 28-0-; Re(i ' .I 1', A.i 'f')ľ

Využ i t lin C a~chy - Schwartzovej nerovnost i do st ávame

1\ [lf,'I'] !I;.i 9 1'2{(Ui+ q ; )llr l! ~l' oi +

+(~~+ (~ t t> &2 )2)11r II ~'" - 28 ~; II lfllxHI. ./I 'ť /Jx" ~

"f 1'2 ~ ~ II[ If, r] II ~l+ " x x O<

To t eda znaaená , že normy /I .Ili{'" a II .11?tol x X"

~ ekvivalentné pr e rl. i. (0,1)

Os-céve teda v;yše t rit Ilr i paó. rl.. -= l

Lahlm sa prever í Ill at~10 6t id e~tity : · '

1\(If, 'ľJII:, = (lt82) lI r l/ ~1 + !1 1f 1l ~2 + 2 /b . Re ( A2'f . Ar)
Opät v~~ži júc Cauchy - Sc ~wart zovu ueroVT.ost zí skarue odhad

::lin {~ , l .1 . II ["?,r ] /I X22 Xl
" 1 + 2 8 ~ x

Využ it i~ t ro juholn íkov)"ch ~e rovno 3t í sa dá zi stit , že

1\[if •rl/I
K
, ~ '{2 (1+ 8) /I [ if, lf' II X2 x Xl



- ..,., -

Teda n ormy sú ekvival entné

Prípad of.. = O ~e zre jĽ'.e t r i v i álny z de f i n í c i e pri e s toru *.
q .e . d .

vetu
Na záve r te j to

o operát ore 1
13

čast i ~ve d ie~e ešte ·j ednu už itočnú

•

Operát or 18
,

~ kc~paktnu re zo~ventu .

Dôkaz .

( , - 2 )••

O;

~éžeme explic i tne vyjadrit v tvare

- I

_-1
"A

8;..-1 ;

Ope rát or

•O pl atnost i horeuvedeného vzt ahu s a j e ~ožné j ednoducho
prel3vedčit prostýr.1 do s r.der.í:a .

Uvažu j me o ohrs.ni čenej }?o:3tupnost i t[Un'vj l :'1

v prie ot or e 7f o: if x X • Poto=. zrejr:e posturmost

rII ~ OtJ j e ohr2.."j.i č (má v Jrie stor .; j~ a ~o stunr.o s;;1 n .) n :o-l ~ .. J:' J:'

{ l V 7. oo je ohrani če n.á v J'=ie sto:re X.
nS n-l

PodÍ a pozor ovan i a 2.1 .1 bod cl ~ ope~dtor ;.. kompakt nú
r ezolven t u v priest ore X. To ~.~er~ t že z postupn ost i ~

{v ~ ~l . ~ôž eme vybrat podpostupr.os t / OPät ju označíme {v_~ ~ _l
n n.. - l H U -

-tak , že A v kon verguj e v pr ie st or e X , t eda zrejme

A- 2v kOnVe~g~j e v prie sto~e Xl .
n

Ke dš e u e Xl , t ak pre každé n E~ existu je ii GX t aké ,
rl_ 1 _ l ec n .i

že u = A u • Pr etož e Ju j e ohrani čená v X , t~en n 1 n ;:- 1
{ii ~~, j e or~::mi čer. c:1 v x. Op~t využijúc kot::pcJctnost A- l

n n __ í ~ oo
dostaneme, že z postup~ o:3t i 1~_~ l vieme vybr at po dpostup-• I " . ~ j n. I 'nost opät ju O z~ ~čl~e r ovr.aAO , ~re kt oru obr azy
A-lu: konvergujú v pri e stor e X. To zn aaen é, že p os t upno s t

n
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r .
obaa-

, t ak z postupn ost i

r .. Te da zrejr:le
.~
A .

ec

[
- 2- '(• A u ~ ~ l ko~vertr,J, j e v pr-í e stor-e

n ne { -l t _
postupnost A un~ n ;;l k onve z-ga j e v pr ie s t ore

To znamenä , že postu;mosi { PJ ..i\..- l u... ;.. A- 2v ~ -.410

1.... n ••-• •tu je k onve r gentnu POQpostupnost v ~riest ore

~ , . " 'ual e j KeG ze - ll ::. - C....u
{

DO ri " :l

- ll ? možn o vybr at kor.veree:::tmí p odpostupno st v prie s -r) n e L
t ore X.

SÚhrnne sme t eda ~kázali , že e z ist u je podpostu pnost

post upn ost i iru , vJ ? : / op~t ju označme r ovna ko /n .... ~ n- Jo.

t aká , ž e L:1(u ,v] kO::v0::,gu. j e v pr i e s t ore ).~ x x.
hl n Il ,

Teda oper át or LA ~á ko=:p~dnu =ezolventu .

2.3 LOKÁLNA EXISTENCIA NELINEÁRNEJ

ABSTRAKTNEJ ROVNICE

VIBR ÁC II
,

TRAMU
Tá t o čast využíva kl asickÚ t eóriu semilineárnych p~ra­

bol i ckých r ovn íc, ktor~ mo ž~o náj s~ vo fun damen t álnej ffion o­
graf i i brazílskeho mat emat ika. Dano. Eenr yho (He] ..

Začneme formul ác i~i a óe f i ni c i am i .

Nec h Y
pr i čor;:;.

je B - pr i est or
Re <f(L ) 7 0.

a 1 j e sekt cr i ál ny oper átor v v••

. ?od pojmo~ ab st::'a~ná se~il i::eá=na parabol i cká rovn ~­

c o. bude~ e ro~1ei r ovn i cu
'.'

d~ U + L U '" :F(t ,u) t :>t
o

spolu s o začiato čnou pc~ienkou

u (t) = u (ulo o
Systé:n (1 3) budeme t~ež naz;;rvat Cau chyho Úl ot.a .

Funkcia F / vo v še cbecno at u nelineárna / zobr a zu j e

R x y" do Y pre ~. e: aké J. E <0 ,1)
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•

Dôl e ž i t ".... pO j :lOlä súvisiac i::;.
po j en r i e šenia Úlohy (13)

s e sJst é~o~ (13) j e sarnozrej~6

Def i n í c i a 2.3.1 ([He], D.::fir.ition 3_3_:)

bu deme ro -Ri ešen i e .aohy (13) na inte:';'ale (t , t )
zumiet s po j i tú fu."1~-:c iu U ( _) :(t , t , ) - ';J' Y o lo _

il U (t ) : U €o Y
o o

i ii pNkažč.é t ~ (t o,tl) je U (t ) <: D(L) a v boc.e t

e xi s t u j e · s i lná / :?:::-é c he t ova. / derivácia ~ U ( ~~ J
ct

i i i / zobra zenie 't; r-> F(t ,U (t)) je loktlne r.olde~-ov ;::; l\: ';

6. :-~avi1c pz-e :-. e~a.ké d~<O, l) plat í

li::: ( ft _e) - o( II F (s,;;(z )) / I " č. s = O
t~ t J I

o i;
i vl ne. interval e (t , "t, ) fur4kc i ~ U (.l vyhovu je

r ovni c i:
o _

č.~ U (t) + " U(t) ~ F(t ,U (t ))~

Dôlež itú úl ohu ur i zaru č ovar.í e xi stenc i e a j e dno znač~ o st i
r i e šenia Úlohy 713) sc:::.ozrej~e zohráva. flL'"1kcia F •
V nasl edovnej definíci~ z~o~~uj er.e št ~"1dardné predpokl ady
na fur.kciu -F t za :<to:::-ý ch buč e I:6:t systé:::. (13) vlast;lO s t
1 okál~e j exi stencie a j ednoZLač~ o st~.

Defi n í cia ~ . 3 .~

pre
hovor it , ~ e funkc ia

o', u' -:; + 1' ·, ...... .. .... .... .. .
F spíňa pc dmd enku (HL)

t or.-

(HL) :

• , (- -, o/.
p~e lubavolny bo~~ t,U} é R x Y existu ~ e okol i e
to bodu ~~ R z Y a e:·::.s t-.;.,jú konštanty Lip , ~ ;> 0,
ž e pr e :i:",bovoln é (t,U) , (s , V) ó o' pl ati

IIF (t ,U) - F(s , v) lIy ~ Li:?(lt -sl ~ + I\u-v I/ y<l)

Po znscena jme , ž e vyš š i e uvede~á p o~ie~ka (HL) hovori v pod­
st&t e to , ž e ~kcia F0 ,u) j e l oY~lne hälder ovská v pr~ ­
~enne j t a l okálne l ip sc r. it zovs~á v p~ewe~ne ~ U



- .~ .

Aj ke d ešte v te jto l\:apitole sa nebudeme zaoberat
gJ. obálnou e xisten c iou , t ak p:-ed s& l en sfor::.uluj e:o.e ~o j em

t zv . úpl~ého r i e šen i a.

De fin ícia ~ .j • »

áloily (l:) j e na i:-.t e:-­
::;.axi=lálne / ~t

u (. lHovor í ffi e t že rie Le~ ie

val e (t t t +T) / al ebo , že T j eo o

- existu~e rie šenie Úl ohy (1 3) na i:J.t e:-va::. e
s počiatočnou pa~ienkou U(t ) : U

o o

(t ,t + ?)
o o

ak riešenie U ( . ) o
tuj € na i nt erval e

:počiat o č::. o~ podra dcn k ou U (t o)· Uo
(t t) ~Of -io t cc nu-tne ~ /t 1 J " o;w~ .;.' lo> ... u .... lo>u 10>., ~o ~ ~

CAi c -

z hiadiska l okáln e j exister&c :'c a j e dn o zn~čn o ot i rie t c -
nia úl oh :,' (13) =á f ur. ä a;Je:-..tál~y vý zr.sm n a sú e č ovné vet 1:..

Uvedená fo m.Ul.á cia j e pre~ratá z článku We bba (We] a vl a c-,
tne pred st~VUľ; e suhm viet 3.3.3, 3.3 .1, 3.5 . 2 a 3. 3. 4
z mcn ogz-af'Le HeJ .

V et a ~ .3 .1 ( zdra ~ e sú uve den é vyš š ie )

má

t E R U r:o 'C I;;

existu je t aké T o: T(t ,U) /' O, že Úloha
jedi nd r í.e šen í e r.a i:-.~er~;:l e (t ,t +T)

o c

al

~e c h L j e sektori álny operá t or v E - pr iest ore Yt

Re ...(L) '> O • Nech funkcia? spíňa p odmienku (HL) pr e n e j aké
o(~ (0,1) •

Pot om pre lubovaln é

bi ak n av äsc
men ne j t. ,
covat eč. né

I t , j .

funkcia F j e lokhl~e' lipschit zovs ká v pre -
t ' f;' . U ( ) · · ' 0 •• ~, ex ~~AC~~ . Je sp oJ1 ve Q~.erc~-

na. ot vor-en oa i r..t ervale (t t t + or)
U f,Cl((t ,t + 'C) : Y) I o o

o o

el ru~ c r~peme ~~kc i~ U a j ako ~kciu počiatočnej po c=.ie~ -

kv U , t . •i . U =-U (t ,U ) ,tak U (t,U) ."e 5 "")0 -• o Q O "

jitá f'ur. kcia v }lre=e~:1e ~ U
o

v t akom zmysIet že :pr e
každ é E" O ex i st"~e 07 0

ak II Ul - U2 lly.« s . to:<ll U (-:;,ul ) - li (t ,li2) II ., < t
~ovnomerne vzri ae o~ na t patr iace do spoločné ho

intervalu · e xiste~e :e oeoer. rie šení .



dl ~\k T = T(t IU) je :i:z,x:'::.á:!. ne, 't . j . rie š en i e U( . )
je n a int e~vaľe ( to ' to + c) ú?l r.lé I tak bud T =' + oo

alebo noraa r i e š er.ia II U(t ) II v nie j e ohraničen"
na (t , t f T) •o o

,
Pri3tupi~e t eraz k f o~ulácii abstraktne~ r ovni ce

vibrncii trnI:lu . I

Po ň abstraktnou z-ovaí.cou vib:-á c i i ~ :'át:.u r-o zumi.erae, ,
Cauchyto začiat o č~u ulotu :

t ':> t
o

u (t ) = Uo o

na prie store 1f = ":1?-
de f í.novaný v z-tahorr. (4 )

j e

v•

:F(t,[ 'ľ, 'ľJl=[o , -(t + ;:: (II Al/ 2lfl/~ ) ·.\ 'f + f(t, 'f, r) ]

(14 )

kde IO

fu.."'l.kcia
j e r eá l n e ~~kcia n.zápornej r eálnej pr emenne j a
f zobrazuj e ~ožinu R x XI x X do množ i ny X .

(15)

Ri e šen ! m Úlo hy (1 4) ro~ieme
Úlo hy (1 4) v z:nyele de finície 2 . 3 .1 ·

riešenie se~il ineárnej

•

Nasledujúca l ema u d áva postačujúce pc drmenky na f'unkc Le
tl a f t t ak aby f\mkcia :? s;píň a.l a podra í enku (I-L) pre
n ej aké 0((<0 ,1) •

L em a ~ .3 . 1

Nec h pr e r.e jaké clE( O,l) s~ splnené pod:.i er.ky :

II f : R x ]!-+.: x -t' -r--» X ,pričom j e l oká l n e hOlde -
r ovská v ~re=en~ej t a l olrelne lipschitzovská v pr e-



::enných ep a 'fi •

2/ funl<: c ia ml(O,oo) -s- R je l okáln e lipschitzov ská .

(IiI.)
Poto:a

p:'e ul
f ....mkc í.a

•
"•

Dôk az .
Z uvedených pree p okl ac ov z~e jme

Yo"' "F :Rx 7\ ., 'Jo.:

Na dôk aze l okál n ej hdj de r-ovekoat L v t a l okáln e j lipsc1::'-
t kt O ' ['f lV? o. ° č b· · ~h ·zo vs os ~ v pr emenr.e J ,l oJ ::~e Je nl o ... a azne r o a ~ .::

l en rut ínneho charakteru , pričo~ Vj~ž ív~e ler. wnožstvo
tro juholn í kových nerovno3t i ,

q .e .d .

, Na základe pr-edo š j écc vý slec.ku ta ô ž eme vy n.lov i t n a s:' l,,­
äujuc i výsled ok o l o%ál~e ~ cxi s~encii a jednoznačnosti ri ~ ­

šen ia abs t r akt n e j n el i neá rn e j ~ovnice v i brá ci i t rámu .

V e [ a 2 . 3 . 2
(

II o l o1<:ál r.e j existenc i i r ie ~r. i a abs"'.:; ::-~ :-: :-. :
r ovnice vi tráci:' t rámu II

Ne ch fl:, > O. Necl: nre nejaké 'Ú(O, l)
p okl ady l e:ay 2. 3 .1 •

Pot oc pre fubovolné t e R
° •

•su spln en é Drec -

lf '< X, °
al

bj

cj

dj

exist u je T - T (t ,rp, gt ) > O -teké , že Úl oh a (l l,)
c ° c

s poč i at očnou pod:a ie" kou U =[1' ,0/] má j edin é
o o °

rie š en ie n s. i n t e r val e (to ,to 1- T) •

ak n aviac Iu nk c i a f j e l okálne l i p sc hi t zovaká v pre­
menne j t ,tak r iešenie U (.) je spojite di f eren­
c ovatel né na. ir.t e::-vale (t , t +- T) ,t .j .

U E cl((t ,t t ~ ) : }.' x xl °
° o

ak f unkc i u U(. ) • ktorá je riešeni~ úlohy (14), chápe-
Ľe ako ~kciu poči~t o č~e j po~ienxy , t ak U (t ,U )
spoj i te závisí cc Tj v zmya'Le bodu cl vet y 2? 3 . :'.c
ak U( .) j e úpl r.J n a i.nte::vale (t , t + T) , t c.k

o °



bud T =oo <:.l e bo nortaa :-ieoenia II U(t) /I1.'
ohran ičená na ir..t ervale ("'; , -; + T)

o o/ "bl owin g - up II /

nie j e

Dôkaz;

Je dostatočne j a sný . ? oéi a vety 2 .2 .1 j e operátor Lb
sekt o::-iál n y v priestore *=Zl x X , zl omková mo cnina xo(
j e i zo~wrfr.á súč inu prie storov Xl. el' x Xii . Funke La P df:fi....'1 o­
vaná v zt aho:a (1 4) na zá Y..lac.e Lemy 2 .3 . : Gpíňa pcda í.enku (EL)
pr e ~ • Kompleti zácia ~ôkaz~ bezprost redne vypl ýva zo
v~e obe cne j v ety 2.3.1 •

q s e .e. •

•Z hlac.zuj.uci

/ II s::loothins ei'ect , s::.oothi.:'.g a.c t i on " /

x X~

t e (t t f T(t U))
o ' o o' o

?oclla definície

Povšimnime s i jeden zauj!=.~vý ~eno~én viažuc i s a k sc­
milineá rn~1r. parabal ickjl:. r ov=1ic i a=. t ypu (13) •

?redpokladajme, že pre r.. ej a.'.{é d~<o,~ ) sú sp~r.. ené pre dpo ­
klady vety 2 . ) . 2 . P oto~ vie= e , že pre l u bovolnu počiat o č­

nú podmienku
u{t) = U é7,"=r +~

o o
existu je l okálne :-ie š en i e :-ovnice (1 4) •
:-i e š enia I def . 2 . 3 .1 Idostávace

U(t ) " n(Le) ~ X2 x r
To" ale pr akt i cky ZĽ. aIJe:1á . že pr i prechode zo stavu
t = t o do stavu. t > t o doc r.é.dzs. k prudké::l.u kvel t.t at fvn ea u

skoku - zhl a deniu opr ot i po č i atočnej po drr.ienke . Val n e p ove­
daná : riešenie s n o č í.at.c čnou ""O oc.:nienk ou z X« v n asl e du.­
júce časové okamžiky p atrí do ;egJlá~.e j šie ho priest oru *1

Tento j"av sa v literatúre čas-c o označuje ako zhl ad zu -
;. , ~ " ..: / angl, i ck:y $oot~ir.g e f ec t , smooth ing action /

Za:::lyalic.e sa teraz v krátko sti n a d " kval i t ou" r i E­
šen í.a ÚJ. ohy (1 4) , pri~ o:: a.ut o=, c.:~icky vž dy predpok1adár.1e,
že sú spl n en é predpokl ~dy vety 2. 3 . 2 .

?oznatkyo r i e š er. í U ( . ) Úl ohy (14) môž em e zh""úi n a­
sl e dovným spôsobo~ , pri č c~ s i vš~~a=e ~egul aritu rie šenia .
/ t i e ž p redpokladám e spl nen ie bodu bi v ety 2.3 . 2 I



:PotC::J pl at i ;

c(<'to,tc+ T);
,

X)UE ,- x

c1{(t ,t + T) ;
,

X) ( 16)U E ,- x-o o

p:oc tG (t , t +- T) ~e U ('o) E X2 xro o

I n t e r p e t
, - - i e š e n ,r a o • a . • a

a b o t r c k t n e j r o v n i o o

v i b r á o i i • - á o u• •

...,
Q~ ... er er.-k par c.1ál ne jUkážeo e vztah rie šenia OÍlohy (1 4)

ciálnej r ovr.ici :

Ut t - 8 l::. u t - (} +o ( (- AU,U))) A u -I- b..2u = f!t,u,ut )

u (O,x ) =

ut (o ,x ) =

u (t, x) = °

q(xl

h (x)

pre x idS2

pre t . v .

, t 9 O

x €. fi.

;

označ~e pr i r odzené pr ojekcie

do D&i estorov xl resp. X ,

j e tr:"v iálr.e r.ahl i adnut, že pl E..t í :

u . c(<'oo,'ol)

vE c «'oo ' \)

Symbolrr.i P" P2

z pr i estoru xl ; X
ted a P

l
([u, v]) a U

P2([U ,v]) a V
kde [u, v] (, X_ Xl x X

Ke oh U(.) je rie šeĽÍIO úlohy (14) na i nt e r val e (to' \ )
Pol ožme

u (t)~ P1 U ('o ) v ('o) =P
2U

(t )

pre kaž dé t€.(to,tl ) •

Na základe (16)

; ::<.~ ) f\

; X) n



u (t ) , v rt) ':D (:.)

(18)

Kedže fUnkcia U(t) r ovnicu

d~ u (t ) + "'8 vit) = :>(t,u (t))

t ak zrejtle pl atí :

d~ u(t) - v it ) - O

d~ v it ) + A
2

u (t) + () A v (t) = . { +::>( IIu (t) \1; /2))A u(t) +

+ f (t ,u(t) , v it ))

(1 9)

a t ed a pr et ože v E cl ( (to , t l ) : X) ,tak

u E C
2((t o ,t

l
) : X )

To zn amené t že pre funkciu 'u. plat i :

u E C«to'\) : Xl ) n C1((to,t1) : :2- ) () c2
( ( t o , t 1) : X)

(20)

Kei! v r ovno sU (19) r.ahr z.dfue v(t) - c.~ u(t)
v atle

, tak dost:': -

.'

2
1. u =

(21)

kde sme z dôvo du z j e dnodu še~ia záp i su pr i j al i not áciu

d d
2

dt u = ut , - u. ::: ll... -+­
dt 2 . ,

Ro vni ca (21) j e vlast ::!e sk'.Í=e::á r ovnica (17) , v kt ore j S:llC

n~ie sto ope rát ora - A dosadil i j ete u zavret é s~oacju=.­

govar.é r ozš íreni e .
•Kakoni ec s a z~eria=e na p očiatočnu podmienku.



--

,

Je zre ~rr.é , že u (t}: PI U (t o) ~ PI Uo

Ďal ej v (t ) '" P2(U) • V -ä ocrt o pr ípade pr i i nterpr e-:.t-
c i i dochád zaok i st e j QO~Pl ikácii, pre s ne jšie :

- n~usí ex i s t ovat der ivác ia fUnk cie u (t) v bode
. pretože v í.ea e t že pre u -'- :plat :: l en

u .2((-:'0 , t
l
)" : i)

VierJe vs ak , že V E c « t O' -;l ) : x) a.

a t eda pot ow exi st u je l i mita v pr~est ore X

u~ (t) =
•

v (-:'01 '" P 2 U(';d = p/ Uo)

(22 )

ir.t e~pretácie okraj ove j pod= ienky j e zre ~=á,

, 2 ) o, )
u :<to ' -:.::.) --;" s: = íl2 (Jl (\ IS(.Sl.

a t e da využ i jú c zákl adnú vl ast rw st p:-i e s toru ľJl (R )
dostáva:::e : 2

Sí tuácia ori ad:'le
l ebo vi eme,že

pre k eždé

u (t,x) = O x,, 'JSl.
l v z=Lysle

z p z-í.e s 't oru

stopy fu....""'lkcii

~s (jl.)

(23 )

V záve re t e j t o kapit oly sa budeme zaobe r et jedným
aut onó=ym systémo::: . Ter.t o sys-t ém bude I:let fund ament ál ny
vý znam pre c elú k apitolu III. V n asl e du júcoI:l prí klade
stunovl:Je p o st ačujúce poamienky na to t aby daný aut o­
nómny sy stéĽ1 'tl al vl ast nost l okálne j e xister.c ie aj e dn o znač-
n ost i :-1e šer. i a . "

Priklad l .

Uvažu j~e o aut onó=ne j rcvr.ic i

2+ AU::.

kde g je r eálna funkc i a nezá~orr.ej ~eálr.e j nremenne jtP~i čc=

v zt s h &<luJ2) u chápe::::e št~d.e.:'c.r.e ako bod~vú e valuác í.u , t . ~ .

g(lu I2) u (x) :~ c(h.(x) I2) u(x) pre -:' .v . x dl.
(24)



- :;:" '-

Tou~o ~ovnicou je generovar~ abs~raktná r ovni c a vibráci:
t r ámu typu (14) , kdo n el ineari ta ? má v tomto prípade
špeciáln:! t var:

F(['f,'f]) ~ [O , -(p m(U ~ fI~/2)) Alf + g(l'ľ12 ) lf ]
(25)

Zadáme
funkciu g
l a :po<bier.ku

i sté re gW.~iza.čr.. é a.
t tak aby f~~cia. ?
HL pre d: o.

~ast ové podmi enky n a
definova."lá v (25) sI'iň a-

Tvrdenie .
?redpok1 ada~tJ.e, že plati:

il :J, : <O. GlO) -:;:. R je l olr.ál ne liJl sc=itzovská ~eálr.. :l fu:'.~c ia

iii -V závisl osti o d~~nzie prie st o~ ~~ pl at í

K > 0 ,

p r e každé 1' '' O

n ·4

Potom funkc i a F
(!IL) pro J.. O.

g Ecl<O,oo))

g é 2« 0,oo)) a e xist ujú
p z O t aké, že

11$(1')1 a(l trP)

Ir . g '(r) IH(l t rP)

g E 01« 0, 00)) a existu je K> O
taká, že

Ig(rl! ~ K(l + l' n~4 )
? ) pre každé r~ O

\r .g '(r )\ " 1;;(1 tr n :"4

de f i n ova."lá vzt a.oom ( 25) spiňa pom. ienk~

: il ~X

•Podla l e:oy 2 . 3 .1
predpoklad ov pl at i

g(lu 12) u

stačí ove::"it , . že za horeuvedenýcb

a toto zobrazeni e je lokálne l i :p s chit zovské .

Vzhi adore na o~edzenos~ pri e st oru t ejto dipl oDovej
:prác e predl ožÍI:le iba r.á zr.ak č ôkazu toi:to faktu .

Dôkaz s a v pod st ate opier a. o naSledujúce tvrdenia :

il : \./22 (.sz.) n~ (.ll) ,X : I.
2
(Sl.), w~ c..~ L"" pre n > 1 ,2 ,3 ,

2 ~ 2
r e sp . \'12 ~ L1) pre n - 4 a k až dé p "?' l . "'2 c"L 2n pre r. ~ 5

• n-4



•
J~ sa opri eme o uved ené vno~~r.ia Sobolev Dvých prie zt orov ,
~ ak už pot o~ poí~'ky dokáže~ e ~aše tvrdenie, pričom r. ~viac
ä~dewe akurát pot~ebova~ Eol d€~o~ nerovnosi. C elko~ zá ­
merne nepred~ad~e det aily p o st~pu , pretož e pr c cr.ý dôkaz
vyžadu j e aspon dve st r any t extu a odhadov. V krát kost i pove­
dané : ~et od ika j e štandardr~ a o s~atné j e l en rutínna zále ­
ž it o s~ .



- :-c -

III. KA PITOLA
• Y •

GLO BALNE VLASTNOSTI RIESENI

V t ejto kapitol e s a buč ezce zaooť!rat globál:-.ym i vl as ­
t nost ami r :'e šeni abst r ak-:nej r ov:::'c e vib:=-ácii t rá::lU .

• •V prve j čast i r. ahliadr.e~e , že za ist t'ch dopl~u juc ich rast c-
výc t pr edpoklad ov n a f1:...--:.kci'l g z pr í kladu l , k ap . II ,
s a n~ pro5tredníctvo~ ~j a~~ovské hg typu stabil ity poda=i
zar~čit globál nu exist~nciu tra j ekt ori i r i e šení .

V cele j kapitole s a a~de~e vý ~ra~~e zaoberat abstr ak­
..aou z-ovn äcou v i b:-á.c i i tF~U. (14) , kde nel ineárn a funkci e ?

má t var (25)

Ďale j expl io i tne zdôraznime . ž e u važ ov at bud erae i ba
dimenzie n-l, 2, 3 • Tento predpoklad j e zdôvoo=út el ný hned
z dvoc h a spekt ov : vy š~ie dicen zie v to~t o pr í pade nec ajú
väčší fy zikálny význ~ a vzhl ado~ na jednoduo ho s t pr ed­
pokl adov na funkciu g z prík:adu l , kap . I I . , v pr ípade ,
ž e n~ 3

3.1 GLOBÁLNA EXISTENCIA RIEŠENIA

Za i st ých r ast ovýc r. po~i ~~ ok na funkciu Ľ Sa ná~
~ .. 'podari ná j st L j apunovov~ fUr.~c~u, ktorá Je nerast uca po z-

dí ž t r a j ektórii r i e š en í Úl ohy (14) . Ďal e j n~Ol iadne~e
že skÚmaná Lj apunovova :~~~c ia vytvá ra na prie store, . . 'ekvi valent nu :o~u - en erget2c~~ no~u .

~ipomenie~e s i št~--:.ca=cné predpoY~ ady na funkc i e
I:l a g . t ak aby r.elineár.o a :ur.kcia F definovaná v (25)
spiň al a podDienku (HL) pre eJ. = o.
al n ~ 3
bi funkc i a m:<O. oo) .... :l je lokáln e lips oh<i.tzovská

cl g é 0
1( 0,00)) 126)



Po eU a prikl acu l ,
podmienku u ,,!i
sen í.a rvvr.i eg (14)
vz-taho;n (25)

kap~tola r:, ~á~ e pre iu~ovoln~ počiat o ~~~
ze--u čcnú existenc i u a jednozr.cčn o st =i e­

, kde ~el~eá~a ~~~kc ia F j e eefin ovar.~

Za predpold acov ( 2ó) moz e~e korekt ne definova~
R1 ema~nnove i nt egrál y - p- esti ~kc ie k ~~nkci~~ m a g ,

x /"-'--~ x

M(x) . j :n (s1 ds G(Xl .) g (sl ds pr e každé x;> O

o O (27)

Prostredn íctvo~ pricit i vne j fur.Y~ie G budeme de f in ova~
j ede~ f~~kcio~ál n a pr~~st o=e ~~ .

L e m a 1.t.1

je kore kt ne cefi~ovanýPotom

• If! 'Pr e lubovolné l6::'-:-

J(If} : ~ ) d W(XlI2 )
.ll.

funke1oná1 J

dx

položce

a ako funkcia

je spoj itý .

Dôkaz.
~ajprv over~e . že l'Unkc i oná1 J j e korekt ne defi ­

n over.ý . Za tý:n účel om uvažuj",e o nej ak om prvku ifťx1 ••
Pretože g € ci ( o ,co)) t al\: môžeme kor ektne äefi novnt
r eálnu funkc i u ne zápom e j reá~n e j pr~enne j predp iso~:

C (x l : a sup I g (r l\
O""r "x

J e zre j mé , že :f'ur.kci a C ( .) je nezáporná nekl e sajúc e.
funkcia .

Poto:n pr e lfGX1 ~ W22 (Sl.~ n ľ2:2 (Sl.) plat i
/I'Wľ .

G( iI'(;<)!2) . } g(r) dr ~ 1'? (x) 1 2. sup j I g(r )\ ,o~r$l r(x) 1 214

.,; \ID(xl\2 • C ( es: suP/'f(xl I2) . I I"(x)j2 • 0( 11 'f ll~ ) .;
x 6 Jl .lJ«lo

~ l7 ( xll2 • C(x:!! 'ť!! ;2) '" \4'(,,)12 . c(x:II 'fIl ~~ )
~



pre takm er všet ky x , Q • I li: > O
j i tosti vnoreni a. w2 c.;. T /

2 :..J(/J

To znamená, že ~kcia x ~~

grovateiná • pretože Xl \; L
2

(Jl.) ,

j e koY~ št cnt :l zo sp o-

j e inte -

Ukážeme ter~z s~cji~ost l~kc ionálu J: x1--+ ~ .
Zre j t:o pl at i : ,

/'fiA>!, .

I ) g (r ) dr I <! sup{ldr) I • r ~ o ::; cd ~i /\'(xi u Il"cxlf!"
I'ľiXlJ' x /I1f'(J:Jj2 _lY'(;<)!2 1 $

<! c(1'fCxlI2 d I'CXlI2). W,X) - 'ľ(xl/.ÓCfcX1 1 .. l'frxl!) "'

, c(nfU~-> t II rnL)(1I ľ IIL. : ' II lf'IUi \Prx) - r(x )/

pre -takme r- vš etky x (. sl. .
To znamená , !:te

IJ(4') - J (r)l ~ c (y;2, (1IrIlil +U rl/il)) ,1( ,(1/1111;2- +lI rIlxl) x

"}IWxl - 'f(xl! dx "
Jl.

~ Cl •V",cadJl)II lP-tr 1/ T ~
., ~

~

~ Cl ' V::;cas(Jl) II 'f - ty 11;2-

kde Ci
oC(K2 (1llfll i l + 1I 'ľ ll il)l . K(~ 'fI~l + 1I'ť!~1)

md funk i á l J '~ R j . . ~.ra a . c on : J. ......... o sp o J ~ 'Y ,

/ presne jšie J j e l okál ne lipschitzovský /

q.e .c. .

Aj nasledovná l e~a =á t ec~~ický charakter .

L.e m a 3 .1 .9.

Neoh u' 2 ( It ,t
l
)) : x' ) , Poto::; :pre iubovolné

t G(to,t., ) pl at í. : o

il ·d~ :.:(lIu(t ) !I ?/2) = 2 .::;(~u(t) lIi~/2 ). (:.u (t ) ,ut Ct))



- ~ 9 -

Dôka z .
Č a 6~ il j e t riviálna, pr etože

t~ '(x \ : tl (x) a d~ II u(t) 1I ~~/ 2 ; d~ (Au(t) , u (t ))

(Au (tl ,ut (t))

Čast ii/

Podobne ak o v dôkaze l emy 3 . 1 . 1 vyu.ž ijemc f a::.::t t ž e gr;,C1«o, iX)))
pres~e j šie : ~~kcia g wá spojitú de~ivác iu . Pot o~

... v , , t ~ ~. ... , ' "Ir • ' á ~ "'r::.ozeme Kor eK ne c e r anovat, ne zapozrru n e•.l e s2JuCu. r e I nu I~.-

kciu n ~ záporr.ej r eé l n e j ~r0~enncj ~rcdpi so~ :

W-l- Z

- z. g (w )l: I J ( g(rl - g (rl )) dr Ic
VI

C(x), = sup I g '(r) \
Q.!~x

:ec h t , (t , "tI) je pevne
ná ~eál~e °číslo t ak é , že

17e pevn e vybrat é

w. !u(t,x) 12

Zrejme pl ati

/G(w t z) - G(w)

I

(29)

zvol ený čas . I\c ch h je lubovol­
t+ hdt o,tll

xt; J2 !J ol ožo.e

z : I,,- (t H,x)1 2 _ /u (t , xl ]2

t. z2. supfl g '(r )I , r j e tled zi w a VI + zS.{.
~z2 . c {/ w + z l ~ lw J) = z2 . c(1"- (t ,xlj2 + 1"- (t + h , xl / 2) ~

< z2. c ( ess sUlJ lu (t, xlI2 + es s SUll ! U(t + h , xl I2) =
x €.51. x: ó _'1

• z2 . c(llu (t) Il i ., +lIu(t+ h) !li) ;;

z2. c((n "- (t)lI~ 'I/U(t+h) n~) . !:2) ,kde lO O j e

k on š 't arrta získaná z platnost i spo j i t o s t i vnorenia 1.~c.> L",,",

To znanen á, ž e

J(u (t + hl) - J (u (t )) (IU(t+ h. xI1
2

_ lu (t , x)1
2 a (. --)12)--1

h - J r . g u " , .A ex ~

~ c( K~(lIu( t)II~1+ "uit t h) n~1 )) . ~(l u (t+ h , xl l :_ l u (t , x) 1 2)1 dx

..5'.



Z Cuuchy - Schwa=tzovc j ~c=ov:.o st~ s a l ~"kO vidi , že

l i::: ~ (lu!t th,x) 12

h~o sl. h

/ využijeme prit~ s &=ozre j=e ex:stcnc i u Próchetove j ä e~i-

w e i e f'u.'"1!cc ie u( . ) v pr ie t ore Xl co t eda. a j v p r i e s t or e XI

záver dôkazu vycr.ádza -:.:. ž pria=.o č ia.ro . St ačí narJ. 136.:,..U.t ,
že pl atí :

li'" ~ lu It -th ,;;) 1
2

- Iu lt , x) 1
2

• gďuh , x) J 2 ) dx ~
0..0sl. h

• 2. ( g(lu (t l f ) u(t) , ut Ct ) )

Posledná rovnosi bezpro stre~n~ v~lýva z vnoren i a
l .' -.... /' ' •. , . i . . t .•~. ~ ~~ , vyuz JUC p~3 nos~ VZ~~U

~ O- u.lt , x)
•

1 1m (lu!t-!- !!, X) - u (t ,xl
h -;>O J ~...sl a

ktor ý j e vl ast ne prepisc= de fi~ície Fróchetovej derivác i e.

Nahliadli sme t eda , 7.C - ... ", t eJt , t, ) exist uj e de r i váci av _

d
dt ~ J (" ( .l) ~ 2. (gliultlI2 ) u (t ) , ut itl)

'l .e . d .

L j a p u n o v o V a f u n k c i a

:p r e a b s •t r a kt nu r o v:l i cu

v i b r á c i i t r&tlU

de!inuj=e r eál nu funkc i uN i t JJ._ '\~ YII pr e s are 1\ - .. .. z ....
/ Lj apunovovu /

v([u,v]) ' ~( II ~ II~~ : IIv II ~ +~ lI u II ~Ji2 + 1: (lI u ll~~/ 2) - J Iu))

Pretože funkcia : ( .) je spo j i~át t~ v spoj ení s l ecou 3 .1 .1
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Pur.d~e~tálny výz~eco~ o ~ j a~~~ovove j funkcii z~vc ­

denej vztaho~ (30 ) s a ví. eže k č. e;:ivdci :" Lj a'Oi.:.::ovo vcj :unkci c
pozei ž t rajektórii rie šeni Úlo~y (14) . .

L e .. ,; 3.1:5

Nech U (. ) je rie ~enfu Úl oby (14) , (25) na int erval e
(ot ,tI) . Pot C:l v k až dcc ~oc.e iz:tcrvalu (t , t, ) existujeo o _
c.e::-iváci a. funkcie t;--.. V('O' (t)) so n avi ac pl ati :

d~ V(U (t )) = - t3 !J P2 U(t ) Ij ~.l/ 2-
Dôkaz ,

pre t~ (t , t,)o _

Ozn ačcie št an ôardne "It ) = PI U (-~) pre t~<to,tl)

Podl a vztahu (21) vie::.e , že pI at;(

u . C(Ú ,tI) : r ) () C
1 (it ,t,) : 1.

l ) fi C
2( t ,tI) x lo o _ o

a funkcia u( ~ vyhovu j e hype r bol ickej rovnici

"tt + (l; Aut +(~ t D(II u 11
2
, 12)) .'JJ. + A

2
u = g ru 12 l u

Jr"
(32)

Ak r ovnicu (32) skoláme 1 t. j. v pr i e store x l " prená-
sobíme ufunkci ou u

t
' t al~ c. o ::~áv<:::le:

,

(utt,Ut)t (;( ;,ut ' ''t )+f (JJJ. ,Ut).j. ::l (J1 U !!~J./J ( ;''' ,utl +(;.2u ' ''t) =
2 L

= ( silu I ) ' u ' ''~ )
•

k e d ž e " t (t) = P2 U It l / poc.i a (19) / , t ak podla

l e::.y 3.1. 2 dost áv cme: :,A
!/i~

~ d~ 111'2 UIt) II~ tI} II 1'2 UIt ) 1I~/2 ťtl~l U(t) IJ~1/2 +

, ~ d~ ~:(bl U (t) II~/2) + ~ d~ II PI U(t ) II~ = ~ d~ J (P1 U Itl)

To prakt i cky ~aIJe~, že existuje derivác ia funkcie
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• t l--> vIu (t})
v ee ah ,

q. a. c ..

Le ma '3.1.1

Nech t ~ O , m(x)~O ?re x? O ,

PotO::l exi:3tu.je kon š-:a:lt a l{ >O t aká,
2

j e !IUI/* ~K . V (U ) .

2
sup g (=) < i\ l
r~O

žo pr e k až dé u"x

Dôkaz .

Ocriačme C :::r sup g (:-)
r ) O

/ pripc~e~e, že Al

Poci e. p:-ec.pok: adu pl ati

j e p:-vá vl ast r.á hodr:.ota operátor a. .. /

je
1

pre :ľubovolné u e :t:zrejme

II A-III ~ A~l ,"'.;cl: d os-:<ť,yame :

J (u) s o. IIA-l fJ.l ll i ~ c ./I s:-l I/ 2.11 u Jli
v(uh~~ - o . A~2M pl U~~,

A

PotOĽl

Teda

Kedže

Zre jme t eda st ači položit

K'(~:ni.'l{ l

'l .e . d .

: a závGr t e jto časti ~ôže~e vy310vi t vetu o gl obálne j exi s ­
t encii =iešenia Úl c hy (H), (25) •

Ve t a 3 . 1 . 1

Xech (h o, r ~ o, ~ (xl" ° pre x~ O , sup g (r J<lli
r3- 0

Ile ch 0 :<0,"") - ><0, "") je 10Ml ne l i p s chi t zov ská ,

g , cl«o, tJO) , n~3 .

Pot o:n pre lubovoI n é to E; R, u oe *=XL x X

existuje jec.iné rie š en i cl ú1 ol:y (l 4) , (25) s počiatočnou pod-
c.ienkou U (t ) = Uo na nekone čnoc i ::.t erval e (t v 'co )

o



--

:Dô~az.

Podla vety 2.3 .2 / II o 2.okál r..ej existencii a j ed-
no značnos t ä rie fuic. -w.oh~· ll4- ) il / vi eme, že za uvede ­
ných pred?oY~adov r..a =~kcia Dag dostávace vy~ži~~

výsledku. z prikl adu l J k apdtoj a • .L., že exist uje jediné lo Y."ál ­
ne rie š enie Úlohy (14) , (25) s počiatočnou po~ienkou
u (t j - u •

Uv~uj1:le o maxi:::~lno~ i:lte:rvcl e (t t t -I- T) t na k~o­
rO::l je teda r i e šen i e U ( .) úI/l né. Na zá1Jac.g bodu dl vet~r
2.3.2 buC! T - , OO a.'lebo no=a :-iešenia Il U (t lll ll nie j e
obr-anä. čeu á n a inte::-val e (t, t t T).

o o
Ukáže:::.a , že T c; coc

Pr-e dpati adajo:le opak , t. j • .... <. oo • PotO!:l pacli a v fi š ie
uveden ého f aktu nutne musí by'E no:-:::a r i e š en i a II u (t) lI 1!
~eohrani čená na i~tervul e t , t ?o o

P1'etože f3 ;> O , tak poaia l ~:r:.y 3 . 1 . 3 j e zrej~é , že

V(U(t)) <> V(U
o

) p:-e kaž č é t é (to " o' T)

;~z. základe l e=.y 3.1. 04. e:ds-:u.~c tat--~ k on št.arrt a K O,
že pre no~u rie š enia pl at í

pr e k 8Ždé

To , ale znazené , že norma r i e šer.i a U (.) ost áva ohrsn í. č en é

n a intervale ( t o ,to ~ T ) • čo je spor .

To ~a T =~ ""
q.e . d .

,3.2 SEMIDYNAMICKÉ SYSTÉMY -

V t ejto č ast i v krátkost i pripo=enieme niekt oré defi ­
ni c ie a zá~~ adné výsl edky vicžuc é sa kteoŕii secidyn~ických
systé:lav / alebo aj n azývanýcc pclotoky / , kt or é sú e ene­
r-ovan é t raj ektór iami r i e š en i se::til ir.eárnyc h ab~t raktných pa­
rabol ickýc h rovníc typu (1 3) •

Tiež uvedi €Ce ~iek~o~J potrebné poj=y z oodernej t eórie
dissipativnych proce sov , kt orá sa nedávno za~ al a rozvi j at
Jacko::l Hale oc. (H.:JJ a L:~SS2:tO!: [~ alJ - tI.~ a3J •

Tá t o čast má c h~~er prí pr avný k dosia hnutiu hlavnýc h
výsl edkov ~ o asymptotickýcc vl ast nostiach r i e šeni abstraktr.ej



. ,
- v ~.-

nel i neárnej rovnice vi orác i i tr~u.

Začne~e definíciou sacidyn~ického systému / pol o~ok~/

Definíci a S.Z.! ((Ee] , Defb~tion 4 .1.1 , [we])

Nec h ~ j e E - pr i e st or . Hovorí~e , že sy3té:
zobr a zení {T(t) ,t" Ol je semidyn un i cký sys t ém I Jlolctckl
V v ,,. ......l etí .... &.P ~ •

aj T (t ) je spojit é z'Jbra.zen ic - Y do Y~

pre každé t 7 0.

bi l' ( •) x je spojit á fUl'lkcia z R+ do Y " r e každé
pevné x s Y

cl !::(O) • I d , dt) o !::(s) ~ dt ,. s) , :pre každá t , :;; 3 O
Y

Nech T j e nej aký sGmidyn~~ický systém v
tore Y .. Pre lubovolny :p:::,vok x é;: šta."'ldaxdnc
cciega l i::litr"ú množí .nu p=v:m x

B - :pric :::­
definuj ::w

II (x); { Y li Y , existu j e

T (tn) x -;> y ~

.
:postu:r;.nost _ > &>0 taká, že

Pri zavedení
kl. a dázae , že T(t)
t ore Y ..

n asledujúcich po j~ov e~~lic itne pre dpo-
je n ejaký se~idyr.~ický systé~ v E - prie s -

t::lož ina
ak T (t ) J ~ J

t~n ož ina

je korapakt nä ,
tnost i ..

J ~ Y sa nezýva invax- iant ná vzhio.do:r. na T( t )
pre kc.ždé t ~ O..

J ~y j e :laximálna kO::lpaktná invari antná, a!-::
invariant ná a o axirr.álna ·v zhl adom n a tie to vl a c-

/hor euvedená po j~y sú Dr cbr at é s prác e

l,:,~ ožina. J 5:=. Y se n azýva ko=.pakt ný atraktor pre T (t )
v Y , ak J r:taximálna ko rap aktm á inV8Xi2-'1tná a atrs.huje
ohraničené ~'1ožiny v Y, t .. j .. p=e každú ohraničenú mn ož inu
B v Y a pre každé G?' Q e x istu je t' t aké , ž e pre k až dé
t~ t je di s t v ( T(t) B , J) < [ o

o •

I



D i s s i P ~ t í v ~ e proc e s y

~o derná t eóri a pr oc e s ov j e rozprac ovar.á v zn~ej
z::. onogra='i i Jacka Halea [E::llJ , hlava. 4 . Ic:y s a v šck pr i c:no
nebude=e zaobera~ abstrrik~nou ~córiou pr ocesov , lctorá aj
t ~{ j e v podst at e vyt vor ená pre ~~kcior.álno - di f er enc i álno
rovn i ce s s kone čnýa alebo n ekon cč~ým one skorení m. Dour edu
sa t eda o spravedL~uj ez::. e za to , ž e sl ovo uroces Použij~e

" -v suvi21 0st i s teor~cu dissip~tívr_ych semid~~ických cy c-
té~ov , pri čom t akéto syzté=y b~dc=e nczývat d i ssipatí~c
pr oce sy . V t c~inol ógii monografie [Hal ] sa u~de~e za.o-

... ' . .berat au tonomn ;ym,l. p:::,ocesm~ .

že
'e ch T( .)

T( .) je b
j e

o d
scmidynaoický systé~ v
o vo d i s s i p a

y
• •" ~

. I!ovorÍĽ:.c,

v n y ,

j e

ak e xi stuj e or~~~iče~á ~~oži~a B vY, kt orá at rahu je
, vd ' b ' y · · , v, ' ' v '7 O - . • .x ;;::.z y oc. z , .. . J . pz'e .l::a z ...e x .. _," ;,; :n .s "UJ e
t _ t ( x, E) ) O, že pre l ubovoIné t .. to o o

disty (T (t) x , :3) c c

Teór i ou diss ipet í vnych procesova je j v~žit in
p~ skÚc~~i semi 1 ineárnych parabolických rovní c sa i nten­
zí vne zaoberal Paul r.:e. ::mat v 0',:311 - ~,1 c.3J • DokáZal r a.d
~~daoentélnych výsledkov o diskrétnyc~ disspat ívnych sys ­
té~och, o vzt ahoch ~edzi je~~otli~i ty~i dio s~patívr.o ~ti ,
o súvi s e dissipati~osti pr oce sov a n i er nekom~aktno sti
a kondenzujúcich r e sp. po~ie~ene kondenzu jú c i ch zobrazeni .
Princ i pi ál ne výsl edky !.:as s at c. z obl asti diskrét nych dissi­
pat í vnych procesov zov šeoc c;: cnil Ja.ck Hal e a Nächo'l as
Stavrakis na pr ípad spojitých oe=icyn~ických systémov .

Z dôv odu o~edze~éto časo - priéstoru te jto dipl onovej
práce n e buderae uvádzat viSetky potrebné "I:led zi výsl edky " a
pr iamo pr i st úpime k pr edloženiu fund&mentál ne ho výsl edku
kt orý j e fo~ulovaný j azyko= di s sipatívnych procesov .

Vet a 3.~ . 1

(
[HS) TM orem 2.1

[~a.2J T~eorem s 2, 5
spo j i tá verzia )
- diskrétna verzia

Nech T(t) je 3e=idyn~ieký syst é~ v B~~achovom pr:es­
tore Y • Predpokl adajme , že systém T (t) spíňa pr edpokl ady:



• TI It) : y ~... Y pre

C (t ) + u (t) p re t ?O

al e xistu je sys té::.

{c it) • H Ol

ex i s t u je systó::!

{u(t) • t ;' OS
pričom Tlt ) =

1 :'n eá =-n y c h

, c (t) :

zobrs.zení

spojitých zobrazc~ ~

y --:,. y

t ~ C

bi exi stujú kon~t~~ty X, ó> o t aké , že

II C(t) lI <Ke- á "'c. pre kaž dé tO> °
cl pre k:ožcé

zobrazeni e
t ~ °
z y

j e
do

u (t )
Y.

totálne spojit é

cl semid%EZic~ý

dissípa.tív:1Y·

•syst e.=. je bo d ovo

el orbity
,

ohr-a.."":.i č enýc h ::~o~ ir. su

Za t ýc hto predpokl aeov exi s t u je
v E - p:-ie s t o:::-e Y. Navi:::.c t en t o

kOlllpolctný at raktor pre
c.tra1ctor j e aj Z1Ívizlý.

M t : j'
o , •

:Po z..."'lá.r:.~~ . Peč, o r ca 'tou / pre~C j š á e se::: i cr bi t ou / ::r:j, c ~ i;-. : ·

B ~ Y v zhl adcz, ne. se:n.:"dynami cký systéĽ1 T (tJ
=o~iene cnožL~~:

•
3.3 EXISTE NCIA GLOBALNEHO ATRAKTORLJ

.'

V tejto =ávere~~ej č asti ukáže~e , že za i st ýc t do­
plňujúc ic h r astových precpokl aeov na ~~kciu g e xistuj e
1:orr.paktný atrakt or pre se~idyp.ZJ:l ic~'Cý syst ém gen erov aný t :::-a­
j ektórien i r i e šenf úl ohy 114). (25) .

V cel om da1šOI:1 t ext e buderae a - pr i or i predp okladat
spl n en ie po~ienok vety 3.1.1 ° gl obál ne j e x i s"'c. encii r~e­

:;on í Úlo hy (14) • ( 25) •

Nech Wé *' . Potom podf a vety 3.1. 1 "I.: j E'c. i :-. ,s
gl obálne rie šen i e Úl ohy (V,) , (25) s p o čiatočnou p odz i er.k o'.l

U (O) . W • Uvažu j",e f'.:",k c i '.l U aj v závislos ti o č po č~ ::.-
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to čne j pod:oier.ky \'1/ • t ed" U ' U (t , W) •

t.ema 3.3 . 1

Sys t ém zobrazeni {S (t) • t ? 0'5 defir.0ľa:1ý v (3d
tvori se~idyna:niclcý sy st 6::l v :p~ie st or e X;;;: j : x X

Dôkaz .
Je zr ejmý z v et y 2.3 . 2 oo v et y 3 .1.1

q.e .d .

.iv é X

Pri d ôz a ze e xä st er.c ž,c ::::: ::-8.k-;ora. pre s emid:infC. ic}:ý C~·:: -

t6r:. Set ) d ôle:!.i"tÚ ~ o:-.u b".:.č-e zo~:.~v::t r:noži r..c. cc.ul ib:::-:':'
- stacior~rnycb rie šen~ .

Uvažuj~e ~a pr ie st ore y.1 o variač~ej ro~.ici:

(A ep .Avlt( }+=(IICf I~UAr.v) " (t(t lftJY,v) pre k až dé

• (35)

pričom š t andardne !f6 r n a z ývarae rie šením v~iačne j r ov­
n i ce (35) •

Pr os t r ední ct vom r i e šení vari ačnej r ovnice (35) bude ­
me def in ovat ~~ož i~u equlibrii - stacionárnych rie šení pre
rovnicu (14) , (25) •

Pol ož::::le :

E={ [ r.O] G * <f je :::-io ~ e.."l í::: variačne j rovni c e (;5)$
},inož inu E n azýv21:le =oži..-lCu e qUl i bri i
nicu vibrác i i t~u

•J?re abstraktnu r ov-

o tvare
;:z.ický .oys "tén

ca eg a l i:::.i t ný c h :;:;:''1 oži:-. vzhladom. n a
S(~ ) " ~{ - ., . á dô' v ' ~é.. ..OVO... _ • . a ,,;,_€ c. ov:r: .!. ezl. ..

s e:nidy::.a­
l eaa ,

L e ma 3. 3. 2
Pr e k sždé rr.tp] b it j e.Q ([If. rl) ~ '"

DÔkaz .
Ne ch [11',1f'1 f X­

t I-~ v(s(t) N. '!'l )



c~o zre jme uut omat i cky spl nen ie D~e~olaadcv z ve t y 3 .1 .1 /

To zn amen á I

lim

že !,le toI::. e :x ::' staje l i=.i -; a,

V(S( t )[ 'f, IfJ) ~ cl

Xech t er az [u , v] 6.n( r, t;'J) • Pocň a dcf:.r. i cie oraaga l~it-
ne j ~~oz ~ny pr~nl [V,rJ viene , že exi stu je postupnozt
tn -'.> oo taká, že s (t n) [ {f , lf] r--e» [u , vJ v *

Zo spoj i t ost i Lj apur..ovcve j fur..kc ie V n a pr i estor e 7:
zrej~e vypl ýva, že

Vau,vI) = cl

l abka s o. vidí , že poto:n prel u bovol nó t;;: O je

v(s (t)lu , v] ) ~ c,

Vyu~i j eme teraz tvrden i e l eoy 3.1 . 3 . Int e grá c i ou
de r ivácie Ljap~~ovcvej :1lnke i e V dastáv~c , ~e plat í :

~ ?

V(S (t) [ u , v] ) - V(&.c. vJ) = - 6 fllP
2

S(t)[u , v] lI;dt
o l

pr-e každé

t > O!ire

ale zaamená , ž e

dostávo::te :

rovni ce

To , sit) [u,v J = O

ze vztahu (19) , v kto:,o:: u (t ) = PI sit) [u,vJ

vI t) =<"2 s it) lu,vJ

d~ PI S(t)(u ,v] = O pr e t > O

a· teda Pl (s (t) [u, v] ) = pl ( s (o)[u , v] )= u pr e t~ O'

d
2

- P s(t)[u ,v] ~ o
dt2 l

a t eda fu::.kc ia u. (t) j e J?:-e i -.:.bovo2n á t :> O r i e šen m

A2u(t)~ (J'''' ,, (IIu(t)1J 2
l

/ ) A u (t ) " g(lu (t l j2) u (t )
Jo

A.lt;, t úto r ovnicu skalá r:'le :pr ená s ooíz:.e ne j~ý:l v é xl a. vY.l­
ž i j eme s amocdjuneovanost operát or a A t tak sa la~{o vi di , ~e
;pr e každé t :;:.- O :f"'.lt'.kc i a u Ct ) spíňa variačnú r ovn äcu
(35) • VZhlado::: na t o , že

u ( .)~ c «O,"") :r )
tak nutne aj funkci a u =u (O) j e r í e šenfra va.:-i"čne j r ovni ce
65) • Nakoni ec kedže v ; v(O) ~p2 s CO) [u,v] = O , t ak z:'e j::l0
[u ,v] EE a t ea", J2 (['ľ,'ťJ~ ~ :S
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V nasl c d~júc e j l anG eopl~~e ?r~dpoY~ady vety 3. 3 . 1
tal.,;:, aby ::rr..ož i n a eq'Uliori:' E bc~~ o r..::-zr... i čer..á v prie s ...,; c ::- ....

plati

,
~e ch su 3plr.e~é ~recpoklacy v ety

l 1l: sup e (r) 6 O

' " " ooh - - " " - ',Je .J . ... • ~. .. . . ... ~ ... ~"

DCk :.lz .
Z uvod ené ho prc c.p okl adu j uana vypl ývr;. , žo pre }:aŽG0

[ > 0 e x i s t u j e M_" (e) > O t . ,
~c.... - .... Ct:" ,

ak ) " t ak g(r) ~ [ N" c er. teraz [ 't,oJ € r-- •• • . -
v ':; 'fJ tak IJri-

Jg (J 'kxl J 2) 'fc,,) . lf(>:) dx

Jl. ~
, ""-"[-si SL rozdel::Je na dve č ast i Sll ' s t: 2

11'(x1~dn F e x € ~í!. l

!If(xll'> d O pr e

Nech

f~ vo variačne j ro~ic i (35) IJolož íme
::-o dzene dostáv~e :

Ll;! J lf12) lf, <P) ;

Potom plat i :

~ dl 'lrx) I 2) .1tp (x) / 2 dx ~ !.:([). A ~ . mec.s Jl
1

,~\(E.)'l\ i· me asSl. +dlr /fi ~

~ ::.(E.).Ai me as Jl ,. z.] 1.-
1 /1 2 . /1 rll~~ ~

.:.

~ dE)f,{ o ea s Jl + l . l\ ;2.1I 'f Ii~

-I- Efi<p("lf ~:: ~
S22

c.. . e .

•

U(E).Ai · oe a s Jl +[ .A;~ 1/ ťfli~
X

t.A ~2 < lZvalne t t aké dast ata čr.e :oal é aby

Pa t on zre j",e pr e [CP,o] s z pl ati

II[ <flOJli~ :;; :.:(E)..n. ~ . ::e :d SL) . (1. - f. . Il ~2 ) - l
'tr

Teda:
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Na zá ver t e j t o ka,itoly dok~že~e existenc iu atr-wctoru
pr-e abstr akt nú rovn icu vib::-ic i i t r:il::u. ( 1 4) , (25)

Vet. 3 ,3 ,1

, ,
Ne ch su splnene pr e dpoXlady ve ty 3 .1 .1 a l emy 3 . 3. 2

Poto~ pre se~idynemický systé~ Set ) generov aný . t r a j ekt ó­
riami rieše"í úlohy (14) , (25) e :·:i s t u je

r"~ vi oly' "0- p ,!,> 1r "'ny' ··',.-.0_... ..... ... ...... ---~ ... ~ _...... ... -
v prie s t cz'c * oo -

Dôlcaz ,
Overí~e spl nen i e p~ed~okl adov v e t y 3 .2 .1

Ka záY~ ade známej ~etódy va=iác i e xonšt~nt vic~e, že rie ~e-
nic U( .) Úl ohy (l ~) z:pí i.. a ir..:~ e g=ť.lml rovnicu

u (t ) ~ e- Le. t u rc) t j"e-LA(t -s l plu (3)) ds

•Tent o f akt vyplýva zo v~eobecnýc h výsl edkov o scmil ineárnyc~

parabolický ch rovnic i ach / [Ee) , Lezraa 3 .3 . 2 /

Pr i rodzene pot om zi skav~e rozklad se~idyn~ickóho zystému
S (t) na dve časti

S (t) " c(t) + V(t)

C(t) , ~ . - LAt
i

V(t) w : ~ ie -LA {t -s l 1'(U (s))

•
a

kde

, kde U (.l j e ri e . en i e
ÚlohY(1 4) s :po čiat o č ­
nou :podm ienkou
li (O) ~ \'1

Vzhladom na t va:- s:pektra o:pe::-áto:::-a 1e. / . :p ozr i l emu 2. 2.2/
vi di me, ž e bod bi vety 3. 2. 1 je spl nený .

Podi a vety 2 . 2 . 5 ~á c~e =áto~ Lb ko~p~t~ú re ~ol­
ver.tu . Je ver~i dobre zn~e , že v t ako~ pr ípade je operá-
t or e- Lbr ti e~ totál~e s?oj itý ~re r > O

/ pozri [He] str- , 35 /

~l ecentárna úva~a pot o~ j a~e čáva, že I
ope=át or v{t) j E t ot31ne spo j i tý pr e

nel i neár:>y /
t ;f O.

Z analý zy príkl ac:ll l t kapi t ol a II v yplýva , ~c nel i ­
neárna funkc ia F zo b:-aZ'.lje ohra."'1i č e:-.é ::;.r.ožiny v *' oPll-t
na o hra:~ičené ='"'1 0~ iny v 3E • _~ OPät ~'Uži j e::.e kO:lpuktno ct
r e zolver.t y o'l')e :::--J:t or a L I: , t ak n a zákl ade Theore::l 3 .3 . ó fEel

... . j -- .. ..



t --;.. oo;preo

, . ~ , ho ..::=:::.r.. ::.cen y c
:"U.:.-:::c i e V

di s u( sít )
/ "'j' f: tŕ je n ejaký iubcvolný ":vc. /

Kedže oa cga l iIlit n é ranožän S"~ p od:mož ina:l i mr.ož i:lJ~ e, qu ­
lib::-ii / pozr i Lemu 3 .. 3- .. 2 / , t al:: ria zéxj ede l c:-:~' 3.) . 6
je zrej:::lé, že existuje o~::-~iče~é okol ie :::l:1ožiny equ1 i~ri i ,

!>:to:-é :::..t r ah"J. j e k až dý bo č z * vzhladom na se::id~1H'.::. ic}':ý
=-:YGt~;ä S (t ) .. To zr.a:: ená, š e S (-;) je cc č cvc d Ls s Lpa -,
~ ,
\,tJ.v::.y .

Obr~i če~o s~ or oit, .
~ neraGtucost ~ L j ap~ovove j

riešcr.i / l e= :::. 3.1.3 /

•
dostáva~o , ~e orbi t y bodov vz:~ ad om n a se~idyn~icxý syó-
t é:::l Sr t } s~ pr-ekon pak'tné I:'.no~ :..r.y v priecto:::'e X
!':ú z.ikl údc Theore= ~· .3 . 3 [Ee] vacn c , že v t akO::l llrir- ade
oaega - limitná mr..ožina l ubovoJ.. r;;ó ho bodu z lf j e ::.ep:'ázdr. a
kOIJpakt ná t invariant~á t Z"':v~ slá c

1'1 , Jl ( Y:))

r.: $r;:.. sme over ili všetl~y n:".l~::-~é prc c.pokl~dy v~t! 3. 2 . 1
~ ..... ~d . . j

Ted a pr e s e:: i c.yna::1icl:ý 3yst é:l S (t) e XistUje~traktor ; kt o­
r ý je Slívi sl ý ~;LkQ::lp::tktr.ý.

q . e . d.

()-t>(4O( e!J~ -~ /I(~) ~ C(/I 'f~ )

~' ~ ŕ "+~ .~' r.
'?~~
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ZAVER

Je dost atočr.e jasr.é, ž e ~rcj~ač.a.."'1ú di plom ovÚ prtcu
nožno v kra j nom pr í pad e ho~r.ot i~ l en ako via c či Dena j
ú sp ešný polnls o osvetleni e základo~ j edne j špeciál ne j pcrt~ e
nálc ~ince j do tc~ej a zlož i tej teo~ie hyperbol ic~ýct ro~ic

so siln~ tlmen~. Pret o~c z ~o~iadu ge o~et~ickej ~ e órie
abst raktná r ovnica vibrácii t::-.ir:.u ešte r..ebola :poä.robnejňic

wrÚu~~t , t ak v prvo~ r ade bol o nu~né vyt vor i t zákl adný t e ­
chnický aparát kapitol y II . Zo. hl .:;.vné a pods t at né vý slec:!\:y
považuje~ I I I . kapit ol u c ~obil~ych vl a ct n ostiach r i e šen: .

Dol e by určit e cej.kcm zbyt o čné n a -tom-to mf eeec sa pc ­
kú i:iat r obi t nej aké pr ognózy dal~icho t::-en c.u v sl:Úo'":laní n ('·­
l i neárnej ro~ice vib~cii t~u. SÚčasný stav notematické ~c
pO~6nia z obl a s t i geo~etrickej te ór ie se~il ineárnyct ~a-, -
rabolic~:ých rovní c poskytuje zna čne š :":-oh.-u. bá Z-il, z ktore j
bude n e žn é dalej r ozví j at znal oct..i o h.~al it at ívnych vl o. :::t~: c 3­
tiach ~ Gl L~eárne j ro\~ie e vibr i c i i trámu s o s ilný.= tl~e~~.

Záve- o- by 0 0- - - c hceL "''''.... ''' " o~.,,'lrov"" :::: 'P....D- ~ l ..., koví.. .ll ... _ ,;;, .;... . . ,;,. ... .. .... .. ..... <.-- ... .. ... '-1.' .... . .. .~ ...

Pil ovi a ?NDr . Pe trovi ?oláč:..~:cv::" za i cl1kcr. zu.l tác ie k
niektor~ pa~t iám zo sc~il L~eárnych ~arabol ickýc r. =ovníc .
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