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Uvod

V priebehu poslednych troch desattroci sa zacali objavovat’ rdozne
nestability na finan¢nych trhoch. Vyrazne sa zvysili rizika pre investo-
rov, ktoré st prevazne dosledkami fluktuacie cien akcii, indexov, tro-
kovych mier a vymennych kurzov. Z tohto dévodu zacali investori
hladat’ moZnosti, ako predchddzat’ moznym stratdm v dosledku spo-
minanych fluktudcii. Praktické potreby investorov podnietili napokon
vznik modernych finan¢nych nastrojov, akymi sd rozli¢né financ¢né de-
rivéaty, ktorych hodnota zéavisi od prislusnych aktiv. Aktivami mézu byt’
akcie, meny, akciové indexy, drokové sadzby, vymenné kurzy, komo-
dity, drahé kovy a pod. Finan¢né derivaty do znacnej miery poskytuji
investorom ochranu voci fluktuaciam cien aktiv. Podcenenie tilohy zais-
tovania investi¢nych portf6lii pomocou derivatov moze viest’ k velkym
finanénym stratdm. Na druhej strane, vsak derivaty nie st , vSeliekom”
a ich vyuZzivanie musi byt’ vykonavané s hlbokou znalostou problema-
tiky, o ¢om sveddi i cely rad derivatovych debaklov medzinarodnych
investi¢nych spolo¢nosti koncom 90-tych rokov a koncom roku 2008.

Ciel'om tejto knihy je priblizit’ &itatelovi zékladné aspekty oceriova-
nia finan¢nych derivatov, ich kvalitativnu analyzu a praktické met6dy
ich ocetiovania. K buirlivému rozmachu vyuzivania finan¢nych deriva-
tov doslo v poslednych desatro¢iach najmé vdaka pionierskej praci
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10

ekonémov M. S. Scholesa, R. C. Mertona a teoretického fyzika F. Blacka,
zo zaciatku sedemdesiatych rokov [8]. V tejto praci bol odvodeny dnes
uz klasicky Black-Scholesov model, za ktory im bola neskdr v roku 1997
udelena Nobelova cena za ekonémiu. ! Pristup bol skuto¢ne revolu¢ny
a priniesol metdédu uplatnenia parcidlnych diferencidlnych rovnic pri
oceniovani finan¢nych derivatov. Rozpracovana metodoldgia tak umoz-
fiuje ocetlovat’ derivaty podkladovych aktiv ako funkcie zévisiace od
¢asu do expiracie a ceny samotného podkladového aktiva.

Kniha je tematicky rozdelend do niekolkych celkov. V prvej kapi-
tole sa budeme venovat’ analyze charakteru vyvoja aktiv a cennych
papierov. Predstavime si niektoré zdkladné typy derivatov. Kapitola
nema matematicky charakter a jej cielom je na verbélnej trovni pribli-
zit’ vyznam $tidia finanénych derivatov. Druhd kapitola je zamerana
na Stidium Black-Scholesovho modelu oceriovania derivétov, ktorého
matematickou formuléciou bude parcidlna diferencidlna rovnica. D6-
raz bude kladeny na poloZenie zadkladov stochastického diferencidlneho
kalkulu, ktory je vychodiskom k odvodeniu akéhokol'vek modelu oce-
novania finanénych derivatov. Tretia kapitola sa zameriava na oceriova-
nie eurépskych call a put opcii. Odvodime explicitny vzorec oceriovania,
ktory je znamy aj ako Black-Scholesova alebo aj Feynman-Kacova for-
mula. Obsahom $tvrtej kapitoly je kvalitativna analyza rizika. Citatelovi
priblizime zakladné pojmy akymi st historickd a implikovana volati-
lita. Dalej sa sustredime na faktory citlivosti Delta, Gama, Théta, Vega
a R6, ktoré ndm poskytujti podrobnejsi obraz o zavislosti ceny derivatu
na zmene niektorého z parametrov modelu. Modelovanie transakénych
nakladov a rizika je predmetom piatej kapitoly. Okrem Lelandovho mo-
delu sa zameriame aj na niektoré nelinedrne modely, ktoré zovSeobec-
nuja klasicka Black-Scholesovu rovnicu v pripade, Ze je do modelova-
nia potrebné zahrnut’ transakéné néklady na zaistovanie portfélia alebo
riziko plyntce z nezaisteného portfélia. V Siestej kapitole predstavime
zékladné typy exotickych typov derivéatov, akymi st napriklad azijské
opcie alebo bariérové opcie a iné. V siedmej kapitole sa budeme veno-
vat’ otdzkam modelovania okamZitej tirokovej miery, ktora predstavuje
podkladové aktivum pre derivaty tirokovej miery. V nadvazujacej 0s-
mej kapitole sa budeme venovat’ derivatom drokovej miery. PribliZzime
metodolégiu ocenovania dlhopisov. Zvlastna pozornost’ je venovana

!Nobelova cena za ekonémiu sa v skutoénosti neudeluje, nakolko ekonémia nie je
predmetom zévetu Alfreda Nobela. Jednd sa o tzv. Cenu Svédskej banky za ekonémiu na
pamiatku A. Nobela, ktord je povazovand za jej ekvivalent.
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bezarbitrdZnym modelom trokovej miery, akymi je napriklad Vasickov
alebo Cox-Ingersoll-Rossov model. Americké typy derivatov rozobe-
rame v deviatej kapitole. Tieto derivaty st charakterizované moznostou
predcasného uplatnenia opcie. UkdZeme, Ze problém oceriovania ame-
rickych derivatov sa da previest’ na tlohu o hladani volnej hranice pre
parabolické parcidlne diferencidlne rovnice. Vo finan¢nej terminol6gii
sa tejto volnej hranici hovori hranica pred¢asného uplatnenia opcie.
V zaverecnej desiatej kapitole sa budeme bliZsie zaoberat’ numerickymi
metédami na rieSenie Black-Scholesovej parcidlnej diferenciélnej rov-
nice pomocou explicitnych a implicitnych kone¢no-diferenénych me-
téd. Pomocou projektovaného SOR algoritmu ukéZeme, ako numericky
efektivne zvladnut’ problém ocetiovania americkych typov derivatov.

Text knihy vznikol na zaklade série prednasok a seminarov z te-
Orie oceriovania finan¢nych derivatov na Fakulte matematiky, fyziky
a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave. Autori su vda¢ni
vSetkym, ktori svojimi pripomienkami prispeli ku skvalitneniu obsahu.
Dakujeme A. Zbyiiovskej a M. Strakovi za podrobné zapisky prednasok,
M. Gancarovej, S. Kilianovej, M. Takacovi a Z. Celuchovej za starostlivé
korekttry a poznamky k textu, ako aj mnohym dal$im kolegom, bez
pomoci a rdd ktorych by tento text sotva uzrel svetlo sveta.!

Bratislava januar 2009

Autori

Kniha vznikla aj s pomocou grantov VEGA 1/0381/09 a APVV-0351-07.



Kapitola 1

Zaistovanie financnych aktiv

V stacasnosti sme svedkami prudkého rozmachu akciovych spo-
lo¢nosti - po¢ntc klasickymi ,kamennymi” podnikmi a konciac mo-
dernymi technologickymi , Dot.Com” spolo¢nostami. Vlastnictvo akcif
podniku predstavuje jeden zo zdkladnych néstrojov, ktoré sltizia na
ovplyviiovanie chodu a vyvoja podniku. Zéaroven ich vlastnictvo pri-
nésa zisk v podobe dividend vyplacanych drzitelom akcii. Na druhej
strane, z pohladu podniku a emitenta akcii st tieto zdrojom kapitaliza-
cie podniku, a tym padom prileZitostou na ziskanie zdrojov na dalsie
investicie a rozvojové programy. Hoci cena akcie nemusi bezprostredne
odrazat’ hodnotu podniku, je jednym z najlepsich indikatorov jeho
stavu a perspektivy dalsieho rozvoja.

Od ¢ias zrodu finanénych nastrojov, akymi sa akcie, sa do popre-
dia zaujmu investorov dostdvala otdzka efektivneho rozloZenia inves-
ti¢cného portfélia medzi akcie a dlhopisy. Akcie prinasaju investorovi
vyssie zisky a naviac mozu prinasat’ dalsi zisk v podobe dividend. Na

12
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druhej strane vSak predstavuja rizikovy typ cennych papierov. Dlhopisy
maja obvykle nizsi vynos, ale aj ich rizikovost’ je niZ8ia v porovnani s ak-
ciami. Investori preto hladaji optimalne zloZenia svojich investi¢nych
portfolii. Zakladnym nastrojom zabezpecovania investora voci riziku je
tzv. finan¢ny derivét. Zrod jednoduchych finan¢nych derivatov sa da da-
tovat’ este do 19. storocia a viaZe sa k polnohospodarskym kontraktom
na nakup plodin. Tieto typy kontraktacie nakupnych cien (napr. obilia)
pocas zimného obdobia déavali polnohospodarom moznost” investicii
a odhadu potrebnej vymery osiatej pody. Tento typ obchodovania sa da
prirovnat’ k jednému zo zakladnych finanénych derivatov, akym je tzv.
forward. Od tych ¢ias sa postupne vyvinuli omnoho zloZitejSie financné
derivaty, sltiZiace na zaistovanie investi¢ného portfélia voci riziku ply-
nicemu z vykyvov cien akcii. Posledné tri desatrocia predstavuju zlom
v obchodovani s finan¢nymi derivatmi. Derivéaty sd najcastejsie vypi-
sované na akcie, vymenné kurzy, komodity. Medzi zakladné typy de-
rivatov radime opcie a derivaty trokovych mier. Ocefiovanie rdznych
druhov opcii je obsahom dalsich kapitol tejto ucebnice.

1.1 Stochasticky charakter finan¢nych aktiv

Pohlad na stranky finanénych dennikov a internetovych databdz nam
poskytuje obraz o vyvoji cien aktiv, akymi st napriklad akcie, burzové
indexy, urokové miery a iné obchodovatelné aktiva. Ich ¢asovy vyvoj je
¢asto nestély, vykazujici vacsiu alebo mensiu fluktudciu. Tieto zmeny
st spOsobené posobenim burzového a mimoburzového trhu na cenu ak-
tiva. Ponuka a dopyt po danom aktive formujt jeho ¢asovy priebeh. Pri
analyze ¢asovych dét sa casto stretdvame na jednej strane s moZznostou
vymedzit’ uréity trend a na druhej strane ur¢it’ fluktuaéna zlozku vy-
voja ceny. Kym prva zlozka sved¢i o dlhodobom trende ovplyvnenom
najmd poziciou a stratégiou firmy, fluktua¢na zlozka sa da pripisat’ na
konto trhového mechanizmu vyvaZzovania ponuky a dopytu, budtcich
ocakdvani a pod. Na obr. 1.1 a 1.2 mdzeme vidiet’ vyvoj ceny akcif
firiem General Motors, Microsoft a IBM za rok 2000 a 2008. Na d’al-
Som obrazku 1.3 je zachyteny vyvoj cien burzového indexu Dow—-Jones
a celkovy objem transakcii (dole).

Ulohou predoslych prikladov bolo poukazat’ na stochasticky cha-
rakter vyvoja cien réznych akcif a indexov na svetovych burzach. Mo-
delovanim stochastického vyvoja ceny akcie sa budeme podrobnejsie
zaoberat’ v nasledovnej kapitole. Z praktického hladiska je potrebné po-
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Obr. 1.1: Casovy vyvoj cien akcii firiem General Motors a IBM v roku 2000.

znamenat, Ze snahou investorov je minimalizovat’ svoje mozné straty
plyntce z prudkého padu cien akcii. Jednym z efektivnych nastrojov
na dosiahnutie tohto ciela je pouzitie zaistovacich nastrojov, akymi su
rozne druhy derivatov aktiv.

1.2 Derivaty ako nastroje zaistovania aktiv

V tejto Casti poukdZeme na vyznam finan¢nych a inych derivatov na
zaistovanie stability portfélia voci fluktuacidm vo vyvoji ceny daného
aktiva. Zaoberat’ sa budeme tzv. forwardovymi a opénymi typmi deri-
véatov.

1.2.1 Forwardy

Historicky prvymi nastrojmi na zabezpecovanie sa investorov voci ri-
ziku boli forwardové kontrakty. Forward je dohoda predstavujtica pravo
a stiCasne povinnost’ realizacie (forwardového) obchodu medzi vypiso-
vatelom forwardu a kupujicim na kutpu, resp. predaj aktiva v presne
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Obr. 1.3: Casovy vyvoj indexu Dow-Jones v rokoch 2000 a 2007-8.

stanovenom expira¢nom case za vopred dohodnutt expiraénti cenu.
Ako uvidime v kapitole 3, ocefiovanie forwardov je jednoduché a je
zalozené iba na troceni expiracnej ceny kontraktu. Jednoduchost’ je
predovsetkym dosledkom podmienky, ze forward je pravo a sticasne
povinnost’ realizacie obchodu. Podobnym typom derivétu je futures.
Na rozdiel od mimoburzového forwardu, futurita je burzovy produkt,
ktory je obchodovany na burze.

1.2.2 Opcie

Na rozdiel od forwardovych kontraktov opcie predstavujt typ kon-
traktu, pri ktorom ma ich vlastnik pravo, nie vSak povinnost’ kupit)
resp. predat’ dané aktivum za vopred dohodnutt cenu vo vopred sta-
novenom expira¢nom ¢ase. Opcia teda nema obligatérny charakter, t. j.
déva jej drzitelovi volnost’ pri jej uplatiiovani.

Pre lepsiu nazornost” si uvedieme jednoduchy priklad vyuZitia tzv.
kiapnej opcie. Predpokladajme, Ze vlastnime kidpnu opciu na nadkup
akcif firmy IBM za vopred dohodnutti expira¢nt cenu 60 USD, ktora
je uplatnitelna v expiracnej lehote o tri mesiace. Nech stucasné cena je
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55 USD. Ak sa za tri mesiace doby Zivota opcie cena akcie zvysi na
70 USD, tak nam vlastnictvo tejto opcie prinadsa finan¢ny zisk v podobe
10 USD, ktoré tvoria rozdiel medzi skuto¢nou cenou (70 USD) a expi-
ra¢nou cenou opcie (60 USD). V tejto situdcii hovorime, Ze opcia je in
the money, nakolko ndm jej uplatnenie prinasa zisk. Na druhej strane,
ak za spominané tri mesiace cena akcie dosiahne iba hodnotu 58 USD,
tak sa pre nés, ako majitela opcie, stdva takéto opcia bezcennou a nema
zmysel si ju uplatriovat’. Takej opcii hovorime, Ze je bezcenna, tzv. out
of the money, nakolko nam jej uplatnenie neprinasa Ziaden zisk. V3im-
nime si, Ze pravo a nie povinnost’ uplatnit’ dant opciu nam prinésa istt
vyhodu oproti tym, ktori takito moZnost’ nemajda. Samotné pravo na
ktipu sa preto stdva hodnotou. Této vyhoda vSak musi byt’ zaplatena
na zadiatku vypisovania kontraktu. Vypisovatel si od nas vyZiada tzv.
opénu prémiu za to, Ze my, ako drZitel opcie, mame toto pravo na bu-
dtce uplatnenie opcie. Zakladny problém teérie finan¢nych derivatov je
otazka, ako ocenit’ toto pravo tak, aby nedoslo k poskodeniu ani jednej
zo stran kontraktu.

Zakladné, tzv. vanilla opcie, predstavuju eurdpske typy kiupnych
opciia opciina predaj. Kiipna opcia alebo call opcia je kontrakt, v ktorom
majitel opcie ziskava pravo kupit’ akciu v presne uréenom expiratnom
¢ase t = T za vopred dohodnutt expiraént cenu E. Predajnéd opcia
alebo put opcia je kontrakt, v ktorom majitel ziskava pravo predat’
akciu v presne uréenom expira¢nom case ¢t = T' za vopred dohodnutu
expira¢ni cenu E. Aj v tomto pripade je tilohou ocenit’ hodnotu V put
opcie v ¢ase uzavretia kontraktu ¢ = 0.

Na obrézku 1.4 st zachytené redlne obchodované stavy cien call
a put opcii na akcie firmy Microsoft zo dra 21. 11. 2008. Napriklad call
opcia s expiraciu dnia 19. 12. 2008 a expira¢nou cenu E = 15 (dolarov)
stéla v rozmedzi 5,20 (bid cena - ponuka na ktipu opcie) az 5,30 (ask cena
- ponuka na predaj opcie). Cena akcie bola S = 20, 12. Rozdiel aktuélnej
a expiracnej ceny, t. j. S — E bol v tomto pripade 5,12, ¢o znamena, Ze
cena opcie je o nie¢o vdcsia, ako by bola jej hodnota v Case expiracie.
Tento jav sa déa vysvetlit’ este Stvortyzdniovou lehotou do vyprsania,
nakol'ko cena akcie je pocas tohto obdobia este vystavend stochastickym
vykyvom a uréitému riziku z mozného rastu ceny akcie. Podobne je to
pre put opciu s expira¢nou cenou E = 25, ktord v stcasnosti stoji od
4,85-4,95, ¢o je opdt’ hodnota mierne prevysujica rozdiel £ — 5 = 4, 78.

Analyzou cien opcii aj pre expiracné ceny vyssie, resp. nizsie ako
je aktuélna cena akcie vidime, Ze cena opcie sa sklada z tzv. vnutor-
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Microsoft Corporation (MSFT) Ato:41aM ET: 20,12 4 0.13 (0.65%)

Options

View By Expiration: Dec 08 | Jan 09 | Apr 09 | Jul 09 | Jan 10 | Jan 11
Options Expiring Fri, Dec 15; 2008

Calls Strike Puts

symbol last Change Bid Ask Volume Openint PFi€® symhol Last Change Bid Ask Volume Open Int
MOFLEX 15.20 0.00 1510 1520 42 34 5.00 MOFXEX N/A - 0.00 NA  NA 0 0
MOFLE.X 10.15 0.00 1010 10.20 74 2,541 10.00 MOFXB.X ©0.03 0.00 0.02 0.04 97 3,473
MOFLM.X  7.20 0.00 715 725 95 187 13.00 MOFXM.X 0.07 0.00 005 007 459 2,994
MOFLNX 6.15 0.00 B15 625 55 211 14.00 MOQFXN.X 0.10 0.00 007 010 204 2,147
MOFICX 5.06 +0.11 520 530 I1 1,348 15.00 MOFXCX 0.14 0.00 013 014 5 8,183
MOFLO.X 4.35 0.00 4325 435 263 368 16.00 MOFXO.X 0.20 40.02 019 021 2 337
MOFLO.X 3.40 0.00 330 340 122 4,157 17.00 MOFXO.X 0.32 4 0.02 0.33 034 11, 8,395
MOFLSX 1.83 4005 189 192 36 7.567 19.00 MOFXS.X 0.83 +0.06 0.77 0.80 16% 31,116
MQFIDX 128 4002 127 129 56 8,886 20.00 MOFXDX 1.14 4#0.06 113 116 109 23562
MOFLUX 0.78 4 0.09% 07> 078 105 72,937 21.00 MOFXU.X 1.83 T 0.23 165 168 1 72472
MSOLNX 040 4 0.04 041 043 350 16,913 22.00 MSOXN.X 2.58 +0.23 230 236 3 4,495
MsSQLOX 0.21 4001 020 022 125 20,801 23.00 MSOXO X 3.10 0.00 305 315 30 3.840
MSQLD.X 0.09 4 0.02 009 011 92 12,207 24.00 MSOXD.X 3.80 0.00 395 405 167 3,871

MSOLEX 0.04 4 p.02 004 005 165 14,193 25.00 MSOXEX 4.90 0.00 485 495 157 2,075
MSOLRX 0.02 0.00 002 003 161 9,359 26.00 MSOXRX 6.15 0.00 585 595 210 1,795

MSQLSX 0.02 0.00 HNA 003 224 3,643 27.00 MSOXS5.X 7.00 0.00 685 695 45 1,156
MSQITX 0.02 0.00 HNA 002 59 2,938 28.00 MSQXTX 7.55 0.00 780 7095 24 874
MSOLFX 0.01 0.00 NA 002 10 1,330 30.00 MSQXF.X 10.54 0.00 985 10.00 26 124

Highlighted options are inthe-money,

Obr. 1.4: Ceny call a put opcif s roznymi expiraénymi cenami na akcie firmy
Microsoft zo dna 26. 11. 2008.
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nej hodnoty opcie, ktord je dana vyrazom max(S — E,0) v pripade call
opcie, resp. max(E — S,0) (v pripade put opcie) a rizikovej prirazky
k vnitornej hodnote opcie, ktora oceriuje riziko plyntce zo stochastic-
kého charakteru vyvoja podkladového aktiva pocas ostavajiceho casu
do expiracie call resp. put opcie.

1.3 Debakle derivatovych obchodov

Na koniec tejto kapitoly uvedieme niekolko znamych prikladov tzv. de-
rivatovych debaklov, pri ktorych investori stratili vyznamné financné
diastky pri obchodovani s finanénymi derivatmi. Zmyslom uvedenia aj
negativnych prikladov je upozornit’ ¢itatela na skuto¢nost, Ze nepre-
myslené a nefundované pouzivanie derivatov moéze byt’ v kone¢nom
dosledku riskantnejsie, ako ich nepouZzivat’ vobec.

V druhej polovici 90-tych rokov bolo zaznamenanych niekol'ko de-
rivatovych debaklov, ktorych ticastnikmi sa stali popredné svetové in-
Stitticie. Britské spolo¢nost’ Barings stratila stovky miliénov GBP vdaka
riskantnej stratégii svojho obchodnika Nicka Leesona, ktory sa snazil
uplatnenim kombinovanej op¢nej stratégie, zameranej na o¢akdvany na-
rast ceny, dosiahntit’ dominantné postavenie na trhu s opciami, a tak sa
stat” dominantnym investorom. Pri realizovani tejto stratégie , pumpo-
val” obrovské finan¢né ¢iastky s cielom ovlddnut’ opény trh a nasledne
diktovat’ ceny. Tato stratégia mu nakoniec nevysla a Barings zazname-
nali velké straty. Americka spolo¢nost’NatWest prisla o stovky miliénov
dolarov vdaka zlému odhadu rizika plynuceho z vyraznych fluktuécii
cien akcif. Svaj¢iarska banka Union Bank of Swiss prisla o stovky mili-
6nov dolarov kvoli nespravnemu oceneniu komplikovaného derivatu,
ktory predavala na trhu za niZzsiu cenu. Derivaty sa viazalina vyvoj cien
dvoch aktiv s réznymi dobami splatnosti. Castym zdrojom omylov pri
oceniovani podobnych komplikovanych finanénych derivatov je pod-
cenenie rizikovych faktorov, variabilnych korelacii medzi jednotlivymi
aktivami a cely rad dalsich faktorov, ktoré su povacsinou dosledkom
zlej vychodiskovej statistickej analyzy predmetnych dat.

V druhej polovici roku 2008 sa zacala prejavovat’ globélna finanéna
kriza, ktorej pri¢iny sa hladali predovsetkym v nedostatoénom kontrolo-
vani derivatovych obchodov a ich nedostato¢nom kryti. O prehlbujticej
sa financnej krize v druhej Casti roku 2008 sved¢i aj pokles globalnych
indik&torov hodnot aktiv, akym je napriklad Dow-Jonesov priemyselny
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index. Treba v8ak poznamenat” a dodat, Ze napriek niektorym zlyha-
niam derivatovych obchodov, tieto patria k d6lezitym néstrojom finan¢-
ného obchodovania, pretoZe prindsajid moznost’ rozkladania budticeho
mozného rizika. Derivaty umoziiuji efektivne zaistovat’ finan¢né port-
folid. V neposlednom rade, finanéné derivaty maji vyznamna infor-
macnu ulohu, kedZe poskytuju pozorovatelom a ucastnikom na trhu
moznost’ odhalovat’ mozné budtice tendencie vyvoja samotnych aktiv,
na ktoré st ako derivaty nadviazané.



Kapitola 2

Black—Scholesov a Mertonov
model

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ odvodenim diferencialnej rov-
nice opisujticej vyvoj ceny derivatu v zavislosti od ceny akcie a ¢asu
ostavajticeho do expiracie. V znamom Black-Scholesovom modeli oce-
novania derivatov, centrdlnu tlohu zohrava modelovanie stochasticky
sa vyvijajacich aktiv. Zakladnym néstrojom, ako opisat’ takyto na-
hodny vyvoj ceny aktiva, sti tzv. Markovove nahodné procesy. Spome-
dzi velkej 8kaly roznych Markovovych procesov sa pri odvodeni Black—
Scholesovej rovnice vyuZije jeden Specidlny typ Markovovho procesu,
ktory je nazyvany Wienerov proces a jeho zovSeobecnenie - Brownov
pohyb. UkaZeme si stochasticku diferencidlnu rovnicu, pomocou ktorej
moZeme modelovat” Wienerov proces a Brownov pohyb. Uvedieme si
zékladny nastroj stochastickej analyzy - tzv. I[téovu lemu, ktord nam
bude prospesna pri dalsom odvodzovani Black-Scholesovej parabolic-
kej parcialnej diferencialnej rovnice. V tomto kroku sa budeme opierat’

21
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o niektoré ekonomické vychodiskd, akymi st averzia investora k riziku
a princip nemoZnosti existencie arbitraZe pri obchodovani s cennymi pa-
pierami a aktivami. Na zaver kapitoly budeme diskutovat’ r6zne opéné
stratégie pocnic jednoduchymi call a put opciami a kombinovanymi
stratégiami konciac.

2.1 Stochastické procesy

Stochasticky proces je ¢ - parametricky systém ndhodnych premennych
{X(t),t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnoZina indexov. Mar-
kovov proces je taky stochasticky proces, pre ktory plati, Ze ak je dana
hodnota X (s), tak budiice hodnoty X (t) pre t > s moZzu zavisiet’ iba od
X (s), nie v8ak od predoslych hodnét X (u) pre u < s. Predpokladanie
markovovského charakteru stochastického vyvoja cien akcii je v stlade
s tzv. slabou formou trhovej efektivnosti, nakolko jedine suc¢asné hodnoty
cien akcii by mali sliZit’ na vytvaranie budicich hodnot.

2.1.1 Wienerov proces a geometricky Brownov pohyb

Definicia 2.1. Brownov pohyb {X(t),t > 0} je t- parametricky systém ni-
hodnyjch velicin, pricom

i) vsetky prirastky X (t+ A) — X (t) majii normdlne rozdelenie so strednou
hodnotou uA a disperziou (alebo aj varianciou) oA,

ii) pre kaZdé delenie to = 0 < t; < to < t3 < ... < iy sil prirastky
X(t1)—X(to), X (t2) — X (t1), ..., X (tn) — X (tn—1) nezdvislé nihodné
premenné s parametrami podla bodu i),

iii) X(0) = 0.

Brownov pohyb s parametrami p = 0, 0% = 1 nazyvame Wienerov proces. |
Pri $ttdiu definicie Brownovho pohybu vzniké prirodzena otazka,
¢i jednotlivé vlastnosti st od seba nezévislé a preco stredna hodnota
a disperzia prirastkov X (t + A) — X (t) je proporciondlna prave A a
nie nejakej inej funkcii od A. Poktsime sa tieto otdzky zodpovedat.

INorbert Wiener, 1884-1964, matematik. Pracoval v matematickej analyze, teérii prav-
depodobnosti. Poklada sa zakladatela vedného odboru kybernetiky.
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Obr. 2.1: Norbert Wiener (1884-1964) a Robert Brown (1773-1858).

Uvazujme nejaké delenie intervalu [0,¢], t.j. 0 =t < t1 < ... <t, =t.
Potom zrejme

X(t)—X(0)= zn:Xi - Xi-1,

a tym padom stredné hodnoty a disperzie lavej a pravej strany musia
byt rovnaké. Pre strednt hodnotu vyrazu X (t) — X (0) dostavame podla
definicie, ze plati

B(X(t) ~ X(0)) = ult - 0) = ut .

Na druhej strane, stredna hodnota ndhodnej premennej > | X; — X,
je dana ako

E (ZXz — Xi—l) = ZE(Xz - X)) = Zu(ti —ti—1) = pt
i=1 i=1

i=1

a teda stredné hodnoty premennych X (¢) — X(0)a Y. ,(X; — X;_1) sa
rovnaju. Uvedomme si, Ze bez predpokladu, Ze kazdy prirastok X; —
X,—1 ma strednd hodnotu prave pu(t; — t;—1) by sme tento vysledok
neodvodili. Teraz sa zamerajme na disperzie premennych X (¢) — X (0)
a Y i (X; — X;_1). Zrejme podla definicie

Var(X(t) — X(0)) = o*(t — 0) = o°t.

Pripometime, Ze pre nezavislé nahodné premenné A, B plati: Var(A +
B) = Var(A)+Var(B).KedZe o prirastkoch X; — X;_; predpokladdme



24 KAPITOLA 2

ich nezavislost’ pre rézne i = 1,2, ..., n, plati

Var (i Xz - X11> = iVar(Xi — Xifl) = iaj(ti — tifl) = U2t.
=1 =1

=1

Opét’ si uvedomme, Ze bez predpokladu, Ze kazdy prirastok X; — X;_1
ma disperziu prave o(ti—ti_1), by horeuvedend rovnost’ disperzii pre
X(t)—X(0)a Y i, (X; — X;—1) neplatila.

Z predchéadzajucej definicie bezprostredne vyplyva, ze ak {w(t),t >
0} je Wienerov proces, tak pre jeho $tatistické parametre strednej hod-
noty a disperzie plat:

E(w(t)) =0, Var(w(t)) =t. (2.1)

Naviac, pre distribu¢nt funkciu rozdelenia pravdepodobnosti Wiene-
rovho procesu plati:

1 * —e2/1
P(w(t) < x) Joni [m e dg . (2.2)
Prakticka ukazka piatich numerickych realizacii Wienerovho procesu
je uvedend na obr. 2.3. Experimentalne numerické potvrdenie linearnej
zavislosti (2.2) medzi varianciou Var(w(t)) a ¢asom ¢ je uvedené na
obr. 2.4.

Brownov pohyb {X(¢),t > 0} s parametrami ;1 a ¢ mdZeme ana-
lyzovat’ aj z hladiska jeho prirastkov dX (t) = X (¢t + dt) — X (¢). Pre
ich strednt hodnotu a disperziu musi podla i) platit: E(dX (t)) = udt
a Var(dX(t)) = o?dt = o*Var(dw(t)). To ale znamena, Ze Brownov
pohyb mo6Zzeme charakterizovat’ jeho deterministickou a fluktua¢nou
zlozkou a prirastky dX (t) mozeme vyjadrit’ v tvare totdlneho diferen-
cidlu

dX(t) = pdt + odw(t) , (2.3)
kde {w(t),t > 0} je Wienerov proces. Rovnicu (2.3) nazyvame stochas-
tickd diferencidlna rovnica.

Definicia 2.2. Ak {X(t),t > 0} je Brownov pohyb s parametrami y,o a
yo € R, tak systém ndhodnijch premennych {Y (t),t > 0}

Y (t) = yoeX®, t>0

)

nazyvame geometricky Brownov pohyb.
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Obr. 2.2: Ukazka dvoch vybranych vzoriek Wienerovho procesu.
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Obr. 2.3: Sthrnné ukazka piatich vybranych vzoriek Wienerovho procesu.

Geometricky Brownov pohyb je opat’ Markovov proces a na zaklade
znalosti rozdelenia pravdepodobnosti Wienerovho procesu (2.2) sa daji
odvodit’ jeho zdkladné statistické parametre

BE(Y (1) = yoe"™* 2", Var(Y(t)) = g2+ — 1), (24)

Pre zjednodusSenie odvodenia charakteristik (2.4) ndm sta¢i uvazovat’
pripad, ked” yo = 1. Potom pre distribu¢nu funkciu G(y,t) = P(Y (t) <
y) geometrického Brownovho pohybu Y () plati, Ze G(y,t) = 0 pre
y < 0 (to je dosledok kladnosti ndhodnej premennej Y'(¢)) a prey > 0
plati:

—pt+1
- u+ny>’
ag

G.0) = PV <) = P (200
kde Z(t) jendhodné premennd, Z(t) = (—ut+InY (t))/o. Zrejme dZ(t) =
dw(t) ateda Z(t) = Z(0) + w(t) = w(t), nakolko Z(0) = 0. Teda Z(t) je
vlastne Wienerov proces. VyuZijiic poznatok o tvare distribu¢nej funkcie
Wienerovho procesu (2.2), dostavame pre distribuéna funkciu G(y, t)
nahodnej premennej Y (¢) vztah G(y,t) = 0prey < 0a

—pt+lny

=l

G(y,t e €2a¢ prey>0.
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Obr. 2.4: Casovy vyvoj disperzie Wienerovho procesu.

KedZze E(Y () = [7 yg(y,t)dy a E(Y(t)*) = [ 4°g(y,t) dy, kde
g(y,t) = a%G (y,t), vypoctom tychto integralov polahky dostavame, Ze
plati

E(Y (1)) :/OO yg(y,t)dy—/oooyg(y,t)dy

[e%S)
1 /oo 7(—#’64—;17/)2 1 d
= — e 202t J—
V2t Jo 4 gy Y

(€ = (—ut +1ny)/(oV1))

2
t oo t+ -t o0 P
et 2 et T2 (6=a VD)
- e~ Srovie ge &0 i

e d
V2T ) oo V2T oo ¢

Analogickym spésobom dostaneme aj vztah pre disperziu (2.4).

V dalsom budeme hovorit, Ze ndhodna premenna {Y(¢),t > 0}
je lognormalne rozdelenad s parametrami strednej hodnoty a disper-
zie danymi podla (2.4). Wienerov proces budeme oznacovat’ pomocou
{w(t),t > 0} a jeho prirastky za kratky ¢asovy okamih dt oznacime
symbolom dw, t.j. dw(t) = w(t+ dt) —w(t). Na zdklade definicie Wiene-
rovho procesu su pritom prirastky dw(t) navzdjom nekorelované v Case
t, ich stredna hodnota je nulova, t. j. E(dw(t)) = 0 a pre disperziu plati
Var(dw(t)) = dt. Volne povedané, prirastky dw sa daju pisat’

dw=®Vdt, kde®~ N(0,1),

t.j. ® je normalne rozdelend ndhodna premenna.
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Obr. 2.5: Ukazka dvoch vybranych vzoriek geometrického Brownovho pohybu
s kladnym driftom g > 0 (vlavo) a zapornym driftom x < 0 (vpravo).

2.1.2 Itéovalema

Kl'a¢ovu tlohu v teérii ocetiovania derivatov zohrava analyza funkcii
(derivatov), ktorych jedna premennd (aktivum) je ndhodnou premen-
nou spliiajticou nejakd stochastickt diferencidlnu rovnicu. Z tohto do-
vodu sa v nasledovnom kroku zameriame na otdzku, ¢i je mozZné zo-
stavit’ stochasticku diferencialnu rovnicu opisujiicu vyvoj l'ubovolnej
hladkej funkcie f(x,t), pri¢om premenna x je rieSenim zadanej stochas-
tickej diferencilnej rovnice. Odpoved’ na tuto otdzku nam dava Itéova
lema, ktora je jednym z pilierov analyzy stochastickych diferencidlnych
rovnic. Itéova lema ! je podla Wikipédie ,najsldvnejsou lemou vsetkijch
¢ias”.

Lema 2.1 (Itéova lema). Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennych,
pricom premennd x je riesenim stochastickej diferencidlnej rovnice

dx = p(x,t)dt + o(z, t)dw,
kde w je Wienerov proces. Potom pruvy diferencidl funkcie f je dany vztahom

_of 0f |1 a0 0O
df = 3xdx+ (815 + 57 (x,t)ax2 dt,

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

df = (af + u(:v,t)g + 102(5”’15)82]:) dt +o(1) gf

ot or 2 072 et 29

1Kijosi It6, 1915-2008, matematik. Pracoval v oblasti teérie pravdepodobnosti a stochas-
tickych procesov. Dokazal jedno z najdolezitejsich tvrdeni stochastického diferencidlneho
kalkulu - Itéovu lemu. Drzitel prestiznej Gaussovej ceny z roku 2008.
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Obr. 2.6: Kijosi It6 (1915-2008).

Intuitivny dokaz Itéovej lemy sa da previest’ rozvinutim funkcie
f = f(z,t) do Taylorovho radu stupiia 2. Skuto¢ne

Flo +dayt +dt) — f(a,t) = a{dt+g—£d
1 /82f i *f <
+3 <8x2(d )? o 8td rdt 4 ﬁ(dt) ) + cvr

Teraz vdaka vlastnosti dw = ®+/dt, kde & ~ N (0, 1), dostavame
(dz)? = o%(dw)? + 2uodw dt + 2 (dt)? = o2dt + O((dt)*/?) + O((dt)?).

Podobne vyraz dz dt = O((dt)*/?) + O((dt)?), a teda rozvoj diferencialu
df podla prirastkov dt a dz sa da napisat’ v tvare

0 0 0?
df = E)id +(6{+ (,)(%f)dt

Vztah (2.5) potom uz vyplyva z vyssie uvedeného vztahu pre df dosa-
denim vyrazu dz = p(z,t)dt + o(x, t)dw pre diferencidl dz.

2.1.3 Itéova lema pre vektorové nadhodné premenné

Predosly postup odvodenia Itéovej lemy pre funkciu skalarneho ar-
gumentu z sa da polahky rozsirit’ aj na pripad C? hladkej funkcie
f = f(7t) : R* x R — R vektorového argumentu ¥ = (1,22, ..., z,) 7.
O premennych z;, i = 1, ..., nbudeme prepokladat, Ze vyhovuju ststave
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stochastickych diferencidlnych rovnic
do; = pi(Z,t)dt + Y o (&, t)dwy,
k=1

kde @ = (w1, w2, ...,w,)T je vektor Wienerovych procesov, ktoré maja
navzajom nezavislé prirastky, t. j.

E(dw; dw;) =0prei#j, FE((dw;)?) =dt.
Vektorovo modZeme rovnice pre procesy x; zapisat’ v tvare
di = [i(%,t)dt + K(Z,t)dw,
kde K je n x n matica

K(7,t) = (0i;(%,1))ij=1,...n-

7

Potom pre prirastok df hladkej funkcie f = f(Z,t) moéZeme napisat
rozvoj do Taylorovho radu stupnia 2. Dostavame

df = %dt+vzf.df
+% <( H)TVLfdE 42V, fafd dt + 8—f(dt) ) 1 évr,

kde V. f, resp. Vi f predstavuja gradient, resp. Hessovu maticu fun-
kcie f vzhladom na premenné 1, ..., z,,. Podobne ako v odvodeni jed-
norozmerného variantu Itéovej lemy budu ¢leny dZ dt a (dt)? zaned-
batelné oproti ¢lenu dt. Rozhodujuca teda bude opat” analyza vyrazu

(dE)TV2 fdE =37,y 524 E)z dx; dz;. Na zaklade predpokladu o neza-
vislosti prirastkov dw; a dw; pre i # j dostavame, Ze plati

do;dr; = Y oiojdwg dw; + O((dt)>?) + O((dt)?)
k,l=1

~ (i aikajk> dt + O((dt)*?) + O((dt)?).

k=1
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To ale znamena, Ze rozvoj diferencialu df podla prirastkov dt, d sa da
napfisat’ v tvare

df = (af +-K:V? fK) dt + V, fdi, (2.6)

kde vyraz K : V2 fK definujeme ako

K:VifK = En: 1§

4,J=1

kO ik - 2.7
B0z, kZIU kO jk (2.7)

Vztah (2.6) pre prvy diferencial hladkej funkcie zévislej od vektora sto-
chastickych procesov je obsahom Itéovej lemy pre funkcie vektorového
argumentu. Tento vysledok zohrava dolezitt tilohu pri analyze viacfak-
torovych modelov ocefiovania derivatov trokovej miery.

2.1.4 Itéov integrdl a izometria

Doélezitym technickym nastrojom v analyze stochastickych procesov je
tzv. It6ov integrél a izometria. Konstrukcia Itéovho integralu je velmi
podobna definicii Riemann-Stieltesovmu integralu funkcii redlnej pre-
mennej.

V prvom rade si uvedomme, Ze z definicie Wienerovho procesu
{w(t),t > 0} ma ndhodna premenna w(t) normélne rozdelenie so stre-
dom nula a disperziou ¢, t. j. w(t) ~ N(0,t). Tato rovnost’ moéZeme
zapisat’ aj ako

/0 duw(r) = w(t) — w(0) = w(t) ~ N(0, 1).

To ale znamen4, Ze pre konstantnti funkciu f(7) = ¢, kde cje konstanta,
plati

[ 1) = e [ = o) - cw
= cw(t) ~ N(0,c%) = /f2 )dr).
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Této identita nam poskytuje ideu, ako zaviest’ tzv. Itéov integral mera-
telnej funkcie f : (0,t) — R takej, Ze fot f2(r)dr < .

[ f@1au(r) = tim Y 1) (i) — wm)

kde v = max(r,41 —7;) jenorma delenia0 = 79 < 7y < ... < 7, = t inter-
valu (0,t) a konvergencia sa chape podla pravdepodobnosti. Nech fun-
kcia f je konstantnd na kazdom intervale [7;, 7;41). Potom pre strednt
hodnotu koneénej sumy >0 | f(7:)(w(tit1) — w(t;)) zrejme plati

n

E (Z f(ri)(w(rig) — w(ﬂ))) =Y F@)E(w(ris1) —w(n)) =0,

i=1

pretoZe prirastky w(7i1) — w(7;) st normélne rozdelené ndhodné pre-
menné w(7; 1) —w(r;) ~ N(0,7;41 —7;). KedZe tieto prirastky st naviac
ajnezavislé a w(r11) —w(r) = ®;4/7iy1 — 7, kde ®; ~ N(0, 1), tak pre
disperziu sti¢tu nezavislych normalne rozdelenych premennych napo-
kon dostdvame

d

n

> FE)(w(ri) - w(Ti))] ) = ZfQ(Ti)E(q’?)(TiH = Ti)

i=1

n

=D ) (T — 7).

i=1

Podobne ako pri zavedeni pojmu Riemann-Stieltesovho integralu te-
raz moZeme prejst’ k limite pre normu delenia v idtcu k nule a po-
stupnosti jednoduchych schodovitych funkcii konvergujicich bodovo
takmer v8ade k meratelnej funkcii f. Dostdvame tak jeden z fundamen-
talnych vysledkov stochastického kalkulu pre Itéov integral:

Lema 2.2. Nech pre meratelnii funkciu f : (0,t) — R plati fot f2(r)dr < .
Potom existuje Itéov integril fg f(m)dw(T), ktory predstavuje normdlne roz-
delenii ndhodnii premennii s rozdelenim N (0, 02(t)), kde 0% (t) = fot f(r)%dr.
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Obr. 2.7: Ukéazka strednej hodnoty Itéovho integralu fot f(T)dw(T) (vIavo)
ajeho disperzie spolu s grafom fot f(7)2dr (vpravo) pre funkciu f(7) = sin(27).
Pocet deleni intervalu je n = 100.

To znamend, Ze platia identity:

g([ 1omm) = o
E(Ugtf(f)dw(ﬂr> _ /Otfm%zr.

Poslednd identita sa nazyjva Itéova izometria.

Poznamenajme, Ze It6ova izometria plati nielen pre meratelné fun-
kcie f, ale aj pre vSeobecné stochastické procesy, ktoré maja vlastnost’
spojitosti zlava a lokalnej kone¢nosti. Pre taky proces {H.,7 > 0} sa
Itéov integral opdt’ definuje ako limita (v zmysle konvergencie podla
pravdepodobnosti) kone¢nych stim

t n—1
/ Hoduw(7) = lim 3™ H, (w(ripn) - w(r).
0 V— P

Potom It6ova izometria mé tvar (pozri Oksendal [50])

E (U: Hwa(T)r) =F (/Ot Hde) : (2.8)

Dalsie podrobnosti o kvalitativnych ako aj kvantitativnych vlastnos-
tiach stochastickych procesov sa Citatel moze viac dozvediet’ v kni-
héch a prehladovych ¢lankoch: Karatzas a Shreve [35], Papanicolaou
[51], Hull [29], Wilmott, Dewynne a Howison [64], Melicher¢ik a kol.
[47, 45, 46], Baxter a Rennie [7].
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2.2 Black-Scholesova rovnica

V tejto ¢asti odvodime model ocefiovania finan¢nych derivatov, akymi
sd napriklad opcie. Matematické vyjadrenie tohto modelu je tzv. Black-
Scholesova parcidlna diferencidlna rovnica. Opisuje ¢asovy vyvoj ceny
derivétu akcie ako funkcie ceny akcie a ¢asu ostavajticeho do expiracie
derivatu.

Odvodenie Black-Scholesovej diferencialnej rovnice budeme sledo-
vat’ na priklade eurépskej kiipnej opcie. Pripomerime, Ze kiipna opcia
je kontrakt, v ktorom majitel opcie ziskava pravo kupit’ akciu v presne
ur¢enom expira¢nom case t = 1" za vopred dohodnutt expiraéna cenu
E. Zdoraznime, Ze dana strana ziskava pravo, ale nie povinnost’ kupit’
predmetnt akciu. Toto pravo ma teda samo osebe istti hodnotu, a preto
zan treba v Case uzavretia kontraktu ¢ = 0 zaplatit’ istd, tzv. opénu
prémiu V. Pre obe strany, t. j. pre vypisovatela opcie ako i pre drzitela
opcie, je zaujimavé vediet, aka je férova hodnota prémie tak, aby ani
jedna zo stran nebola zvyhodnena. Ozna¢me

S - hodnotu (cenu) aktiva,

V - hodnotu derivatu (opcie) na dané aktivum,

T - expira¢nt dobu, t. j. termin vyprsania derivatu.

Casovti premennti oznadime t a teda ¢ € [0, 7). Uloha spotiva v najdeni
matematickej rovnice, ktora by opisovala vztah pre funkciu ceny opcie
V = V(S,t) ako funkcie aktualnej ceny akcie S a ¢asu t. Op¢na prémia
predstavuje potom hodnotu V (S, 0) na pociatku uzatvarania kontraktu,
t.j.vcaset = 0.

Odvodenie rovnice pozostava z dvoch krokov. V prvom z nich ur-
¢ime stochasticku rovnicu, podla ktorej sa sprava I'ubovolna hladka
funkcia V' = V/(S,t) od stochasticky meniacej sa ceny akcie S a Casu ¢.
Funkcii V' vo v8eobecnosti hovorime finan¢ny derivat. V druhom kroku
zostavime tzv. samofinancujtice sa bezrizikové portfélio vhodnou kom-
binaciou kupy, resp. predaja akcii, opcii a bezrizikovych dlhopisov.

2.2.1 Stochasticka rovnica pre derivat stochastickej ceny
akcie

Ako sme uz spomenuli v predoslej kapitole, na modelovanie ndahodného
vyvoja ceny akcie ako funkcie ¢asu S = S(t) pouZijeme stochasticku
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diferencialnu rovnicu reprezentujicu geometricky Brownov pohyb
dS = pSdt + oSdw, (2.9)

kde dS znamena zmenu ceny akcie za ¢asovy okamih dt, ;1 je o¢akdvany
vynos alebo trend vyvoja akcie, o je volatilita ¢asového vyvoja akcie.
Znakom dw sme oznacili diferencidl Wienerovho procesu. Pozname-
najme, Ze stochasticka rovnica (2.9) sa da napisat’ aj v tvare

% = pdt + odw ,
pri¢om z tohto zapisu je jasnejsie, Ze v ¢asovej analyze je podstatnou in-
forméciou iba relativna zmena d.S/S a nie absoltitna zmena ceny aktiva
dS. Dovodom je ten fakt, Ze hladany model musi byt’ v konetnom do-
sledku nezavisly od volby jednotiek, teda vysledna ocetiovacia formula
musi mat’ rovnaky tvar nezéavisle od toho, ¢i cenu meriame v eurach
alebo v ich stotinach, t. j. centoch.

V nasledovnom kroku odvodime stochastickt diferencidlnu rovnicu
opisujucu vyvoj lubovolnej hladkej funkcie (derivatu) ceny akcie a &asu.
Ak funkcia V' = V(S,t) je nejaka hladka funkcia dvoch premennych,
pri¢om premennd S je sama osebe funkciou ¢asu S = S(t) a vyhovuje
stochastickej diferencidlnej rovnici (2.9), tak sa pytame: akt stochastickti
rovnicu bude spliiat’ funkcia V = V (S, t)? Odpoved’ na tito otdzku ndm
dava hlboky vysledok z tedrie ndhodnych procesov —Itéova lema, ktora
bola uvedend v predoslej casti (lema 2.1). V naSom pripade premennd
S vyhovuje stochastickej rovnici (2.9), t. j. dS = pSdt + 0Sdw, a teda
(S, t) = uS,o(S,t) = 0S. Na zaklade Itéovej lemy cena derivatu akcie,
teda funkcia V (S, t) nahodného procesu S, bude vyhovovat’ stochastic-
kej diferencialnej rovnici

1 >V

_[(oV ov 900 ov
dV_(at —l—,uSaS—i-ZUS aS?)dt—l—aSanw. (2.10)

2.2.2 Samofinancovana stratégia tvorby portfélia s nulo-
vym rastom investicii

V tomto kroku sa budeme zaoberat’ vytvaranim portfélia pozostavaju-
ceho z akcif jedného druhu, opcif na tieto akcie a bezrizikovych dlho-
pisov. Myslienka samofinancovanej stratégie tvorby portfélia spociva
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v dynamickom predaji, resp. kipe jednotlivych zloZiek portfélia tak,
Ze na udrZanie jeho nulovej rizikovosti nie st potrebné Ziadne dal-
Sie investicie (tzv. podmienka nulovych investicii) a Ze ndkup, resp.
predaj niektorej zo zloZiek portfélia je kompenzovany predajom, resp.
kapou inej zlozky portfélia (tzv. podmienka samofinancovanosti port-
folia). Tento spdsob odvodenia Black-Scholesovej rovnice nalezi Mer-
tonovi a jeho odlisnost” od odvodenia Blacka a Scholesa spociva prave
v uvazovani samofinancujiceho sa portfélia s nulovym rastom inves-
ticif. Poznamenajme, Ze predpoklad o snahe dosiahnit’ bezrizikové
portfélio, je zdkladnym pilierom odvodenia Black-Scholesovej rovnice.
Tento predpoklad vychadza z predstavy o snahe investorov dosiahnut’
rizikovo neutrdlne stratégie obchodovania s cennymi papiermi. Hoci
dnes uz vieme, Ze predpoklad o konstrukcii bezrizikového portfélia sa
dé z praktického hladiska spochybnit, napriek tomu ho budeme pos-
tulovat’ ako vychodisko pre odvodenie zakladného Black-Scholesovho
modelu. V kapitole 5 sa napokon budeme zaoberat’ aj modifikaciami za-
kladného Black-Scholesovho modelu, ktoré budt zohl'adtiovat’ okrem
iného realistickejsie predstavy o bezrizikovosti portfélia, o obmedzenej
likvidite trhu alebo o zahrnuti transakénych nakladov do modelu.

V nasledovnom kroku budeme vytvarat’ portfélio pozostavajtice
z uréitého mnoZstva akcii, opcii na tieto akcie a bezrizikovych dlhopisov.
UvaZovat’budeme o tzv. samofinancujiicom sa portféliu, t.j. o portféliu,
v ktorom sa nékup, resp. predaj jednej z uvedenych troch zloziek musi
uhradit’ predajom, resp. nakupom inej zlozky portfélia. Presnejsie, nech
v Case ¢ je portfolio zloZené z Qg kusov akcif v cene S, Qv kusov opcif
v cene V a petiazného objemu B bezrizikovych dlhopisov nevyplacaji-
cich kupény. Ak si oznaé¢ime Mg = SQs, My = VQy, tak predpoklad
nulovych investicii znamend, Ze musi platit’ Mg + My + B = 0, pre
vsetky casy t € [0,7], t.j.

SQs+VQv + B =0, 2.11)

pret € [0, T]. Mertonovu podmienku samofinancovanosti portfélia mo-
Zeme preto vyjadrit’ v tvare:

SdQs +VdQy + 6B =0 (2.12)

pricom dQg, dQv, 0B oznalujui postupne zmeny poctov akcii, opcif
a zmenu objemu bezrizikovych dlhopisov drzanych v portféliu, ktoré
sa pouzili na samofinancovanie ndkupu, resp. predaja akcii a opcif. Pri-
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pometime, Ze pre bezrizikové dlhopisy nevyplacajtce kupony plati jed-
noduché ocetiovacia rovnica B(t) = B(0)e™, kde r > 0 je spojita miera
drocenia dlhopisu. Této rovnica sa v diferencialnom tvare dé prepisat’
ako dB = rBdt. Zmena objemu dlhopisov by bola doteraz zavisla iba
na spojitom tro¢eni istiny B(0). KedZe vak dlhopisy dynamicky pouzi-
vame aj na samofinancovanie portfélia prostrednictvom ich kupy, resp.
predaja v objeme 0B (vid' (2.12)), celkova zmena periazného objemu
dlhopisov dB je potom dand vztahom

dB = rBdt +6B. (2.13)

Diferencovanim vztahu (2.11), nasledne dosadenim (2.13) do (2.12) a vy-
jadrenim ceny B z rovnice (2.11) nakoniec dostaneme, Ze musi platit’

0 d(5Qs +VQy + B)
SdQgs + VdQy + 6B + QsdS + QudV + rBdt
QsdS + QudV — r(SQs + VQv ) dt,

a teda po vydeleni nenulovou hodnotou Qv poctu opcii v portféliu
napokon ziskavame

AV —rVdt — A(dS —rSdt) =0, kde A= —=3 (2.14)

Pripomerime, Ze oba nahodné procesy, t. . cena akcie .S, ako i cena opcie
na akciu V, vyhovuju stochastickym diferencidlnym rovniciam

ds = wSdt + oS dw,
v = (% +uS5% + 132258 ) dt + 0555 dw.

Dosadenim tychto vztahov pre diferencidly dS a dV, po dpravach
dostavame

v OV 1, 0%V
<8t+usas+205852—’rv—AuS+AT‘S dt
ov

Cielom investora je teraz skombinovat’ svoje portfolio pozostavajtice
z akcii, opcif a dlhopisov tak, aby neutralizoval vystavenie svojho port-
folia riziku. Takéto spravanie sa investora sa oznacuje ako averzia in-
vestora k riziku. Zrejme jediny rizikovy ¢len vo vyssie uvedenej rovnici
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je reprezentovany stochastickym ¢lenom dw Wienerovho nahodného
procesu. Neutralizovanie vplyvu tohto stochastického, a tym padom
rizikového, ¢lena sa da vyberom pomeru A

1%
A== (2.15)

Naslednym dosadenim takéhoto vyberu A do deterministického zvysku
rovnice, dostavame vyslednu parcialnu diferencidlnu rovnicu
1 0%V oV

oV 3 o2 B
<at+2(f S 8524-7“585—7"‘/) dt—O,

2 feda ov 1 o*V ov

54‘50252@4‘7'5%_7”‘/:0, (216)
ktord je znama ako Black-Scholesova rovnica na oceniovanie derivatov
akcii. Odvodenie tejto rovnice bolo prvykrat uvedené v praci Blacka
a Scholesa [8]. Vel'mi dobra referencia je aj novsi clanok Dewynne a kol.
[15], kde sa citatel moZe oboznamit’s roznymi aspektami ocefiovania
nielen eurépskeho typu opcii, ale aj americkych opcii.

Uvedme este jedno uZitoéné zovseobecnenie Black-Scholesovej rov-
nice pre pripad akcie, ktorad spojite vyplaca dividendy s ro¢nou divi-
dendovou mierou D > 0. V tomto pripade drzanim akcie v hodnote S
ziskame za ¢as dt dividendovy podiel DSdt. Vyplatenim dividend vSak
samotnd cena akcie kles4, ¢o sa prejavi na zniZenom trende ceny akcie.

Teda cena akcie bude vyhovovat’ stochastickej rovnici
dS=(u—D)Sdt+oSdw.

Na druhej strane, ziskanim dividend dostdvame nové prostriedky do
nasho samofinancujiceho sa portfélia v celkovom objeme DSQg dt za
¢as dt. Tato sumu by sme mohli ako dodatoény prijem priratat’ do
pravej strany rovnice pre zmenu objemu dlhopisov (2.13), t. j. dB =
rBdt + 0B + DSQs dt. Tento doplnok sa prejavi v modifikacii rovnice
(2.14), ktora nadobudne tvar

dV —rVdt — A(dS — (r—D)Sdt) =0.
Opakovanim d'alsieho postupu nakoniec prideme k modifikovanej rov-
nici (2.16) zahriiujacej dividendovt mieru D
ov 1 0*V ov

at+205852+(r D)SE)S rV =0. (2.17)
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Obr. 2.8: M. S. Scholes a R. C. Merton - nositelia Ceny Svédskej banky za
ekonémiu (Nobelova cena) v roku 1997.

2.3 Termindlové podmienky

Pri odvodzovani samotnej Black-Scholesovej rovnice sme nikde nevy-
uzili predpoklad o tom, Ze derivat predstavuje kiipnu call opciu. V tejto
Casti ukdZeme, Ze k samotnej Black-Scholesovej rovnici (2.16) musime
doplnit’ dalsie podmienky, ktoré budu blizsie uréovat, o aky typ de-
rivatu sa jedna. Stthrnne im hovorime terminalové pay-off (vyplatné)
podmienky, nakol’ko st to podmienky na tvar zavislosti ceny derivatu
od ceny akcie v ¢ase expirécie T, t. j. v ¢ase uplatnenia opcie.

2.3.1 Pay-off diagram kupnej call opcie

V pripade eurépskej kipnej opcie sa k Black-Scholesovej rovnici (2.16)
resp. jej dividendovej modifikacii (2.17), musi doplnit’ aj koncova pod-
mienka na cenu opcie v ¢ase expiracie 7'. Jej zmysel je v tom, Ze ak ak-
tuédlna cena S akcie v ¢ase T' prekroc¢i hodnotu E, na ktorti bol uzavrety
op¢ny kontrakt typu call, tak cena opénej prémie (keby sa za tiu platilo
v Case T') je zrejme rozdiel medzi aktualnou cenou S a dohodnutou ce-
nou E, t.j. S — E. Tento zaver plynie z predpokladu o nepripustnosti
arbitraznej prilezitosti na trhu, t. j. moznosti bezrizikového zisku. Na
druhej strane, pokial aktuélna cena akcie neprekro¢i dohodnutt cenu
E, tak opcia nemé Ziadnu hodnotu, pretoZe ju vobec neuplatnime. To
znamend, Ze v Case t = T je vycislenie ceny opcie jednoduché a je dané
ako funkcia (pozri obr. 2.9)

V(S,T) = max(S — E,0). (2.18)
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Obr. 2.9: Terminalové pay-off diagramy pre kipnu call (vlavo) a put opciu
(vpravo) s expiracnou cenou E = 50.
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Obr. 2.10: Terminalové pay—off diagramy bullish (vlavo) a bearish (vpravo)
spread stratégii pre expiracné ceny E1 = 50, E> = 60.

2.3.2 Pay-off diagram put opcie

Ak uvaZzujeme eurdpsku put opciu, bude odvodenie koncovej pod-
mienky na cenu opcie v ¢ase expiracie T' vychadzat’ z podobnej tivahy
ako pre call opciu. V pripade, Ze aktualna cena S akcie v ¢ase T' pre-
kro¢i hodnotu E, na ktorti bol uzavrety opény kontrakt typu put, tak
cena op&nej prémie je nulové, nakolko nebude mat’ zmysel uplatiiovat’
si prdvo predat’ opciu za niZsiu expira¢nt cenu E ako je redlna trhovéa
hodnota akcie S. Na druhej strane, pokial aktuélna cena akcie je mensia
ako dohodnuta expira¢na cena F, tak opcia méa hodnotu, ktorej vyska sa
v Case expiracie t = T rovna rozdielu £ —S. To znamen4, Ze terminélovy
pay-off diagram put opcie je funkcia

V(S,T) = max(F — 5,0). (2.19)
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2.3.3 Pay-off diagramy vybranych op¢énych stratégii

Bullish spread je kombinaciou ktpy a predaja dvoch call opcii vypisanych
na tua istd akciu, jedna s nizSou a druha s vysSou expiracnou cenou,
E, < E5. Vyjadrenie pay—off diagramu je nasledovné:

V(S,T) = max(S — E1,0) — max(S — E»,0). (2.20)

Bearish spread je, naopak, kombinaciou predaja a kupy dvoch call opcif
vypisanych na tt istt akciu, jednej s nizZSou a druhej s vy$sou expira¢nou
cenou, F; < Es. Vyjadrenie pay-off diagramu je nasledovné:

V(S,T) = —max(S — E1,0) + max(S — E»,0). (2.21)

Stratégia bullish spread predstavuje stratégiu zamerant na ocakavany
narast ceny akcie, pricom sa da v pripade jej skuto¢ného narastu dosiah-
nut’ urcity zisk. Stratégia bearish spread naopak predstavuje stratégiu
zamerand na o¢akavany pokles ceny akcie. Z pay—off diagramov oboch
stratégii typu spread vyplyva, Ze moznost’ zisku ako aj straty je vzdy
obmedzena.

Bought straddle stratégia spociva v kipe jednej call opcie a jednej put
opcie vypisanych na tua istd akciu, s rovnakymi expiraénymi cenami
E a dobou splatnosti. Pomocou tejto stratégie moZe investor limito-
vat’ straty v pripade, Ze cena akcie je v blizkom okoli expiracnej ceny.
V opac¢nom pripade je mozZnost’ zisku vysoka. Matematické vyjadrenie
terminédlovej podmienky v ¢ase expiracie t = 7' je nasledovné:

V(S,T) = max(S — F,0) + max(F — 5,0). (2.22)

Sold straddle je kombinaciou predaja jednej call opcie a jednej put
opcie vypisanych na ta istti akciu, s rovnakymi expira¢nymi cenami £
a s rovnakou dobou splatnosti.

V(S,T) = —max(S — E,0) — max(E — S,0). (2.23)

Butterfly je kombinovana stratégia, ktord pozostava z kipy dvoch
call opcii, jednej s nizkou F; a jednej s vysokou E4 expira¢nou cenou,
a predaja dvoch call opcii s rovnakymi expiraénymi cenami E; = E3,
pricom Ey < E; = E3 < Ej4. Naviac by malo platit, Ze £y + E4 =
Ey + E3 = 2E,. Pripominame, Ze vSetky opcie st vypisané na td istt
akciu a majd rovnaku dobu splatnosti. Stratégia butterfly je zaloZena na



2.3. TERMINALOVE PODMIENKY 41

50 0
40 -10
30 -20

v Y

20 -30
10 -40
0 -50

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

s s

Obr. 2.11: Terminalové pay-off diagramy bought (vlavo) a sold (vpravo)
straddle stratégii pre expira¢nti cenu £ = 50.
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Obr. 2.12: Terminélové pay-off diagramy butterfly (vlavo) a condor (vpravo)
spread stratégii pre expiracné ceny Ey = 50, E> = E3 = 60, E4 = 70 (butterfly),
resp. E1 = 50, B> = 60, E3 = 65, 4 = 70 (condor).

investorovom predpoklade o stabilite ceny, teda bude ziskova v pripade,
Ze cena akcie bude v okoli hodnoty Ey = Es.

V(S,T) = max(S — E1,0) — max(S — F»,0)
— max(8 — E3,0) + max(S — Ey,0). (2.24)

Condor je stratégia podobajtca sa butterfly, s tym rozdielom, Ze expi-
raéné ceny predanych call opcif sa nerovnaji, Ey # E3, t.j. E1 < Ey <
Es < E4, pricom matematické vyjadrenie terminalovej podmienky je
opdt’ dané vzorcom (2.24). Stratégia condor bude ziskova pri ocaka-
vanom néraste ceny akcie, pricom maximalny zisk sa bude realizovat’
v pripade, Ze sa cena akcie bude pohybovat’ v intervale (Es, Es3).

Bought strangle je kombinaciou kuipy jednej call a jednej put opcie,
pri¢om call opcia je vypisana na vysoku expira¢ntd cenu Es a put opcia je
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Obr. 2.13: Terminalové pay-off diagramy bought (vlavo) a sold (vpravo) stran-
gle stratégii pre expiracné ceny E1 = 50, B2 = 70.

nanizku expira¢nti cenu £, pricom E; < E,. Vyjadrenie termindlového
pay-off diagramu je nasledovné:

V(S,T) = max(S — F»,0) + max(E; — S,0). (2.25)

Sold strangle je kombinaciou predaja jednej call a jednej put opcie, pri-
¢om call opcia je vypisana na vysoku expiraénii cenu E, a put opcia je
na nizku expiraént cenu E;, pricom F; < E,. Maximalny zisk touto
kombinaciou dosiahneme, ak cena akcie bude v intervale (E4, E3). Vy-
jadrenie termindlového pay—off diagramu je nasledovné:

V(S,T) = —max(S — F2,0) — max(E; — S,0). (2.26)

Na zaver tohto stru¢ného prehladu najzndmejsich opénych stratégii
uvedieme eSte tri jednoduché derivaty, ktoré spadajii do kategérie tzv.
bindrnych opcii.

Cash-or-nothing je typ op¢nej ,stavky”, pri ktorej majitel opcie zis-
kava pevny vynos (povedzme hodnotu 1), pokial cena aktiva S pre-
siahne expira¢ni cenu E. To znamend, Ze vyjadrenie terminédlového
pay-off diagramu je nasledovné (pozri obr. 2.14):

V(S,T)=1 ak§ > E, V(S,T)=0 akS<E. (2.27)
Asset-or-nothing je typ op¢nej ,stavky”, pri ktorej majitel’ opcie zis-
kava hodnotu aktiva S, pokial tato cena presiahne expiraénti cenu E. To

znamen4, Ze vyjadrenie terminalového pay—off diagramu je nasledovné
(pozri obr. 2.14):

V(S,T)=S, akS>E, V(S,T)=0, akS<E. (2.28)
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Obr. 2.14: Terminalové pay—off diagramy Cash-or-nothing (vlavo) a Asset-or-
nothing (vpravo) opénych stratégii pre expiraénti cenu E = 50 a Digitalnej opcie
(dole) s 1 = 50.

Digitdlna opciaje typ ,stavky”, priktorej majitel opcie ziskava pevny
vynos (povedzme 1), pokial sa cena akcie S bude nachadzat’ v intervale
(E1, E3). To znamend, Ze vyjadrenie terminalového pay-off diagramu
je nasledovné:

V(S,T)=1, akSe€ (B, Ey), V(S,T)=0 inak. (2.29)

O ocenovani a vyzname roznych opénych stratégif ako aj o ich prak-
tickom pouZiti sa &itatel moze viac dozvediet’ v knihach, u¢ebnych
textoch a zapisoch z prednasiek: Hull [29], Wilmott, Dewynne a Howi-
son [64], Melicher¢ik a kol. [47, 45, 46], Baxter a Rennie [7], Komornik
a kol. [37] a Straka [55].

2.4 Okrajové podmienky pre cenu derivatov

Z pohladu analyzy parcialnych diferencialnych rovnic typu Black-Scho-
lesovej rovnice je potrebné zadat’ pociatocné (resp. koncové) podmienky
a podmienky na okraji zadavanej oblasti. Koncovymi, tzv. terminélo-
vymi podmienkami sme sa zaoberali v predoslej ¢asti. Cielom tejto casti
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je poukazat’ na spdsob urcenia okrajovych podmienok pre zdkladné
typy opcii, akymi st kiipna call a put opcia na predaj.

2.4.1 Okrajové podmienky pre call a put opcie

Najprv odvodime okrajové podmienky pre eur6psku kipnu call opciu.
Oblast/, na ktorej budeme uvazovat’ premennd S (cenu opcie), bude
interval [0, o). Podmienka na hodnotu ceny call opcie na Iavom okraji
S = 0 vychadza z jednoduchej tvahy, Ze opcia na akciu, ktora prave
dosiahla svoj default (krach firmy) S = 0, je nulov4, t.j. V..(0,¢) = 0. Na
druhej strane, pre vysoké hodnoty ceny akcie S — oo sa cena opcie musi
pribliZovat’ hodnote S. Presnejsie, rozdiel ceny opcie V' a ceny akcie
S sa pre velké hodnoty musi priblizovat’ zaporne vzatej expiratnej
cene F diskontovanej o tirokovii mieru r. To znamend, Ze okrajové
podmienky pre eurépsku kiipnu call opciu nevyplacajticu dividendy sa
dajt vyjadrit’ nasledovne:

Vee(0,8) =0, lim Veo(S,8) — § = —Eem(T=Y) (2.30)

pre kazdé t € (0,T). V pripade, Ze akcia spojite vyplaca dividendy s
mierou D > 0, okrajové podmienky maju tvar

Vee(0,1) =0, Jim Vee(S,t) = Se ™ PT=H) = _pe="(T=t  (2.31)

pre kazdé ¢ € (0,T), o znamenad, Ze cena opcie sa pre velké hodnoty
ceny akcie S priblizuje diskontovanej cene akcie Se~P(T—") zniZenej o
expira¢ni cenu E diskontovand tirokovou mierou r

Okrajové podmienky pre eurépsku put opciu vychadzajt z podob-
nych uvah ako pre call opciu. Pre velké hodnoty ceny akcie straca put
opcia hodnotu, a preto V, (o0, t) = 0. Na druhej strane, pre akciu v de-
faultovom stave S = 0 je zrejme hodnota put opcie rovné expiracnej
cene diskontovanej o tirokovt mieru bezrizikového dlhopisu, t. j.

Vep(0,1) = Be m(T1), (2.32)
Sdhrnne sa potom daji okrajové podmienky pre put opciu vyjadrit’
nasledovne:

Vep(0,1) = Be "It lim V,,(S,t) =0, (2.33)

S—o0

pre kazdé ¢t € (0,T), bez ohl'adu na to, ¢i akcia vypléaca alebo nevyplaca
dividendy.
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2.4.2 Okrajové podmienky pre kombinované op¢né stra-
tégie

V pripade, Ze médme za tlohu ur¢it’ zodpovedajtice okrajové podmienky
inych opénych stratégii ako st jednoduché vanilla opcie (call resp. put),
postupujeme tak, Ze si najprv terminalovy pay-off diagram (pre expi-
raény Cas t = T) prislusnej stratégie rozlozime na linedrnu kombinaciu
call, resp. put opcii. Potom prislusné okrajové podmienky pre ostatné
¢asy t € (0,7") budu takou istou linedrnou kombinédciou okrajovych
podmienok vytvarajtcich call a put opcii uvedenych v predoslej ¢asti.

Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Podrobne odvodte vzorec pre disperziu geometrického Brownovho po-
hybu (2.4), t.].

Var(Y (t)) = y2e o (e — 1).

2. Podobne ako Brownov pohyb, aj geometricky Brownov pohyb mo6Zeme
rozlozit’ na jeho deterministickti a fluktuaéna zlozku. Diferencovanim
vztahu Y (t) = yoeX®, kde dX(t) = pdt + odw(t) dostivame, Ze pre
prirastky dY (t) plati dY = yoe*dX = Y dX, a teda formélne dostdvame,
ze by malo platit’ dY (t) = pY (t)dt + oY (t)dw(t). Na druhej strane,
aplikovanim It6ovej lemy na funkciu f(z) = e” naopak dostidvame, Ze
proces Y vyhovuje stochastickej rovnici dY (t) = (u + 02/2)Y (t)dt +
oY (t)dw(t). Ktord z uvedenych foriem stochastickej rovnice pre Y je teda
spravna? Kde sme sa dopustili chyby?

3. Nech X je Brownov pohyb s parametrami ppa o, t.j. dX (t) = pdt+odw(t).
Napiste stochastickti rovnicu pre nasledovné funkcie od premennej X
acasut: f(z,t) = 2% f(x,t) = e f(x,t) = In(1 + 2?).

4. Predpokladajme, Ze sa cena akcie riadi geometrickym Brownovym po-
hybom s parametrami ;1 = 0, 3750, 0% = 0,0669 (odhady parametrov
geometrického Brownovho pohybu z dennych cien akcii firmy Google od
7.2.2007 do 7. 2. 2008). 14. 2. 2007 bola jej cena 459,1 USD.

o Nijdite stredntt hodnotu a zobrazte graf pravdepodobnostného roz-
delenia ceny tejto akcie o Stvrt’ roka.

e Aké je pravdepodobnost, Ze o rok bude cena tejto akcie niZsia ako
je sticasna?
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o Akajepravdepodobnost, Ze o pol roka bude cena vyssia ako 600 USD?

5. Kontrakt medzi vypisovatelom opcie a kupujacim opcie znie: Opcia
opraviiuje majitela jej uplatnenim kupit’ akciu za expiraénu cenu Ei
v expira¢nom case T. V okamihu uplatnenia opcie v8ak musi majitel
opcie predat’ vypisovatelovi dant akciu za expiraént cenu E» pricom
E, < Es. Aky je pay-off diagram tejto stratégie v ¢ase expiracie T? Kto-
rej zndmej stratégii sa podobda? D4 sa tato stratégia realizovat’ pouZitim
vanilla opcii, t. j. call resp. put?

6. Z Itéovej lemy vieme, Ze diferencidl procesu z(t) = exp(w(t)) nie je
x(t)dw(t). Najdite funkciu z(t), pre ktora plati dz(t) = (t)dw(t).

7. Nech cena akcie S splita stochasticku diferencialnu rovnicu dS = puSdt +
o Sdw. Néjdite stochastickti diferencialnu rovnicu, ktord splia jej sicasna
hodnota S(t) = e” " S(¢).

8. Ako zavisi cena eur6pskej call, resp. put opcie na expiracnej cene? Je to
z&vislost’ rasttca alebo klesajtica?

9. Oznaéme (S, E, ), p(S, E, T) cenu eur6pskej call a put opcie s expiraé-
nou cenou F, ak aktudlna cena akcie je S a do expiracie zostava Cas 7.
Bezrizikova tirokova miera je 7. Pomocou konstrukcie vhodného portfélia
a vylaéenia arbitraze dokézte nasledujtice vlastnosti:

(@) ¢(S,E1,7) < (S, B2, T) pre E2 > Ei,

(b) p(sa E17T) S p(S7 E27 T) pre El Z E2/

(C) S—eT < C(S7Ea7-) < S/

(d) (B2 — E1)e™"" <¢(S,Er,7) — c(S, E2, T) pre E1 > E»,

(e) c(S, E,T)ajp(S, E, T) st konvexné funkcie expiratnej ceny E.

10. Prirad'te nasledovné procesy ich simul4cidm na grafe obr. 2.15:

(@) ®1(t) =5+ 2t + 3w(t),
(b) x2(t) = —2t + w(t),

(c) z3(t) =542t + w(t),
(d) za(t) = 2t + w(?).

11. Najdite rozdelenie nasledujticich ndhodnych premennych:
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Obr. 2.15: Simulécie ndhodnych procesov.

(@) w(2),

(b) w(5) —w(3),

(c) z(t) = 14 2t+ 3w(t), kde t je Tubovolné kladné &islo (t. j. rozdelenie
hodnoty procesu z(t) = 2¢ + 3w(t) v Case t),

(d) w(1l) 4+ w(2) (pozor, w(1) a w(2) nie sti nezéavislé) ,
(e) exp(t + 0,3w(t)) kde ¢ je lubovolné kladné ¢islo,
(f) exp(0,05w(t)) kde t je Iubovolné kladné &islo.

12. Predpokladajme, Ze pre vyvoj ceny akcie plati S(t) = S(0)et*Tow®).

Uvazujme cenu akcie o ¢t rokov a pravdepodobnost, Ze v tomto ¢ase bude
cena akcie mensia ako stiasna. Ako tato pravdepodobnost’ zévisi od
¢asu t? (Intuitivne: Deterministickd Cast’ procesu je exponencidlny rast,
takZe tato pravdepodobnost’ by sa mala zmensovat. Na druhej strane, je
tu dlhsi ¢as na to, aby nastala nejaka vyrazna odchylka od trendu smerom
nadol, sposobené ndhodnou ¢astou procesu. Co prevazi?)



Kapitola 3

Euroépske typy derivitov

Cielom tejto kapitoly je analyzovat’ moZnosti ocefiovania eur6p-
skych typov opcii. Zakladnou charakteristikou eurépskeho typu op¢-
nych kontraktov je vlastnost, Ze k uplatneniu opcie méZe dojst’ len
v presne stanovenom case expirdcie ¢t = T'. UkaZeme, Ze pre takyto typ
op¢nych kontraktov je mozné odvodit’ explicitny vzorec pre rieSenie
Black-Scholesovej parcialnej diferenciélnej rovnice na ocetiovanie opcii.
Najprv sa stistredime na jednoduché vanilla opcie typu call, resp. put.
Neskor ukazeme, ako rozsirit’ znalosti o oceriovani call a put opcii aj na
pripad kombinovanych opénych stratégii, ktoré sme skiimali v predoslej
kapitole.

3.1 Ocemovanie call a put opcii

Pripomenime, Ze na zéklade odvodeného Black-Scholesovho modelu
oceniovania derivatov ma prislusna parcialna diferencidlna rovnica opi-

48
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sujlica vyvoj ceny opcie na dant akciu vyplacajtcu spojité dividendy
tvar:
oV 1 4 0%V ov
— + = —— —D)S%— — 7V = ,
6t+205 6SQ—i—(r )585 r 0, (3.1)

V(S,T)=V(S), S>0,tel0,T].

Vyznam jednotlivych veli¢in je nasledovny: V = V' (S, t) je cena opcie na
akciu, pri¢om S > 0 je sti¢asnd cena akcie v ¢ase ¢t € [0,T] aT > 0je &as
vyprsania (expirécie) opcie. Dalsimi parametrami tlohy st: o volatilita
akcie, t. j. standardnd odchylka ¢asového vyvoja ceny akcie, 7 je spojita
drokova miera bezrizikového dlhopisu nevyplacajticeho kupény a D
spojitd ro¢na miera dividendy vyplacanej akciou.
Nakoniec pripometime, Ze terminélové (koncova) podmienka V (S) =

V(S,T) v Case expirdcie je v pripade eur6pskej call opcie zadand nasle-
dovne:

= S—FE, preS>FE
V() = max($ — E,0) = {0 5re0<S<E

kde E je expira¢na cena, na ktort je dohodnuty opény obchod v ¢ase T'.
V pripade, Ze sa jednd o put opciu, je terminalova podmienka vyjadrena
ako:

_ E-S, pre0<S<FE
V(S) = max(E - 5,0) = {07 PpreE <8.

Zakladnd myslienka rieSenia rovnice (3.1) so zadanou koncovou
podmienkou spociva v istej postupnosti transformaécii tejto parabolickej
rovnice, ktord sa po tpravach transformuje na zékladny tvar parabo-
lickej rovnice u; — a?uz, = 0, (z,t) € (—o0,00) x [0,7] so zadanou
pociato¢nou podmienkou.

1. krok - Zdamena ¢asu. Spociva v transformovani ¢asu ¢ € [0, 7] tak,
aby plynul opa¢nym smerom, t. j. od ¢asu expiracie T' do pociatocného
asu t = 0. Zavedme preto novd premennti 7 = T — ¢ a poloZme

W(S,7) =V (S, T —7), teda V(S,t)=W(S,T —1t).

S vyuzitim vztahu dt = —dr sa rovnica (3.1) transformuje na tvar:
ow 1 , ,0°W ow B

W(S,0) =V (S), S>0,7¢€l0,7).
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2. krok - Logaritmickd transformdcia ceny akcie. Spo¢iva v zavedeni
substiticie S = €”, z = In .S a zavedeni novej funkcie

Z(x,7)=W(e", 1), teda W(S,7)=2Z(InS,7).

Poznamenajme, Ze S € (0,00) prave vtedy, ked z € (—o0,00). Viac-
nasobnym pouzitim pravidla o derivovani zloZenej funkcie postupne
dostavame:

0z 0w 0*Z 0 O°W ow 5282W 0z

a5 a2 P toes T e T

Rovnicu (3.2) potom mdzeme prepisat” ako

2z 2 07
028—|—<U—7‘+D>ax—|—7‘Z=O,

9z _
Z(x,0) =V(e"), —oo<z<o0,TE€][0,T]

3. krok - Transformidcia na zdkladnii parabolickii PDR u; — a®ug, = 0.
Clenov nizgieho radu (podla stuptia derivécie) Z a 2 samozeme zbavit
prostrednictvom exponenciélnej transformécie:

u(z,7) = e Z (1), t.j. Z(z, 1) = e TPy (x, 7)),

kde konstanty «, 8 budti uréené neskoér. Zrejme plati

0Z _ e—am—ﬁf (6U _ Oé’U/) ,

ox ox

0?7 onsr [(OPu ou
w = e B (axz —QOéax—‘r()éQu) ;
0Z —ap—pr [ OU

Pre novi transformovant funkciu u dostdvame, Ze je rieSenim parcidlnej
diferencialnej rovnice

ou o2 d%u ou
v 9 g% A% L By =
or 2 0x2 + Ox +Bu=0,

u(z,0) = eV (e%),
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kde pre koeficienty A, B platia vztahy

2

2 2 2
A:a02+%—r—|—D, aB:(l—l—oz)r—ﬁ—ozD—M

2

Jednoduchym vypoctom sa méZeme presvedcit, Ze konstanty «, 3 sa
daja urdit’ tak, aby vyrazy A, B boli obidva sti¢asne nulové. Je to prave
vtedy, ked’

~r—D 1 r+D o? (r—D)?

_Z 6= 5 +§+7202 . (3.3)

Tato volba koeficientov «, 3 ndm teda zarudi, Ze vysledna rovnica pre
funkciu © mé nakoniec tvar
ou % d%u

or 2o O (34)

u(z,0) = e**V(e"), —oco<xz<oo,7€0,T].

4. krok - Aplikdcia vzorca na vijpocet rieSenia. Rovnica (3.4) ma na za-
klade znamych vysledkov o rieSeni parabolickych parcidlnych diferen-
cialnych rovnic (pozri [58, Veta 4.1.1]) rieSenie u(z, 7), ktoré sa da napisat’
ako konvoltcia pociato¢nej podmienky s Greenovou funkciou v tvare
integralu

_(@—9)?

202 u(s,0)ds.

1 / >
w(x,T) = ——— e
(.7) V20217 J -0
Postupnostou spatnych transformécii v +— Z — W ~— V nakoniec
prideme k vztahu

V(S,T —7)=e e *Sy(In S, 7),
ateda

_ (n S—s)2

V(S, T —7) 307 e*V(e®) ds. (3.5)

e B o
= —=5 / e
V2o2nT —o0
Pre eur6psky typ call opcie plati V(S) = max(S — E,0), a teda vztah
(3.5) sa da d'alej zjednodusit’ nasledovne

e BT 1 © (ns-—s)?

ST — e 202 e*(e® — FE)ds.
V2027 N ) ( )

V(S,T—71)=
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Obr. 3.1: Graf kumulativnej distribu¢nej funkcie N(z) a zvyskovej funkcie
erf(xz) normélneho rozdelenia.

Po zavedeni substittcie y = s — In .S dostaneme

V(S,T — 1) = e 5 (se<1+a>y - Ee”‘y) dy. (3.6)

V2072 Tf —In$

Prakticka realizécia vypoétu podla horeuvedeného vzorca vsak vy-
zaduje dalsiu tpravu tak, aby sme cenu V vyjadrili pomocou zndmych
a tabelovanych funkcii.

Pripomenime, Ze kumulativna distribu¢nd funkcia N(z) a zvyskova
funkcia erf(x) norméalneho rozdelenia st definované pomocou Eule-
rovho integralu ako

1 * €2 1—erf(x ¢
N(z) = — “Fge, W S 3.7
@=—= [ eFae =FE L [Tefu o)
a spltaju vztahy erf(—z) = —erf(z) a

% (1+erf (\%)) = \/127/; e €/%d¢ = N(z).

Sktimajme teraz integral
e BT i/oo 6_%4.(14—@)@; dy .
V2027 /T s

Zavedenim transformécie & = \/2“72 — 1424/2027 a vyuZitim vztahov
o°T
(3.3) dostaneme

I =

2 2

Sty =+ (1+a) 5 =&+ (8- D)7

202t
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a teda

1 ey
e — e
VT ) _tse jaerr g ¢
2 V2o2r

e~ D7 1+« In2
= 1—erf|— V2021 — £
2 [ ( 2 V2021

1 (r—D+L2)T+1n§
1 fl — 2 2.
o (f e )]

—Dr

2

Podobne sa vypocita integral

—pBT ] 2
e 1 __y
12 - f— / e 2027 tay dy
V2027 VT )1 £
2
7 4 - _ Y _«a 2 Y a” 52
zavedenim transformaécie £ = a2V 2027.Pomocou vztahu %0 =

B — r transformovany integral opat’ zjednodusime pomocou zvyskovej
funkcie erf nasledovne

1 (T—D—”—z)r—&—lni
1+erf<\/§ 0\25 E)]

Vyuzijac horeuvedené vztahy pre integraly /; a I mdzeme vzorec (3.6)
pre cenu opcie V (S, 0) napokon napisat’ v tvare

—rT

2

e

I, =

—DT - D Lz 1 S
Vs T—7) = 2° 1+erf<\}§(r +O_\%T+HE>]
Ee ™ 1 (r—D- %2)7' + ln%
— 14—erf<\/i e .

Vyuzijuc vztahy medzi funkciami N(z) a erf(z) nakoniec dostdvame
V(S 1) = Se  PTON(dy) — Ee " T"YN(dy), (3.8)
kde

iy — (r-D+%)(T—t)+In3

d2 =d1 —oVT —1t. (39)
ovT —t
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Obr. 3.2: Graf rieSenia ocefiovania call opcie V(S,0) a koncova podmienka
opcie V (S, T) (vlavo). Priebeh rieseni V' (S, ¢) v niekolkych vybranych ¢asoch
T — t do expirécie je na obrazku vpravo. Parametre boli zvolené nasledovne:
E=60;0=0,29;r=0,04;D=0;7=0,3.

Formula (3.8) sa nazyva Black-Scholesova formula pre oceriovanie eu-
répskej call opcie. VSetky konStanty a parametre vystupujtice vo vzorci
by mali byt vopred zndme. Standardny priklad na vypocet ceny opcie
je nasledovny:

Priklad. Sti¢asna cena akcie firmy IBM nevyplacajticej dividendy je S =
58,5 USD. Historicka volatilita cien akcie je 0 = 29%, t. j. ¢ = 0,29.
Ro¢néa drokova miera bezkupénovych dlhopisov predstavuje r = 4%,
t.j. r = 0,04. Uzatvarame op¢ny obchod typu call na expira¢nti cenu
akcie E = 60 USD v expirac¢nej dobe opcie T' = 0, 3 roku. Dosadenim
tychto veli¢in do Black-Scholesovho vzorca dostdvame, Ze cena opcie
V =V/(58,5,0)je 3,348 USD. Obrazky (3.2) a (3.3) zobrazuju vypocitané
ceny call a put opcii V(., 0) ako funkcie ceny akcie S firmy IBM.

3.2 Ocernovanie put opcii prostrednictvom call
opcii a forwardov, put—call parita

Postup odvodenia vzorca rieSenia eurépskej call opcie z predoslej ¢asti
by sa dal polahky upravit’ aj na pripad ocetiovania eurépskej put opcie.
Elegantnejsim vychodiskom pre odvodenie vzorca ocetiovania eur6p-
skej put opcie je tzv. put—call parita. Hlavna myslienka je jednoducha.
Predstavme si, Ze v naSom portféliu budeme drzat’ jednu call opciu
(tzv. long pozicia) a sticasne budeme dlhovat’ (vypiSeme) jednu put
opciu (tzv. short pozicia). To znamend, Ze naSa kombinovand opcna
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Obr. 3.3: Graf rieenia ocefiovania put opcie V (S, 0) a jej koncova podmienka
opcie V(S,T) (vlavo). Priebeh riegeni V' (S, ¢) v niekolkych vybranych ¢asoch
T — t do expirécie je na obrazku vpravo. Parametre boli zvolené nasledovne:
FE =60;0=0,29;r=0,04;D =0;7 =0, 3.

stratégia (oznacena ako V) bude mat’ terminédlovy pay-off diagram
Vi(S,T) = Vee(S,T) — Vep(S,T), a teda

Vi(S,T) = max(S — E,0) —max(F — S,0) =S - E. (3.10)

Vd'aka vlastnosti linearity Black-Scholesovej rovnice dostavame, Ze roz-
diel rieSeni je opét’ rieSenim (a to jednoznac¢ne ur¢enym), a preto derivat
V; v kazdom &ase t € (0,7) bude spliat’ vztah

Vi(S,t) = Vee(S, ) — Vep(S,1) .

Na druhej strane si uvedomme, Ze ocenenie derivatu s pay-off dia-
gramom V;(S,T) = S — E je jednoduché. Vlastne sa jedna o forward
s expirac¢nou cenou E, teda pravo a sti¢asne povinnost’ kipit” aktivum
za expiranu cenu E v expiracnom case T. Preto jeho cena je rozdie-
lom ceny akcie S diskontovanej o vyplacant dividendovd mieru D,
a expiracnej ceny diskontovanej o tirokovt mieru 7, t. j.

Vi(S,t) = Se=PT=t) _ pe=r(T=t) (3.11)

Tento vztah sa da nahliadnut’ aj rydzo matematicky. Dosadenim do
Black—Scholesovej rovnice sa l'ahko vidi, Ze funkcia V;(S,?) je jej rie-
enfm, ktoré splita termindlovi podmienku V;(S,T) = S — E. KedZe
Vi = Vee — Vep, dostavame nakoniec vztah medzi eurépskou call a put
opciou v tvare

Vee(S, ) = Vep(S, 1) = Se ™ PT= _ pe=r(T=0) (3.12)
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Obr. 3.4: Graf rieSenia oceflovania op¢nej stratégie typu bullish spread. Pa-
rametre vypoctu boli zvolené nasledovne: £1 = 50; F> = 60;0 = 0,29;r =
0,04;D =0;T=0,3.

ktory sa oznacuje ako put—call parita. Z tohto vztahu potom uZz bezpro-
stredne plynie, Ze eur6psky put sa d4 vyjadrit’ vzorcom

Vep(S,8) = Vee(S, 1) = Se™PT=0 4 pem (0, (3.13)

ktory sa da d'alej upravit’ pomocou jednoduchej vlastnosti kumulativne;
distribu¢nej funkcie normalneho rozdelenia

N(—=d) =1— N(d)
na tvar
Vep(S,t) = Be " T"YN(~dy) — Se " PT=IN(~d,), (3.14)

kde koeficienty d;, d2 st dané vztahom (3.9).

Na koniec tejto ¢asti poznamenajme, Ze zo vztahov (3.9) pre koefi-
cienty di,ds a vzorcov ocefiovania call a put opcie plynie zaujimava
symetria medzi eurépskou call a put opciou. Skutocne, ak si ozna¢ime
Vee(S,t; E,r, D) a Ve (S, t; E,r, D), rieSenia dané vzorcami (3.8) resp.
(3.14), tak potom plati vztah

‘/;p(S7t; Ea r, D) = Vep(Eat; S7D7T)v (315)

ktory sa da verbalne vysvetlit’ ako transformadcia call na put opciu pri
zadmene S « E aktudlnejceny S na expiraénd cenu F a sti€asnej vymene
dlohy r < D trokovej sadzby r a diskontnej miery D. Tento vztah je
dosledkom oceriovacich vzorcov (3.8) resp. (3.14) a transformdcie d; <
—dg prizdmene S < Fa r < D.
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Obr. 3.5: Graf rieSenia ocetiovania op¢nej stratégie typu bought strangle. Pa-
rametre boli zvolené nasledovne: E1 = 50; E; = 70;0 = 0,29;7 = 0,04; D =
0;7 =1.
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Obr. 3.6: Graf rieSenia ocefiovania opénej stratégie typu condor. Parametre
boli zvolené nasledovne: F1 = 50; Ey = 60; F3 = 65; B4 = 70;0 = 0,29;7 =
0,04;D =0;T =0,3.

3.3 Oceiovanie vybranych opénych stratégii

Cielom tejto Casti je zobrazit’ graficky priebeh rieSenia niekol’kych op¢-
nych stratégii. Konkrétne sa budeme zaoberat’ stratégiami typu bullish
spread, bought strangle, condor a butterfly. Pripomeiime, Ze vdaka li-
nearite Black-Scholesovej rovnice je mozna superpozicia rieSeni, a preto
oceniovacie vzorce pre kombinované op¢né stratégie, ktorych termina-
lové pay-off diagramy st linedrnou kombinaciou call, resp. put opcii,
budt tou istou linedrnou kombinéciou prislusnych funkcii vyjadrenych
vzorcami (3.8), resp. (3.14). PravdaZe s uvadZenim prislusnych expirac-
nych cien. Graf vysledného rieSenia V (S, 0) a koncova podmienka opcie
V(S,T) je na obrazkoch vlavo a &asovy priebeh rieSeni V(S,t) v nie-
kolkych vybranych ¢asoch ¢ do expiracie je zobrazeny na obrazkoch
obr. 3.4-3.7 vpravo.
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Obr. 3.7: Graf rieSenia ocefiovania op¢nej stratégie typu butterfly pre parametre:
E1 =50; B2 = B3 = 60; B4 = 70;0 = 0,29;7 = 0,04, D = 0; T =0, 3.

3.4 Porovnanie teoretickych vysledkov
oceniovania s redlnymi trhovymi datami

V tejto Casti si ukaZeme, ako je mozné prakticky porovnat’ dosiahnuté
teoretické vysledky o oceriovani opcii. Ako vzorky sme vybrali ceny ak-
cii a opcii firiem IBM a Microsoft. Na ich priklade ukaZeme, Ze pomocou
znalosti ceny samotnej akcie, parametrov r (Grokova miera dlhopisu)
a o (volatilita cien akcif) budeme vediet’ ocenit” hodnotu call (resp. put)
opcie so znamou expiracnou cenou E a expira¢nym ¢asom T'.

Na obrazku 3.8 je zachyteny stochasticky priebeh vyvoja ceny akcie
firmy IBM zo dria 22. 5. 2002. Horizontalna os zachytava jednotlivé mi-
ntty obchodovania v danom dni. Na obrazku vlavo dole je priebeh bid
(ponuka na kiipu) a ask (ponuka na predaj) cien call opcif s expiraciou
2. 6. 2002. Na pravom dolnom obrazku je porovnanie vypocitanej ceny
a strednej hodnoty medzi bid a ask cenou opcie. Vypocet teoretickej
hodnoty call opcie sme realizovali pre parametre:

e trokovéa miera dlhopisu r = 5%,
e expiracnd cena Ef = 70,
e expira¢nd doba 7' = 11 dni,

e historicka volatilita o = 41%.

O akcidch sme uvazovali, Ze nevyplacaju dividendy. Porovnanie real-
nych a trhovych dat v pripade firmy Microsoft je zndzornené na obr. 3.10.
Pre tito firmu sme vypocet realizovali pre trhové parametre:
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Obr. 3.8: Minutovy priebeh vyvoja cien akcif firiem IBM (vlavo) a Microsoft
(vpravo) zo dna 22. 5. 2002.
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Obr. 3.9: Priklad porovnania teoretického vypoctu ceny call opcie firmy IBM
s trhovymi datami. Vyvoj bid a ask cien opcif (vlavo) a porovnanie strednej
hodnoty s vypoc¢itanou hodnotou (vpravo).

e urokova miera dlhopisu r = 5%,
e expiracnd cena /' = 35,
e expira¢nd doba 7' = 11 dni,

e historicka volatilita o = 61%.

Ako sa moze Citatel presvedlit’ na zaklade analyzy vysledkov, je
veelku dobre viditelna zhoda teoretickej hodnoty ceny call opcie a tr-
hovej hodnoty. Treba vSak zddraznit, Ze citlivym miestom vypoctu bola
volba volatility ceny akcie. Tato volatilita musela byt vybrana ovela
viddsia, ako ju indikovali historické déata vyvoja cien akcii prislusnych
firiem. BliZ§ie sa tomuto problému budeme venovat’ v nasledovnych
kapitolach. Stvisi to predovsetkym s fenoménom tzv. implikovanej vo-
latility.
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Obr. 3.10: Priklad porovnania teoretického vypoctu ceny call opcie firmy Micro-
soft s trhovymi déatami. Vyvoj bid a ask cien opcii (vlavo) a porovnanie strednej
hodnoty s vypocitanou hodnotou (vpravo).

Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Vypocitajte hodnotu stratégie bought straddle, ktorad spociva v kupe jed-

nej call opcie a jednej put opcie vypisanych na td istti akciu, s rovnakymi
expiraénymi cenami £ a dobou splatnosti ak uvazujeme eurépske typy
opcii. Vypocet ceny stratégie realizujte pre zndme trhové data: cena akcie
neplatiacej dividendy je S = 55, volatilita akcie o = 0,4, trok bezrizi-
kového dlhopisu r = 0, 1, expira¢na doba splatnosti je 3 mesiace (t. j.
T = 0, 25 roku), expiraéna cena je E = 50.

Ako zavisi cena eurdpskej call opcie na tirokovej miere dlhopisu? Zobrazte
graf zavislosti ceny call opcie na tirokovej miere, pri¢om je zndme, Ze cena
akcie neplatiacej dividendy je S = 115, volatilita akcie o = 0, 3, expira¢na
doba splatnosti je 6 mesiacov a expiraéna cena je £ = 110.

Kontrakt medzi vypisovatelom opcie a kupujacim opcie znie: Opcia
opréaviiuje majitela jej uplatnenim kupit’ akciu za expiraéni cenu F;
v expira¢nom Case T. V okamihu uplatnenia opcie v8ak musi majitel
opcie predat’ vypisovatelovi dant akciu za expiraénd cenu Es, pricom
E1 < E». Vypocitajte hodnotu stratégie pre zname trhové data: cena akcie
neplatiacej dividendy je S = 65, volatilita akcie o = 0, 5, tirok bezrizi-
kového dlhopisu r = 0, 06, expira¢na doba splatnosti je 6 mesiacov (t. j.
T = 0, 5 roka), expiracné ceny st Eq1 = 50, E2 = 60.

Vypocitajte hodnotu stratégie bullish spread, t. j. kiipa call opcie s nizkou
expira¢nou cenou F; a predaj call opcie s vysSou expira¢nou cenou Es
s tou istou dobou splatnosti, ak uvazujeme eurépske typy opcii. Vypocet
ceny stratégie realizujte pre zname trhové data: cena akcie neplatiacej di-
videndy je S = 55, volatilita akcie o = 0, 4, Grok bezrizikového dlhopisu
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r = 0,1, expira¢na doba splatnosti je 3 mesiace (t. j. T = 0,25 roka),
expiracné ceny su E; = 50, E2 = 60.

5. Vypocitajte hodnotu stratégie bought straddle, t. j. kipa call a put opcie
s expiratnou cenou E. Vypocet ceny stratégie realizujte pre zname trhové
data: cena akcie vyplacajticej dividendy je S = 55, volatilita akcie 0 =
0,4, arok bezrizikového dlhopisu » = 0,05, miera spojite vyplacanych
dividend je D = 0, 03, expira¢nad doba splatnosti opcii je 3 mesiace (t. j.
T = 0, 25 roka), expiraéna cena F = 60.

6. Ako zavisi cena eurdpskej put opcie od volatility o ceny akcie? Najdite
vztah pre faktor Vega, t. j. derivaciu eurépskej put opcie podla volatility.
Je to zavislost’ rasttica alebo klesajtica? Aka je limita ceny Eurépskej put
pre hodnoty volatility bliZiace sa k nule?

7. Dokazte, ze graf eurépskej call opcie na akciu vyplacajicu spojité divi-
dendy vzdy pretne pay—off diagram pre dostato¢ne velké hodnoty ceny
akcie, t. j. Vee(S,t) < S — E pre S dostatocne velké. Ako je to v pri-
pade eurépskej put opcie platiacej resp. neplatiacej dividendy a jej vztahu
k pay-off diagramu put opcie?



Kapitola 4

Kvalitativna analyza rizika

Ciel'om tejto kapitoly je studovat’ rozne faktory citlivosti finanénych
derivatov. Pomocou tychto faktorov sme schopni hlbsie analyzovat’ trh
finan¢énych derivatov. V prvej Casti sa stistredime na odhad volatility sto-
chastického procesu pre vyvoj ceny samotného podkladového aktiva.
Rozoberieme metdédu vypoctu tzv. historickej volatility a na praktickych
trhovych datach uréime jej hodnoty. Dalej sa zameriame na zavede-
nie nového pojmu, tzv. implikovanej volatility ziskanej kalibraciou cien
opcii na trhové data. Napokon pribliZime rozhodujtce faktory citlivosti
cien opcif na zmeny parametrov. Tieto faktory (¢asto slangovo oznaco-
vané podla gréckeho alfabetu aj ako greeks) nam poskytuji komplexnejsi
obraz o spravani sa cien derivatov a ich zavislosti na parametroch mo-
delu.

62



4.1. HISTORICKA VOLATILITA AKCII 63

4.1 Historicka volatilita akcii

V tejto casti sa zameriame na ziskanie odhadu parametra volatility o
charakterizujuceho velkost’ nahodnych fluktuécii cien podkladového
aktiva - akcie. Tento odhad vypo¢itany na zaklade znamych historickych
trhovych cien podkladového aktiva je zndmy pod pojmom historicka
volatilita.

Predpokladajme, Ze cena akcie S = S, sleduje geometricky Brownov
pohyb s driftom p a volatilitou o, t. j.

dS = pSdt + oSdw. (4.1)

Na zéklade It6ovej lemy Vieme, 2e stochasticky proces X; = InS; je
Brownov pohyb s driftom ;. — 302 a volatilitou o, t. j.

1
dX = (u — 202) dt + odw.

Nas ciel je urit’ odhad pre parameter historickej volatility o stochas-
tického procesu (4.1). Prepokladajme, Ze na danom ¢asovom intervale
[0, T] st zndme historické hodnoty cien aktiva S;,,7 = 0,1, ...,n, v ¢aso-
vych okamihoch 0 =ty < t; < ... < t, =T, pricom ¢asové intervaly st
ekvidistantné, t.j. t;;1 — t; = 7 pre kazdé i = 0,1, ...,n — 1. Potom pre
diferencie Xy, , — X;, dostavame

1
Xti+1 - Xti = (M - 502)7- + U(wti+1 - wti)’

KedZe Xy,,, — X;, = In(S;,,,/S;,) a pre prirastky Wienerovho procesu
wy plati wy,,, —wy, = ®/7,kde & ~ N(0, 1) je normalizovana normélne
rozdelena nahodna premenna, tak potom disperzia ndhodného vektora
nezavislych vynosov {In(S;,.,/S;,), i = 0,1,...,n — 1} je nevychylenym
odhadom pre parameter o?7. Teda odhad historickej volatility op;s:
mdze byt’ vyjadreny vztahom

thst

7,+1/St )2 ’ (42)

O

kde v je odhad strednej hodnoty ndhodného vektora vynosov, t. .

1 n—1
= ﬁ Z ln(sti+l/5ti)'

=0
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Obr. 4.1: Minutovy priebeh ceny akcie firmy IBM zo dnia 21. 5. 2002 (vlavo)
a priebeh jej call opcie na expira¢nt cenu E = 80 s expiraciou 2. 7. 2002, t. j.
T — t = 43/365 roku (vpravo).

Nakoniec poznamenajme, Ze hodnota parametra volatility o je za-
visla od zvolenej ¢asovej skaly. Ak napriklad vyjadrujeme vSetky ¢asové
udaje (tym padom aj ¢asovy rozdiel 7) v jednotkach rokov, tak ziskany
odhad historickej volatility je tiez vyjadreny na ro¢nej béze, t. j. v per-
centach per annum (p.a.).

Na obr. 4.1 je vlavo znazorneny priebeh ceny akcie firmy IBM zo
dnia 21.5.2002. V prvej Casti je priebeh call opcie vypisanej na tato akciu
s expiraciou 2. 7. 2007 a expira¢nou cenou E = 80. Casovy rad cien akcie
iopcieje zachyteny na minttovej baze, t.j. Casovy intervalje 7 = 1/(24 x
60 x 365) roka. Déta boli vyhladené pomocou kizavého spriemerovania
ddajov za patminttovy Casovy interval. Prostrednictvom vzorca (4.2)
bola historicka volatilita odhadnuta ako op;s: = 0,2306 p.a.

Vo zvysnej Casti tohto odseku pripomenieme vzorce ocerovania
eurépskych call a put opcii. Naviac, ukdzeme niektoré uzito¢né matema-
tické vlastnosti, ktoré nam v d'alSom pomoézu Studovat’ ceny derivétov
z pohladu analyzy ich citlivosti na zmeny réznych parametrov.

Pripomenime, Ze na zaklade vysledkov odvodzovania explicitnych
vzorcov pre eurdpske call a put opcie st ich ceny V¢ a VP dané vzor-
cami (3.8) a (3.14), teda

vees,t)y = Se PT-ON(d)) — Ee " TV N(dy), (4.3)
Ver(S,t) = Be "TTUN(—dy) — Se PT-ON(—dy), (4.4)
kde
IS+ (r—D+%)(T —t)

dy = , do=d; —oVT —t. 4.5
1 T 2= dmon (9
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Vzhladom na to, Ze ceny eurdpskej call i put opcie zavisia nielen na
aktualnej cene akcie S a Case ¢, ale aj na parametroch Black-Scholesovho
modelu E,T,r, D, o, mdzeme pisat’

vee(s,t) = ves,t; E\T,r, D, o),
Ver(s,t) = V(S t; E,T,r,D, o).

V nasledovnych riadkoch odvodime jednu déleziti identitu, ktord
neskor viackrat pouzijeme pri odvodzovani vztahov pre parcidlne de-
rivécie ceny opcie vzhladom na cenu akcie, resp. vzhladom na niektory
z parametrov.

Zatnime s uréenim rozdielu (d? — d%)/2. KedZe plati do = d; —
oV T —t, tak potom dostavame

di—di _ (ditdy)(di—dy) 2 F 42— D)T —t)oVT i
2 - 2 N oVT —t 2
= ln%—F(T—D)(T—t),
a teda ) ) s
dlidQ
E*3+II’1E+(T*D)(T7t).

Pre derivaciu kumulativnej distribu¢nej funkcie N'(d) norméalneho roz-
delenia plati
1
N'(d) = —= exp(—d*/2).
(@) = S exp(=*/2)
Vyuzitim predchadzajticeho vztahu pre rozdiel (d? — d3)/2 napokon po
kratkej tprave dostavame dodlezitti identitu:

Se—D(T—t)N/(dl) _ Ee_T(T_t)N/(dQ) =0. (4.6)

4.2 Implikovana volatilita

Na obr. 4.2 je znazornené porovnanie realnych trhovych cien call opcit
a cien vypoditanych pomocou vzorca (4.3) pre ocetiovanie eurdpske;j call
opcie, pricom parameter volatility o bol urceny ako historické volatilita
cien podkladového aktiva - akcie firmy IBM. Z obréazka je zrejmé pod-
cenenie trhovej hodnoty ceny opcie vypoctom jej teoretickej hodnoty
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Obr. 4.2: Porovnanie minttového priebehu vypocitanej ceny eurdpskej call
opcie V(Sreai(t), t;0nist) (prerusovand Ciara) a realnej ceny Vieai(t) (plna
Ciara), kde opist = 0, 2306.

(prerusovand ciara) oproti realnej trhovej hodnote (plna ¢iara). Vzhla-
dom na to, Ze cena opcie je rastiicou funkciou volatility o to ale znamens,
Ze hodnota historickej volatility o5 je nizka na to, aby teoreticka cena
eurdpskej call opcie V¢ mohla zachytit’ trhové ceny opcii. Toto pozoro-
vanie nas privadza k zavedeniu pojmu tzv. implikovanej volatility.

Implikované volatilita o;,,,; > 0je takda hodnota parametra volatility,
pre ktoru teoretickd cena eurdpskej call (put) opcie V'(S, t; o) je vdanom
Case t a pre dand hodnotu ceny aktiva S = Sy¢q(t) zhodnd s redlnou
hodnotou ceny opcie V,q(t). To znamend, Ze tiloha néjst’ implikovanu
volatilitu ¢y, pre dant opciu (s danou splatnostou 7' a expiratnou
cenou E ) spociva v rieSeni implicitnej rovnice

Vreal(t) = V(S'r'eal (t)7 t; O'impl)- (47)

V nasledovnom texte sa zamyslime nad otadzkou existencie impliko-
vanej volatility ¢, > 0, ktord vyhovuje rovnici (4.7). V prvom kroku
ukaZeme, Ze cena call alebo put opcie je rasttica funkcia v zavislosti
od volatility o. Toto je intuitivne zrejmy fakt, kedZe so zvySujticou sa
volatilitou akcie stipa tiloha, a tym prirodzene aj cena zaistovacieho
inStrumentu, akym je call alebo put opcia. Analyticky ttto vlastnost’
dokézeme tak, Ze derivujeme funkciu V¢, resp. VP podla parametra o



4.2. IMPLIKOVANA VOLATILITA 67

a ukdZeme, Ze tato derivacia je kladné. Zo vztahu (4.3) dostdvame

ovee —D(T—t) nrg g\ Ot (M=) ayr (g Od2
o Se N (dl) 9o FEe N (dz) 90
od

_ —D(T—t) nr/ _ —r(T—t) a1/ voel

(Se N'(dy) — Be N(d2)> =

+Ee " TN (dy)VT — t,

pretoZe dy = dy —o/T — t. Podla (4.6) je viak vyraz Se " PT=O) N'(d;) —
Ee (T~ N'(dy) identicky rovny nule, a teda plati:

ovee
= Ee " T ON"(da)VT — t.
0o ¢ (d2)
Pre eur6épsku put opciu dostdvame analogickym postupom vyjadrenie
over
= Ee " TON' (—dy)VT — t.
0o ‘ (—d2)
KedZe N'(—ds) = N'(d2) = exp(—d3/2)/+/2m, tak potom plati
ovee  over
= = Ee " T ON(da)VT — t. 438
do do e ( 2) ( )
Poznamenajme, Ze tento vztah pre put opciu polahky vyplyva aj z put-
call parity. To ale znamena, Ze %L; = dg;p > 0, a teda cena eurdpskej

call i put opcie je rasticou funkciou vzhladom na parameter volatility
o > 0. Graf zavislosti ceny opcie od volatility pre parametre £ = 80, r =
0,04, D = 0 a ¢as do expiracie T' — t = 43/365 roku je zndzorneny na
obr. 4.3.

V druhom kroku uréime interval pre cenu opcie, v ktorom budeme
mat’ zaruenu existenciu rieSenia ¢, rovnice (4.7). Vychodiskom pre
urcenie takéhoto intervalu bude vypocet limity ceny opcie pre ¢ — 0
a o — 00. Zrejme plati

—oo pre In(S/E)+ (r—D)(T—t) <0,

lim d; = lim d3 = {+oo pre In(S/E)+ (r — D)(T —t) > 0.

o—0

Vzhladom na to, Ze pre distribu¢nt funkciu N plati N (—o0) = 0, N (+00) =
1, tak potom dostavame

lim0 Vee(s, ;o) = max(Se—D(T—t) — Eer(T-1) 0),

lim VP(S,t;0) = max(EefT(Tft) — Se=PT=1), 0). (4.9)

o—0
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Obr. 4.3: Priebeh ceny eur6pskej call opcie v zévislosti od volatility o pre
parametre £ = 80,5 = 84,45,7 =0,04,D = 0,7 — ¢t = 43/365.

Na druhej strane lim, o di = +00,lim,_. d2 = —00, a teda

lim V°(S,t;0) = Se~PT=1)

lim VP (S,t;0) = Be "(T=1), (4.10)
Ak vyuzijeme uz dokdzany poznatok, Ze cena opcie je rasttica funkcia
od volatility o, tak sme ukézali nasledovné tvrdenie:

Veta 4.1. Ak redlna cena eurdpskej call opcie V¢, splita nerovnosti:

max(Smale*D(T*t) — Ee*T(T*t), 0) < Ve, < SmalefD(Tft),

kde S,.cq1 je redlna cena akcie, tak potom existuje jedind implikovand volatilita
off > 0takd, Ze V.5, = Vo (Sreal, t;055,1)-

imp impl

2 < . . ep v .,
Ak redlna cena eurdpskej put opcie V" | spliia nerovnosti:

ma'X(Ee_T(T_t) - Sreale_D(T_t), 0) < V;ﬂeepl < EG_T(T_t)v

a

tak potom existuje jedind oy | > 0 takd, Ze V' 0) = VP (Syear, t; 05, ).

imp

Uvedomme si, Ze predpoklad na interval hodnot, v ktorom sa moZze
pohybovat’ redlna cena opcie, nie je velmi restriktivny. Pre call opciu
je horna medza S,cqe”P(T~ vidsia ako hodnota terminalovej pod-
mienky pay-off diagramu max(S — E, 0) call opcie, v blizkosti ktorého
je mozné ocakéavat’ cenu call opcie. Analogicka tivaha sa da previest’
v pripade intervalového obmedzenia na put opciu.
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Obr. 4.4: Grafické znazornenie rieSenia rovnice Vyeai = V°°(Sreat, t; Cimpi) pre
trhové hodnoty ceny akcie Srcai = 84,45 a call opcie V;.car = 7,25 a parametre
E =280,7r=0,04,D =0,T — ¢t = 43/365.
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Obr. 4.5: Minttovy priebeh implikovanej volatility i, pre opciu firmy IBM
zo dnia 21. 5. 2002. Stredna hodnota &imp = 0, 3733 p.a.

Priklad grafického rieSenia rovnice V,eqi = V°°(Syeal, t; Timpt) pre
pripad urc¢ovania implikovanej volatility call opcie na akciu firmy IBM
je znazorneny na obr. 4.4.

Iny spdsob vypoctu implikovanej volatility moze byt’ zaloZzeny na
uvazovani dlhSieho ¢asového intervalu hodnoét opcii. V takom pripade
uZ nie je mozné o¢akavat, Ze sa podari najst’ jednu spolo¢nt hodnotu
implikovanej volatility. MéZeme vsak hladat’ implikovant volatilitu
pomocou minimaliz4cie sti¢tu kvadratov odchyliek redlnych cien opcif
a teoreticky ziskanych cien opcii. Tato myslienka nas vedie na tlohu
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Obr. 4.6: Priebeh funkcie U = U (o) pre call opciu firmy IBM zo diia 21. 5. 2002.
Hodnota parametra o, v ktorom funkcia U nadobtida minimum, je oimp =
0,3734 p.a.

minimalizovat’ funkciu U : (0, 00) — (0, 00) definovanu predpisom:

1

2

U(o) = <; Z [Vieal(ti) = V(Srear(ti), ti; ‘7)|2> ’

kde V (S, t; o) je cena eurdpskej call (put) opcie, Syeq(t) je redlna trhova
cena akcie v €ase t a V;.¢q:(t) je redlna trhova cena call (put) opcie v ¢ase
t. Parameter o zodpoveda volatilite stochastického procesu ceny akcie.
Argument minima tejto funkcie m6Zeme potom povazovat’ za odhad
implikovanej volatility ziskany na zaklade ¢asového radu cien opcif
a akaif, t. j.

Timp = arg Min U (o).

Poznamenajme, Ze v pripade m = 1 sa nulové minimum funkcie U
nadobtuda prave v hodnote implikovanej volatility o;p,;,; > 0 zodpove-
dajticej rieSeniu rovnice (4.7) v danom case t.

Na obr. 4.7 vidime vysledok pouZzitia parametra volatility o zis-
kaného na zédklade implikovanej volatility oy = 0,3733, ktora bola
ur¢end minimalizaciou funkcie U na celom uvazovanom ¢asovom inter-
vale 360 mindt, t.j. m = 360. Oproti dosiahnutému vysledku pri pouZiti
historickej volatility na obr. 4.2 je zretelné, Ze pri pouZiti implikova-
nej volatility je zhoda medzi teoretickymi a redlnymi trhovymi datami
lepsia.



4.3. VOLATILITY SMILE 71

0 50 100 150 200 250 300 350
t
Obr. 4.7: Porovnanie minatového priebehu vypocitanej ceny eurdpskej call
opcie V°(Sreai(t),t; 0impt) (prerusovand Ciara) a realnej ceny Viea:(t) (plna
¢iara), kde oimpr = 0,3733 p.a.

4.3 Volatility smile

V kratkosti sa zmienime o zaujimavom fenoméne, ktory je tizko spéty
s pojmom implikovanej volatility. V danom ¢asovom okamihu méme
sice k dispozicii len jednu aktudlnu hodnotu ceny aktiva, ale viacero cien
opcii (s rovnakou splatnostou) vypisanych na rézne expira¢né ceny. Ku
kazdej takejto opcii mézeme spocitat’ hodnotu implikovanej volatility.
Ukazuje sa, Ze tato hodnota nemusi byt rovnaka pre opcie s r6znymi
expiraénymi cenami. V praxi ¢asto najdeme priklady, ked’ zavislost’ im-
plikovanej volatility od hodnoty pomeru S/E ceny akcie a expiracnej
ceny je konvexnd funkcia v okoli S/E = 1. Na obr. 4.8 vidime prak-
ticka ukazku tohto javu pre priebeh zavislosti implikovanej volatility
od pomeru S/E pre call opcie firmy IBM dria 21. 5. 2002 so splatnos-
tou 2. 7. 2002 a expiraénymi cenami E = 65,70,75,...,150. V okoli
pomeru S/E = 1 je globdlne minimum implikovanej volatility a prie-
beh v okolf minima je konvexny. Slangové oznacenie volatility smile po-
chddza z tvaru grafu funkcie implikovanej volatility, ktory pripomina
usmev (smile) v okoli S/E =~ 1.

4.4 Delta opcie

Zakladnym faktorom citlivosti, ktory vyhodnocujeme pri analyzovani
trhovych dat, je zavislost’ zmeny ceny derivatu - opcie na zmene ceny
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Obr. 4.8: Volatility smile implikovanej volatility pre opcie firmy IBM dria
21. 5. 2002 so splatnostou 2. 7. 2002.

podkladového aktiva - akcie. V infinitezimélnom vyjadreni sa teda tento
faktor d4 vyjadrit” ako:

ov

A=20
S

4.11)

Vyznam faktora A spociva najma v jeho tizkom prepojeni na konstruk-
ciu bezrizikového portfélia zlozeného z Qs kusov danej akcie v jed-
notkovej cene S, Qv kusov opcii v jednotkovej cene V' vypisanych na
dant akciu a obnosu bezrizikovych dlhopisov. Pri odvodzovani Black—
Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice sme eliminovanim stochas-
tickej Casti v konstruovanom portféliu dospeli k podmienke (2.14) na
pomer medzi poctom akcif a opcii drzanych v portféliu, t. j.

Qs ov
Qv os %
To znamenad, Ze faktor citlivosti A ndm napovedd, aky pomer medzi
akciami a opciami vedie ku konstrukcii rizikovo neutralneho portfélia.
Napriklad, ak faktor A pre call opciu sa rovna hodnote 0,7, tak na
dosiahnutie rizikovo neutralneho portfélia obsahujticeho Qs = 7 akcii
treba v portféliu mat” predanych (vypisanych) Qv = —10 call opcii na
dant akciu.

Pre eurdpsku call a put opciu sme schopni odvodit” explicitni for-
mulu pre faktor A. Zderivujeme funkciu V¢, resp. VP podla premennej
S. Zo vztahu (4.3), faktu 0d, /0S = 0dy/0S a vyuZzitim identity (4.6) na-
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Okbr. 4.9: Zavislost’ faktora A = 4% call (vlavo) a put opcie (vpravo) na cene
akcie S.

pokon dostavame:

ovee od od
ASC — - S —D(T—t)N/ d ot E —r(T—t)N/ d va2
o5 ‘ ()55 —Fe )55
+e PITDN(dy) = e PT-DN(dy).
Pre eur6psku put opciu analogickym spésobom dostdvame:
over od od
AP — _ 7D(T7t)N/ _ var E 71‘(T7t)N/ _ va2
—e PTVN(—d)) = —e PTDN(~d,).
Sthrnne potom dostdvame nasledovné vztahy:
A — eiD(T*t)N(dl),
AP = —¢ PT-UN(—qy). (4.12)

Graf zavislosti faktora A od ceny akcie S pre parametre £ = 80,r =
0,04,D = 0,T — t = 43/365 je zndzorneny na obr. 4.9.

Experimentélne mdZzeme parameter A ziskat” aj z redlnych dat tym
spdsobom, Ze aproximujeme derivaciu g—‘g v Case t; pomocou diferenc-
ného podielu zmien ceny opcie vzhladom na zmenu ceny podkladového
aktiva, t. .

ov ~ V;fi - ‘/ti—l
i 95 (Stﬂtl) ~ Sti — Sti,l'
Je v8ak nevyhnutné poznamenat, Ze bezprostredné pouzitie vzorca
(4.13) pri uvazovani redlnych nevyhladenych dat z op¢nej burzy bude
Casto viest’ k nepouzitelnym vysledkom, nakolko malé cenové rozdiely

A, (4.13)
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Obr. 4.10: Vyhladeny minttovy priebeh funkcie ceny akcie firmy IBM zo dria
21.5.2002 (vlavo) a priebeh jej call opcie na expira¢nti cenu E = 80 s expirdciou
2.7.2002, t.j. T'— t = 43/365. Na vyhladenie bol pouZity aritmeticky priemer
dlzky 60 min.

S, —St,_, vmenovateli pravej strany rovnosti (4.13) budti mat’ za nésle-
dok vysoké hodnoty samotného parametra A. Preto je v praxi potrebné
pouZit” vyhladenie ¢asovych radov cien opcii a akcii, ako aj vyhlade-
nie ziskaného ¢asového radu vypocitanych hodnét parametra A. Na
vyhladenie moéZeme napr. pouZit’ jednoduché aritmetické priemerova-
nie hodnot ¢asového radu za nejaké stanovené obdobie. Na obr. 4.10
st znadzornené vyhladené casové priebehy cien akcii i opcii firmy IBM
(porovnajte s nevyhladenymi datami z obr. 4.1!). Na vyhladenie bol
pouzity aritmeticky priemer dlzky 60min. Prakticky vypocet faktora A
zo vzorca (4.13) pri pouZiti takto vyhladenych ¢asovych radov cien akcii
a opcif je znazorneny na obr. 4.11 (vlavo).

Faktor A mo6Zeme vsak experimentalne urcit’ aj pomocou vyuZitia
explicitného vyjadrenia ceny eurépskej call resp. put opcie (pozri (4.3)
resp. (4.4)). Na obr. 4.11 (vpravo) je znazorneny priebeh ¢asového radu
faktora A uréeného vztahom Af¢ = %L;C (St ti; Oimpt)- Poznamenajme,
Ze na obr. 4.11 vpravo je zachyteny priebeh faktora A* v 8kale 0.67 —
—0.72. Tieto hodnoty zodpovedajt prerusovanej ¢iare na obrazku vlavo.

4.5 Gama opcie

Dal$im nemenej dolezitym faktorom citlivosti, ktory vyhodnocujeme
pri analyzovani trhovych dat, je zavislost’ zmeny faktora A prislusného
derivétu (napr. opcie) na zmene ceny podkladového aktiva (napr. akcie).
V diferencidlnom vyjadreni sa teda tento faktor, oznacovany ako Gama
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Obr. 4.11: Vlavo je zobrazeny vyhladeny minttovy priebeh funkcie A ceny
akcie firmy IBM zo dnia 21. 5. 2002 pouzitim vyhladenych dat z obr. 4.10. Na
vyhladenie funkcie A bol opét’ pouzity aritmeticky priemer dlzky 60 min. Pre-
rusovana ¢iara v lavom obrazku a zvi&Seny graf na obrazku vpravo zodpoveda

hodnote A°(t) = 2V " (Srear(t), t; Timpt).-

opcie I', dé vyjadrit’ ako:

0N 0V

98 08
KedZe samotny faktor A je derivéaciou ceny opcie vzhladom na cenu
akcie, tak faktor I je vlastne druhé derivacia ceny derivatu vzhladom
na cenu podkladového aktiva.

Faktor I ndm indikuje velkost’ zmeny faktora A. Pripomefime, Ze
samotny faktor A reprezentuje pomer medzi po¢tom akcif a poctom
opcii v rizikovo neutrdlnom portféliu zlozeného z akci, opcii a bezri-
zikovych dlhopisov. Preto ak na redlnom trhu s opciami dochadza k
zmene faktora A, méZeme to interpretovat’ tak, Ze dochddza k predéva-
niu, resp. nakupovaniu tychto opcii. To znamena, Ze zvySenie hodnoty
faktora I' m6Ze znamenat’ indikaciu pohybu v objeme predanych, resp.
ktpenych opcii daného typu.

Podobne ako pre faktor A pre eurdpsku call a put opciu sme schopni
odvodit” explicitnt formulu pre faktor I'. Derivovanim vztahov (4.12)
pre faktor A call resp. put opcie dostdvame

aAGC

rec=re — 55 —_ €7D(T7t)N/(d1)

1
o~ D(T—t) exp(—3d7)

o\/2n(T —1)S

Graf zavislosti faktora I' na cene akcie S pre parametre £ = 80,r =

(4.14)

ody
a8

. (4.15)



76 KAPITOLA 4

0.04

0.08
0.03 0.06
r 0.02 r 0.04
0.01 0.02
0 0

50 60 70 S 80 90 100 50 60 70 s 80 90 100

Obr. 4.12: Zavislost’ faktora I'* = ' = ‘ZZT‘.Z/ call a put opcie na cene akcie
S pre jednu hodnotu €asu T' — t do expiracie (vlavo) a niekol’ko grafov faktora

Gama pre rozne ¢asy T' — ¢ do expirdcie (vpravo).

0,04,D = 0,7 — ¢t = 43/365 je znadzorneny na obr. 4.12 (vlavo). Na
pravom obrazku je zachyteny ¢asovy vyvoj zavislosti faktora I' na S pre
rozne c¢asy do expirdcie. Plati, Ze ¢im je ¢as do expirdcie T' — ¢t mensi,
tym je graf faktora I" vy$si a $tthlej$i, majuci svoje maximum v blizkosti
expiracnej ceny K.

4.6 Ostatné faktory: Théta, Vega, R6

4.6.1 Citlivost’ na zmenu tirokovej miery — faktor P (R6)

Faktor P (z gréckeho velkého pismena R6) nam poukazuje na citlivost’
derivatu vzhladom na zmenu trokovej sadzby bezrizikového dlhopisu
r > 0. Faktor P je teda definovany ako derivacia

ov
P=—
or
Analytické vyjadrenie faktora P mo6Zeme ziskat’ derivovanim explicit-

nych vztahov pre cenu eurépskej call a put opcie (4.3) a (4.4). S ohladom
na identitu (4.6) a fakt, ze plati dy = dy — o/T — t, dostavame:

ovee od ad
pec — — 7D(T7t)N/ 1 —E 7T(T7t)N/ 2
or Se (d1) or ¢ (d2) or
+E(T —t)e " T"ON(dy) = E(T — t)e " T~ N(dy),
over ad ad
PP = = —Be "TUN(—dy)=2 —DT=t) N7(—gy) =L
or © (=d2) or +5e (=) or

—BE(T —t)e " T Y N(=dy) = — E(T — t)e " TV N(—dy).
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50 60 70 80 90 100 50 60 70 80 90 100
S S

Obr. 4.13: Zavislost’ faktora P = 2% call (vlavo) a put opcie (vpravo) na cene
akcie S.

Na obr. 4.13 je znazorneny priebeh faktora P pre call i put opciu v za-
vislosti na cene akcie S. DéleZité je poznamenat’, Ze vzdy plati P*¢ > 0
a P’ < 0, t. j. cena eurdpskej call opcie sa zvySuje so zvySovanim
arokovej miery dlhopisov a naopak, v pripade eurdpskej put opcie sa
znizuje.

4.6.2 Citlivost’ na cas do expiracie — faktor Théta

Faktor © nam poukazuje na citlivost’ derivatu vzhladom na expiraény
¢as derivatu T a je definovany ako derivécia © = —2%. Vzhladom na
fakt, Ze cena derivatu v Case t € [0,7] zavisi len od rozdielu T — ¢,
modzeme faktor © vyjadrit” ako:

ov

0=—.

ot
Analytické vyjadrenie faktora © mozeme opét’ ziskat’ derivovanim ex-
plicitnych vztahov pre cenu eur6pskej call a put opcie (4.3) a (4.4) podla
¢asu t. Po kratkych tpravach a s vyuzitim faktu do = di — o1 — 1,
ateda ddy /0t = 0dy1 /0t + 0/(2v/T — t), napokon dostavame:

gvee

=" = SDePI=DN(dy) — Ere " T~ N (dy)
FEo
= —’I'(T—t)N/ d
T & (d2),
€p
O = 3; = Ere "TYN(—dy) — SDe PT=YN(—d,)

Eo
= —T’(T—t)N/ _d .
T -1 (=d2)
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Obr. 4.14: Zavislost’ faktora © = 2% call (vlavo) a put opcie (vpravo) na cene
akcie S, pricom parameter £ = 80.

50 60 70 80 90 100
S

Obr. 4.15: Zavislost’ faktora T = 2 call (vlavo) a put opcie (vpravo) na cene
akcie S pricom parameter £ = 80.

Na obr. 4.14 je zndzorneny priebeh faktora © pre call i put opciu v zavis-
losti od ceny akcie S. Cena eurdpskej call opcie neplatiacej dividendy
(D = 0) je vzdy klesajica funkcia pre rasttci ¢as ¢, pricom limita pre
t — T je dand pay-off diagramom call opcie. To znamend, Ze plati
©°% < 0, ak D = 0. Na druhej strane pre eurépsku put opciu je jej hod-
nota pre nulovt hodnotu akcie S = 0 vzdy rovna vyrazu Ee " (7=,
a teda V°r(0,t) < E. To ale znamend, ze funkcia V°P(0,t) rastie pre
t — T,ateda©° > 0pre S ~ 0. AvSak pre hodnoty S > E hodnota put
opcie klesé pre t — T, t.j. ©% < 0. Tento jav je badatelny aj z obr. 4.14
(vpravo).

4.6.3 Citlivost’ na zmenu volatility — faktor Vega

Faktor Vega T (Vega vsak nie je grécke pismeno) nam poukazuje na
citlivost’ derivatu vzhladom na zmenu volatility podkladového aktiva
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Obr. 4.16: Postupne zobrazené minutové casové priebehy faktorov
i, Y57, PES, O call opcie firmy IBM zo diia 21. 5. 2002 s expira¢nou cenou
E = 80 a ¢asom do expiracie " — t = 43 /365 roka.

aje teda definovany ako derivacia

oV
T=—.
Oo

Analytické vyjadrenie faktora T bolo uz vlastne odvodené vo vzorci
(4.8), a teda
T = YP = Be " TN (dy)VT — t. (4.16)

To ale znamen4, Zze T°¢ = T > 0, a teda cena eurdpskej call i put
opcie je rastiicou funkciou vzhladom na parameter volatility o > 0. Graf
zévislosti ceny opcie na volatilite pre parametre £ = 80,7 = 0,04,D =0
a ¢as do expiracie T' — t = 43/365 roku je zndzorneny na obr. 4.15.

Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Stcasné trhova cena akcie firmy IBM je 68,86 USD. Hodnota eurdpskej
call opcie s expira¢nou cenou 70 USD s dobou splatnosti 2 mesiace je
3,5 USD. Urokova miera bezrizikového dlhopisu je 2% p.a.
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a) Vypocitajte implikovand volatilitu oimp z ceny akcie a opcie.
b) Vypocet implikovanej volatility zopakujte pre tu istt akciu, avsak
ako vychodisko pre vypocet uvazujte call opciu s expira¢nou cenou

75 USD s dobou splatnosti 2 mesiace, ktorej sti¢asné trhovéa cena je
1 USD.

¢) Diskutujte ziskané vysledky v bodoch a) a b) z pohladu rizika pre
investora. Ktort opciu povaZzujete za vyhodnejsiu pre investora?

. Ako zavisi cena eurdpskej call a put opcie na expiracnej cene? Je to zavis-

lost’ rasttica alebo klesajtica?

. Sticasnd trhova cena akcie firmy IBM je 64 USD. Hodnota eur6pskej put

opcie s expira¢nou cenou 70 USD s dobou splatnosti 6 mesiacovje 9,5 USD.
Urokova miera bezrizikového dlhopisu je 2% p.a. Vypocitajte impliko-
vand volatilitu o;mp; z ceny akcie a put opcie.

. Zobrazte zavislost’ faktora citlivosti I na cene akcie S a ¢asu do expiracie

t € (0, T). Vysledky zobrazte pre eurépsku call opciu na akciu neplatiacu
dividendy, pricom o = 0, 4, expiraéna cena je E = 50, doba splatnosti st
4 mesiace a turok bezrizikového dlhopisu je » = 0, 05.

. Ako zavisi cena eurépskej call a put opcie na tirokovej miere r dlhopisu?

Zobrazte graf zavislosti ceny call i put opcie na drokovej miere, pricom
predpokladajte Ze je zndme, Ze cena akcie neplatiacej dividendy je S =
115, volatilita akcie 0 = 0, 3, expira¢na doba splatnosti je 6 mesiacov
a expira¢nd cena call i put opcie je £ = 110.

. Odvodte explicitny vztah a zobrazte graf zavislosti faktora lambda A

na cene podkladového aktiva S. Faktor A je logaritmicka derivacia ceny

. / . . _ 1 BV
opcie vzhladom na cenu akcie, t.j. A = 3 35 -

. Odvod'e explicitny vztah a zobrazte graf zavislosti faktora Vanna na cene

podkladového aktiva S. Faktor Vanna meria citlivost’ faktora A na zmene
22V
9505 *

volatility o, a teda Vanna =

. Odvodte explicitny vztah a zobrazte graf zavislosti faktora Speed na cene

podkladového aktiva S. Faktor Speed meria citlivost’” faktora I" na zmene
’v

ceny podkladového aktiva S, a teda Speed = 55



Kapitola 5

Modelovanie transakcniych
nakladov a rizika

V tejto Casti sa zameriame na doposial nezodpovedanu otazku,
ktora sa tyka modelovania transakénych nakladov spojenych s obcho-
dovanim na finan¢nej burze. Pripomerime, Ze pri odvodzovani Black—
Scholesovho a Mertonovho modelu sme sformulovali nasledovné pred-
poklady, ktoré nas viedli k odvodeniu modelu na ocetiovanie opcii:

e Cena akcie S sleduje geometricky Brownov pohyb s danym drif-
tom a volatilitou.

e Urokové miera r bezrizikového dlhopisu a volatilita akcie o st
zname pocas doby trvania opcie.

e Portfélio je samofinancované, bezrizikové a predpokladame nu-
lovy rast investicii do portfélia.

e Obchodovanie s podkladovym aktivom je kontinualne.

81
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e Trh s aktivami a opciami je tGplne likvidny.

e Transak¢né naklady spojené so zaistovanim portfélia prostrednic-
tvom predaja/nakupu akcii alebo opcii st nulové alebo zanedba-
telné.

Poznamenajme, Ze bezrizikové portfélio sme pri odvodeni zaklad-
ného Black-Scholesovho modelu dosiahli prostrednictvom kontinual-
neho A zaistovania portfélia, kde A = —%.

Pri analyze praktickych trhovych dat sa vsak ukazuje, Ze ktory-
kolvek z vyssie uvedenych predpokladov méze byt naruseny. V tejto
Casti sa predovsetkym zameriame na problematiku modelovania netri-
vialnych transakénych nakladov, ktoré st spojené s predajom a kiipou
akcii tvoriacich rizikovo neutrdlne portfélio. Zaroven poukdzeme na
moznost’ modelovania nie kontinudlneho zaistovania, t. j. transakcie sa
mozu prevadzat’ v diskrétnych ¢asovych okamihoch. Toto vychodisko
je ovela realistickejsie a pribliZuje vysledny model bliZsie ku skuto¢nosti
finan¢nych trhov.

5.1 Lelandov model

V praci [41] H. Leland urobil sice jednoducht, ale velmi dolezitt modi-
fikaciu Black-Scholesovho modelu pre call a put opcie. Do modelu zahr-
nul transakéné naklady a diskrétne udrziavanie portfélia. Neskor tento
postup pre zloZitejSie opéné stratégie zovseobecnili Hoggard, Whalley
a Wilmott v praci [28] a dalej analyzovali Grandits a Schachinger v [26].

Odvodenie Lelandovho modelu je postavené na nasledovnych vy-
chodiskach:

1. Portfélio zloZené z akcii, opcii na tieto akcie a bezrizikovych dl-
hopisov sa m6Ze menit’ (prerovnavat) kazdych At ¢asovych jed-
notiek, kde At je pevne zadany ¢asovy krok.

2. Cena akcie sleduje geometricky Brownov pohyb s driftom p a vo-
latilitou o, t.j.
dS = pSdt + o Sdw.

V diskrétnych ¢asovych okamihoch ¢; <t < ... < 't,, kde t;41 —
t; = At, pre kazdé i = 1,2,...,n — 1 je teda zmena ceny akcie
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AS dand diskrétnou formou rovnice geometrického Brownovho
pohybu
AS = pSAt + oSO/ At,

kde ® je ndhodné premennd s normalnym rozdelenim pravdepo-
dobnosti ® ~ N(0,1).

3. Predpokladame, Ze opcia v cene V je v tzv. dlhej (long) pozi-
cii, ¢o znamen4, Ze ju v portféliu drzime a zaistovanie portfdlia
prevddzame prostrednictvom nakupu resp. predaja akcii, resp.
dlhopisov.

4. Transak¢né naklady st odvodené od objemu transakcie. MoZnost’
nakupovat’ a predavat’ Iubovolné mnozZstvo akcif za ta istd cenu
S jejednym z predpokladov Black-Scholesovho modelu, ktory nie
je mozné na skuto¢nom (nie dplnom) trhu zabezpecit. Predpokla-
dame teda, Ze na trhu méZeme nakupovat’ akcie za vyssiu (tzv.
ask) cenu S, a predavat’ za nizsiu (tzv. bid) cenu Sy;q. Ako cenu
akcie S oznacime priemer bid a ask cien S, a Spiq. Potom

Sask =S (1+C/2), Spa=5S01-C/2),

kde C reprezentuje konstantné percentudlne naklady na predaj
a kiipu jednej akcie. Teda

Sask — Sbid

C= .
Sask + Sbid

6.1)
To znamend, Ze ak uvaZujeme nakup alebo predaj akcie za cenu
S, tak musime pocitat’ s dodatoénymi nékladmi vo vyske £S5
jednotiek.

5. Podobne ako v pdvodnom Black-Scholesovom modeli, sa o¢aka-
vany vynos bezrizikového portfélia rovnd vynosu bezrizikovych
dlhopisov.

Odvodenie Lelandovho modelu je velmi podobné odvodeniu po-
vodného Black-Scholes—-Mertonovho modelu z kapitoly 3. Budeme syn-
tetizovat’ derivat V volbou portfolia zlozeného z § akcii a jedného bezri-
zikového dlhopisu B s bezrizikovou mierou vynosu r, pricom portfélio
je zaistované samofinancovanou stratégiou. V Case t mame

‘/t - (StSt + Bt-



84 KAPITOLA 5

Ak Casovy interval medzi dvoma zaistovaniami portfélia oznac¢ime At,
tak pre zmenu hodnoty portfélia od ¢asu ¢ do ¢t + At dostavame

C
Visar — Vi = 6:(Sprae — Si) + (Bie™" — By) + §|6t+At — 0¢| St At

V tejto rovnici prvy ¢len na pravej strane rovnice predstavuje zisk (resp.
stratu) sposobeny zmenou ceny akcie, druhy ¢len trok ziskany z dl-
hopisu za obdobie At a posledny ¢len predstavuje transakéné naklady
vyplyvajtice zo zmeny poctu akcii v portféliu. Prave tento ¢len mode-
luje transakéné naklady; t. j. sti¢in dodato¢nych nakladov na nakup alebo
predaj jednej akcie a poctu akcii, ktoré nakupujeme alebo preddvame.
Ak vyuzijeme Itéovu lemu 2.1 aplikovant na diferenciu Viianr — Vi
a aproximujeme prirastok finanéného objemu dlhopisov Bie™®! — B,
pomocou rBAt, tak potom vyssie uvedent rovnost’ mdZeme prepisat’
do diferen¢ného tvaru
1 2
%AS + <88‘t/ + 20282(;;;> At =0AS +rBAt + %S|A5|.
Podobne ako v pripade odvodenia p6vodného Black-Scholesovho mo-
delu sme schopni eliminovat’ stochastické ¢leny v tejto rovnici vstupu-
juce do diferencie AS pomocou A zaistovania. Skuto¢ne, volbou poctu
akcii v portféliu
ov

6=%g (5.2)

eliminujeme ¢len AS. V rovnici vSak eSte stale ostdva stochasticky ¢len
A9, teda

2
v, 1 6V) At. (5.3)

C _ 2 Q2

Podla (5.2) je mnozZstvo akcii v portféliu funkciou aktualnej ceny akcie

S a &asu. Aplikovanim Itéovej lemy na ¢len 2% dostdvame

0*V
VAN O'Sw Aw,
azna¢leny radu At a vysSichradov v At. Ked'Ze pre ocakdvant hodnotu
| Aw| plati

B(|aw) = B(ol) /B = 1/ 21,
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kde ¢ ~ N(0,1) je normalne rozdelena nahodné premennd, tak s pri-
hliadnutim na statisticky zakon velkych &isel mo6Zeme pre malé hodnoty
0 < At <« 1 aproximovat’ ndhodnd premennt |Aw| pomocou jej stred-
nej hodnoty E(|Awl). Dostdvame tak vyjadrenie

82
8%

82
252

C
F

Naslednym dosadenim do (5.3) napokon ziskavame Lelandov model na
oceniovanie finanénych derivatov s uvazovanim transakénych nakladov
v tvare parcialnej diferencialnej rovnice

—CS|A5| ~ 70052 E(|Aw|) = =0%5?

1
2

1% 1“81/ , a?v\ﬁc oV B
o 375 s (1 ~ sign (as) p am> (Sas ) =0
(5.4)
pri¢om sme do rovnice dosadili aj vztah B = V' — §5 plyntci z predpo-
kladu o samofinancovanosti portfélia, t. j. financovani ndkupu/predaja
akcii, resp. opcii v portféliu prostrednictvom predaja/nakupu bezrizi-
kovych dlhopisov.
Parcidlna diferencidlna rovnica (5.4) sa dd kompaktne zapisat’ v tvare

ov 1 5 5 o°V 0%V oV
En + 5 S ( Lemgn(aSz)) 357 585 rV =0, (b.5)

kde Le je tzv. Lelandovo ¢islo a je definované ako:

2 C
Le = \/;a\/m' (5.6)

RieSenie V' = V(S,t) rovnice (5.5) je definované na mnozine (S,¢) €
(0,00) x (0,T"). Koncové (terminalovd) podmienka V (S, T) v Case expi-
récie opcie t = T' zodpoveda zvolenému typu opcie. Napriklad:

V(5,T) = max(S—E,0) precallopciu,
V(S,T) = max(E —S,0) preputopciu.

Vs&imnime si jeden doleZzity fakt. UvaZujme problém oceriovania
eurdpskej call alebo put opcie so zahrnutim transakénych nakladov.
V pripade call i put opcie je priebeh riesenia Black-Scholesovej rovnice
konvexné funkcia v premennej S. To je dosledkom konvexnosti termi-
nalovej podmienky pre call i put opciu. Tym padom rieSenie klasickej
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. . 2 4 . . P 2
Black-Scholesovej rovnice mé4 kladné znamienko druhej derivécie 245,
7 2 Z ~ L4 . A .
a teda sign(255) = 1. To ale znamend, Ze rie§enie pévodnej Black—

Scholesovej rovnice s pozmenenou volatilitou &, kde

62 = 0?(1 - Le),

je zaroven aj rieSenim Lelandovej rovnice (5.5). KedZe riesenie Black—
Scholesovej rovnice opisujice ceny eurépskej call alebo put opcie je
rastiicou funkciou parametra volatility o, dostdvame tak, Ze pre kladné
Lelandovo ¢islo Le > 0 plati

ViEi (S, 1) < ViS(9,0), Vil (9,1) < Vi 7(S:t)  prekazdé §>0,t € (0,7),

kde V£e(S,t), resp. V,.7(S,t) je rieSenie Black-Scholesovej rovnice pre
oceiovanie call, resp. put opcie a V/£§(S,t), resp. V,5/(S,t) je rieSenim

Lelandovej rovnice (5.5).

5.2 Modelovanie bid-ask spreadov pomocou
Lelandovho modelu

Ako sme uZ konstatovali, cena call alebo put opcie vypocitana z Le-
landovho modelu (5.5) je niZSia ako cena ziskana z rieSenia Black-
Scholesovho modelu s uvazovanim tych istych parametrov volatility
o, urokovej a dividendovej miery r a D a rovnakej expiracnej ceny F
a expiracného casu T To je dané tym, Ze transak¢éné naklady st na strane
drzitela opcie, pretoZe musi zaistovat’ portf6lio predajom alebo naku-
pom akcii. Tym padom je cena opcie z pohladu drzitela alebo zaujemcu
o kipu zaistovacieho nastroja, akym je opcia, tym niz$ia, ¢im sd vyssie
transakéné néklady. To znamend, Ze cena opcie vypocitana na zaklade
rieSenia Lelandovej rovnice (5.5) moze byt stotoZnena s cenou zodpo-
vedajticou ponuke na ktipu opcie. Zrejme pontikana cena (bid cena) na
kdpu opcie je na finan¢nom trhu vzdy niZzsia ako ponuka na jej predaj
(ask cena).

Cenu opcie, ktora bude reprezentovat’ ponuku na kiapu opcie, t. j.
tzv. ask cenu opcie, mdZeme taktieZ modelovat’ pomocou Lelandovej
metodolégie. Na rozdiel od tzv. dlhej (long) pozicie opcie budeme teraz
uvazovat’ o situdcii, v ktorej tento derivat dlhujeme, t. j. opcia je v kratkej
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Obr. 5.1: Zobrazenie grafov rieSenia Lelandovho modelu pre eurépsku call
(vlavo) a put opciu (vpravo). Znazornené st plnou &arou nizsie (bid) ceny,
vyssie (ask) ceny opcii a rieSenie Black-Scholesovej rovnice s volatilitou o (pre-
rusované ¢iara). Parametre vypocétu: £ = 80,0 = 0,3,Le = 0,15, = 0,04, D =
0,7 —t =43/365.

(short) pozicii. Budeme sa teda snazit’ o syntetizovanie jedného dlhova-
ného derivatu v cene V; pomocou ndkupu, resp. predaja d; akcii v cene
S a dlhopisov By, t.j.

—‘/;5 = —6tSt - Bt~

Pre zmenu portfélia medzi dvoma zaistovaniami od ¢asu ¢ do ¢ + At
dostavame

C
_(‘/t-‘rAt - ‘/t) = _6t(5t+At - St) - (BterAt - Bt) + §|6t+At - 6t|St+At-

Postupom analogickym ako v pripade opcie v dlhej pozicii nakoniec
dospejeme k Lelandovej rovnici pre ocenenie opcie v kratkej pozicii

oV 1 5. . 0%V 0%V oV
— + = 1+1 — — +rS—=— — = 7
. 20 S ( e51gn< 52)> 3 rS 5 rV =0, (5.7)

kde Le je Lelandovo ¢islo definované vztahom (5.6). RieSenie V =
V(S,t) je opat’ definované na mnozine (S,t) € (0,00) x (0,T) a repre-
zentuje vyssiu cenu opcie - ponuku na predaj alebo aj ask cenu opcie.

Na obr. 5.1 stt znazornené rieSenia Lelandovho modelu oceriova-
nia eurdpskej call (vlavo) a put opcie (vpravo) s uvaZovanim trans-
akénych nékladov vyjadrenych prostrednictvom Lelandovho ¢isla Le.
Dolny graf zodpoveda ponuke na ktipu opcie (bid cena) vyjadrenej fun-
kciou V (S, t; 0(1—Le)? ), strednd preruovand Siara zodpoveda rieseniu
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Obr. 5.2: Zobrazenie grafov rozdielov (spreads) medzi ask a bid cenami eurtp-
skej call opcie V°(S,t;0(1 + Le)%) —Vee(S,t;o(1 — Le)%) pre hodnoty Le-
landovho ¢isla Le = 0, 15,0, 1, 0, 05. Parametre vypoétu: £ = 80,0 = 0,3,r =
0,04,D =0,T — t = 43/365.

Black-Scholesovej rovnice s nulovym Lelandovym ¢&islom, t.j. V' (S, t; o),
a horny graf zodpoveda ponuke na predaj opcie (ask cena) vyjadrenej
funkciou V (S, t; o(1 + Le)?). Na obr. 5.2 sti zndzornené rozdiely (spre-
ads) medzi ask a bid cenami eur6pskej call opcie V°°(S,¢;0(1 + Le) 3)—
Vee(S,t;0(1 — Le)2) pre rozne hodnoty Lelandovho &isla. Rozdiely
(spreads) pre put opciu st vdaka call-put parite zhodné s rozdielmi
pre call opciu.

Lelandov model ocernovania je teda moZzné pouzit’ na zachytenie
rozdielnych bid a ask cien derivatov a ich spreadov. Z toho vyplyva
moZnost’ jeho vyuzitia na kalibraciu parametrov ziskanych z ¢asovych
dat bid a ask cien opcii. Predpokladajme, Ze v danom ¢ase ¢ médme
k dispozicii trhovt cenu akcie Sy, a bid, resp. ask ceny prislusnych
call opcif V%4, resp. V25% s danou splatnostou T a expiraénou cenou E,
pri¢om je zndma tirokova miera r, ako aj dividendovéa miera D. Zaroven
prepokladajme, Ze pozndme koeficient C' transakénych ndkladov dany
vztahom (5.1) na zdklade bid a ask ceny samotnej akcie v danom case.
Potom parametre o a Le Lelandovho modelu (5.5-5.7) méZeme vypocitat’
z rieSenia dvoch rovnic o dvoch neznamych

o?(14Le) = o? o?(1 —Le) = o2y,

ask>»

kde o5k a opig st jednoznacne urcené implikované volatility Black—
Scholesovho modelu, t. j.

k . bid __ .
VTanl = Vec(Sreala t, Uask)a ‘/relal - Vec(Sreala t; a'bz'd)-
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Obr. 5.3: Minutovy priebeh ceny akcie firmy Microsoft zo diia 21. 5. 2002 (hore).
Vlavo dole je zndzorneny priebeh bid a ask cien call opcie na expiraént cenu
E = 50 so splatnostou 2. 7. 2002 (T" — t = 43/365). Vpravo dole je priebeh
aritmetického priemeru medzi bid a ask cenami call opcie.

Na obr. 5.3 je zobrazeny redlny casovy priebeh ceny akcie firmy
Microsoft zo diia 21. 5. 2002 a bid resp. ask cien call opcie na expira¢ni
cenu E = 50 so splatnostou 2. 7. 2002 (' — t = 43/365). Na obr. 5.4
je zndzorneny mintdtovy casovy priebeh pocas obchodovacieho dna
21. 5. 2002 vypocitanych implikovanych volatilit a Lelandovho ¢isla na
zéklade pouzitia bid a ask cien call opcie. Zobrazeny je aj priebeh ¢asu
At medzi dvomi zaisteniami portfélia, ktory je vypocitany zo vztahu
(5.6) ako ,
po2 0

m™o?Le

Koeficient C' sme ur¢ili majtici hodnotu 0,02, ktord je delend expiratnou
cenou, t. j. C = 0,02/E = 0,0004. To zodpovedalo trhovym bid-ask
spreadom v cene akcie na drovni 0,02 USD. Na zéklade vypocitanych
hodnét ¢asového intervalu At pocas 21. 5. 2002 moZeme usudzovat) Ze
vzhladom na trhové data je optimélne volit’ ¢as medzi dvomi zaiste-
niami (prerovaniami) portfélia cca 50 mintit.

Zaujimavé vysledky je mozné ziskat’ porovndvanim implikovanych
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Obr. 5.4: Minutovy priebeh implikovanej volatility vypocitanej z cien call opcif
firmy Microsoft s expira¢nou cenou E = 50 a so splatnostou 2. 7. 2002 (I" — t =
43/365). Dole st zobrazené prislusné priebehy implikovaného Lelandovho ¢isla
a priebeh implikovaného Lelandovho ¢asu At medzi dvoma transakciami.

volatilit a Lelandovych ¢isel ziskanych z bid-ask cien opcif s réznymi
dobami expirécie. Priklad takéhoto vypoctu je zndzorneny na obr. 5.5.
Porovnanim ¢asov medzi dvomi zaisteniami At je zretelné, Ze na zais-
tovanie portfélia s opciou s dlhsou splatnostou postacuje dlhsi ¢as At
medzi nasledujtcimi zaisteniami (prerovnaniami) portfélia.

5.3 Riziko zahriiujiica metodoldgia a d'alsie
nelinedrne modely

Cielom tejto Casti je pontknut’ ¢itatelovi pohlad do modernej teérie oce-
novania derivatov, ktora je zaloZend na rieSeniach rdznych zovseobec-
neni pdvodnej Black-Scholesovej rovnice. Jedna sa vSak len o stru¢ny
a rozhodne nie aplny prehlad nelinedrnych zovseobecneni klasickej
Black-Scholesovej tedrie. Detailnejsie vychodiskd odvodzovania nasle-
dovnych modelov ako aj ich kvalitativnu a kvantitativnu analyzu moze
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Obr. 5.5: Porovnanie minttového priebehu implikovanej volatility vypocitanej
z cien call opcii firmy IBM zo dna 21. 5. 2002 s expira¢nou cenou E = 80
a so splatnostou 2. 7. 2002 (vlavo) (T' — ¢t = 43/365) a so splatnostou 2. 10. 2002
(vpravo). V strede st prislusné priebehy implikovanych Lelandovych ¢isel. Dole
je znazorneny minttovy priebeh implikovaného Lelandovho ¢asu At medzi
dvoma transakciami.
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Citatel ziskat’ z uvadzanych prameriov literatury.
Pripomertime, Ze pripad, ked’ koeficient ¢ > 0 Black-Scholesovej

rovnice )

%—Z + 30252% + rsg—g —rV =0 (5.8)
je konstantny, reprezentuje klasickd Black-Scholesovu teériu prezen-
tovand Blackom a Scholesom v ¢lanku [8]. Na druhej strane, ak pri-
pustime, Ze koeficient volatility o > 0 je funkciou samotného rieSenia
V' a pripadne ceny akcie S, tak rovnica (5.8) reprezentuje nelinedrne
zov§eobecnenie Black-Scholesovej rovnice. Nasim d‘alsim cielom je po-
ukézat’ na nelinedrne modely oceriovania derivatov akcii, ktoré réznym
smerom zovseobeciiuju klasicky linedrny Black-Scholesov model. Bu-
deme Studovat’ modely, v ktorych diftzny koeficient o2 rovnice (5.8)
moze zavisiet’ na ¢ase do expirdcie T' — t, cene aktiva S a na druhej de-
rivécii ceny opcie vzhladom na cenu aktiva, t. j. na Gama faktore opcie
I' = 92V. To znamena, Ze

o =0(S?0:V, S, T —1t). (5.9)

Motivaciu pre $tidium nelinedrnych zovseobecneni Black-Scholesovej
rovnice (5.8) s volatilitou ¢ v tvare (5.9) pre nas predstavuji modely,
ktoré okrem iného berti do tvahy

1. nenulové transakéné néklady (napr. Lelandov model),
2. spdtné vdzby na trhu a trhy s netplnou likviditou,
3. riziko plyntce z nezaisteného portfélia

a dalsie. V poslednom obdobi doslo k vzniku novych modelov ocerio-
vania, ktoré rozsiruja klasickd Black-Scholesovu tedriu a nevyzaduju
také restriktivne predpoklady ako mala Black-Scholesova tedria. Na-
priklad uZ analyzovany Lelandov model [41] a jeho zovSeobecnenia
pre pripad vseobecnych opénych stratégii od Hoggarda ef al. [28], mo-
del so skékajicimi volatilitami od Avellanedu a Parasa [3]. Dalej sa
vyvinuli modely zahriiujice spatnta vazbu a efekty trhu s netiplnou
likviditou a posobenia dominantnych investorov sledujtcich zvolent
stratégiu obchodovania s akciami (Frey a Patie [22], Frey a Stremme
[23], During et al.[16], Schonbucher a Wilmott [59]). Efekty netplnej
replikdcie a zadanej funkcie investorovych preferencii boli studované
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Barlesom a Sonerom [5]. Zahrnutie moZného rizika plyntceho z nezais-
teného portfélia bolo zohladnené v modeloch navrhnutych Kratkom
[38] a Jandatkom a Sev¢ovitom v [32, 57]. KedZe pre nelinearne mo-
dely je vo vSeobecnosti obtiaZne néjst” explicitné rieSenie, vyskum v tejto
oblasti sa venuje najméa navrhu efektivnych numerickych schém na rie-
Senie problému oceriovania derivatov, ktoré su rieSeniami nelinedrnych
modelov Black-Scholesovho typu. Citatel sa méze viac o problema-
tike rieSenia nelinedrnych modelov dozvediet’ napr. v pracach Duringa
a kol. [16], Ankudinovej a Ehrhardta [2], Sevéovica [57].

Okrem uz predstaveného Lelandovho modelu, populdrnym neline-
arnym zovseobecnenim Black-Scholesovho modelu sa stal model na-
vrhnuty Avellanedom, Levym a Parasom [4], v ktorom sa na opis ne-
tplnych trhov pouZiva iba ohranicenie na rozsah volatility. Ich model
predpoklada, ze volatilita ma tvar

~2 2
2 202 - 07, akasV<0,
(5705, 57) { 62,  akdZV >0,

(5.10)
kde o1 a 04 reprezentuji dolny a horny odhad pre inak bliZSie neSpeci-
fikovant volatilitu stochastického vyvoja akcie.

V pripade, Ze uvazujeme netrividlne transakéné néklady, tak ako
uz bolo spomenuté pri Lelandovom modeli, nie je moZzné dosiahnut’
perfekini (kontinudlnu) replikaciu portfélia, pretoZe naklady na trans-
akcie by rastli cez vSetky medze. V pripade, Ze investorove preferencie
sd charakterizované exponencialnou funkciou uZzito¢nosti, Barles a So-
ner v préci [5] odvodili nelinedrne zovSeobecnenie Black-Scholesovej
rovnice, v ktorom volatilita o m4 tvar

o?(S?0%V, S, 7) = 6% (1+ ¥(a’e""S?9%V)), (5.11)

kde funkcia U je rieSenim obycajnej diferencidlnej rovnice: ¥'(x) =
(¥(z) +1)/(2y/2¥(x) — x),¥(0) = 0, a a > 0 je dany koeficient in-
vestorovej averzie k riziku. Da sa ukézat, ze ¥(z) = O(z3) pre z — 0
a¥(z) = O(z) pre x — oo.

Na zaver uvedieme eSte jedno zovSeobecnenie Black-Scholesovej
rovnice. Model RAPM riziko zahriujicej metodolégie ocetiovania deri-
vatov bol navrhnuty Kratkom v [38] a upraveny Janda¢kom a Sevéovi-
¢om v praci [32]. Myslienka odvodenia modelu je jednoducha. V snahe
vykonavat’ (nie tplne perfekitni) replikaciu portfélia prostrednictvom
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A zaistovania v ¢asovych intervaloch dizky At musi zaistovatel port-
folia dbat’ na to, Ze prili§ Casté zaistovanie (prerovndvanie) portfélia,
ked" At je malé, bude viest’ k enormnému nérastu transakénych vydav-
kov. Na druhej strane vSak sporadické zaistovanie, ked” At je, naopak,
velké, vedie k zvySovaniu rizika plynticeho z nezaisteného portfdlia.
Hlavna myslienka odvodenia modelu teda spoc¢iva v navrhnuti mier
rizika spojenych s transakénymi nakladmi a s nezaistenym portféliom,
ktoré st funkciami ¢asu At medzi dvomi zaisteniami. Optimalizacia
vyberu tohto ¢asového intervalu dizky At potom vedie na nelinearne
zovseobecnenie Black-Scholesovej rovnice, kde volatilita mé tvar

o2(S202V, S, 7) = &2 (1 + u(sagvﬁ) : (5.12)

pri¢om 62 > 0 predstavuje konstantnu historicku volatilitu akcie a pre
koeficient y plati: p = 3(C*R/ 2m)3, kde C,R > 0 st nezaporné kon-
Stanty reprezentujtice mieru transakénych nakladov (pozri (5.1)) a mieru
rizika plyntceho z nezaisteného portfolia. Citatela odkazujeme aj na
¢lanky [38, 32], v ktorych st uvedené d’alsie detaily odvodenia a kvali-
tativne vlastnosti modelu.

Nakoniec poznamenajme, Ze vSetky doposial uvedené nelinearne
zovseobecnenia povodnej Black-Scholesovej rovnice st s fiou konzis-
tentné v takom zmysle, Ze v pripade, Ze niektory z dodato¢nych para-
metrov modelu je nulovy (napr. ¢islo Le v Lelandovom modeli alebo
parameter a v Barles a Sonerovom modeli, resp. ;x v RAPM modeli), tak
vysledna rovnica je totozna s linedrnou Black-Scholesovou rovnicou.

V nelinedrnych modeloch oceriovania derivatov sa vo vSeobecnosti
nedaja pouzit’ vysledky ako napriklad put—call parita, ktora je dosled-
kom linearity zdkladného Black-Scholesovho modelu. Tato metéda vy-
chadzala z rozdelenia derivatu na dva subderivaty tak, aby v ¢ase expi-
racie davali spolu pozadovany derivat. Kazdy z tychto subderivatov
sme potom syntetizovali samostatne, ¢im mohol nastat’ pripad, Ze sme
z jedného portfélia akcie predédvali a do druhého sme akcie nakupovali,
pric¢om by postacovalo presuntt’ akcie z jedného portfélia do druhého
bez toho, aby sme museli platit’ transak¢né néklady.

Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Bid, resp. ask cena akcie firmy IBM je 118 USD, resp. 119 USD. Znéma je
historicka volatilita o5+ ceny akcie a bola 20% p.a. Hodnota eurdpskej
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call opcie s expira¢nou cenou 115 USD s dobou splatnosti 6 mesiacov je
6 USD. Urokové miera bezrizikového dlhopisu je 2% p.a.

a) Uvazovanim zakladného Black-Scholesovho modelu vypoéitajte
implikovanu volatilitu na zaklade strednej hodnoty akcie.

b) Vypocitajte hodnotu koeficientu C' v Lelandovom modeli ocefiova-
nia opcii s uvaZovanim transakénych nakladov. Ak uvazujeme, Ze
transakéné néklady st na strane drZitela opcie, uréite asovy krok
At, pomocou ktorého treba riadit’ zaistovanie vasho portfélia. Na-
vod: Uvedomte si, Ze v pripade call opcie sa Lelandov model d4
redukovat’ na zékladny Black-Scholesov model s inou volatilitou,
akou je historicka volatilita. TG porovnajte s implikovanou volatili-
tou vypocitanou podla bodu a).

2. Podrobne odvod'te Lelandov model pre pripad ocetiovania derivatu v tzv.
krétkej (short) pozicii, t. j. pre derivat, ktory dlhujeme. Uvedomte si, Ze
v takom pripade st transakéné naklady na strane drzitela opcie, pretoze
on musi prevadzat’ zaistovanie portfélia.

3. Ukézte, ze pre normélne rozdelenti nahodnti premenna & ~ N (0, 1) plati
pre strednt hodnotu jej absolutnej hodnoty E(|®|) = /2/.

4. Ako zavisi cena eurdpskej call a put opcie drzanej v dlhej (alebo long)
pozicii na intervale medzi jednotlivymi zaisteniami portfélia At? Je to
zavislost’ rasttica alebo klesajtica?

5. Ako zavisi rozdiel medzi ask a bid cenou eurépskej call opcie, vyjadrenych
pomocou Lelandovho modelu, na Lelandovom ¢&fsle a na intervale medzi
jednotlivymi zaisteniami portfélia At? Najdite hodnotu S, v ktorej sa
nadobdda maximélny rozdiel.

6. Pomocou call-put parity ukaZzte, Ze rozdiel medzi ask a bid cenou euré6p-
skej call opcie vyjadrenych pomocou Lelandovho modelu sa zhoduje
s rozdielom medzi ask a bid cenou eurépskej put opcie.
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Modelovanie exotickijch
financnych derivitov

Cielom tejto kapitoly je aspori iastocne Citatelovi pribliZit’ proble-
matiku ocefiovania exotickych typov derivatov. Privlastok ,exoticky”
ma povod v geografickom postaveni opénych btirz, na ktorych sa s ty-
mito derivatmi zac¢alo obchodovat. Oznacenie pre azijské opcie je toho
prikladom. Vicsina exotickych typov derivatov nejakym sposobom zo-
hladriuje historicky vyvoj ceny podkladového aktiva. V prvej asti ka-
pitoly sa preto zameriame na analyzu dradhovo zavislych (tzv. path-
dependent) opcii, ktoré zavisia na hodnotach podkladového aktiva na
nejakom c¢asovom intervale. Do tejto skupiny patria azijské opcie, ba-
riérové opcie, lookback opcie, ruské opcie a iné. Jednym z hlavnych
dovodov zavedenia opcii zavisiacich na histérif vyvoja ceny podklado-
vého aktiva bola snaha investorov zniZzit'riziko plyntice z okamzitych

96
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vykyvov ceny aktiva v blizkosti, ktoré boli ¢asto spdsobované Spekula-
tivnymi zdmermi. V druhej Casti kapitoly v kratkosti priblizime aj dalsie
typy exotickych derivatov, akymi sti napriklad binarne opcie, kosikové
opcie alebo zloZené opcie na opcie.

6.1 Azijské opcie

Azijské opcie st typom derivatovych obchodov, ktoré zavisia nielen
od aktudlnej ceny aktiva, ale aj od historického vyvoja ceny aktiva,
na ktoré je opcia vypisovana. Tieto opcie st teda Specidlnym pripadom
tzv. path—dependent opcii. To znamena opcif, ktorych pay—off diagram
z4visi nielen od koncovej ceny akcie, ale aj od jej vyvoja do expircie.
V pripade azijskych opcii vyplatna funkcia pay—off diagramu zavisi od
historického priemeru ceny aktiva. Azijské opcie st velmi uzitoénym
nastrojom finan¢ného manazmentu. Mézu byt’ pouZité na zaistovanie
$pecifickych typov aktiv, akymi st napriklad kontrakty na dodavky rop-
nych produktov. Obvykle je zaistovanie prostrednictvom azijskych opcif
lacnejsie ako konstrukcia portfélia obycajnych call alebo put opcif s roz-
nymi splatnostami. Naviac, azijské typy derivatov maji vyhodu oproti
obycajnym call alebo put opcidm v tom ohlade, Ze ich cena nie je prilis
zévisla od okamZitej hodnoty podkladového aktiva, ale od jeho sprie-
merovanej ceny za dané obdobie. Tym sposobom je ¢iasto¢ne mozné
zniZovat’ riziko plyntice z moZnej cenovej manipulécie zo strany vypi-
sovatela v ase expiracie.

Klasifikacia azijskych opcii je trochu komplikovanej$ia kvoli nasle-
dovnym faktorom, na zaklade ktorych rozdel'ujeme typy azijskych opcit:

1. Podla typu spriemerovania cien podkladového aktiva. V zésade
rozoznavame dva typy spriemerovania - aritmetické a geomet-
rické spriemerovanie. Spojity variant vyjadrenia spriemerovanej
ceny A; podkladového aktiva v ¢ase t sa da vyjadrit’ v integralnom

tvare
aritmetick%? priemer geometricky ptriemer
1 1
A= - Srdr, InA; = 7/ In S, dr. (6.1)
t Jo t Jo

V diskrétnom pripade mdzeme priemery vyjadrit” ako:

1< 1
Atn = E ;Stia In Atn = E ;ln Sti’ (6'2)
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kdet; <ty < ... < t,, priéom tiv1 —t; = 1/71

2. Podla pozicie spriemerovanej veli¢iny vstupujicej do vyplatnej
pay-off funkcie. Rozoznavame dva sposoby, ako spriemerovana
veli¢ina vstupuje do pay—off diagramu opcie:

o Average rate call resp. put opcia — ak je spriemerovana hodnota
v pozicii ceny aktiva, t. .

call opcia put opcia

Vare(S, A, T) = max(A — E,0), VP(S,A,T)=max(E — A4,0).
(6.3)

o Average strike call resp. put opcia — ak je spriemerovand hodnota
Vv pozicii expira¢nej ceny opcie.

Vee(S, A, T) = max(S—A,0), V*P(S,A,T)=max(A-S,0), (6.4)

kde E je dana expirac¢na cena a S = St, A = Ar s cena a sprie-
merovand cena podkladového aktiva v Case expirécie 7'

To znamend, Ze mdZeme napriklad uvaZzovat’ o azijskej aritmeticky
spriemerovanej average strike call opcii alebo o azijskej geometricky
spriemerovanej average rate put opcii. Celkove je teda podla vyssie
uvedenej klasifikdcie moZznych 8 druhov azijskych opcii.

Poznamenajme, Ze v diskrétnom tvare sa vyjadrenie geometrického
priemeru (6.2) da vyjadrit” ako

A = (H sti) , (6.5)
=1

ktory predstavuje skutocne geometricky priemer z nezapornych cien
akcie Stl s Stg s ey St

n*

6.1.1 Parcidlna diferencidlna rovnica pre azijské opcie

V tejto Casti sa stistredime na odvodenie parcialnej diferencialnej rovnice
Black-Scholesovho typu na oceniovanie azijskych typov opcii. Podobne
ako v pripade klasickej Black-Scholesovej teérie budeme predpokladat;
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Ze vyvoj ceny akcie ma stochasticky charakter, ktory moéZeme opisat’
pomocou rovnice geometrického Brownovho pohybu

dS = (p— D)Sdt + oSdw,

kde w je Wienerov proces, ( je drift procesu, D je miera spojite vyplaca-
nych dividend na akciu a o je volatilita vyvoja ceny akcie.

Hodnota V' azijskej opcie je funkcia, ktora je zavisld nielen od ceny
podkladového aktiva S a ¢asu ¢ € [0, T}, ale aj od spriemerovanej ceny
Anaintervale [0,T],t.j. V = V (S, A, t). Cena derivatu V ma teda vd'aka
zavislosti od S a A tieZ stochasticky charakter. Skor ako vypocitame
diferencial dV' ceny opcie, zamyslime sa nad zmenou - diferencidlom
spriemerovanej ceny A. Dostdvame:

dA 1 Sy — Ay
i t2/SdT+ o ;

v pripade aritmetického priemeru, resp.

1dA  dlnA 1 InS; —In Ay
1TaH- a - e 1HSdT+*1nSt —

v pripade geometrického priemeru. To ale znamena, Ze diferencial prie-
meru dA je v prvom rade aproximdcie radu dt a plati:

aritmeticky priemer geometricky priemer

—-A InS—InA
S=Au aa= Aw%dt. (6.6)
Pre oba typy spriemerovania v8ak plati, Ze diferencial dA sa dé vyjadrit

v tvare:

dA =

7

dA=Af (jt) dt, (6.7)

kde funkcia f(z,t) = (z — 1)/t v pripade aritmetického spriemerovania
a f(z,t) = (Inz)/t v pripade geometrického spriemerovania.

Ak teraz pouzijeme Itéovu lemu 2.1 na vypocet diferencidlu funkcie
V = V(S, A, t) a zohl'adnime fakt, Ze dA je toho istého radu ako dt, tak
dostdvame stochastickd diferencidlnu rovnicu

oV oV oV 0% 0%
av 55 ds + 540 +(8t+ SaSz)dt

1% vV o2 ,0%V 9V (S
= — —_— —_— 7A J—
anS+(8t+ 52 557 + 34 f( t))dt
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Dalsi postup odvodenia parciélnej diferencialnej rovnice pre cenu V =
V (S, A, t) azijského derivatu je temer zhodny s postupom odvodenia
Black-Scholesovej rovnice pre eurépske typy opcii opisanym v kapi-
tole 3. Skutocne, vytvorenim samofinancovaného portfélia s nulovym
rastom investicii a poZiadavkou na bezrizikovost’ investicie do daného
portfélia, t. j. eliminovanim stochastickych ¢lenov z rovnice pre dife-
rencial samofinancovaného portfélia napokon dostavame parcidlnu di-
ferencialnu rovnicu pre oceniovanie azijskych typov derivatov pre arit-
metické alebo geometrické spriemerovanie cien podkladového aktiva
v tvare:
oV o? L0V ov S \oV

ktorejrieSenie V = V (S, A, t) je definované na oblasti (S, A,t) € (0, c0) x
(0,00) x (0, T) a splita termindlovti podmienku (pay—off diagram) podla
zvoleného typu opcie. Ak napriklad uvazujeme o azijskej aritmeticky
spriemerovanej average strike call opcii, tak jej pay-off diagram ma tvar:

V (S, A,T) = max(S — A,0), (6.9)

pri¢om funkcia f v rovnici (6.8) mé tvar f(z,t) = (v — 1)/t. V pripade
geometrického spriemerovania mame f(z,t) = (Inz)/t. Ak uvaZujeme
o azijskej aritmeticky spriemerovanej average rate call opcii, jej pay—off
diagram ma4 tvar:

V(S,A,T) = max(A — E,0), (6.10)

kde E je zadana expira¢nd cena v expira¢nom ¢ase 7.

Poznamenajme, Zze PDR (6.8) nie je celkom vhodna na numericka
aproximaciu vzhladom na to, Ze v nej vystupuje iba prva parcialna
derivacia funkcie V podla stavovej premennej A. V pripade azijskej
average strike call alebo put opcie je vSak moZné, s ohladom na $truk-
tdru rovnice (6.8) a terminalovej podmienky (6.9), uskuto¢nit’ rozumnt
transformaciu zavislych a nezavislych premennych:

V(S,A,t) = AW (x,t), kde z= %, x € (0,00). (6.11)

Ak dosadime tieto transformované premenné do rovnice (6.8) a ter-
minélovej podmienky (6.9), tak po kratkych tpravach dostavame, Ze
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Obr. 6.1: Zobrazenie riegenia W (z,t) rovnice (6.12) prostrednictvom 3D per-
spektivy (vlavo) a troviiovych mnozin (vpravo). Parametre vypottu o =
0,4,7=0,04,D=0,T = 1.

transformovand funkcia W = W (x, t) je rieSenim parabolickej parcial-
nej diferencidlnej rovnice:

oW ot LW

ot 27 Ox?

+(r— D)Jcaa—v;/ + f(z,1) (W—xaaz/ —rW =0,

(6.12)
kderiesenie W = W (x, t) je definované na oblasti (x,t) € (0,00) % (0,T).
Terminalovy pay-off diagram pre transformovant funkciu W ma pre
azijsku average strike call alebo put opciu tvar:

Well(z, T) = max(x — 1,0), resp. WP"(z,T) = max(1 — 2,0). (6.13)

V sticasnosti je zname, Ze v pripade geometrického spriemerovania
maja average rate a average strike call, resp. put opcie rieSenie, ktoré
moze byt’ vyjadrené explicitnym vzorcom (pozri aj priklady 7 a 8). Na
druhej strane, rieSenie rovnice (6.12) v jednoduchom explicitnom tvare
nie je v pripade aritmetického spriemerovania doposial' zname.

Na obr. 6.1 je zndzorneny priebeh rieSenia parcidlnej diferencidlnej
rovnice (6.12). Na obr. 6.2 je zachyteny priebeh funkcie V (S, A, t) vyjad-
renej prostrednictvom transformécie (6.11), t.j. V(S, A, t) = AW (S/A,t)
pre ¢as do expirdcie T' — t = 0,9. Pre tplnost’ uvadzame aj jednodu-
chy zdrojovy koéd v systéme Mathematica, pomocou ktorého moZeme
vypocitat” aritmeticky spriemerovant average strike call opciu (pozri
tab. 6.1).
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Obr. 6.2: Zobrazenie ceny &zijskej call average strike opcie V (S, A,t) =
AW(S/A,t) veaset = 0,1 (t.j. T — ¢ = 0,9) - rieSenia rovnice (6.8) prostred-
nictvom 3D perspektivy (vlavo) a troviiovych mnoZin (vpravo). Parametre
vypoctu st ako na obr. 6.1.

0

Tabulka 6.1: Vypis programu Mathematica pre ocefiovanie &zijskych opcii.
Cgmazo.ll; r=0.04; d=0; T=1; t=0.9; xmax=8; \

PayOff[(x_] := If[x -1 >0, x -1, 0];

riesenie = NDSolve/[{

D[w([x, tau],tau] == (sigma"2/2) x"2 D[w[x, taul], x,x]
+ (r — d)*x * D[w[x, tau], x]
+ ((x — 1)/(T - tau))*(w[x, tau] - x*D[w[x, taul, x])
- r*w[x, tau],
w[x, 0] == PayOff([x],
w[0, tau] == 0,
w[xmax, tau] == PayOff[xmax]},

w, {tau, 0, t}, {x, 0, xmax}

1

w[(x_, tau_] := Evaluate[w[x, tau] /. riesenie[[1l]] 1;
V({tau_, S_, A_] := A w[S/A, taul;

\ii?tSD[ v(it, s, Al, {s, 10, 120}, {A, 50, 80}1; 4///
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6.2 Bariérové opcie

Bariérové opcie sa povazuju za jedny z najjednoduchsich opcii, ktorych
hodnota zavisi od asovej histérie vyvoja podkladového aktiva. Pred-
stavuju vlastne klasickeé call a put opcie, ktoré majti navySe tt vlastnost)
Ze ak cena akcie dosiahne niekedy v obdobi trvania opcie vopred za-
danu bariérova hodnotu B, tak stracaju svoju platnost’ a vypisovatel
opcie vyplati jej drzitelovi vopred dohodnuty rabat. Tymto typom bari-
érovych opcii sa hovori down-and-out alebo up-and-out opcie, podla toho,
z ktorej strany sa dosiahla bariéra. Down-and-out opcie st dostupné na
trhu od roku 1967.

Mozeme klasifikovat’ nasledovné typy bariér, pri dosiahnuti ktorych
opcia pred¢asne vyprsi v ¢ase ¢t € (0,7) medzi vypisanim a termindlo-
vym vyprSanim opcie v Case 1"

o down-and—out bariéra

v pripade, Ze cena akcie dosiahne v Case ¢ zadant bariéru B(t)
zhora,

o up-and—out bariéra

v pripade, Ze cena akcie dosiahne v Case ¢ zadanu bariéru B(t)
zdola.

Terminalova podmienka v ¢ase terminalového vyprsania opcie T'je dana
pay-off diagramom call, resp. put opcie. Podla toho rozlisujeme down-
and-out call opciu alebo up-and-out put opciu atd’. V kaZdom pripade,
ak opcia pred¢asne vyprsi, tak drzitel opcie ziskava od vypisovatela
opcie vopred stanoveny rabat R = R(t) > 0. Dojednany rabat moze byt’
aj nulovy.

Typickym prikladom vopred dohodnutej bariérovej funkcie je expo-
nencialna bariérova funkcia

B(t) = bEe~(T—1), (6.14)

kde 0 < b < 1, > 0 st zvolené konstanty. Priklad bariérovej funkcie
pre down-and-out call alebo put opciu je zndzorneny na obr. 6.3. Za-
roven je na tomto obrazku zachyteny vyznam bariéry pre dva pripady
tasového vyvoja podkladového aktiva. Na lavom dolnom obrazku je
bariéra neaktivna pocas celej doby trvania opcie. Na obrazku vpravo
doslo v ¢ase t = 0, 21 k dosiahnutiu exponencialnej bariéry zhora, a tym
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Obr. 6.3: Priklad exponencialnej bariéry pre down-and-out opciu (hore). Vlavo
dole je ukédzka neaktivnej bariéry pocas celej doby existencie opcie [0, T']. Vpravo
je ukazka aktivizacie bariéry v ¢ase ¢t = 0, 21.

padom opcia typu down-and-out predcasne vyprsala v tomto ¢asovom
okamihu. Drzitel tejto opcie zinkasuje stanoveny rabat R(t) > 0. Ako
priklad funkcie rabatu R méZeme uvaZzovat’ napriklad funkciu

R(t)=E (1 - e—ﬁ(T—ﬂ) , (6.15)

kde 3 > 0. VSimnime si, Ze takéto funkcia rabatu R(t) > 0 vzdy spliia
prirodzent terminalovi podmienku R(T") = 0, ktord by mala byt’ spl-
nend pri terminalovom vyprsani bariérovej opcie v ¢ase t = T'.

KedZe down-and-out opcia je platna iba v oblasti, kde S > B(t),
mozeme uplatnit’ Black-Scholesovu tedriu na zaistovanie portfélia po-
mocou tejto opcie a dostdvame, Ze cena down-and-out opcie musi pre
S > B(t) vyhovovat’ parcidlnej diferencidlnej rovnici

YV 1, %V av -

pret € (0,T),S > B(t). RieSenie ako cena down-and-out opcie musibyt’
na okraji regiénu platnosti opcie (t. j. pre S = B(t)) totoZné so zadanou
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Obr. 6.4: Graf riegenia rovnice (6.20) na ocefiovanie down-and-out bariérovej
opcie pomocou trojrozmerného grafu (vlavo hore) a grafu troviiovych mnozin
funkcie w (vpravo hore). Ceny opcie V' pre rézne casy do expiracie (dole).

hodnotou rabatu R(t). To znamend, Ze pre vSetky ¢t € (0,T) musi platit’
okrajova podmienka

V(B(t),t) = R(t). (6.17)

Napokon, podla typu terminalovej podmienky pre call alebo put opciu
musi byt rieSenie V' (S, t) pre t = T' dané pay-off diagramom call, resp.
put opcie, t. .

Veell(S T) = max(S—FE,0), resp. VP*!(S,T) = max(E—S,0), (6.18)

kde F je expira¢na cena opcie v expira¢nom case 7.

Rovnicu (6.16) je mozné jednoduchou transformaciou

S

V(S,t) =W(z,t), kde z=In (%

) , € (0,00), (6.19)
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Tabul'ka 6.2: Vypis programu Mathematica pre ocefiovanie bariérovych opcii.

= 40; “\\

/;’; 0.7; alfa = 0.1; beta = 0.05; X
sigma = 0.4; r = 0.04; d=0; T = 1;

xmax = 2;

Barieral[t_] := X b Exp[-alfa (T - t)];
Rabat[t_] := X (1 - Exp[-beta(T

I

o
-
=~
~

PayOff[x_] := X*If[b Exp[x] - 1 > 0, b Exp[x] - 1, 0];

riesenie = NDSolve/[{
D[w[x, tau], tau] == (sigma”2/2)D[w([x, taul], x, x]
+ (r — d - sigma”2/2 - alfa )* D[w[x, tau], x]
- r *w[x, tau] ,

wl[x, 0] == PayOff([x],
w[0, tau] == Rabat[T - taul]l,
w[xmax, tau] == PayOff[xmax]},

w, {tau, 0, T}, {x, 0, xmax}

1

w[x_, tau_] := Evaluate([w([x, tau] /. riesenie[[1l]] 1;
Plot3D[w[x, tau], {x, 0, xmax}, {tau, 0, T}]1;

VI[S_, tau_] :=
If[S > Barieral[T - taul],
w[ Log[S/Bariera[T - taul]l], taul,
Rabat [T - tau]
17

Plot [
{v(s,0.2 T1,Vv(S,0.4 T], V(S,0.6 T], V(S,0.8 T], V(S,Tl},
{s,20,50}1;

N /
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previest’ na parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre transformovand fun-
kciu

ow o 0*W o2 ow
definovant na pevnej oblasti (z,t) € (0,00) x (0,T). Okrajova pod-
mienka (6.17) a termindlova podmienka (6.18) sa potom transformuja
nasledovne:

W(0,t) = R(t), (6.21)
Well(z, T) = Emax(be® — 1,0), resp. WP*(z,T) = Emax(1 — be”,0).
(6.22)

Na obr. 6.4 je zndzorneny priebeh rieSenia parcialnej diferencidlnej
rovnice (6.20) s rabatom definovanym pomocou funkcie (6.15). Opét’
uvadzame aj jednoduchy zdrojovy kéd v systéme Mathematica, pomo-
cou ktorého mdZzeme vypocitat’ cenu bariérovej down-and-out call opcie
(pozri tab. 6.2).

Poznamenajme, Ze rovnicu (6.20) spolu s termindlovou podmienkou
(6.22) a okrajovou podmienkou (6.21) je mozné explicitne vyriesit. Jej
explicitné rieSenie ziskané metédou Duhamelovho integralu je uvedené
v prikladoch na samostatné rieSenie. Vzorec rieSenia je vSak dost’ zlozity
aj s ohladom na praktickd numerickd implementéciu. Uvadzame preto
priklad pouZitia numerickej schémy v tab. 6.2.

6.3 Kosikové opcie a opcie na indexy

Kosikové (basket) st opcie, ktorych cena zavisi na hodnote viacerych
podkladovych aktiv. Typickym prikladom kosikovej opcie mdZe byt
derivéat naviazany na vyvoj dvoch podkladovych aktiv, pricom jeho
vyplatny diagram je call opcia na stcet cien jednotlivych aktiv, t. j.

V(S1, SQ,T) = max(Sl + Sy — F, 0),

kde E je dohodnuta expiracnd cena v expiranom Case 7. Jedna sa
o vel'mi popularny typ derivatov. Dal$im prikladom kosikovej opcie je
opcia na index. Zname st napriklad call a put opcie na index Standard &
Poor S&P500, s ktorymi obchodujti drobni investori. V tomto priklade
je pocet akcii vchadzajticich do kosika (indexu) S&P500 rovny &islu
n = 500.
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Poznamenajme, Ze pomocou viacrozmerného variantu Itéovej lemy
(2.1) je mozné odvodit’ parcialnu diferencidlnu rovnicu na ocetiovanie
kosikovych (indexovych) derivatov. Problém potom vedie na pocitanie
vysokorozmernych integrélov. Efektivny algoritmus aproximécie vyso-
korozmernych opcii na indexy je v sticasnosti stile predmetom inten-
zivneho vyskumu.

6.4 Binarne opcie

Binarne opcie, tiez nazyvané digitdlne, predstavujii najjednoduchsie
typy exotickych opcii. Vyplatny pay-off diagram binadrnej opcie bol
predstaveny v kapitole 2 a je zobrazeny na obr. 2.14. To znamen4, Ze
terminalova podmienka je definovana ako:

bin B 1 ak Se [El,EQL
V(s T) = {0 inak,
kde 0 < E; < Es. Vzorec oceflovania bindrnej opcie v ¢ase ¢ € [0,7] ma
tvar

VoS, 6) = e TN (dy) — N(dy?)),
kde d¥ = (In(S/E) + (r — D + 02/2)(T —t))/(0/T — t). Tento vzorec
mozeme polahky odvodit’ z faktu, Ze termindlovy pay-off diagram
binédrnej opcie je aproximovany rozdielom
(=Vee(S,t; By +¢) + Ve(S, t; Er))
€
(=Vee(S,t; Bg + ) + V°(S, t; E2))
5

Vbin (S, T) ~

pre e — 0F. Teda V¥ (S, t) = —%LE“(S, t; Eq) + %(S,t;Eg) a vzorec
rieSenia plynie z fundamentalnej identity (4.6).

6.5 ZloZené opcie

Zlozené opcie (compound options) predstavuji opcie na aktivum, kto-
rym je opét’ opcia. V pripade, Ze sa obmedzime iba na triedu jednodu-
chych call alebo put opcii na aktiva, ktoré st opét’ call alebo put opcie,
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tak dostavame Styri typy zloZenych opcii — call na call, call na put, put
na call a put na put. Ich ocetlovanie si objasnime na jednom pripade
(call na call) vzhladom na to, Ze ostatné pripady su tplne analogické.

Uvazujme teda zloZent opciu A, ktord mé expiraény cas T4 a expi-
raénii cenu E 4, pri¢om jej podkladové aktivum je opcia B, ktora expiruje
v ¢ase Tp > T4 a mé expiracni cenu Ep. Terminalovy pay—off takejto
opcie A je potom dany vztahom:

Vjc (S, TA) = maX(VEC (S, TA) — EA, 0).

Cena podkladového aktiva, t. j. opcie B, je vSak v Case T4 urcena expli-
citnym vzorcom (4.3) pre ocefiovanie eurépskej call opcie a plati:

VE(S, Ty) = Se " PIB=TAN(dP) — Ege " Ts=TAIN(dF)

kde

I () +(r =D+ %)(Tp —Ta)
dP = = T . dF =dP —o\/Ts —Ty.

Tym padom ocenenie zloZenej opcie V5°(S,t) v ¢ase 0 < t < T4 je opdt’
dané vzorcom (4.3), t.j.

VE(S,t) = VES(S, Ta)e PTa=I N (df) — Eqe " TN (ds).

6.6 Lookback opcie

Lookback opcie st dalsim prikladom derivétov, ktorych cena zavisi
nielen od aktuélnej ceny podkladového aktiva, ale aj od d'alsej hodnoty
ziskanej z celého priebehu cien aktiva za sledované obdobie. V pripade
lookback opciije tdto hodnota uréend ako maximum alebo ako minimum
ceny aktiva za dané obdobie.

V zésade rozoznavame dva typy lookback opcii:

e Lookback opcie s pohyblivou expira¢nou cenou danou ako ma-
ximum M = MJ, = max(Sy,t € [Ty, T]) ceny aktiva v ¢asovom
intervale [Ty, T], kde Ty, > 0. To znamend, Ze terminalova pod-
mienka je dana vztahom:



110 KAPITOLA 6
call opcia put opcia
VIS, M,T) = max(S — M,0), V'”(S,M,T)=max(M — S,0), (6.23)

kde S = St je cena podkladového aktiva v ¢ase expiracie T'.

e Lookback opcie s pevnou expira¢nou cenou £, priCom termina-
lova podmienka je dana vztahom:

V(S, M, T) = max(M — E,0), V'(S,M,T)=max(E— M,0). (6.24)

Vo vSeobecnosti, podobne ako &zijské opcie, st aj lookback opcie
Ziadané investormi, ktori majt predstavu o rozsahu, v ktorom sa bude
pohybovat” podkladové aktivum, ale nechcti byt” viazani na vopred
stanovenu expira¢nu cenu.

Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Pomocou transformécii premennych a pouzijic metédu Duhamelovho
integralu v rovnici (6.20) odvodte explicitny vzorec (pre D = 0):

( ) e)\x+q(T—t) () O—1)e A
w(x,t EF———— (be_ TS —e” )
o2n(T —t) J-1mb
% (e—w—s)?/(za?(T—t» _ e—<x+s>2/<2a2<T—t)>> e
Az T—t _qs, —x2/(20%5)
+2 / e c o R(T —t — s)ds,
oV 2m Jo s2

kde A = %Jr Shg=— >‘22"2 —r, pre oceniovanie bariérovej down-and-out

opcie so zadanou funkciou rabatu R(t).

2. Numericky vypocitajte hodnotu azijskej aritmeticky spriemerovanej call
opcie s parametrami ako v tab. 6.1 a pre spriemerovant cenu A totozna
s cenou aktiva S ju porovnajte s cenou eurdpskej call opcie s tymi istymi
parametrami. Ktora cena je vyssia?

3. Znazornite graf rieSenia zloZenej call na call opcie.

4. Podrobne odvodte vzorec rieSenia pre ocefiovanie bindrnej opcie a zna-
zornite graf rieSenia binarnej opcie pre rézne ¢asy do expiracie opcie.
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’

5. Ukazte, Ze maximum z nezdpornych ¢isel Sy, S, , ..., S, sa da vyjadrit

1
ako limita max;—1, . n St, = limp .o (£ Y7, ST) 7. Pre spojitti funkciu
S-,7 € [0,T] analogickym spésobom ukaZzte, Ze plati: max,cjo,q S =

lim,— o (% s Sde) v

6. Pomocou predoslého prikladu néjdite aproximaciu lookback opcie s po-
hyblivou expira¢nou cenou danou ako maximum cien aktiva. Névod:
1zP—1

uvazujte funkciu f(z,t) = ;*5— pre velké hodnoty p > 1. Zobrazte

rieSenie pomocou algoritmu z tab. 6.1.

7. Predpokladajte, Ze cena akcie sleduje geometricky Brownov pohyb, t. j.
dS = pSdt+ oSdw. Ukédzte, Ze spojity geometricky priemer akcie In A; =
1 fot In S-dr opét’ vyhovuje rovnici gezometrického Brownovho pohybu
dA = [iAdt + GAdw, kde i = S(n — % +5°)ac = 7
8. Pomocou predoslého prikladu néjdite explicitné rieSenie oceriovania azij-
ského typu call alebo put geometricky spriemerovanej average rate opcie.



Kapitola 7

Modelovanie okamZitej
lirokovej miery

V nasledujtcich dvoch kapitoldch sa budeme zaoberat’ modelova-
nim drokovych mier a ich derivatov. V kapitole 7 uvedieme tzv. short-
rate modely pre opis okamZitej irokovej miery. OkamZzitti (alebo aj krét-
kodobt1) tirokovi mieru budeme opisovat’ prostrednictvom rieSeni sto-
chastickej diferencialnej rovnice. V zavislosti od tvaru koeficientov tejto
rovnice budeme rozlisovat’ jednotlivé typy modelov tirokovej miery.
V tejto kapitole dalej odvodime pravdepodobnostné rozdelenie sto-
chastickych procesov opisujicich okamzitd trokovi mieru. V zavere
kapitoly odvodime, ako sa toto rozdelenie d4 pouZit’ pri kalibracii mo-
delov.

Predstavu o charaktere casového priebehu okamzitej tirokovej miery
si moZze Citatel' urobit’ z obr. 7.1, na ktorom predkladame ukézku prie-
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Obr. 7.1: Denny ¢asovy priebeh okamZitej irokovej miery BRIBOR v roku 2007.

behu okamzitej tirokovej miery pre slovensky medzibankovy trh BRI-
BOR (BRatislava Interbank Offered Rate). Z obrézka je zrejmy stochas-
ticky charakter vyvoja tirokovej miery, ktord sa v danom obdobi pohy-
bovala medzi hodnotami 2% az 6% p.a.

7.1 Jednofaktorové modely

V jednofaktorovych modeloch sa predpoklada, Ze okamzitd tirokova
miera r je charakterizovand pomocou rieSenia stochastickej diferencial-
nej rovnice, ktord moze mat’ vo vSeobecnosti tvar

dr = p(t,r)dt + o(t, r)dw. (7.1)

Deterministicka ¢ast’ procesu dr = pu(t,r)dt uréuje trend (alebo drift)
vo vyvoji trokovej miery, volatilita (¢, r) ur¢uje charakter nahodnych
fluktuécii drokovej miery v okoli trendovej, t. j. deterministickej zlozky.

Obvyklou volbou driftovej funkcie je u(t,r) = k(0 — r), kde «,6 su
kladné konstanty. Parameter § nazyvame limitnou trokovou mierou
a x rychlostou reverzie alebo aj rychlostou navratu k limitnej tirokovej
miere. Stochastické procesy s touto formou deterministickej casti sa
zvyknti oznacovat’ aj ako Ornstein-Uhlenbeckov mean reversion pro-
cesy. Podstata driftu v tvare (¢, r) = k(6 —r) spociva v tom, Ze stredna
hodnota tirokovej miery je potom pritahovana k rovnovaznej hodnote
0, pri¢om sila tohto pritahovania je dand parametrom x. Skuto¢ne, pre
strednt hodnotu E(r;) plati

dE(ry) = E(dry) = k(0 — E(ry))dt + E(o(t,r)dw) = k(0 — E(ry))dt,
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nakol’ko, s ohladom na konstrukciu Itéovho integralu z kapitoly 2, plati
E(o(t,r)dw) = 0. Zrejme rieSenie diferencidlnej rovnice 2 E(r;) = (0 —
E(r;)) ma tvar

E(’/‘t) =0+ (E(To) - 9)67’“. (72)

To ale znamena, Ze lim; ., E(r;) = 6.

V nasledovnom texte sa zameriame na Orstein—Uhlenbeckove pro-
cesy typu mean reversion. V zavislosti na tvare funkcie volatility o(r, t)
budeme rozliSovat’ jednotlivé modely okamZitej irokovej miery. Ak bu-
deme uvazovat’ konstantnu volatilitu, t. j. o(¢,7) = o, tak dostaneme
tzv. Vasickov model

dr = k(0 — r)dt + odw, (7.3)

ktory bol odvodeny Vasickom v praci [61]. Vasickov model patri medzi
historicky prvé a najjednoduchsie modely vyvoja okamzitej drokovej
miery. Medzi nevyhody Vasi¢kovho modelu vSak patri fakt, Ze priptsta
aj zaporné turokové miery. Ak je tirokova miera blizka nule, volatilita je
stile rovna tej istej konstante a proces sa moZze s nenulovou pravdepo-
dobnostou dostat’ aj do zdpornych hodnot.

Cox-Ingersoll-Rossov model (skratene CIR model), ktory bol od-
vodeny v préci [13], odstrafiuje moznost” vyskytu zdpornych hodnot
okamZitej irokovej miery. Model ponechava predpoklad o drifte x (0 —r)
v tvare mean reversion procesu. Na rozdiel od Vasickovho modelu vSak
uz volatilita nie je konstantn4, ale je imerna odmocnine z r, t. j.

dr = k(0 — r)dt + o/rdw. (7.4)

Stochastickému procesu pre vyvoj nejakej nahodnej veli¢iny, v ktorom
stochasticky ¢len dw je ndsobeny odmocninou danej veli¢iny, hovorime
aj Besselov odmocninovy proces. To znamend, Ze pri malych trokovych
mierach je volatilita mala a ak by sa dosiahla nulova hodnota, volatilita
ma tiez nulovt hodnotu. Dalsi vyvoj je potom deterministicky a je ur-
¢eny driftom, ktory je pre r = 0 kladny. To znamen4, Ze trokova miera
sa zvysi a znovu nadobudne kladnt hodnotu.

V pripade, Ze pre koeficienty CIR procesu plati nerovnost’ 2k60 > o2,
tak dosiahnutie hodnoty = 0 mé& nulovd pravdepodobnost’ Intuitivne
sa da tato vlastnost’ nahliadnut’ aj pomocou zavedenia transformacie
z = Inr. Nulovej hodnote r = 0 potom zodpoveda x = —oo pre pre-
mennd z. Z Itéovej lemy dostavame

dz = (2e7%(260 — 02) — K)dt + e/ 2odw.
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Tabulka 7.1: Prehlad jednofaktorovych modelov okamZitej tirokovej miery
v tvare dr = k(0 — r)dt + or” dw.

Model ‘ Stochastickd rovnica pre r
Vasicek dr = k(0 — r)dt + odw
Dothan dr = ordw
Brennan-Schwarz dr = k(0 — r)dt + ordw
Cox-Ingersoll-Ross | dr = k(0 — r)dt + o/rdw

Cox—Ross dr = Brdt + or”dw

Ak by bolo 2k6 < o2, tak pre z — —oo aj drift procesu ma limitu —oco
, &im sa proces este viac priblizuje k —co. Podmienkou 2x6 > o2 tuto
moznost’ vylicime.

Existuju viaceré dalsie modely, ktoré st zovieobecnenim uvedenych
dvoch modelov. Popularny model vyvoja tirokovej miery bol navrhnuty
Chan, Karolyi, Longstaff a Sandersom v préci [31]. Ich model m4 tvar

dr = k(0 — r)dt + or”dw, (7.5)

kde v > 0 je konstanta. Ich stru¢ny prehlad so zahrnutim uz spomenu-
tych Vasickovho a CIR modelu je uvedeny v tab. 7.1.

Poznamenajme, Ze existuju aj iné moZnosti, ako dosiahnut’ nezapor-
nost’ tirokovej miery. Ak pouZijeme proces typu (7.3) pre z; a definujeme
arokovi mieru r; = e”t, vysledkom je model ozna¢ovany ako exponen-
cidlny Vasickov model okamzitej irokovej miery

dlnr = k(In@ — Inr)dt + odw,

v ktorom je tirokova miera r vZdy kladna.

Ak parametre «, 6,0 nie si konstanty, ale deterministické funkcie
¢asu, tak dostaneme model Blacka a Karasinského pre vyvoj okamZitej
arokovej miery:

dr = k(t)(0(t) — r)dt + o(t)r" dw.
Podrobny prehlad kvalitativnych a kvantitativnych vlastnosti modelov

vyvoja trokovej miery moze Citatel néjst’ v knihach Brigo a Mercuria
[9] a Kwoka [40].
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7.2 Hustota rozdelenia It6ovho stochastického
procesu a Fokker-Planckova rovnica

V nasledovnych riadkoch sa zamyslime nad otdzkou pravdepodob-
nostného rozloZenia ndhodnej premennej x = z(t), ktora je rieSenim
vSeobecného stochastického It6ovho procesu v tvare:

dx = p(x, t)dt + o(z, t)dw, (7.6)

ktory ma drift p(z,t) a volatilitu o(z,t). Oznatme kumulativnu dis-
tribuénd funkciu G = G(z,t) = Prob(z(t) < z|z(0) = z) procesu
z(t),t > 0, ktory spliia stochasticku diferencidlnu rovnicu (7.6) a za-
¢ina takmer isto z pociato¢nej podmienky zy. Potom kumulativna dis-
tribu¢na funkcia G moéze byt vypocitand pomocou funkcie hustoty
g = 0G/0z, ktord je rieSenim tzv. Fokker-Planckovej rovnice:
2

O 0%~ ), g 0) =0 —w). @)
Pomocou 6(z—1xg) sme oznadili tzv. Diracovu delta funkciu lokalizovanu
v bode x(. Diracova delta funkcia nie je funkciou v klasickom zmysle, ale
predstavuje distribticiu. Pre naSe potreby si ju méZeme reprezentovat’
ako taku funkciu, pre ktort plati:

0 ak = # xg, *°
6(x—$0):{+oo akxix(z) a/_ooé(x—ajo)daczl. (7.8)

V nasom pripade to znamend, Ze pre distribu¢nt funkciu G(z, 0) v Case
t = 0 plati:

ak = < xo,

G(x,0) :/_ 6(§ — wo)dE = {? ak z > xo,

CiZe proces z(t) sa v ¢ase t = 0 takmer isto nachddza v bode .

Intuitivny d6kaz faktu, Ze funkcia hustoty g spfﬁa Fokker-Planckovu
rovnicu, sa da previest’ nasledovne: nech V = V(z,t) je lubovolna
hladka funkcia s kompaktnym nosic¢om, t. j. V€ C§°(R x (0,7)). To
znamend, Zze pre kazdu takd funkciu V existuje kompaktnd mnozina
[-R,R] X [a, 8] C R x (0,T) taka, Zze V = 0 mimo tejto kompaktnej
mnoziny. Podla It6ovej lemy mame

oV 2oV ov ov

dV = <8t+28$2+ua’£> dt-i—O'%dw.
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Vzhladom na to, Ze diferencial Wienerovho procesu dw;, ~ wy, , — wy,
a premennd o (z;, t; )%m (x;,t;) st v Case t; navzdjom nezavislé, tak po-
tom s ohl adom na konstrukciu Itéovho integralu z kapitoly 2 dostavame
Eq (o(,t)2¥ (., t)dw,;) = 0, kde E} je stredna hodnota ndhodnej premen-
nej vzhladom na hustotu g(., t). Potom
v 2oV oV
dE (V(.,t)) = Ey(dV(.,t)) = E; (815 t S oz +p 81:) dt.

Poznamenajme, ze funkcia V(z,t) € C§° jenulova pret =0at =T
apre |z| > R, kde R > 0 je dostato¢ne velké. Ak vyuZijeme tento fakt a
metddu integrovania per-partes v = a t—premennych, tak dostaneme

r d o PPV oV
o2 82‘/ ov

/ / (_89 * %% (o%9) = aax (ug)> dz dt.

Pripomerime, Ze funkcia V' € C§°(R x (0,7')) bola I'ubovolns, a preto
diferencidlny vyraz pre funkciu g v zatvorkach sa musi identicky rov-
nat’ nule. Tym padom funkcia g vyhovuje Fokker-Planckovej rovnici
(7.7). Ako sme uz spomenuli, po¢iato¢na podmienka g(x,0) = §(x — o)
je ekvivalentna s faktom, Ze proces x(t) takmer isto spliia (0) = zo
v pociato¢nom case t = 0.

V kratkosti si rozoberme pripad, ked” nés zaujima rozdelenie prav-
depodobnosti ndhodnej premennej z(t) pre velky ¢as t — oo. V takom
pripade o¢akavame, Ze hustota g(z, t) ndhodnej premennej () sa stabi-
lizuje na limitnej hustote (), ktora zodpoveda limitnému rozdeleniu
premennej z(t) pre t ~ oco. Z faktu, ze g(z,t) — §(x) pre t — oo dosta-
vame gf (x,t) — 0 pret — oo. To znamend, Ze limitn4 hustota () musi
vyhovovat’ stacionarnej Fokker-Planckovej rovnici:

10% 5. 9]

2 0x2 (U 9) T oz (M@) =0 (7.9)

a podmienke na hustotu rozdelenia pravdepodobnosti: [, §(x)dz = 1.
Ako priklad pouzitia Fokker-Planckovej rovnice najdeme podmie-
nené rozdelenie Vasickovho stochastického procesu r(t) v Case ¢ pri



118 KAPITOLA 7

danej Startovacej hodnote rg v ¢ase t = 0. Fokker-Planckova rovnica pre
tento proces ma tvar

o e 9
ot 2 0r2 or

so zadiato¢nou podmienkou f(r,0) = §(r — rg). Jej rieSenim je hustota
f(r,t) ndhodnej premennej r(t) za predpokladu, Ze r(0) = ry takmer
isto. Namiesto hustoty budeme hladat’ charakteristicka funkciu ¢(s, t)
tejto nahodnej premennej. Pripomenime, Ze charakteristicka funkcia ¢(s)
nahodnej premennej X je definovana ako strednd hodnota E(e**X), kde
i je komplexna jednotka, i* = —1. Teda

(k0 —7)f) (7.10)

o(s,t) =F (eisr(t)> = /00 e f(r,t) dr

— 00

Dalej pripometime, Ze charakteristické funkcia normalneho rozdelenia
N(u,0?)jeexp (ius — —s ) Rovnicu (7.10) teraz vynasobime vyrazom

" abudemeju integrovat’ podla premennejr od —oo do co. Dostaneme

af 0.2 82f isr > ’LSTaf
/_OO 615 ?/_OO a2d—m9/ dr—f—/ﬁ/_ol“ adr

O funkciihustoty f m6Zeme predpokladat, Ze ma nulové limity: f(r,t) —
Oa % (r,t) — 0 pre r — £oo. MéZeme teda vyuzit’ vztahy

/°° LOf 00 % ,0f
BT e ar

o a2f o 75’7’8f 8¢
/_Do "oz =50 /_oo o= ("” a)

Dostavame rovnicu

o 99 a® ,
5‘t+ s —(28—K925 ?,

—dr = —iso,

— 00

ktora predstavuje kvazilinedrnu parcidlnu diferenciadlnu rovnicu prvého
rddu. Metédou charakteristik (pozri napr. Sevéovi¢ [58]) ndjdeme jej
vSeobecné rieSenie ¢ v implicithom tvare

2
F (se—“, Ing+ 27;82 - 9is) =0. (7.11)
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Obr. 7.2: Simulacia roného vyvoja dennych dét trokovej miery podla Va-
sitkovho modelu. Vlavo: parametre odhadnuté z dat z roku 2007 metoédou
maximalnej vierohodnosti, vpravo: 5-krat vacsia volatilita.

Pre ¢as t = 0 mame
¢(S,O) = / eisr(;(r i To)d?” _ eisro’

a teda dosadenim do (7.11) najdeme implicitny vztah, t. j. funkciu F:

2
F(&1,&2) = iro&1 + Z?ﬁ —0i& — &o.

To znamen4, Ze rieSenie ¢ ma tvar

s? [o?
P(s,t) = exp ( {(1 - 62"”)] +is[A(1— e ") + roe"”"t]) .
2 |2k
Zrejme tato funkcia ¢(s, t) je charakteristickd funkcia normalneho roz-
delenia N (7,52), kde

2
_ . - 9 O _
Fo =01 —e ") frge " G2 = _——(1 —e %),
2K
Ukazali sme teda, Ze stredna hodnota je vaZenym priemerom pociato¢-
nej ro a limitnej hodnoty 6. Poznamenajme, Ze véha Startovacej hodnoty
ro je tym mensia, ¢im silnejsi je efekt mean-reversion procesu, t. j. ¢im

Vacsi je parameter x.
UvaZzujtc limitu pre ¢ — oo dostaneme limitné rozdelenie trokovej

miery
2
Piim ~ N (9, ;) :
K
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Inou moZnostou, ako ziskat’ tito limitnt hustotu, je rieSenie stacionér-
nej Fokker-Planckovej rovnice, ktora v pripade Vasickovho modelu ma
tvar
2 92~
o 0°g 0
——— — — (k(@—7r)g) =0.
2 0r2  Or (s )9)

Jej rieSenie sa da polahky néjst’ v explicitnom tvare

§(r) = Cexp (—%(T - 9)2) , CO= \/37 (7.12)

kde C' > 0 je renormaliza¢na konstanta taka, Ze § je hustota rozdelenia
pravdepodobnosti, t.j. [ §(r)dr = 1. V8imnime si, Ze funkcia hustoty
(7.12) predstavuje hustotu rozdelenia normalne rozdelenej ndhodnej
premennej so strednou hodnotou # a disperziou g

Ako dalsi priklad budeme uvaZzovat’ Cox-Ingersoll-Rossov model
drokovej miery, pre ktory vypocitame hustotu limitného rozdelenia.
V CIR modeli predpokladame, Ze proces tirokovej sadzby r vyhovuje
stochastickej diferencidlnej rovnici Besselovho odmocninového procesu
(7.4). Stacionarna Fokker—Planckova rovnica ma tvar

% 0% _ 0

?ﬁ(rg) ~ (k(6—1)g) =0. (7.13)

V pripade, Ze pre parametre procesu plati

2k0

?>17

tak integraciou rovnice (7.13) mdZeme najst’ rieSenie v explicitnom tvare

200
G(r) = &ro? “lexp (=2kr/0?), r>0, (7.14)
0, r<0,
2\ 2
kde C = (g—ﬁ) 7 T (2£) je renormalizaénd konstanta a I' je Gama

funkcia. V tomto pripade limitnd hustota (7.14) predstavuje hustotu
rozdelenia ndhodnej premennej s Gama rozdelenim. Proces r takmer iste
nenadobtida zaporné hodnoty. To je jeden z hlavnych dévodov, preco
Cox-Ingersoll-Rossov model je realistickej$im modelom v porovnani
s Vasickovym modelom trokovej miery.
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Obr. 7.3: Vlavo: limitné rozdelenie trokovej miery vo Vasitkovom modeli pre
parametre odhadnuté v tabulke 7.2 a pre model s pitkrat vdcSou volatilitou
(prerusovanad ¢iara). Vpravo: Rozdelenie tirokovej miery vo Vasickovom modeli
pre parametre odhadnuté z dat a zac¢iato¢nt hodnotu trokovej miery ro = 0, 02
-0 1dern, o1 tyzderi a limitné rozdelenie (prerusovana ¢iara).
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Obr. 7.4: Limitné rozdelenie irokovej miery vo Vasitkovom (preruSovand ¢iara)
a CIR modeli s parametrami odhadnutymi z dat v tabulke 7.2.

Na obr. 7.3 vlavo je znazornené limitné rozdelenie trokovej miery,
ktord sa riadi Vasickovym procesom. Hustoty zodpovedaja paramet-
rom, pomocou ktorych boli generované simulacie na obr. 7.2. Vidime, ze
pre prili$ velka hodnotu volatility dostdvame rozdelenie, ktoré s vyso-
kou pravdepodobnostou nadobtida aj zdporné hodnoty tirokovej miery.
Na obr. 7.3 vpravo uvaZujeme parametre procesu odhadnuté z dat (po-
zri tabulku 7.2). Predpokladajme, Ze st¢asna hodnota trokovej miery
je 0,02. Znazornili sme rozdelenie tirokovej miery pre nasledujtce Casy:
1 derialtyzden. Spolu s tymito hustotami je zakreslena limitna hustota.
Na obr. 7.4 je porovnané limitné rozdelenie tirokovej miery podla Vasic-
kovho a CIR modelu, pricom parametre oboch modelov boli odhadnuté
z tych istych dat (pozri opat’tabulku 7.2).
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7.3 Dvojfaktorové modely

Zakladnou myslienkou dvoj- a viac faktorovych modelov trokovej
miery je predstava, Ze okamzitd tirokova miera r je funkciou dvoch
faktorov, ktoré vo vSeobecnosti oznacime ako z, y. To znamena, Ze
r = r(z,y), priom stochastickd rovnica pre faktor z moze zavisiet aj
od faktora y a naopak. Do tejto triedy dvojfaktorovych modelov patria
0.i. modely, v ktorych

e okamzita trokovéa miera je stic¢tom dvoch faktorov z a y. Tieto
faktory sa dajui interpretovat’ ako systematicka a Spekulativna
zlozka. V tomto pripade r(z,y) = = + y;

e stochasticka rovnica pre okamzitt tirokova mieru zavisi od inych
veli¢in na trhu. Napriklad r je tirokova miera v nejakom State,
pricom predpokladame, Ze stochasticka diferencialna rovnica pre
r zavisi aj od celoeurépskej tirokovej miery r., ktorda ma opat’
stochasticky charakter;

e niektory parameter z jednofaktorového modelu nie je konstantny,
ale ndhodny. Prikladom st modely so stochastickou volatilitou,
kde r = x a pomocou premenej y je opisana stochasticky zavisla
volatilita procesu 7.

Vo vseobecnom pripade dvojfaktorového modelu teda budeme predpo-
kladat, Ze faktory x, y vyhovuji nasledovnym stochastickym diferen-
cidlnym rovniciam:

dr = pg(z,y)dt + oz (x,y)dwy,
dy = py(x,y)dt + oy(z,y)dws,

pri¢om korelacia prirastkov dw; a dws Wienerovych procesov w; a ws
je konstanta p, t. j. E(dwidws) = pdt. Uvedieme niekol'ko konkrétnych
prikladov.

V dvojfaktorovom Vasickovom a CIR modeli je okamZit4 trokova
miera sti¢tom dvoch nezévislych faktorov. Kazdy z nich je popisany sto-
chastickou diferencialnou rovnicou rovnakého typu ako tirokova miera
v prislusnom jednofaktorovom modeli. Teda r = ry + 72, kde ry a7y st
dané nasledovnymi procesmi:
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¢ v dvojfaktorovom Vasickovom modeli

dTl = Iil(gl — Tl)dt + O’ldu}l7
dro Ko (92 — Tg)dt + oadws, (715)

¢ v dvojfaktorovom CIR modeli

d7’1 = 51(01 — Tl)dt + alﬁdwl,
dro = KJ2(92 — T‘Q)dt + Ugﬁdﬂ)} (7.16)

V konvergenénom modeli, ktory navrhli Corzova a Schwartz v [12],
sa pomocou jednofaktorovej stochastickej diferencidlnej rovnice mode-
luje eurépska tirokova miera. O domécej tirokovej miere sa predpoklada,
Ze jej vyvoj je opdt’ stochasticky a zavisi aj od eurdpskej tirokovej miery.
Pre eurépsku trokovd mieru sa uvazuje Vasickov model

dre = c(d —re)dt + oedw,.

Proces pre domacu trokovd mieru! je opisany stochastickou diferen-
cidlnou rovnicou

drg = (a+ b(re —rq))dt + oqdwg,

ktora sa da prepisat’ do tvaru

drg = b (% fry— rd> dt + o gdws. (7.17)
Ako sa da vidiet’ z tvaru procesu (7.17), doméca trokova miera rq je
pritahovana k hodnote § + 7. O prirastkoch Wienerovych procesov w;
awy predpokladame, Ze méZu byt’ korelované s konstantnou korelaciou
p, t.j. E(dwidws) = pdt.

V modeloch so stochastickou volatilitou je prvym faktorom samotna
okamzita trokova miera a druhy faktor definuje jeho volatilitu. Existuje
viacero moznosti pre volbu druhého faktora. Jednym z nich je tzv. Fong—
Vasickov model. V tomto modeli je okamzZitd drokova miera a jej sto-
chasticka volatilita definovand pomocou systému dvoch stochastickych
diferencialnych rovnic:

dr = k1(6h —r)dt + Sydwy,
dy = Ko(O2 —y)dt + v /ydws.

1V modeli Corzovej a Schwartza je to $panielska tirokova miera pred prijatim eura.
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To znamend, Ze stochasticka volatilita okamzZitej tirokovej miery r je
odmocninou z druhého faktora y. Aj v tomto modeli prirastky Wie-
nerovych procesov wy a wy mdzu byt korelované, E(dwydws) = pdt.

7.4 Kalibracia modelov

V nasledovnych riadkoch ukaZeme jeden z moznych pristupov ku ka-
libracii modelov trokovej miery tvaru (7.5). Najskor odvodime odhady
parametrov k, 0, o Vasickovho modelu metédou maximalnej vierohod-
nosti. Potom tento postup zovseobecnime tak, Ze pre vSeobecny model
tvaru (7.5) ziskame aproximdciu vierohodnostnej funkcie.

741 Metéda maximdlnej vierohodnosti odhadu
parametrov Vasickovho modelu

Yoy

Podmienené rozdelenie tirokovych mier vo Vasickovom modeli sme
vypocitali rieSenim Fokker-Planckovej parcidlnej diferencialnej rovnice.
Pozname teda rozdelenie 7.4 o; pri danej Startovacej hodnote r;. Teraz
odvodime tento vysledok inym spdsobom, ktory bude uzito¢ny aj pri
odhadovani parametrov modelov s nekonstantnou volatilitou.

Rovnicu vyjadrujtcu vyvoj arokovej miery dry = k(6 — r)ds + odws
vynasobime vyrazom e"°. Vyuzitim Itéovej lemy pre f(s,t) = e"*r po
kratkych tpravach ziskame vztah pre diferencial

d(e™rs) = khe™ds + oe™ dws.

Po integrovani posledného vyrazu od ¢asu ¢ po ¢as t + At dostaneme
t+AL t+At
e“(HM)rHAt —e®tr, = Kb / e®*ds + o / e dw,
t t

t+At
(e’“(H'At) —e"™)h + a/ e dws.
t

. _ _ _ t+At
Dostavame i oy = e~ "Alry + (1 — e A1) 4 ge " (HHAD /; e dws.
Podmienené rozdelenie 7 A; pri danom r; je normélne a jeho prvé dva
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momenty sa dajd vyjadrit
E(Tt+At‘7nt) = e_”AtTt + (1 - G_HAt)g,

t+At
Var(repadlry) = o2e 2 A g (/ e“dws>
¢

026—2ﬁ(t+At) E

N 2
/ e dwsg
t

2

2 —2k(t+At) At Ks\2 o —2rAt
= o (e") ds=—(1—e ),
¢ 2K

kde sme vyuZili Itéovu izometriu z kapitoly 2. Teda

o (1- 6_2”At)) .

Tt+At|Tt ~ N <€_NAt'f't + (1 — G_KAt) 9,
2K

Majme Statistické data trokovej miery 7o, ra¢, - - . , "~ A¢ Namerané v Ca-

sovych okamihoch 0, At, ..., NAt a definujme

2

v = sz? (1 - ef%At) cer=r—0 (1~ einAt) —e M an (718)

Potom funkcia vierohodnosti L = L(k,6,0?%) ndhodného vektora ¢ je
st¢inom hustét normalnych rozdeleni (pozri [52])

2
1 _2652
fler) = \/We .

Az na konstantu neovplyviiujicu bod, v ktorom sa nadobtida maxi-
mum, sa logaritmus funkcie L da vyjadrit’ ako

1 NAt 52
InL=—3 > 1nu§+y—;. (7.19)
t=At t

Maximalizéciou tejto funkcie vzhladom na «, 6, 0? dostaneme odhady
parametrov «, 0, o2,
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Tabulka 7.2: Odhady parametrov «, 3 a o modelu (7.20) okamzitej urokovej
miery pre rdzne hodnoty . Data reprezentovali BRIBOR z roku 2007.

v | 6 | & | o

0 | 0,0364 | 41,9624 | 0,0888
0,5 | 0,0364 | 44,9889 | 0,4917

1 | 0,0362 | 49,0323 | 2,8446
1,5 | 0,0359 | 54,2752 | 17,0548

7.4.2 Gauss—-Nowmanove odhady parametrov

V tejto casti sa budeme zaoberat’ tzv. Gauss-Nowmanovymi odhadmi
parametrov modelu okamZitej drokovej miery

dr = k(0 — r)dt + or” dw, (7.20)

ktoré boli navrhnuté v praci Nowmana [49]. Poznamenajme, Ze v pri-
pade v = 0 dostdvame Vasickov model z predchadzajicej casti. Pre
tento model sa odhady budt zhodovat’ s uvedenou metédou maximal-
nej vierohodnosti rozobratej v predchadzajicom odseku. Pre ostatné
parametre y spravime aproximaciu stochastického It6ovho integralu.
Oznacme volatilitu procesu o(r). Rovnako ako v predchadzajticej

Casti dostavame

t+At t+At
A Ny — ety = n@/ e”sds—i—/ o(rs)e™ dws
t t

t+ At
(en(t+At) _ 6’“)0 + / a(rs)e’“dws.
t

NP3Y%

Pripomerime, Ze v pripade VaSickovho modelu sme vedeli posledny
integral upravit’ ako

t+AL t+AL t+AL
/ o(rs)e™dws = / oedw, = 0/ e dws,
t t t

¢o nam potom nasledne umoznilo explicitne vypocitat’ jeho rozdelenie.
Pre o(r) = or?, v # 0 méZeme tento integral iba aproximovat. Budeme
predpokladat) Ze volatilita o(r,) je na intervale [t,t + At) konstantna
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Tabulka 7.3: Okam?Zité tirokové miera z augusta 2003.

PRIBOR | BUBOR | BRIBOR | EURIBOR
51 942 5,21 2,08
5,16 941 515 2,07
512 9,38 5,27 2,07
5,07 9,36 6,51 2,06
1,94 921 6,48 2,06
51 874 G AT 2,06
52 373 6,45 2,06
5,28 3,75 6,38 2,06
545 9,19 573 2,06
57 933 535 2,06
534 9,04 5,295 2,07
520 10,00 5,575 2,07
5,16 9,99 5,65 2,07
5 10,33 5,22 2,00
195 10,50 5,14 2,15
1,65 10,53 5,16 2,45
1728 10,51 5,12 2,1
123 9,82 5,13 21
1,08 10,48 6,9 2,00
5 10,57 7,385 2,00

a rovnd sa hodnote na zadiatku tohto intervaluy, t. j. o(rs) ~ or] pre
s € [t,t + At). Teda

t+AL t+AL
/ o(rs)e™dws =~ or] / e dws.
t t

vov

Dalej uz mozeme postupovat’ rovnako ako vo Vasi¢kovom modeli. Vy-
sledkom bude aproximaécia funkcie vierohodnosti, ktord ma opat” tvar
(7.19), pri¢om vyrazy v, e; vystupujice v (7.19) sa zmenia nasledovne

2

2 a —2KkAt 2y —rAt — kAt
Vt:%(l—e )Tt_At7€t:T't—0(1—6 )—6 Tt—At-

Maximalizciou dostaneme odhady parametrov , 6, o2. Prakticky pri-
klad odhadu parametrov na zaklade maximalizacie funkcie vierohod-
nosti je v tab. 7.2.

Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Uvazujme Vasickov model s hodnotami parametrov z tab. 7.2 (y = 0).
Najdite hustotu okamZitej iirokovej miery o jeden mesiac, ak jej teraj-
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$ia hodnota je 3,5% p.a. Comu sa rovna stredna hodnota a tandardna
odchylka? Najdite 95% interval spolahlivosti odhadu strednej hodnoty.

RieSenim staciondrnej Fokker-Planckovej rovnice néjdite limitné rozde-
lenie Chan, Karolyi, Longstaff a Sandersovho modelu drokovej miery,
v ktorom dr = k(0 — r)dt + or”dw prey > 0,y # 1/2.

Metédou maximélnej vierohodnosti odhadnite parametre «, 6, o Vasic-
kovho a CIR modelu pre data okamZitej tirokovej miery ré6znych eurép-
skych ¢asovych strukttr PRIBOR - Ceské republika, BUBOR — Mad'arsko,
BRIBOR - Slovensko a EURIBOR - Eurépa), ktoré sa v tabulke 7.3. Po-
rovnajte hodnoty parametra dlhodobej tirokovej miery 6.



Kapitola 8

Oceriovanie derivdtov tirokovej
miery

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ metédami ocetiovania deriva-
tov odvodenych od trokovej miery. V sticasnosti tieto derivaty prav-
depodobne patria medzi najpredavanejs$iu triedu finanénych derivatov.
Medzi najjednoduchsie derivaty patria dlhopisy, derivaty typu swap,
cap, floor, opcie na dlhopisy a dalsie. Pri analyze derivatov trokovej
miery je potrebné zohladnit’ okrem samotného podkladového aktiva
(okamZita trokova miera) aj celd vynosovi krivku (yield—curve), ktora
opisuje ¢asovti §trukttru trokovych mier pre jednotlivé dizky doby
splatnosti. Derivaty tirokovej miery st charakterizované vlastnostou,
Ze ich vyplata (pay-off) je zavisla od hodnoty okamZitej irokovej miery
a doby do splatnosti. Kontrakt, na zaklade ktorého v stanovenom case
T dostaneme stanovend Ciastku X, nazyvame bezkupénovy dlhopis
alebo aj diskontna obligicia. Hodnotu X nazyvame menovita hodnota

129
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Obr. 8.1: Casova strukttira R(t, T') vynosov statnych dlhopisov v percentach za
rok zo dnia ¢t =27. 5. 2008, v zavislosti od maturity 7' (uvadzanej v rokoch) pre
rozne krajiny: Austrélia, Brazilia, Japonsko a Vel'ka Britania.

a ¢as T doba splatnosti. Ak dlhopis v stanovenych ¢asovych intervaloch
vypléca stanovené ¢iastky, tak taky dlhopis sa nazyva kupénovy a pra-
videlne vyplacané &iastky sa nazyvaju kupény. Kedze kupénovy dl-
hopis je ekvivalentny portféliu bezkupénovych dlhopisov s vhodnymi
parametrami, tak v dalsom texte budeme $tudovat’ iba bezkupénové
dlhopisy (pozri napr. Melicher¢ik [47, 45, 46]).

8.1 Dlhopisy a ¢asova Struktara trokovych
mier

Bezkupénovy dlhopis predstavuje jeden zo zakladnych kontraktov na-
viazanych na podkladovy proces, ktorym je okamzita drokova miera.
Dlhopis je dohoda zaplatit’ ur¢ita Ciastku v sucasnosti oproti prislubu
obdrzania vyssej sumy v budtcnosti. Cas splatnosti (maturity) dlhopisu
zvy&ajne oznatujeme T'. Cena dlhopisu P(¢,T') je teda funkcia okamZi-
tého ¢asu t a doby splatnosti 7. Samozrejme zavisi aj na podkladovom



8.1. DLHOPISY A CASOVA STRUKTURA UROKOVYCH MIER 131

aktive - trokovej miere. Najjednoduchsim derivdtom trokovej miery je
teda dlhopis, ktory v ase splatnosti T’ vyplati jeho vlastnikovi jednot-
kovt sumu. Cenami dlhopisov je uréend Casové Struktira trokovych
mier R(t,T), ktord je definovana vztahom:

P(t, T) _ efR(t,T)(Tft)’

kde P(t,T) je cena dlhopisu, R(t, T) je tirokova miera dlhopisu v dnes-
nom dni ¢ a so splatnostou v expira¢nom ¢ase T'. To znamend, Ze ¢asova
Struktira tirokovych mier sa z ceny dlhopisu dé vyjadrit” ako:

In P(t,T)
R(t,T) = —————.
(1,7) =~ =
OkamZzita tirokova miera (short rate) r; v ase t je potom tirokova miera
R(t,T) s okamzitou splatnostou T' = ¢, t. j.

ry = R(t7 t)

Na obr. 8.1 st ukazky casovej Strukttry trokovych mier pre rdzne kra-
jiny zo dnia 27. 5. 2008. DoleZité je vSimnut’ si, Ze ¢asova Struktiira moze
mat’ r6zny priebeh, ¢o sa tyka rastu, resp. klesania vynosov, v zavislosti
na dobe splatnosti dlhopisu.

V tab. 8.1, prevzatej z prace Urbanovej Csajkovej [60], je ukazka
deskriptivnej Statistiky okamzitych tirokovych mier a tirokovych mier
dlhopisov so splatnostou jeden rok pre rézne eurépske ¢asové Struk-
tary drokovych mier. Vychodiskom pre ¢asovu Struktiru drokovych
mier v krajindch Eurozény je EURIBOR so svojou okamzitou tirokovou
mierou (overnight alebo aj short-rate) EONIA, ktora je pocitana ako
vazeny priemer medzi 48 eurépskymi bankami. Casové $truktiry tro-
kovych mier stredoeurépskych statov nesti nazvy odvodené od prvych
pismen svojich hlavnych miest: Bratislava — BRIBOR, Praha — PRIBOR,
Varsava — WIBOR, Budapest’ — BUBOR. Azda najzndmejSie st Lon-
dynsky LIBOR a eurépsky EURIBOR, resp. EUROLIBOR. Tieto ¢asové
Struktiry sa vo vacsine pripadov tvorené okamzitou trokovou mierou
(nazyvanou aj jednodiiovou alebo overnight, ¢i short-rate) a tirokovymi
mierami dlhopisov so splatnostami od 1,2,3 tyzdnov az po 1, 3, 6, 12
mesiacov.
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Tabulka 8.1: Kvartélna deskriptivna $tatistika roznych eurépskych ¢asovych
Struktdr trokovych mier. Zachytena je strednd hodnota (Stred) a Standardna
odchylka (STD) pre okamZitti tirokovd mieru (on=over—night) a tirokovd mieru
dlhopisu so splatnostou jeden rok v percentach p.a.

1/4 2003 2/4 2003 3/4 2003 4/42003
Stred | STD Stred | STD Stred | STD Stred | STD
BRIBOR on | 575 1,041 | 6,27 1,279 | 5,63 0,802 | 548 0,992
ly | 548 0,205 | 5,42 0,208 | 5,80 0,066 | 5,50 0,033
WIBOR on | 6,65 0,761 | 5,76 0359 | 522 0438 | 5,17 0,438
ly | 595 0,138 | 5,19 0,255 | 4,97 0,053 | 5,79 0,380
BUBOR on | 542 1,813 | 7,08 0,879 | 9,58 0547 | 10,52 | 1,213
ly | 6,57 0433 | 6,76 0,773 | 8,80 0,207 | 10,02 | 1,334
PRIBOR on | 252 0,107 | 2,44 0,045 | 2,06 0,135 | 1,94 0,032
ly | 243 0,130 | 2,33 0,084 | 2,13 0,063 | 2,19 0,061
EURIBOR | on | 2,77 0,188 | 2,44 0,199 | 2,07 0,120 | 2,02 0,169
ly | 2,54 0,140 | 2,23 0,189 | 2,20 0,106 | 2,36 0,081
EUROLIB | on | 2,79 0,196 | 2,47 0,196 | 2,08 0,101 | 2,02 0,139
ly | 2,54 0,139 | 2,23 0,187 | 2,20 0,105 | 2,35 0,085

8.1.1 Jednofaktorové rovnovaZne modely

Pri analyze tzv. jednofaktorovych rovnovaznych modelov vychadzame
z opisu okamZitej tirokovej miery, ktora slizi ako podkladové aktivum
pre jej derivat — bezkupoénovy dlhopis. Pre tento opis budeme uvazo-
vat’ vSeobecny jednofaktorovy model typu (7.1) opisany v predoslej
kapitole, t. j.

dr = u(t,r)dt + o(t,r)dw.

V nasledovnych riadkoch odvodime parcidlnu diferencidlnu rovnicu
pre cenu dlhopisu P so splatnostou v ¢ase T'. Tato cena zavisi od ¢asu
t, expira¢ného ¢ase T' a od hodnoty okamzitej tirokovej miery 7, t. j.
P = P(r,t,T). Neskor nahliadneme, Ze cena dlhopisu zavisi len od
¢asu T =T — t ostavajiceho do expiracie. Z Itéovej lemy dostavame

oP o°P 0% 0°P oP
dP = ((975+u(97“+287ﬂ2>dt+08rdw
= /J/B(t?r)dt + UB(t7r)dw7 (81)

kde pg(r,t) a op(r,t) oznatuju drift a volatilitu ceny dlhopisu. Zostro-
jime portfélio z dlhopisov s dvomi maturitami. Portfélio bude pozosta-
vat’ z jedného dlhopisu s maturitou 73 a z A dlhopisov s maturitou 7.
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Jeho hodnota 7 teda je:
m=P(r,t,Th) + AP(r,t, Ty). (8.2)
Zmena dr jeho hodnoty je potom dana

dmr = dP(T, t, Tl) + AdP(T, t, TQ)
= (MB (7’, t, Tl) + AMB (T7 L, TQ)) dt (83)
+ (op(r,t,T1) + Aop(r,t,Tz)) dw.

Ak zvolime pomer medzi po¢tami dlhopisov A tak, Ze plati

o O-B(t77n7 T].)

OB (tv T, TQ) ’ (84)

tak nahodna ¢ast’ v (8.3) sa eliminuje a dostaneme tak bezrizikové port-
félio, ktoré ma iba deterministicku ¢ast’

OB (ta T, Tl)

dr = (uB(t,r,Tl) — on(trT)

UB (t, r, T2)> dt.

Aby sme vylucili moZznost’ arbitraze, vynos takéhoto portfélia sa musi
rovnat’ okamzitej bezrizikovej tirokovej miere r, t. j. dm = rmdt. Teda

oB (t7 T, Tl)

t,r, 1) — ——————
[LB(,T, 1) U'B(t,T,Tz)

up(t,r,Ty) =rm.

Po dosadeni hodnoty portfélia 7 z (8.2) a (8.4) dostaneme

O-B(t77ﬁ7T1)
tr,Ty) — ———= t,r, T
MB( 3Ty 1) UB(t,T,TQ)MB( 3Ty 2)
UB(tvrle)
= P(t,r,Ty) — ———=P(t,r, T
T( (aTa 1) O'B(t7’f',T2) (7Ta 2) )

z ¢oho vyplyva, Ze musi platit’ rovnost’

pp(t,r,Th) —rP(t,r, 1)  pp(t,r,T2) —rP(t,r Ty)

O'B(t,'f', Tl) O—B(tara T2)

KedZe maturity T} a 7% boli Iubovolné, tento vyraz nemdZe zavisiet’ od
maturity dlhopisu, t. j. existuje takd funkcia A(r, t), Ze je splnend identita
N ~ p(r,t,T) —rP(r,t,T)

A(r,t) = P (8.5)
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pre lubovolnti maturitu 7' Tato funkcia A sa nazyva trhova cena rizika,
lebo vyjadruje o¢akavany narast vynosu dlhopisu na jednotku rizika.
Dosadenim funkcii pp a op do (8.5) nakoniec dostdvame parcidlnu
diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P(r,t,T):

oP N P  o?(r,t) 0°P B
o T (u(r,t) — X(r, t)o(r, t))E g rP=0. (8.6)

V okamihu splatnosti je hodnota dlhopisu rovna jednotke, a to bez
ohladu na aktuédlnu hodnotu okamZitej urokovej miery. Teda funkcia

P(r,T,T) musi spliat’ terminalovi podmienku

P(r,T,T) =1 prekazdé r > 0.

Vasickov model

N

Vychodiskom Vasickovho modelu ¢asovej struktary trokovych mier,
ktory bol navrhnuty ¢eskym matematikom a statistikom O. Vasickom, je
opis okamzitej irokovej miery prostrednictvom jednofaktorového mo-
delu (7.3), t.j.

dr = k(0 — r)dt + odw.

Cenu dlhopisu budeme hl'adat’ ako funkciu okamZitej trokovej miery r
a ¢asu 7, ktory zostava do jeho splatnosti, t.j. 7 = T — t. Funkcia P(r, 7)
potom splita parcidlnu diferencialnu rovnicu

_ 2
O o) - A2l O

g9 p_
or or 2 Or? " 0

a zatiato¢nd podmienku P(r,0) = 1 pre kazdé r > 0. Pre konstantnti
trhov cenu rizika A(r,t) = A budeme riesenie hladat’ v tvare

P(r,7) = A(t)e B,

pricom funkcie A, B budd spliiat’ za¢iatoéné podmienky A(0) = 1,
B(0) = 0. Vypocitame derivacie vystupujice v rovnici:

oP . .
5 = e BT (A - ABr),
P 2p
8— = —BAe B" 8— = B%Ae™ B,

or Toorz
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Ak ich nésledne dosadime do parcialnej diferencialnej rovnice, tak do-
staneme:

. . 2
(A— ABr) + %32,4 — (k(0 — 1) — A\o)AB — rA = 0.
ZdruZzime tie ¢leny, ktoré obsahujt ¢len r a tie, ktoré neobsahujt r:
. 0'2 .
<—A + S AB? — (k0 - )\U)AB) +rA (B + kB — 1) =0.

Aby bola tato rovnost’ splnena pre vSetky r, obe zatvorky musia byt’
identicky nulové, teda

3 2
—A+%AB2—(m0—/\a)AB = 0,
B+kB—-1 = 0.

Obycajna diferencialna rovnica pre B je linedrna a preto jej rieSenie
spltiajice za¢iatoént podmienku B(0) = 0je mozné lahko najst’ v tvare:

1 _ e*lﬂ}T

B(r) = —

(8.7)

Ked' pozname funkciu B, vieme vypoctitat’ A. Integrovanim rovnice pre
A dostavame

InA 2
1nA:/dn :/0—32—(,%9—/\0)30!7.
dr 2

Dosadenim funkcie B(7), vypocitanim integralu a vyuZzitim podmienky
A(0) = 1 napokon dostaneme

mA@) = [La- ey r| B - T2, @8)
nA(r) = p e 7| Roo 13 e , .
kde )
Ao o
Roe=0="" =55

Ak pouzijeme zapis R(r,t,t + 7) pre ¢asovu Struktiru tirokovych mier
v Case ¢ so splatnostou v Case ¢ + 7, priCom okamzita drokova miera je
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Obr. 8.2: Casova $truktira urokovych mier R(r,t, T) vypo&itana na zaklade
Vasi¢kovho modelu pre dve r6zne hodnoty okamzitej tirokovej miery r (r =
0,03 ar = 0,05) vdanom Case t.

N

r, tak potom sa R(r,t,t + ) pre Vasickov model da vyjadrit’ ako

In P
Rirtt+r) — —nfe7)
-
1 — e KT 2 1— —KT)2 1 — e KT
- (1= ROO+L( ¢ )+ e,
KT 4K3 T KT

a zrejme plati lim, .o, R(r,t,t + 7) = R

Cox-Ingersoll-Rossov model

Dal3im jednofaktorovym modelom opisujticim cenu dlhopisu ako de-
rivatu okamZitej trokovej miery je Cox-Ingersoll-Rossov model, skra-
tene CIR model. Jeho vychodiskom je opis okamzZitej tirokovej miery
pomocou CIR modelu (7.4), t. .

dr = k(0 — r)dt + ov/rdw.

Pripometime, 7e ak parametre modelu spliiaji nerovnost’ 2x60/0% > 1,
tak okamZit4 drokova miera je takmer isto nezapornd. Vasickov model
okamZitej drokovej miery tato vlastnost’ nema. Cenu dlhopisu znovu
vyjadrime pomocou premennej 7, oznacujticej ¢as zostavajici do expi-
racie, t.j. 7 = T — t. Parcidlna diferencialna rovnica pre cenu dlhopisu
P = P(r,7) ma potom tvar

o2 9%P
2 " or?

_or + (K(O — 1) = A(r, twﬁ)%ﬁ +

= rP=0, (89)



8.1. DLHOPISY A CASOVA STRUKTURA UROKOVYCH MIER 137

so zadiato¢nou podmienkou P(r,0) = 1, pre kazdé r > 0. Pre trhovu
cenu rizika v tvare A(r,t) = \y/r, kde ) je konstanta, budeme rieSenie
opat’ hladat’ v tvare

P(r,7) = A(r)e B,
pri¢om funkcie A, B spliiaju zadiatoéné podmienky A(0) = 1, B(0) = 0.
Dosadenim tohto tvaru rieSenia do rovnice (8.9) dostaneme rovnost’

. . 2
(—A - H@AB) + <B + (k+ Ao)B + %BZ - 1) Ar =0,

ktord musi platit’ pre kazdé r > 0, 7 > 0. Dostavame tak systém rovnic

A+Kk#AB = 0,

2
B+(H+>\U)B+%BQ—1 = 0,

ktory spolu so zac¢iato¢nymi podmienkami tvori systém obycajnych di-
ferencialnych rovnic pre funkcie A, B. Z druhej rovnice vypocitame
funkciu B. Ide o separovatelnu oby¢ajnt diferencidlnu rovnicu, a teda
plati

aB
5 =dr (8.10)
—% B2 —(k+Xo)B+1
Na zjednodusenie vyrazov zavedme oznacenie
Y =rk+ Ao, ¢=\/12+202=/(k+ A\o)? + 202 (8.11)
Potom
1 2 1
*L;Bzf(/ﬁ?+)\0)3+1 o? (B+ 1/’:;4)) <B+ w(:2¢)

Integrovanim rovnice (8.10) potom dostaneme

L (B+% N
——In| —"— | =7+c,
¢ \B+ L2
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kde c; je konstanta. Upravime ju na tvar

B(T)-&-% _ er

— =€ Ca,
B(1) + wg2¢

z ktorého nakoniec uréime konstantu c; prostrednictvom dosadenia
zacdiato¢nej podmienky B(0) = 0v ase T =0, t.j. co = % Dostaneme
vyraz

242 (e - 1)

B(T) = W’

ktory sa da eSte upravit’ na tvar Standardne uvadzany v literattre
2 (e?T — 1)
(¥ +¢) (e?7 = 1) +2¢

KedZe funkcia B je uZ znama, tak funkciu A uz lahko vypocitame
integraciou rovnice A + k0 AB = 0:

B(r) = (8.12)

lnA(1) = — /OT kOB(s)ds,

z ¢oho po vypocitani uvedeného integralu a jednoduchych algebrickych
tpravéach vysledku dostaneme

2K0

B 2pe(9T¥)7/2 o2
A(r) = ((¢+¢)(e¢f—1)+2¢> : (8.13)

Podobne ako v pripade Vasickovho modelu je ¢asové Strukttra tro-

kovych mier R(r,t,t + 7) = —w linedrnou funkciou okamZitej
arokovej miery r. Plati

R(rt,t+71) = 12+ ln<

T 02

2pe(¢+¥)T/2
(6 +¢)(e?” — 1) +2¢>
1 2 (e - 1)

T )T (8.14)

Limita ¢asovej Struktiry trokovych mier pre dobu do splatnosti 7 =
T — t idticu do nekonec¢na nezavisi od okamZitej irokovej miery. Plati:

I 1 2(e¢7—1) _o
e T W) (e )26
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2pe(9+¥)T/2 o2
im o ) =55
roe T\ (@) (e — 1) + 29 ¢+
kde sme na vypocet druhej limity pouzili 'Hospitalovo pravidlo. To

znamend, Ze existuje limita ¢asovej struktary drokovych mier pre dobu
do splatnosti idiicu do nekonec¢na. Této limita sa da explicitne vyjadrit*

2Kk
lim R(r,t,t+
AR Rt T) = 5y

8.1.2 Dvojfaktorové rovnovazne modely

Pri odvodzovani vSeobecného dvojfaktorového modelu Casovej Struk-
tary trokovych mier budeme predpokladat), ze faktory z, y vyhovuju
nasledujtcim stochastickym diferencidlnym rovniciam:

dr = pg(z,y)dt + oz (x,y)dwy,
dy = py(, )dt+ay( y)dws,

pri¢om koreldcia dw; a dws, je konstanta p, t. j. E(dwidws) = pdt. Ako
uz bolo povedané, o okamZitej tirokovej miere predpokladame, Ze je
funkciou tychto dvoch faktorov, ¢ize r = r(x,y). V nasledovnom texte
odvodime parcidlnu diferencialnu rovnicu pre cenu prislusného dlho-
pisu ako derivatu okamzitej irokovej miery. Budeme postupovat’ rov-
nakym spdsobom ako v pripade jednofaktorového modelu. Zostavime
bezrizikové portf6lio pozostavajtice z niekol’kych dlhopisov s roznymi
dobami splatnosti.

Ozna¢me P = P(z, y,t) cenu dlhopisu zavisla od faktorov z, y a ¢asu
t. Pouzitim viacrozmernej It6ovej lemy (pozri kapitolu 2) dostaneme

dP = pdt 4+ o1dwy + o2dws, (8.15)

kde pp = p(z,y,t) a oy = 04(x, y,t) st dané vztahmi

oP 9P 0P o2°P ol0°P 92P

po= g thagy Tt S Ty g Tty o
opr op
o1 = 0‘33%7 02:O—y87y.

Zostrojime portfélio m pozostavajtice z troch dlhopisov s maturitami 73,
Ty a T5. Mnozstva dlhopisov ozna¢ime V;, Vz a Vs. Teda m = P(Th) Vi +
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P(T5)Va 4+ P(T5)V3, kde prostrednictvom oznacenia P(7T;) sme oznadili
cenu dlhopisu s maturitou 7;,¢ = 1, 2, 3. Zmena hodnoty portfélia 7 je
potom dana stctom

dr = VidP(T)) + VadP(T3) + VadP(T3)

(Vip(Ty) + Vap(To) + Vau(T3)) dt

+ (Vio1(Th) + Vao1(Ts) + Vao1(T3)) dwy

+ (Vioa(Th) + Vaoa(T2) + Voo (T3)) dws. (8.16)

Principom odvodenia modelu pre ocetiovanie dlhopisu je opat” kon-
Strukcia bezrizikového portfélia. To znamena, Ze z vyvoja ceny portfélia
sa snazime vylucit’ ndhodnost. Zvolme preto mnozstva dlhopisov V3,
Va, Vs tak, Ze plati

Vio1(Th) + Vo1 (T2) + Vaoi(T3) = 0,
Vioo(Th) + Vaoo(Ts) + Vaoa(T3) = 0.

BezarbitrdZnost” modelu znamend, Ze vynos takto skonstruovaného
portfélia sa musi rovnat’ bezrizikovej trokovej miere r, t. j. dm = rndt.
To ale znamend, Ze musi platit’ tretia identita

VlH(Tl) + VZ,U(TQ) + ‘/S,M(TS) =T7r

pre mnozstva dlhopisov Vi, Va, Vs. Posledna rovnost’ sa da napisat’ aj
v tvare

Vi(u(Th) — rP(T1)) + Va(u(Tz) — rP(13)) + Va(u(T3) — rP(T3)) = 0.

Dostavame tak ststavu linedrnych algebraickych rovnic pre mnozstva
dlhopisov Vi, Vs, Va:

0’1(T1) 0'1(T2) 0'1(T3) ‘/1 0
0’2(T1) OQ(TQ) O'Q(Tg) ‘/2 = 0
w(Ty) —rP(Ty)  p(Tz) —rP(T2) p(T5) —rP(T)) | Vs 0

Tato stistava ma nenulové rieSenie prave vtedy, ked’ st riadky matice
linearne zavislé. Ak by bol druhy riadok nasobkom prvého, tak v modeli
by bol vlastne len jeden zdroj nahodnosti a v kone¢nom doésledku by
sme tak dostali iba jednofaktorovy model. Preto musi byt’ treti riadok
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linedrnou kombindciou predchadzajicich dvoch. Teda existuja A1, Ao
také, Ze plati

w(T;) — rP(T;) = Mo (T;) + Mao2(T;), prei=1,2,3.

KedZe doby splatnosti (maturity) 7; boli lubovolné, tak funkcie A1, A2
nemdzu zavisiet’ od maturity dlhopisov. Teda

AL = Al(xvyat)7 Ao = A?(x7y7t)'

Dosadenim (i, 01 a 02 napokon dostdvame parcialnu diferencialnu rov-
nicu pre cenu dlhopisu:

aP
ot

oP oP
(pz — /\101)% + (ﬂy - )‘20y)87y

02 PP 0l 9P o*p

Lt = Oy — P=0. (817
+ 2 8.’1?2 2 y2 + POz0y axay T(Iv y) 0 (8 )
Poznamenajme, Ze funkcie A;, A2 nazyvame trhovymi cenami rizika

jednotlivych faktorov.

Dvojfaktorovy Vasickov a CIR model

V tejto Casti sa budeme zaoberat’” dvojfaktorovymi modelmi casovej
Struktary trokovych mier, ktoré su zaloZené na predpoklade o vyvoji
okamzitej drokovej miery r. Vo Vasickovom dvojfaktorovom modeli
predpokladame, Ze r = r1 + 72, kde faktory ry, 72 st rieSeniami stochas-
tickych diferencialnych rovnic

dr; = Kl((gl — Tl)dt + ordwy,
dro = I€2(92 — Tg)dt + oadws.

Budeme predpokladat’ nulovi korelaciu p medzi prirastkami dw;, dws.
Odvodime teraz cenu dlhopisu P(ri, 2, 7) v dvojfaktorovom Vasic¢ko-
vom modeli za predpokladu, ze trhové ceny rizika A1, Ay st konstanty.

Funkcia P je rieSenim parcidlnej diferencidlnej rovnice

oP oP oP
_E + (:%1(91—’1"1)—)\10'1)87r1-|—(I€2(92—7’2)—)\QC'J'Q)air2

29%P 29%°P
9 027—(7“1 —l—?“g)P:O,

3 a2 "2 or2



142 KAPITOLA 8

kde 7 = T — ¢ reprezentuje dobu do splatnosti (maturity) dlhopisu.
Riesenie budeme hladat’ v separovanom tvare

P(’f‘1,7"2,’7’) = Pl(’l’l,T)Pg(Tgﬂ').

Zo zatiato¢nej podmienky P(r1,72,0) = 1 pre kazdé ri,ry > 0 mozeme
odvodit’ zatiatocné podmienky pre funkcie P, a Py, t.j. Py(r1,0) = 1,
P5(r2,0) = 1. Dosadenim vyrazu P(ri,re,7) = Pi(r1,7)Pa(re,7) do
rovnice a po kratkych dpravach dostaneme:

OP. 0P, 02 0°P.
Py [87’2 + (k2(02 —72) — /\2@)(’)77“22 + 72 87"%2 - TP2:|
oP oP, o?0%°P
+ P |:_ aTl + (H1(91 — 7’1) — )\10’1)767‘11 + ?1 ar{ — TP1:| =0.

KedZe P, zavisilen od 71, T anaopak, P zavisilen od 72, 7, tak posledné
identita je splnena prave vtedy, ked sa obe zatvorky rovnaju nule, t. j.

oP 0P, 020%P
(977'1+(K1(01_T1)_)\101)87ri+?1 a,r,%l _'r'P1 = 0,
OP. OP: 20%P.
724‘(/432(02—7’2)—)\20'2)72—‘—2 2 —T‘P2 = 0

or dre 2 Or3

To znamend, ze P;,i = 1,2, st rieSenia jednofaktorového Vasi¢ckovho
modelu s parametrami x;,6;,0; a trhovou cenou rizika A; pre i = 1,2.
Teda

P(r1,7m2,7) = Ay (1) Ag(7)e” Br(mm=Ba(r)ra, (8.18)

kde funkcie A;(7), B;(7) st vyjadrené vzorcami (8.8) a (8.7).

Analogicky vysledok dostavame pre dvojfaktorovy CIR model, kde
jednotlivé faktory ri,re vyhovuju stochastickej diferencialnej rovnici
(7.16) s nulovou korel4ciou prirastkov p = 0. V tomto pripade je cena
dlhopisu opét’ sti¢inom rieSeni z jednofaktorového CIR modelu v tvare
(8.18), pricom funkcie A4,(7), B;(7) st vyjadrené vzorcami (8.13) a (8.12).

Casova strukttra trokovych mier je potom v oboch modeloch stié-
tom trokovych mier z prislusnych jednofaktorovych modelov:

InP In P In P
R(ry,ra,tyt+7) = — (“T’W’T) -2 1(:1’7) _— 2(:2’7).
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Specidlne to znamend, Ze tirokova miera s dobou do splatnosti 7 je
linearnou funkciou zloziek okamzitej irokovej miery r; a re. Funkcie
Py a P, majt tvar P; = A;e”Bi"i, a teda

In A1A2 Bl
T

B
R(ry,ra,t,t+7) = + 2+ .
T T

Konvergencény model

Pripometime, Ze v konvergenénom modeli Corzovej a Schwarza [12] sa
o domacej tirokovej miere rq predpokladd, Ze jej vyvoj je stochasticky
a splita stochastickt diferencialnu rovnicu

drg = (a+ B(re — rq))dt 4+ ogdws,

pri¢om koeficient r. reprezentuje eur6psku trokovt mieru,! ktord sama
osebe sleduje stochasticky proces

dre = (6 — re)dt + ocdw,.

Ukézeme, Ze za predpokladu konstantnych trhovych cien rizika Ag, A
sa ceny domécich dlhopisov dajt vyjadrit’ v explicitnom tvare. Ceny
eurdpskych dlhopisov dostavame z jednofaktorového Vasickovho mo-
delu tiez v explicitnom tvare. Ceny domacich dlhopisov st rieSeniami
parcialnej diferencidlnej rovnice

oP OP oP
o + (044'5(7“2—711)—AdUd)afm‘f'(W((s—?“e)—/\eOe)af%
2 2P 2 2P 2P
+ %49 +£8—+padae 0 —rqP =0.

2 87“3 2 0r? Orq0re
Riesenie je moZné vyjadrit’ v tvare

Pa(rayre,7) = €A TaB =0,
kde 7 = T — t a funkcie A, B, C spliiajti zadiatoéné podmienky A(0) =
0,B(0) = 0,C(0) = 0. Dosadenim tohto predpokladaného tvaru do
rovnice dostaneme nasledovnti identitu

rd(Bﬁ—i—B—l)—&—re(Cv—Bﬁ—i—C)—ozB—i—)\dadB—W(SC

O’2 0'2 .
+Ae0.C + ?dBQ + 7@02 + pogo.BC — A = 0.

!Napriklad EURIBOR - European Interbank Offered Rate.
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Této identita je pre lubovolnu volbu premennych 74, r. splnena prave
vtedy, ked’ platia rovnice

BB+B—-1=0, Cy—B3+C =0,

2 2 )
—aB + AgoaB — 46C + Ao C + %BZ n %02 + pogo.BC — A =0.

RieSenim tejto stistavy obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic st funkcie

1—e 07 B(l—e77)

B(r) = T’ C(r) = ~ B(r),

A(r) = 5 [—2aB(1) + C(1) (=270 + C(1)0? + 20c )
+B(7)(2C(7)poaoe + 0i(2Xg + B(T)oq))] -

Casova $trukttira domacich trokovych mier je linedrnou funkciou do-
macej aj eurdpskej okamZitej trokovej miery:
nP(rrera) _ A(D) | B() . C()

rq + Te-
T T T T

R(rg,re,t,t+7) =

P 3%

Fong-Vasickov model so stochastickou volatilitou

Pripomerime, Ze Fong—Vasickov model so stochastickou volatilitou od-
vodeny v praci Fonga a Vasitka [21] (pozri aj kapitolu 7) opisuje okam-
Zitd drokovd mieru prostrednictvom stochastickej diferencialnej rov-
nice, v ktorej volatilita sama osebe je rieSenim inej stochastickej diferen-
cidlnej rovnice. Presnejsie,

dr = k1(6h —r)dt + Sydwy,
dy = ka(b —y)dt + v fydws.

Prirastky dw, dws Wienerovych procesov w; aws moézubyt’ korelované,
E(dwydws) = pdt. Dalej predpokladajme, Ze trhové ceny rizika sa daja
vyjadrit’ v tvare: A\ /y, resp. A2/, kde A1, A2 st konStanty. Potom cena
dlhopisu je rieSenim parcialnej diferencialnej rovnice

oP oP oP
-5 T (H1(91—T)—/\ly)g+(/€2(92—y)—>\2vy)3fy
y?P iy d*P o%p
7 - JZ 7 - _—rpP= 1
+ 2 Or? 2 Oy2 +pvy8r8y " 0 819
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pricom P(r,y,0) = 1. Rieenie ulohy hladajme v separovanom tvare
P(r,r,y) = A(r)e BOIr=C0y,

Dosadenim tohto predpokladaného tvaru rieSenia do rovnice dosta-
vame, Ze funkcie A, B, C st rieSenim nasledovného systému obycajnych
diferencialnych rovnic:

A = A (/4,101B + HQHQC) s
B = —HlB + 17

B
= —MB—kC—XvC — 5 "5 " v pBC  (8.20)

a vyhovuju zadiatoénym podmienkam A(0) = 1, B(0) = 0, C(0) = 0.
Tieto funkcie sa potom daju vyjadrit’ v nasledovnom tvare:

1
B = —(1—em7
—(—e),
. B? V2
C = 7A13777(52+A20+va)C—502, C(0) =0,

A exp (—917' +6,B — K292/ C(s)ds) .
0

Diferencidlnu rovnicu pre B vieme explicitne vyries$it. Diferencidlnu
rovnicu pre C' vyrieSime numericky a ziskané hodnoty dosadime do
integralu, pomocou ktorého nakoniec integraciou vypocitame A.

8.1.3 BezarbitraZne modely

Medzi nevyhody rovnovaznych modelov patri skutoénost, Ze nedokazu
presne zachytit'sti¢asnt ¢asovi Struktiru arokovych mier. Volne pove-
dané, je to spdsobené tym, Ze parametrov modelu je malo, a tym padom
modzu poskytnit’ len priblizni aproximaciu sticasnej asovej Struktary.
Tento nedostatok bol podnetom ku konstrukcii tzv. bezarbitraZnych mo-
delov. Tieto modely st skonstruované tak, aby presne (bezarbitrazne)
poskytovali sicasnti ¢asovd Struktidru drokovych mier. Cena za ttto
vlastnost’ sa prejavi v potrebe zavedenia ¢asovo zavislych koeficientov
do opisu procesu vyvoja okamZitej tirokovej miery.
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Ho-Leeho bezarbitrazny model

Historicky prvy bezarbitrazny model bol navrhli Ho a Lee v roku 1986
v [27]. Cena dlhopisu je opit’ vyjadrena pomocou spojitého trocenia

P(t, T) — efR(t,T)(Tft) ,

pri¢om okamzit4 irokova miera je charakterizovana stochastickym pro-
cesom:

dr =0(t)dt + odw . (8.21)

To znamend, Ze tento proces je opisany standardnou odchylkou o a ¢a-
sovo zavislym driftom 6(t), ktory je ureny tak, aby vysledna ¢asova
Struktara trokovych mier R(¢,T),T > 0 bola v stiasnom case t = 0
totoZzna so znamou sti¢asnou ¢asovou Struktiarou {R(0,7),T > 0} tro-
kovych mier. Podobne ako v pripade rovnovaznych modelov mdzeme
aj teraz odvodit’ parcidlnu diferencialnu rovnicu pre Ho-Lee model

v tvare: 5 o
oP OP 0% 0°P
T+ (0(t) = At)0) = + ———
+(000) = AB) - + T
s Casovo premenlivymi koeficientami, pricom A(¢) oznacuje trhovti cenu
rizika. Terminalova podmienka je opét” dana ako:

—rP=0

P(r,T,T)=1.
Explicitné rieSenie budeme hladat’ v tvare
P(r,t,T) = A(T — t)e” BT=0r,

pri¢om A(0) = 1, B(0) = 0. Dosadenim do parcidlnej diferencialnej rov-
nice pre cenu P a porovnanim koeficientov pri mocninach premenne;j
r napokon dostaneme, Ze A, B st rieSenia systému obycajnych diferen-
cidlnych rovnic

0.2

Br)=1. ()= Atr) (G B0 - T - 1B )

kde ¢(t) = 6(t) — A(t)o a 7 = T — ¢t predstavuje dobu do splatnosti

(maturity) dlhopisu. Tym padom B(r) = 7. Pre funkciu A potom do-

staneme
dln A o?

o ()= 772 — (T —7)7.
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Na&s ciel je najst’ taku funkciu ¢ (a tym padom aj ), pre ktora bude
stcasna asova struktara trokovychmier { R(0,7),T > 0} totoznd s tou,
ktora zodpoveda cene P(r,0,T). Musi teda platit’

e~ RODNT=0) _ p(r 0 T) = A(T — 0)e~ BT-0" = A(T)e ROOT
nakolko 7 = R(0, 0). Porovnanim ¢lenov v tejto identite dostaneme
In A(T) = (R(0,0) — R(0,T))T,
pre kazdé T' > 0. Teda

dln A
dr

Tym padom sa funkcia driftu ¢(t) da explicitne vyjadrit” ako

R
Ta—T(Oﬂ').

(1) = R(0,0) — R(0,7) —

o(t) = 12(T —t)+ %(QT —t)+ RO, T —Tt: R(0,0)

(8.22)

Hull a Whiteov bezarbitrdZny model

Dalsi bezarbitrazny model ¢asovej $trukttry urokovych sadzieb bol na-
vrhnuty Hullom a Whiteom. Na rozdiel od Ho-Lee modelu predpo-
kladame, Ze okamzita tirokovéa miera sleduje stochastickt diferencidlnu

rovnicu
dr =0(t)(a(t) — r)dt + o(t)r"dw, (8.23)

kde v = 0 alebo v = 1. Aj v tomto modeli je moZné néjst” explicitné
rieSenie prislusnej parcidlnej diferencidlnej rovnice tak, aby naviac st-
¢asnd ¢asova Struktira trokovych mier bola totoZzna s vystupom tohto
modelu.

8.2 Dalsie derivaty tirokovej miery
Swap

Swap je dohoda medzi dvoma tdcastnikmi kontraktu. Strana A sa za-
viaZe platit’ strane B fixny trok r* z dohodnutej sumy, ktord moézeme
povazovat’ za rovnu jednej. Strana B sa zaviaZe platit’ strane A z dohod-
nutej sumy plavajtci trok r. Prepodkladajme, Ze r sa riadi procesom



148 KAPITOLA 8

(7.1) a Ze platby prebiehaji kontinuélne. Situaciu si méZeme predstavit’
tak, Ze strana A vlastni dlhopis vyplacajaci kupén r — r*, ktory v Case
splatnosti T (t.j. v ¢ase ukoncenia platieb swapu) vyplaca nulovi hod-
notu. D4 sa ukazat’ (pozri Kwok [40]), Ze hodnota swapu W (r,t) je
rieSenim parcialnej diferencidlnej rovnice

oW % 0*W ow .
W—’_?W—F(M_AU)W_TW—FT_T =0

s koncovou podmienkou W (r,Ts) = 0. Funkcia A = A(¢,7) opat’ vyjad-

ruje trhov1i cenu rizika swapu.

Swaption

Swaption je pravo, ale nie povinnost’ vsttpit’ v ¢ase I' < Ts do swa-
pového kontraktu za cenu X. Da sa odvodit’ parcidlna diferencidlna
rovnica pre hodnotu V(r,t) tohto prava (pozri Kwok [40]). Rovnica
je rovnaké ako v pripade ocefiovania dlhopisu. LiSia sa len koncovou
podmienkou, ktora sa rovna

V(r,T) = max(W(r,T) — X,0)
v pripade call swaption a
V(r,T) = max(X — W(r,T),0)

v pripade put swaption. Vyraz W (r, t) je hodnota swapového kontraktu
v Case t € [0,T) a predstavuje vlastne podkladové aktivum pre swap-
tion.

Futures

Futures kontrakt predstavuje povinnost’ktpit’alebo predat’dohodnuté
aktivum za vopred stanovenych podmienok. Na rozdiel od forwardov
su tieto kontrakty obchodované na burze. Futures kontrakty, ktorych
podkladovy proces je tirokovéa miera (napr. trojmesa¢ny LIBOR) alebo
dlhopis predstavujti v stcasnosti podstatni Cast’ derivatovych obcho-
dov na op¢nych burzach. Rozdiel medzi forwardovymi a futures kon-
traktami je najmé v procese kazdodenného vyrovnavania ziskov a strét.
Dalsi rozdiel je aj v ¢ase dodania podkladového aktiva. V pripade for-
wardov je datum dodania presne stanoveny. Na druhej strane, pre ur-
¢ité druhy futures je stanoveny iba ¢asovy interval, pocas ktorého je
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mozné dodat’ podkladové aktivum. Obchodovanie s futures prebieha
sprostredkovatel'skou formou cez brokerské spolo¢nosti, ktoré maji na
tato ¢innost’licenciu. Detaily moZe ¢itatel najst’v knihe Hull [29] alebo
Kwok [40]. Matematické modelovanie derivatov typu futures vsak nie
je zaloZené na rieSeni parcidlnych diferencidlnych rovnic, a preto presa-
huje rdmec obsahového zamerania tejto knihy.

Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Uvazujme Vasitkov model s hodnotami parametrov z tab. 7.2 pre v = 0.
Zobrazte vynosové krivky pre rozne hodnoty trhovej ceny rizika A. Ako
zavisia trokové miery od tohto parametra?

2. Uvazujme CIR model s hodnotami parametrov z tab. 7.2 pre v = 1/2.
Zobrazte vynosové krivky pre ro6zne hodnoty trhovej ceny rizika A. Ako
z&visia drokové miery od tohto parametra?

3. Vypocitajte ceny dlhopisov v dvojfaktorovom CIR modeli, ak st trhové
ceny rizika rovné A1,/71 a A24/T2.

4. V konvergenénom dvojfaktorovom modeli Corzovej a Schwartza vypo-
¢itajte limitu domacej Casovej Struktiry tirokovych mier pre ¢as do splat-
nosti iduci do nekoneéna, t. j. lim, . R(rq,7e,t,t + 7). V akom vztahu
je tato limita s prislusnou limitou eurépskych tirokovych mier?

5. V Hull a Whiteovom modeli (8.23) pre v = 0 a v = 1/2 hladajte riegenie
P v tvare P(r,t) = A(T — t)e P79 a odvodte systém obycajnych
diferencialnych rovnic pre funkcie A(7) a B(7), kde r =T — t.
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Americké typy derivdtov

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ matematickym modelovanim ame-
rickych typov derivatovych obchodov. Na rozdiel od eurépskych typov
derivatovych kontraktov, americké derivaty st charakterizované moz-
nostou predc¢asného uplatnenia derivatu v niektorom case t* € [0,7)
pred povinnou expiraciou derivatu v ¢ase T'. V pripade americkej call
alebo put opcie sa teda tieto derivaty 1i$ia od eurépskych tym, Ze expira-
cia je mozna v lubovolnom ¢ase ¢ € [0,T]. V stucasnosti americké typy
derivatov predstavuji viac ako 90% vSetkych obchodovanych deriva-
tov.

Americké kapna opcia alebo call opcia je kontrakt, v ktorom majitel
opcie ziskava pravo kupit’ podkladové aktivum (akciu) kedykolvek
v ¢asovom intervale [0, T'] za vopred dohodnutu expiraéna cenu E, kde
T je ¢as povinnej expiracie opcie. Podobne ako v pripade eur6pskej call
opcie majitel’ opcie ziskava pravo, ale nie povinnost, kupit” akciu. Za
toto pravo teda buduci majitel’ opcie v ¢ase uzavretia kontraktu ¢ = 0

150
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musi zaplatit’ urita prémiu V vypisovatelovi opcie. Na druhej strane,
americka put opcia je kontrakt, v ktorom majitel ziskava pravo, ale nie
povinnost, predat’ podkladové aktivum (akciu) kedykolvek v ¢asovom
intervale [0, 7] za vopred dohodnutt expiraénd cenu E. Pre oba typy
americkych derivatov je teda tiloha ocenit’ tieto opcie, t. j. néjst’ cenu
Vee(S,t) call opcie, resp. cenu V' (S, t) put opcie, v kazdom ¢ase t €
[0, 7).

KedZe americké opcie poskytuju ich drzitelovi vicsie prava v po-
rovnani s eurépskymi, musi byt’ ich cena vyssia alebo rovnajtica sa cene
eurdpskych opcii, t. j.

V(s ) = vee(s, ), Ver(st) = V(S t)

pre kazdy ¢ast € [0,7] a cenu aktiva S > 0. Naviac, cena americkej call,
resp. put opcie musi byt’ vzdy aspon takd, aka je cena opcie v Case jej
povinného vyprsania, t. j.

VS, t) > Ve (S, T) = max(S — E,0),

V(S t) > V(S T) = max(E — S,0)

prekazdy Cast € [0,7]aS > 0. Skuto¢ne, ak by napriklad cena V*¢(S, t)
americkej call opcie v ¢ase t < T pred expiraciou bola povedzme o jed-
notku niZ$ia, ako je jej termindlovy pay-off diagram max(S — E,0),
tak kdapou takejto opcie a jej okamZitym uplatnenim (to je mozné pre
americké opcie) ziskame od vypisovatela opcie akciu v cene E, ktorej
predajom okamzite ziskame hodnotu S. Takto ziskame, bez zndSania
akéhokolvek rizika, préve t jednotku ceny, o ktort bola cena call opcie
nizSia ako jej terminalovy pay-off diagram. Tento postup vedie k ar-
bitraznej prileZitosti, ktort trh v kratkom case odstrani zvySenim ceny
takejto opcie asporn na hodnotu jej pay—off diagramu.

Na obr. 9.1 vlavo vidime, Ze cena eurépskej call opcie na akciu vy-
placajicu nenulové dividendy D > 0 vzdy pretne terminalovy pay-off
diagram. To sa da analyticky dokéazat’ zo vzorca rieSenia eurdpskej call
opcie (3.8), kde sa l'ahko overi, Ze plati

lim Vst (5,1)

— 7D(T7t) 1
S—o0 S € <5

a preto V°¢(S,t) < S — E pre dostatocne velké S > Fa0 <t <T.
Podobne pre eurépsku put opciu na akciu (aj neplatiaciu dividendy, t. j.
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Obr. 9.1: Grafy rieSenia eur6pskej call na akciu platiaciu dividendy (vlavo), put
opcie na akciu neplatiaciu dividendy (vpravo) a ich porovnania s termindlovymi
pay-off diagramami.

D > 0) na zaklade (3.14) plati: VP(0,t) = Ee~"(T=Y) < FE, a preto rieSe-
nie VP (S, t) vZdy pretne pay-off diagram put opcie. Na obr. 9.1 vpravo
vidime graf rieSenia eurdpskej put opcie a jeho porovnanie s terminalo-
vym pay-off diagramom.

V pripade americkej call opcie na akciu nevyplacajicu dividendy
(D = 0) je jej ocetiovanie zhodné s oceriovanim prislusnej eurdépskej call
opcie, t.j.

ak D =0, tak V(S,t) =V*(S,t) prekazdé S >0,t € [0,7]. (9.1)

Doévodom je skuto¢nost), Ze americkti opciu nie je vyhodné uplatiiovat’
pred ¢asom T, lebo pri pred¢asnom uplatneni v ¢ase ¢t € [0,T) by jej
hodnota okamzite klesla na hodnotu pay-off diagramu max(S — E,0),
t. j. pod hodnotu eurdpskej opcie V*¢(S,t), o nie je mozné, pretoze
Vee(S,t) > max(S — E, 0) v pripade nulovych dividend D = 0.

Zlozitejsia situdcia nastava v pripade americkej call opcie na akciu
vyplacajicu nenulové dividendy (D > 0). Vtedy sa rieSenie V°°(S, )
pretne s pay—off diagramom max(S — E,0), a teda nemdZeme pouZit
podobny argument ako v pripade nulovych dividend D = 0. Naviac,
drzanie americkej call opcie az do expiracie by znamenalo, Ze jej hod-
nota je totoZzna s hodnotou eurépskej opcie, o nie je mozné pre velké
hodnoty ceny akcie S, nakolko V°¢(S,t) < max(S — E,0) pre S > E.
Tym paddom cena americkej opcie je va¢sia ako cena prislusnej eurépskej
opcie, t. j.

7

ak D > 0, tak V(S,t) > V*(S,t) prekazdé S > 0,t € [0,T). (9.2)
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Obr. 9.2: Porovnanie rieSenia eur6pskej a americkej call opcie s vyznaéenim
polohy pred¢asného uplatnenia americkej call opcie S¢(t) pre ¢as 0 <t < T

Ked7Ze graf hodnot (cien) eurdpskej put opcie pre nulové aj nenulové
dividendy vzdy pretne svoj pay-off diagram, dostdvame tak, Ze musi
platit” ostrd nerovnost*

ak D >0,r > 0, tak V?(S,t) > VP(S,t) pre S > 0,t € [0,T). (9.3)

9.1 Ocenovanie americkych opcii pomocou
tloh s vol'nou hranicou

Analyza vykonana v predchadzajtcej Casti nés priviedla k tlohe s tzv.
volnou hranicou pre americku call opciu na akciu vyplacajacu divi-
dendy D > 0. Okrem samotného rieSenia V (S,t) = V*°(S,t) musime
hlladat’ aj funkciu Sy (¢) Casut € [0, T] tvoriacu tzv. hranicu pred¢asného
uplatnenia opcie,! s vlastnostou, Ze ak cena S akcie v ¢ase ¢ € [0, 7] splita
podmienku:

1. S < Sf(t), tak Vo(S,t) > max(S — F,0) a call opciu budeme
nadalej drZat, nakolko jej hodnota je vyssia ako pay—off diagram
opcie. Na zaistenie portfélia pouZijeme Black-Scholesov model,
atedapre0 <t < T as < Sy(t) plati Black-Scholesova rovnica.

2. S > 5¢(t), tak V*¢(S,t) = max(S — E,0) a call opciu uplatnime,
nakolko jej hodnota je zhodna s pay—off diagramom.

Early exercise boundary v anglickom jazyku.
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Na obr. 9.2 méZeme vidiet’ znazorneny priebeh ceny S — V (S, t)
americkej call opcie v danom case t € [0,7'), jej porovnanie s pay—off
diagramom call opcie S — max (S — E,0) a nizSou hodnotou eurépskej
call opcie na akciu vyplacajicu netrividlne dividendy. Vyznacena je
aj hodnota S¢(t), ktora vymedzuje cenu akcie do dvoch intervalov:
0 < S < S¢(t), v pripade ktorého call opciu nad’alej drzime a S > S¢(t),
v pripade ktorého call opciu uplatiiujeme v case t.

Mobzeme teda pristipit’ k matematickej formulacii problému ocerio-
vania americkych call opcif. Ulohou je njst’ funkciu V = V¢(S, t) spolu
s funkciou Sy : [0,7] — R opisujtcu hranicu pred¢asného uplatnenia
call opcie tak, aby boli splnené nasledovné podmienky:

(11loha s vol'nou hranicou pre oceriovanie americkej call opcie)

1. funkcia V(S,t) je rieSenim Black-Scholesovej parcidlnej diferen-
cidlnej rovnice:
oV o? L0V ov

na ¢asovo premenlivej oblasti0 <t < T'a 0 < S < S¢(t);

2. terminalova podmienka pre call opciu:

V(S,T) = max(S — E,0); (9.5)

3. okrajové podmienky pre rieSenie americkej call opcie:

V(0,t) =0, V(S;(t),t) = S;(t) — E, %(sf(t),t) =1, (9.6)

pre krajné hodnoty ceny akcie S = 0a S = S¢(t).

Doposial sme nevysvetlili zmysel okrajovej podmienky 2% (Sy(t),t) =
1 v bode pred¢asného uplatnenia call opcie S = Sf(t). Poznamenajme,
Ze tato podmienka spolu s podmienkou V(Sf(t),t) = Sy(t) — E zaru-
¢uju spojitost’ a C* hladkost’ funkcie V¢(S,¢) v bode S = Sy(t) na
volnej hranici S = S(¢), pre kazdé 0 < t < T Skuto¢ne, hodnota deri-
vatu musi byt’ spojita funkcia, ¢o implikuje prvi podmienku (spojitost)
V(Sf(t),t) = Sf(t) — E na volnej hranici S = Sy(t) v (9.6). Je zrejmé,
Ze stanovenie iba jednej Dirichletovej okrajovej podmienky v pravom
koncovom bode S;(t) nie je postaCujice pre jednozna¢né vyrieSenie
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problému oceriovania americkej call opcie. Stac¢i si uvedomit” (pozri
napr. Sevéovi¢ [58]), Ze pre l'ubovolnd vopred zadant funkciu Sy ()
mozeme jednoznacne vyriesit” tlohu (9.4) so zadanymi dvomi okrajo-
vymi podmienkami V' (0,¢) = 0, V(S (t),t) = Sy(t) — E a termindlovou
podmienkou (9.5).

Zatial neméame Ziadnu dal$iu informéciu, na zéklade ktorej by sme
mohli jednozna¢ne urcit’ polohu hranice uplatnenia call opcie S¢(t)
pre ¢ € (0,7). Musime preto odvodit’ dal$iu podmienku, z ktorej by
sme mohli polohu hranice Sy (¢t) ur¢it. Vychodiskom odvodenia bude
finan¢né tivaha pochadzajtica od Mertona (pozri Kwok [40]), na zédklade
ktorej cena americkej opcie musi byt’ dand ako maximalna hodnota spo-
medzi vSetkych cien call opcii, ktorych hranica pred¢asného uplatnenia
je nejaka spojita funkcia Casu, t. j.

V(S,t) = max V (S, t;n),
n

kde maximum teda prebieha cez vSetky moZzné kladné spojité funkcie
n:10,7] — Rt a V(S,t;n) je cena call opcie dana ako riesenie Black—
Scholesovej rovnice na ¢asovo premenlivej oblasti 0 <t < 7,0 < § <
1(t) spltiajice terminalova podmienku call opcie a okrajové podmienky
V(0,t;m) = 0,V(n(t),t;n) = n(t) — E. Funkcia pred¢asného uplatnenia
call opcie Sy je potom prislusnym argumentom maxima vyssie uvede-
nej varia¢nej dlohy. Jednd sa skuto¢ne o variaénu tlohu, nakolko nasa
uloha je hladat’ maximum funkcionalu n — V(S,t¢;n) definovaného
na nekonecnorozmernom priestore vSetkych spojitych funkcii. Nutna
podmienka nadobtidania extrému tohto funkciondlu ndm dava, Ze Fré-
chetova derivacia funkciondlu n — V(S,¢;n), t. j. linedrny operétor
D,V (S,t;n) : C([0,T]) — R, je nulovy v bode n = S;. Teda

D,V (S,t;S87)¢ =0 prekazda funkciu & € C([0,T)),

kde C([0,T]) je priestor vSetkych spojitych funkcii na intervale [0, 7.
Nech ¢ € [0,7) je pevne zvoleny &as. KedZe pre kazdu funkciu n €
C([0,T]) plati V((n(t),t;n) —n(t) + E = 0, tak derivovanim tejto identity
podla funkcie n v smere £ € C([0,T]) dostaneme pre kazdé ¢ € (0,7):

OV (D) Em)E() + DV (), 1)~ 1.E(1) =0.

S vyuzitim identity D,V (S,t;Sy)

¢ = 0 pre argument maxima n = Sy
potom dostavame 2% (Sy(t),t; S7)é(t) =

&(t). Funkcia ¢ € C([0,T]) bola
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lubovolna, a teda musi platit, Ze hranica pred¢asného uplatnenia call
opcie a cena call opcie musia spliiat” hraniéntt podmienku

ov
55 (5r(2),5;57) = 1.

Na zaklade obdobnych dvah ako viedli k formulacii tilohy ocetio-
vania americkej call opcie na akciu vyplacajicu dividendy, m6zeme
naformulovat’ aj ilohu pre oceriovanie americkej put opcie na akciu,
ktora moze, ale i nemusi vyplacat’ dividendy (t. j. D > 0). Ulohou je
néjst’ funkciu V' = V(S,t) spolu s funkciou pred¢asného uplatnenia
put opcie Sy : [0, 7] — R tak, aby boli splnené nasledovné vztahy:

(1iloha s vol'nou hranicou pre oceriovanie americkej put opcie)

1. funkcia V(S,t) je rieSenim Black-Scholesovej parcialnej diferen-
cidlnej rovnice:

7+f527+(r—D)Sg—g—rV:0 (9.7)

na ¢asovo premenlivejoblasti 0 < ¢ <T'a S > Sf(t);

2. terminalova podmienka pre put opciu:

V(S,T) = max(E — S,0); (9.8)

3. okrajové podmienky pre rieSenie americkej put opcie:

ov
9.9)
pre krajné hodnoty ceny akcie S = S¢(t) a S = oo.

Nakoniec odvodime niekol'ko uzitoénych poznatkov o polohe hra-
nice pred¢asného uplatnenia americkej opcie. Uvahy budeme najskor
prevadzat’ pre americkd call opciu.

V prvom rade je zrejmé, Ze poloha hranice pred¢asného uplatnenia
call opcie musi byt” asponi takd, ako je expira¢na cena E. Nie je totizto
rozumné predcasne uplatnit’ call opciu s expira¢nou cenou £ pre cenu
akcie mens$iu ako F.
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call opciu uplatnime 80
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Obr. 9.3: Znazornenie priebehu hranice pred¢asného uplatnenia call opcie
(vlavo) a put opcie (vpravo).

KedZe funkcia S — V/(S,t) je spojite diferencovatelna podla pre-
mennej S v bode S = Sf(t), tak derivovanim identity V(S¢(t),t) =
S¢(t) — E podla ¢asu ¢ dostaneme 9% (Sy(t),t)S¢(t) + L5 (S¢(t),t) =
S (t). Ak vyuZijeme okrajovi podmienku 2% = 1 pre S = Sy(t), tak
napokon dostaneme?

%(Sf(t),t) =0 pre kazdét € (0,T).
VyuZijic tento vztah a platnost” Black-Scholesovej rovnice pre 0 < .S <

S¢(t) vlimite S — S¢(t) napokon dostavame:

DSyt~ 1B = ~(r— D)Sy(t) g (S7(8),1) + rV(Sy().)
= TS50 T g (S50, > 0, 9.10)

pretoze funkcia S — V(5,t) ma byt konvexnd pre 0 < S < S¢(t). Tym
padom
S¢(t) > Emax (% 1) pre kazdé ¢ € [0, 7). (9.11)

Ostdva ndm ur¢it’ hodnotu Sy(T) v expiracii T. Ak S¢(T) > E, tak
s ohladom na fakt, ze V(S,t) — S — E pre t — T modzeme dedukovat,
7e druhé derivacia 92V /952 bude konvergovat’ k nule na nejakom okoli
bodu S = S¢(t) > E. Ak zoberieme do tvahy identitu (9.10), tak pre
limitu ¢ — T napokon dostaneme S;(T) = rE/D. To je mozné len

2Poznamenajme, Ze analogickym sposobom sa d4 dokdzat’ vyssie uvedend identita aj
pre put opciu.
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v pripade r > D > 0. Inak plati S;(T) = E. V kazdom pripade teda
plati podmienka:

S¢(T) = Emax (% 1) . (9.12)

Analogickym postupom sa v pripade americkej put opcie da uka-
zat, ze funkcia S¢(t), ktora definuje hranicu pred¢asného uplatnenia
americkej put opcie, spliia nasledovné vlastnosti:

S¢(T)=E, S¢(t) < E prekazdét € [0,T]. (9.13)

Jeden z délezitych a zaujimavych problémov v oblasti matematickej
tedrie financii je detailna analyza hranice pred¢asného uplatnenia opcie
S¢(t) a optimalneho ¢asu pre uplatnenie opcie, ktory predstavuje in-
verznu funkciu k S (t). V sticasnosti (rok 2008) nie je zndma explicitna
formula pre polohu volnej hranice - hranice pred¢asného uplatnenia
call alebo put opcie. Ciasto¢né vysledky sa daju najst’ v pracach, ktoré
vysli len nedavno: Barone, Adesi a Whaley [6], Kuske a Keller [39], De-
wynne a kol. [15], Geske a kol. [24, 25], MacMillan [42], Karatzas [34],
Johnson [33], Knessl [36], Myneni [48], Widdicks a kol. [63], Carr a kol.
[10], Evans a kol. [18] (analytické aproximacie), Alobaidi [1], Kwok [40],
Mallier a kol. [43, 44], Sev&ovi¢ [56], Stamicar a kol. [54] (formulacia
a analyza nelinedrnej integralnej rovnice pre funkciu Sy (t)). Napokon
v neddvno publikovanom ¢lanku [65] Zhu odvodil explicitnti formulu
pre funkciu Sy (¢) v tvare st¢tu nekone¢ného radu. Prehlad modernych
vysledkov o analyze hranice pred¢asného uplatnenia call a put opcii sa
da najst’ v praci Chadama [30].

Zvyssie uvedenych prameriov plynie, Ze poloha volnej hranice pred-
¢asného uplatnenia call opcie sa d4 priblizne pre Casy t blizke k expiracii
T vyjadrit’ ako:

S(t) ~ K (1 +0,6380VT — t) , K=FEmax(r/D,1)  (9.14)

pre t — T. Tento priblizny vzorec bol odvodeny v praci Dewynne
a kol. [15] a nezavisle Sev¢ovicom v praci [56], kde sa da naviac najst’
nelineérna integralna rovnica, ktorej rieSenim je volna hranica S¢(t)
nielen pre ¢asy ¢ blizke expiracii T'.

V pripade hranice pred¢asného uplatnenia americkej put opcie je
situacia o nieco zloZitejsia a volna hranica S¢(t) sa dé vyjadrit’ ako

S;(t) = Ee~r=5) T o /2T=0n(0),
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Pomocné funkcia 7 sa pre ¢asy t — T da aproximovat’ vyrazom

2r

n(t) ~ —\/— In [ 2m(T — t)er(T-1) |, (9.15)

g

Tento vysledok bol dosiahnuty Stamicarom, Chadamom a Sev&ovi¢om
a je prebraty z prace [54]. Na obr. 9.3 je zndzorneny priebeh hranice
predéasného uplatnenia call opcie (vlavo) a put opcie (vpravo) vypodi-
tanych na zaklade pouzitia aproximativnych formdl (9.14) a (9.15) pre
parametre T'=1,F = 80,r = 0,04,0 = 0,37 a D = 0,02 pre call opciu,
resp. D = 0 pre put opciu.

9.2 Ocemnovanie americkych opcii pomocou
linedrnej komplementarity

Cielom tejto Casti je analyzovat’ Black-Scholesovu parcialnu diferen-
cidlnu rovnicu na celej oblasti cien aktiv, t.j. 0 < S < co. UkaZeme, Ze
pre americké opcie vo vSeobecnosti neplati Black-Scholesova rovnica,
ale len nerovnica. Presnejsie, ukdZeme, Ze pre americkd call, resp. put
opciu plati parcidlna diferencidlna nerovnica
2 2

%—‘; + %52% +(r— D) Sg—g V<o, (9.16)
prekazdé 0 < S <o0,0 <t <T.

UvaZujme najskor pripad americkej call opcie. Na zaklade pred-
chadzajtcich ¢asti uz vieme, Ze na intervale 0 < S < Sf(t), v ktorom
drzime call opciu, plati Black-Scholesova rovnica, t. j. v nerovnici (9.16)
nastava rovnost. Zaroven pre tieto hodnoty ceny aktiva S plati ostra
nerovnost’ V(S,t) > max(S — E,0). Na druhej strane, ak S > S(¢),
tak V(S,t) = max(S — E,0) = S — E, pretoze S¢(t) > E. Ak dosadime
linearnu funkciu S — E do Black-Scholesovej rovnice, tak dostaneme

oV 0? LV oV
o T S em t - DSgg v
= (r—D)S—r(S—E)=rE—-DS<rE—-DS¢t) <0,

pretoze Sy(t) > Emax(f,1).
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V pripade americkej put opcie je situdcia podobna. Budeme vsak
uvaZovat’ iba pripad, ked pre trokovu a dividendovi mieru plati
0 < D < r. Na intervale S > S¢(t), v ktorom drzime put opciu,
plati Black-Scholesova rovnica, t. j. v nerovnici (9.16) nastdva opat’
rovnost” a sucasne plati ostrd nerovnost’ V(S,t) > max(E — S,0). Ak
0 <S8 <Sf(t), tak V(S,t) = max(E — S,0) = E — S, pretoze S;(t) < E.
Dosadenim linedrnej funkcie £ — S do Black-Scholesovej rovnice do-
staneme

ov 0? 0%V ov

E + ?S @‘F(T*D)S%*T‘/

= —(r—=D)S—r(E-S)=DS—rE<DS;(t)—rE <0,

pretoze S¢(t) < Fa0< D <r.
Sahrnne sme ukazali nasledovnt vlastnost’ rieSenia problému oce-
novania americkej call, resp. put opcie:

Linedrna komplementarita pre americké opcie (9.17)
vV o? L0V ov -
— 4+ — 85— — —_— = < >
BN + 5 S 932 + (r D)Sas rV <0, V(S,t)>V(S),
oV a* ,0*V ov -
(at 5 S 552 +(r )585 TV> (V(S,t) = V(9)) =0,

pre kazdé 0 < S < 00,0 < t < T, kde V oznaduje terminalovy pay—off
diagram, t. j.

max(S — E,0) v pripade call opcie,

Vis) = {max(E - 5,0) v pripade put opcie. ©.18)

Uloha ocetiovania americkej call, resp. put opcie pomocou linedrnej
komplementarity spociva v néajdeni spojite diferencovatelnej funkcie
V (S, t), ktord je rieSenim tlohy linedrnej komplementarity (9.17) a spfﬁa
terminalové podmienky (9.18).

V zavere tejto Casti ukdZeme, ako je mozné formulovat’ problém
ocenenia americkej call opcie na akciu vyplacajticu spojité dividendy
D > 0, resp. put opcie, pricom 0 < D < r, pomocou rieSenia tzv.
varia¢nej nerovnosti pre parabolické rovnice. Podobne ako v kapitole 3
pri odvodeni Black-Scholesovej rovnice zavedenim novych nezavislych
premennych (pozri (3.4)):

S=FEe, t=T-r,
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kde x € (0,00), 7 € (0,T) a transformovanej funkcie
V(S,t) = Ee= Py (z,7),
pricom

r—D 1 r+D 0% (r—D)>?
= — — — = —_— R — _1
a b=t gt g (9.19)

po kratkych a zrejmych tpravach ziskame, Ze Black-Scholesovu par-
cidlnu diferencidlnu rovnicu mdézeme transformovat’ do tvaru

ou o 0%

—_ - 2

or 2 0a? .20
pre kazdé z € R, 7 € (0,T). KedZe americka call, resp. put opcia musi

spfﬁat’ podmienku V (S,t) > V(9), tak pre transformovanu funkciu
u musi byt’ splnena podmienka

u(@,7) = g(z,7), (9.21)

pre kazdé € R,7 € (0,T). Funkcia g je transformovany pay-off dia-
gram call, resp. put opcie, t. j.

g(z,7) = eCT BT max(e® —1,0) pre call opciu,
g(z,7) = e** P max(1—e”,0) preputopciu, (9.22)

pri¢om pociato¢na podmienka pre funkciu u ma tvar:
u(z,0) = g(x,0) (9.23)
pre kazdé x € R. Okrajové podmienky v pripade call opcie maju tvar:
u(—o0,T) = g(—00,7) =0, IILH;O u(z,7)/g(x,7) =1 (9.24)

pre kazdé 7 € (0,7'). V pripade put opcie okrajové podmienky maju
tvar:

limoo u(z,7)/g9(x,7) =1, u(+o0,7)=g(+00,7)=0 (9.25)

T——

pre kazdé r € (0,T).
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Potom problém oceriovania americkej call, resp. put opcie sa da
sdhrnne zapisat’ v tvare linedrnej komplementarity ako:

ou o2 d%u

97 2 022 >0, u(:c,T) - 9(9577—) > 0, (9.26)
ou o2 d%u
(87281:2) (u(z,7) —g(z,7)) = 0

pre kazdé x € R,0 < 7 < T. Ulohou je najst’ funkciu u : R x (0,T) — R
taku, Ze u je spojite diferencovatelna a plati linedrna komplementarita
(9.26).

Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Ukézte, Ze hranica S(t) pred¢asného uplatnenia americkej call opcie je
klesajtica funkcia v ¢ase t. Naopak, hranica pred¢asného Sy (¢) uplatnenia
americkej put opcie je rasttca funkcia v case ¢.

2. Ukazte, Ze pre americk call a put opciu uz nemusi platit’ put—call parita,
ktora bola odvodena v kapitole 3 pre eurépske typy opcii.

3. Ako zavisi hranica pred¢asného S¢(t) uplatnenia americkej call opcie na
volatilite podkladového aktiva o? Je to rasttca zavislost?

4. Odvodte call-put symetriu pre ceny americkej call a put opcie. To zna-
mend, ze ak si oznaéime cenu americkej call opcie V*°(S,t; E,r, D, o),
resp. put opcie VP(S,t; E,r, D,o) pre cenu aktiva S, ¢as t, expiraéna
cenu FE, trokovd mieru r a dividendovt mieru D, tak ukaZte, Ze plati
identita:

V(S t; E,r,D,0) =V*(E,t;S,D,r o).

5. Odvodte call-put symetriu pre ceny eurépskej call a put opcie pomocou
explicitnych vzorcov rieSenia z kapitoly 3.

6. Na zaklade aproximativnych formul pre odhad polohy hranice predcas-
ného uplatnenia americkej call, resp. put opcie ukéazte, Ze asova derivacia
funkcie S (T) = —oo pre call opciua Sy (T) = +oo. Vysvetlite, ¢o sa deje
na finan¢nom trhu s call, resp. put opciou tesne pred expiraénym ¢asom
T a ako vplyvaja malé zmeny ceny aktiva na spravnu dobu uplatnenia
opcie.



Kapitola 10

Numerické metédy oceriovania
derivdtov

Na zaver tejto knihy rozoberieme numerické metédy oceriovania
niektorych vybranych typov derivatov. Stistredime sa na oceriovanie
eurdpskych a americkych call, resp. put opcii. Prislusné numerické po-
stupy a techniky sa vSak daji rozsirit” aj na iné typy derivéatov. Na za-
¢iatku kapitoly rozoberieme explicitné a implicitné schémy na rieSenie
eurépskych typov derivatov. Hoci v tomto pripade existujti explicitné
vzorce rieSenia (pozri kapitolu 3), vyznam pouZitia numerickych metéd
tkvie v tom, Ze ndm poskytuju lepsiu predstavu o ich moZznostiach a pre-
dovsetkym o ich presnosti. Tato informacia moze byt’ uzitoéna vtedy, ak
sa budeme snazit’ rozsirit’ zaber numerickych met6d aj na derivaty, kde
analytické rieSenie nie je zndme. Takym pripadom st prave americké
typy derivatov, ktoré podrobne rozoberame v druhej asti tejto kapitoly.
Vzhladom na potrebu numerického riesenia sustav linedrnych rovnic
a tlohy o linedrnej komplementarite uvadzame aj prehlad efektivnych
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numerickych algoritmov na zvladnutie tychto problémov.

10.1 Explicitnd schéma na rieSenie
Black-Scholesovej rovnice

Cielom tejto ¢asti je numericka aproximécia rie$enia Black-Scholesovej
parciédlnej diferencialnej rovnice pre ocefiovanie eurépskych typov deri-
vatov. Rozoberieme metdédu koneénych diferencii. Tato metdda slizi na
aproximdciu jednotlivych parcidlnych derivacii. Hoci je pre eur6pske
typy derivatov zndme explicitné rieSenie, zmysel tejto Casti je porov-
nat’ presné a priblizné rieSenie tak, aby sme sa na zaklade uspokojivych
numerickych vysledkov mohli spolahntt’' na numerické met6dy aj v pri-
padoch, kde presné rieSenie nie je zndme. Takym prikladom stt americké
opcie, resp. niektoré exotické typy derivatov.

Na tivod tejto Casti pripomenieme transforméciu Black-Scholesovej
rovnice na zakladny tvar parabolickej rovnice. Tento tvar potom bude
vychodiskom pre konstrukciu ¢asovo explicitnych a neskor aj implicit-
nych numerickych schém zaloZenych na metéde kone¢nych diferencii.

Pripometime, Ze zavedenim nezavislych premennych z,7 a trans-
formovanej funkcie u (pozri (3.4), resp. (9.20)):

z=In(S/E) € (—00,00), 7 =T—t € (0,T), V(S,t) = BEe~“* Py (zx, 1),

kde a = T;QD — %, B = TJgD + %2 + (TQ_UL;)Q, sa Black—Scholesova
parcidlna diferencidlna rovnica
v 0% ,0°V oV
T -D)S— —rV =
8t+25352+(r )585 T 0

transformuje na zakladny tvar parabolickej rovnice

ou 0?2 0%u

Pociatoéna podmienka pre transformovant funkciu u zavisi od termi-

nalového pay-off diagramu zvoleného typu derivatu. Pre jednoduché
call, resp. put opcie ma tvar:

(2,0) = e**max(e” —1,0) pre call opciu, (10.2)

T €2 max(1 — €*,0)  pre put opciu. '
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V nasledovnych riadkoch si ukdZeme hlavné myslienky aproxi-
maécie parcidlnej diferencialnej rovnice (10.1) pomocou metédy konec-
nych diferencii. Tato numericka metéda spoc¢iva v uvazovani diskrétnej
siete mreZzovych bodov v priestore nezavislych premennych (z,7) €
R x (0,7) a v nahrade hl'adaného rieSenia u a jeho derivéacii diferen-
ciami v jednotlivych uzlovych bodoch siete.

Zvolme si priestorovy krok h > 0 a ¢asovy krok k > 0 tak, ze k =
T/m, kde m € N je pocet ¢asovych deleni intervalu (0,7). V priestore
nezédvislych premennych (z,7) € R x (0,7) uvaZujme siet’ mrezovych
bodov

z; =1th, i=..,-2,-1,0,1,2,..., 75, 7=0,1,...,m.

Aproximéciu hladaného rie§enia v mreZovom bode (z;,7;) oznatme
J .
ako uj, t.j. ‘
ul ~u(z,, 7j).
Odvodenie kone¢no-diferen¢nej schémy aproximéacie rovnice (10.1) vy-
chddza z nahradenia parcidlnych derivacii koneénymi diferenciami,
ktoré je mozné vypocitat’ rozvinutim funkcie do Taylorovho radu. V
sietovom bode (z;,7;) uvazujme Taylorov rozvoj funkcie v do radu 3.
KedZe x;11 — 2; = haz; — 2;_1 = h, tak dostaneme
ou 10%u,, 1%
Wiy, 1) A u(@n 1) o bt oS+ e
ou 10%u,, 1%

R2— =———n3 (104
oz T o “3ige (109

h3, (10.3)
u(zi-1, 7))~ u(wi, 7)) —

pri¢om chyba, ktorej sa dopustame, je radu O(h*) pre h — 0. Od&itanim
(10.4) od (10.3) a vydelenim vyrazom 2h dostaneme aproximaciu prvej
parcialnej derivacie u podla x pomocou tzv. centralnej diferencie
Ou “g+1 - “271
s chybou radu O(h?) pre malé hodnoty h. S¢itanim (10.3) a (10.4) dosta-
neme aproximdciu druhej parcialnej derivacie funkcie u podla premen-
nej x ‘ ‘
o Wy, =2+
@(l‘i, i) ~ — 72
s chybou v druhej derivacii radu O(h?).

(10.6)
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Analogicky pre ¢asovu derivaciu %7: z Taylorovho rozvoja v bode

(z;,7;) podla premennej T dostavame aproximéciu

ou
w(xs, Tj11) = ulz;, ;) + ka—(a:i,rj)
T
s chybou rddu O(k?) pre k — 0. Na zéklade tohto rozvoja dostdvame
doprednti aproximéciu parcidlnej derivacie v tvare
ou ol
s chybou v prvej derivécii podla 7 rddu O(k). Ak teraz dosadime ap-
roximacie jednotlivych parcidlnych derivacii v mrezovom bode (z;, ;)
do parabolickej parcidlnej diferencidlnej rovnice (10.1), tak dostavame,
Ze aproximdcia rieSenia u] v (z;, 7;) vyhovuje rovnici
ul ™t — o _ o’ “g+1 —2u] +ul_,
ko2 h? ’
s chybou v rovnici radu O(k + h?) pre k, h — 0. To znamen4, Ze hodnota

(10.8)

u/*" na novej ¢asovej vrstve j 4 1 sa da nasledovne explicitne vyjadrit’
pomocou hodnét rieSenia v starej ¢asovej vrstve j
; ; ; ; o’k
uf“ =yul_y + (1 = 2y)u] +yul . kde v = Yk (10.9)

pre:=..,-2,-1,0,1,2,...,a5=0,1,...,m — L

Zvolme N € N tak velké, Ze interval priestorovej diskretizacie
(=L,L) = (z_N+1,2N-1) je dostatoéne velky na to, aby sme mohli
krajné hodnoty rieenia u’. N Tesp. U?\r aproximovat’ pomocou okrajo-
vych podmienok. Z praktického hladiska stadi volit’ L =~ 1,2, pretoZe
to znamen4, Ze redlna finanénd premennd S potom patri do dostatocne
girokého intervalu (Ee~ %, Eel) = (0,3E, 3, 32F).

Pre eurdpsku call opciu plati V(0,t) = 0a V(S,t) — Se=P(T'=1 pre
S — oo. Pre eurépsku put opciu, naopak, plati V(0,t) = Ee "(T—%
aV(S,t) — 0pre S — oco. To znamena, Ze ak N je dostatocne velké, tak
hodnoty rieSenia mézeme aproximovat” hrani¢nymi podmienkami:

0, pre euro-call opciu,

J._ ‘
vy = 9 {e‘O‘N’”(ﬁ_T)J’“, pre euro-put opciu, (10.10)

J W= eleTONR+(BE=D)jk - pre euro-call opciu,
-0, pre euro-put opciu.
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Ak ozna¢ime symbolom v/ rieSenie v asovej vrstve 7;, t. j.
i — (4 J J 4 J n
uw = (ul g ul g ug,ug, e uy ) €RY

kde n = 2N — 1, tak potom moéZeme explicitnd schému (10.9) zapisat’
vo vektorovom zapise

’U,j+1 — A'U/] -+ bj7 pre j = 07 17 ey — ]_, (1011)

kde A je trojdiagonédlna matica

1-2y ~ 0 - 0 v¢’
0
Y 1-2y ~ : ,
A: O . . O s b]:
: vy 1-2y ~ 0
0 0 v 1—2y I

Vyhodou vektorového zdpisu je moZznost’ analyzovat’stabilitné a kon-
vergenc¢né vlastnosti explicitnejschémy (10.11) pomocou skiimania vlast-
nostimatice A.Za predpokladu, Ze je splnend tzv. Courant-Fridrichsova—
Lewy (CFL) podmienka stability pre numericki diskretizaciu parabo-
lickej rovnice

1
0<y<-= t.j. (10.12)

— 27
tak explicitnd numericka schéma (10.11) je stabilna. To znamena, Ze plati
limita

lim  agp(z, 7) = u(z,7), (10.13)
h o
o2k < h?
kde u(x, ) je rieSenie parabolickej rovnice (10.1) a @y 5 je po Castiach
linedrna aproximacia funkcie s hodnotami iy, , (2, 7;) = u v mreZovych
bodoch (z;,7;). Limitu uvazujeme pre parametre h, k spliiajuce CFL
podmienku (10.12).

Itera¢na matica A vstupujtica do rekurentného vztahu (10.11) ma pre
parameter y spliajtici CFL podmienku (10.12) jednu dolezitt vlastnost,
a to, Ze jej maximova L., norma je nanajvys rovna jednotke. Najskor si
vSimnime, Ze koeficienty v matici A stinezaporné, t.j.v > 0,1 -2y > 0.
Ak u € R", tak pre i-tu sdradnicu vektora (Auw); plati (Au); = yu;—1 +
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Obr. 10.1: RieSenie S — V (S, t) pre cenu eurdpskej call opcie ziskané pomocou
metédy binomického stromu s v = 1/2 (vlavo) a porovnanie s presnym rie-
Senim (bodky). Numericky oscilujtice rieSenie S +— V(5,t) nekonvergujtice k
presnému rie$eniu pre v = 0,56 > 1/2, kde v > 1/2 nesplita CFL podmienku.

(1 = 27)u; + yuitr a teda [(Au)s| < ylui—a] + (1 = 27)|us] + Y[uita] <
(v+ (1 =29) +v)||ullco = ||tt]|oo, kde ||u|lcc = max; |u;| je tzv. maximova
alebo L., norma vektora u. Tym padom

AU oo < ||%]lco pre kazdy u € R". (10.14)

Plati, ze ak ozna¢ime m; = min; u], M; = max; u]

maximum vektora v/, tak pre 0 < v < 1/2 dostavame

minimum, resp.

Mt <max(M7, ¢7,47),  m/Th > min(m/, ¢7, ) (10.15)

prej =0,1,...,m—1.Skuto¢ne, pre vnutorné indexy i = —N+2,..., N-2
plati /™ = yul | + (1 — 2y)u] + yul 41 < M. Pre hranitné indexy
i = —N +1a N — 1 musime eSte zobrat’ do tivahy okrajové podmienky
¢; a1;. Systému nerovnosti (10.15) hovorime diskrétny princip maxima
(minima), ktory je diskrétnym vyjadrenim principu maxima platného
pre rieSenia parabolickych parcialnych diferencidlnych rovnic.

Numerické rieSenie ocefiovania eurépskej call opcie pomocou ex-
plicitnej metddy je znazornené na obr. 10.1. Parametre vypoctu sa na-
chadzajt vo vypise programu pre explicitnti metédu rieSenia problému
oceriovania eurdpskej call opcie (pozri tab. 10.1). Dolezité je pozname-
nat, Ze explicitnd met6da pracuje spravne len v pripade, ak je splnena
CFL podmienka v < 1/2 (pozri obr. 10.1 vlavo). Naopak, ak nie je spl-
nend podmienka v < 1/2, tak numerické rieSenie nemusi konvergovat’
k presnému analytickému rieSeniu. M6Ze dokonca oscilovat, ako je to
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Tabulka 10.1: Vypis programu Mathematica pre explicitnd metédu ocetiovania
eurdpskej call opcie.

/;:gma = 0.4; r =0.04; g=0.12; ‘\\

T =1; X = 50;

alfa (r = g)/sigma"2 - 1/2;
beta = (r + gq)/2 + sigma”2/8 + (r - q) "2/ (2sigma”2);

NN = 100; n = 2 NN - 1;
m = 20;

k = T/m;
gama = 0.5;
h = sigma Sqrt[k/ (2 gam)];

A=Table[Table[If[i==], 1 - 2gama,
If[i==3-1, gama, If[i==j+1, gama, 0 ]]1],
{3, 1, n}l, {i, 1, n}l;

u0 = Table[Explalfa i h] Max[Exp[i h] - 1, 0],
{i, -NN + 1, NN - 1}];

phi[j_] := 0.;

psi[j_] := Exp[(alfa + 1)NN h + (beta - g)j kI;

ustare = ul;

For[jJ =0, J <=m-1, 1,

{

b = Table[If[i == -NN + 1, gam phi[7j],
If[i == NN - 1, gam psi[j]l, 011,
{i, -NN + 1, NN - 1}1;

unove = A.ustare + Db;

ustare = unove;

Vnove = Table|

{X Exp[i h],

X Exp[-alfa i h - beta j k] unove[[i+NN]]

}I

{i, -NN+1, NN-1}];

J++;

y1;

\ii?tPlot[VnoveJ; AI//
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Obr. 10.2: Binomicky strom zndzoriiujuci riesenie parabolickej rovnice expli-
citnou schémou s 2y = ¢%k/h* = 1.

zretelné z obr. 10.1 vpravo, ktory bol vypoéitany pre hodnotu para-
metra v = 0,56 > 1/2. V tomto pripade nie je splneny ani diskrétny
princip maxima.

10.1.1 Binomicky a trinomicky strom

V tejto Casti sa ststredime na Specidlny pripad explicitnej numerickej
schémy (10.9). Ak vo vztahu (10.9) zvolime pomer medzi priestorovym
a ¢asovym krokom tak, Ze plati

h=oVk, (10.16)

t.j.y = 1/2, tak dochddza k vynulovaniu koeficientu 1 — 2~y nadsobiaceho
¢len u. Numericka explicitnd schéma ma potom jednoduchsi tvar:

. 1 . 1 .
uwltt = U1+ Ul (10.17)

To znamen4, Ze rieSenie uz *1 v novej ¢asovej vrstve Tj+1 je aritmetic-
kym priemerom hodnét riesenia v} ; a u} 41 V starej Casovej vrstve 7.
Grafické znazornenie vypoctu riedenia vidime na obr. 10.2. Vzhladom
na podobnost’ metddy s binomickym stromom nazyvame tito metédu
vypoctu hodnoty opcif aj metéda binomického stromu. Vo vSeobecnosti,
ked 0 < v < 4, tak metéde vypoctu hodnoty opcie hovorime metéda
trinomického stromu.
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Rizikovo neutrilne pravdepodobnosti a metéda binomického stromu

Na zéver diskusie o metéde binomickych stromov uvedme jej stvis
s diskrétnym binomickych modelom oceriovania opcii odvodenym Cox,
Rossom a Rubinsteinom v roku 1979 v ¢lanku [14] (pozri aj Melicher¢ik
a kol. [47, 45, 46]). Zakladna myslienka binomického modelu spociva
v hladani rizikovo neutralnej ceny opcie V7! v ¢ase tj 1 = T —7j;1 na
zéklade informécie o cene akcie a opcie v ¢ase t; = T' — 7;. Predpokla-
dajme, Ze cena akcie v Case t; 1 je S a s pravdepodobnostou p € (0,1)
nadobudne v ¢ase ¢; vy$siu hodnotu S > S a s doplnkovou pravdepo-
dobnostou 1 — p € (0,1) nadobudne v ¢ase ¢; niz§iu hodnotu S_ < S.
Ozna¢me dalej V; resp. V_ ceny opcie, ktoré zodpovedaju scenaru s na-
rastom ceny akcie, resp. s poklesom ceny akcie. Skonstruujme teraz port-
folio zloZené z jednej opcie v dlhej (drZanej) pozicii a 6 akcii v krétkej
(dlhovanej) pozicii. Princip neexistencie arbitraznych prileZitosti nam
hovori, Ze jeho hodnota v ¢ase ;1 < t; diskontovana tGrokovou mie-
rou r bezrizikového dlhopisu za ¢asovy interval dizky k sa musi rovnat’
hodnote portfélia v case ¢, t. j.

PV —68)=V_-65_ =V, —4S,.

Teda
5= Vi—-V_
R
a cena opcie V' sa tym padom da vyjadrit’ vztahom
rk _ S
V=e g Vi b V), ke = 2o g 21—, (1018)
+ - —

(pozri [40, Kapitola 2.1]). Opit’ na zéklade principu neexistencie ar-
bitraznych prilezitosti musi platit’ S_ < Se™® < S,. To znamena, Ze
g+ > 0,ateda gy, ¢— modZeme interpretovat” ako tzv. rizikovo neutralne
pravdepodobnosti. VSimnime si aj dolezity fakt, Ze ocetiovaci vzorec
(10.18) neobsahuje realne pravdepodobnosti p a 1 — p pre nérast ceny
akcie z S do hodnoty S, resp. z S do hodnoty S_. To je v stlade
s faktom, Ze cena opcie nezévisi od driftu ceny samotného aktiva (po-
zri kapitolu 3). Na obr. 10.3 je schematicky zndzorneny vypocet ceny
opcie pomocou binomického modelu. Tento binomicky model potom
mozeme rekurzivne aplikovat’ pre Casy to = T}, ...,t,, = 0 na vypocet
hodnoty ceny opcie v ¢ase uzatvarania kontraktu ¢,,, = 0. Pripomenime,
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Obr. 10.3: Binomicky strom znéazoriiujtci riesenie parabolickej rovnice expli-
citnou schémou s 2y = o*k/h* = 1.

Ze v expira¢nom case to = 1" pozndme hodnotu opcie na zéklade termi-
nalového pay—off diagramu.

Binomicky model sa vSak da odvodit’ aj pomocounumerickej schémy
(10.17). Oznacme

Vij ~V(S;, T —1;), kdeS;,=FEe® = Ee'l,

Potom, ak zohladnime transformaciu V(S,t) = Ee~*"ATy(x,t), tak
dostavame V/ = Ee~=Fiky] Numericka schéma (10.17) sa v povod-
nych premennych V;/ da vyjadrit’ ako

) , . 1
VI = e (VL an Vi) kdege = Stttk (10.19)

KedZe plati 0%k /(2h?) = v = 1/2, tak s vyuZitim vztahov pre konstanty
«, 3 dostdvame

St = (B—)k = (0 (ﬂr))ko.

To znamend, Ze pre malé hodnoty ¢asového kroku £ plati

3
2

2
eiah—(ﬁ—r)k ~14ah— (ﬁ _ 7“)/{3 + %hQ + O(k ) =14+ah+ O(k%)7

prek —0ah =o0Vk — 0. Teda

1+ ah 1—ah
h=—"F 5 =5 - +q+ =1 (10.20)

PretoZe plati g— + ¢4+ = 1, ¢+ > 0, tak tymto konStantdm opat” hovorime
rizikovo neutrdlne pravdepodobnosti.
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10.2 Implicitnd schéma na rieSenie
Black-Scholesovej rovnice

V minulej ¢asti sme ukézali explicitnt numerickt schému na rieSenie
Black-Scholesovej rovnice, ktora bola zaloZena na aproximécii parcial-
nych derivécii pomocou metédy koneénych diferencii. V tejto Casti sa
zameriame na ¢asovo implicitnti aproximéaciu transformovanej Black-
Scholesovej rovnice. Zakladom implicitnej schémy je aproximdcia par-
cilnej derivécie du/d7 v mrezovom bode 7 pomocou spitnej Easovej
diferencie, t. j.

ou ul —

av , 7 imAcia rieSenia v’ v (z;, 7;) vyhovuje rovnici
Dostavame tak, Ze aproximacia rie$enia u;] \Tj hovuje rovnici

Il g2l — 2l
e S k“z :% et (10.22)

Tym padom sa hodnoty u_,,u}, v’ 41 hanovej Casovej vrstve j daji na-
sledovnym implicitnym spdésobom vyjadrit’ pomocou hodnoty rieSenia
v starej casovej vrstve j — 1

. . . . 2L
—yul_y 4+ (14 2y)u] —yul = ul™t, kde v = 7z (10.23)

i 2hH2
pre i = ..,—2,-1,0,1,2,..., a j = 1,...,m. V pripade, Ze sa obme-
dzime na konec¢ny interval priestorovych mrezovych bodov z;,i =
-N +1,..,-1,0,1,...,N — 1, tak potom mdZeme implicitnd schému

rieSenia (10.23) zapisat’ v maticovom tvare
Av/ =/ 4t pre j=1,2,...,m, (10.24)

kde A je trojdiagonédlna matica rozmerun x n,n = 2N —1,

142y —y 0 - 0 oIt
0
— 14+2y —v : .
A=1]0 : : 0 , b=
- 1+2v —y 0

0 e 0 -y 1+ 2y it
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kde v = 02k/(2h?). Na obr. 10.4 je zachyteny priebeh rieSenia S +—
V(S,t) eurépskej call opcie pre parametre ¢ = 0,4,r = 0,04,D =
0,12,7 —t = 1, E = 50. Na obrazku je zachytené rieSenie zodpove-
dajtice parametru v = 1/2 a na obrazku vpravo pre radovo vacsiu hod-
notu tohto parametra v = 20. Obidva numerické vysledky sa takmer
presne zhoduja s analytickym rieSenim, ktoré v pripade eur6pskych
opcii mame k dispozicii. Struény vypis programu na implicitnd me-
todu rieSenia problému ocetiovania eurdpskej call opcie sa nachadza
v tab. 10.2.
Poznamenajme, Ze vyhoda implicitnej numerickej schémy spociva
v odstraneni restriktivneho predpokladu o%k/(2h?) = v < 1/2, ktory
v pripade explicitnej schémy prili§ zvazuje ¢asovy k a priestorovy krok
h. Da sa ukazat’ (pozri Vitasek [62] alebo Faddejev [19]), Ze implicitna
numerickd schéma (10.24) je bezpodmienecne stabilna. To znamen4, Ze
plati limita
lim @ p(z,7) = u(z, 7), (10.25)

k—0
h—0

kde po ¢astiach linedrna funkcia iy, («, 7) ma ten isty vyznam ako pri
explicitnej schéme (10.11). Tym padom mdZeme pomocou implicitnej
schémy numericky riesit’ parabolické rovnice aj s va¢sim ¢asovym kro-
kom k, pri zachovani malého priestorového kroku h, ktory je potrebny
na jemné zachytenie priestorového rozliSenia v cene aktiva. Tato vy-
hoda je vSak ¢iasto¢ne kompenzovana nutnostou riesit” sastavy linear-
nych rovnic. Ako v8ak ukdZeme v nasledovnej ¢asti venovanej metédam
rieSenia sdstav linedrnych rovnic, existujti viaceré numericky efektivne
met6dy rieSenia trojdiagonalnych matic. Medzi ne sa radia: metéda LU
rozkladu a itera¢na Gauss-Seidelova metéda. Na rozdiel od met6dy
Gaussovej elimindcie, tieto met6dy maja nizke pamétové naroky a st
rychlejsie ako elimina¢na metéda.

Podobne ako pre explicitnti schému (10.11), tak aj pre implicitnt
schému (10.24) sa daja odvodit’ uzitoéné vlastnosti, z ktorych uz plynie

bezpodmienec¢na stabilita implicitnej numerickej schémy. Ttito schému
moZeme pomocou inverznej matice A~! prepisat’ v tvare

Wt = A 19 + A1,

Najskor ukaZzeme, Ze inverznd matica A~! m& maximovd L., normu
| A~1||o ohrani¢ent jednotkou, nezavisle od hodnoty parametra vy > 0.
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Tabul'ka 10.2: Vypis programu Mathematica pre implicitni metédu ocetiova-
nia eur6pskej call opcie.

/;:;ma = 0.4; r =10.04; g=20,12; T = 1; X = 50; ‘\\

alfa = (r - gq)/sigma”2 - 1/2;
beta = (r + q)/2 + sigma”2/8 + (r - q) "2/ (2sigma”2);

NN = 100; n = 2 NN - 1;

m = 20;
k = T/m;
gam = 20;

h = sigma Sqrt[k/ (2 gam)];

A = Table[Table[ If[i == j, 1 + 2gam,
If[i == ] -1, —gam, If[i == j + 1, —gam, 0111,
{3, 1, n}l, {i, 1, n}l;

u0 = Table[Explalfa i h] Max[Exp[i h] - 1, 0],

{i,-NN+1, NN-1}];

phi[j_1:=0.; psi[j_]l:=Exp[(alfa + 1)NN h + (beta-q) Jj kI;
ustare = ul;

For[j = 0, j <= m-1, 1,
{

b = Table[If[i == -NN + 1, gam phi[j+1],

If[i==NN-1, gam psi[j+1], 0]1,{i,-NN+1, NN-1}];
unove = LinearSolvel[A, ustare + b];
ustare = unove;

Vnove = Table[{ X Exp[i h],
X Exp[-alfa i h -beta j k] unove[[i+NN]]},
{i, -NN+1, NN-1}];

Jt+i

y1;

\ii?tPlot[VnoveJ; 4//
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Obr. 10.4: Rieenie S — V (S, t) pre cenu eurdpskej call opcie ziskané pomocou
implicitnej metédy kone¢nych diferencii s v = 1/2 (vlavo) a porovnanie s pres-
nym rieSenim (bodky). Numericka schéma vykazuje stabilitu aj pre hodnotu
parametra v = 20 > 1/2 nespltiajicu CFL podmienku.

Skutoc¢ne, nech Au = b, t.j. u = A~1b. Oznaéme M = max; |u;|. KedZe
—vui—1 + (1 4 2y)u; — yuip1 = by,
tak potom dostavame
(14 29)|ui| = b + yui—1 + yuir1| < |bi] + 27 M.

Teda (14 2v)M = (1 + 27v) max; |u;| < max; |b;j| + 2vM < ||b||c + 27 M,
z ¢oho uz polahky dostavame, Ze plati M < ||b]| . To ale znamena, Ze

A7 b]|oo < ||bloc  prekazdé b€ R™. (10.26)

Ak opét’ ozna¢ime m; = min; v}, M; = max; v; minimum, resp. ma-
ximum vektora v/, tak pre lubovolna hodnotu parametra v > 0 dosta-
vame

M < max(M?, ¢, 47),  mt > min(m?, ¢, 07) (1027

prej = 0,1,...,m—1.Skuto¢ne, nech sa maximum M’ *! nadobtda v in-
dexe iy, t.j. MIT! = u{:rl. Potom, ak = —N +2 < i, < N —2je vnttorny
index, tak plati (14 2y) M7t = (1+ 27)ug:'1 = uzo + ’yug:'_ll + ’yug;:ll <
M7 +2y M7+ ateda M+ < M. Prehrani¢néindexyi = —N+laN-1
musime eSte zobrat’ do tvahy okrajové podmienky ¢; a ;. Systému
nerovnosti (10.15) opédt” hovorime diskrétny princip maxima (minima)
pre implicitnd numerickti schému rieSenia parabolickych parcidlnych
diferencialnych rovnic.
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10.3 Metd6dy rieSenia sustav linearnych rovnic

Cielom tejto Casti je poskytnut’ itatelovi prehlad zakladnych nume-
rickych metéd pre rieSenie tdloh linedrnej algebry. Ststredime sa na
problém numerického rieSenia stistavy linedrnych rovnic

Au="b, (10.28)

kde A je stvorcova n x n matica redlnych &isel, b € R™ je dany vektor
pravej strany a u € R" je hladané rieSenie stustavy (10.28). Podrobny
opis metod na numerické rieSenie tloh linedrnej algebry moze &itatel
néjst’ v knihach Faddejeva [19], Vitaska [62] alebo Fiedlera [20].

10.3.1 Metdda LU rozkladu

Metéda LU rozkladu spociva v tom, Ze maticu A rozloZime na stcin
dvoch trojuholnikovych matic, t. j. A = L.U, kde L je dolna trojuhol-
nikova matica, t.j. L;; = 0 pre ¢ < j, a kde U je horna trojuholnikova
matica, t. j. U;; = 0 pre i > j. Uloha (10.28) sa da prepisat’ v tvare
LUu = b. Tym padom hladany vektor v méZzeme ziskat’ pomocou rie-
Senia dvoch dolnych, resp. hornych trojuholnikovych problémov

Ly=b a Uu=y.

Poznamenajme, Ze linedrnu tlohu s hornou, resp. dolnou trojuholniko-
vou maticou vieme polahky vyriesit’ postupnym dosadzovanim zloZiek
hladaného riesenia. Metéda LU rozkladu je vhodné pre lineérne prob-
lémy, v ktorych je matica A trojdiagonélna, t. j. mé tvar:

om0 0
P2 a2 Y2 ;
A=|o0o - . 0 , (10.29)
: e ﬁn—l Qp—-1 Tn-—1
0 0 ﬁn Qp
1 0 0 -~ 0 d oy 0 - 0
Iy 1 0 do 7
L= of|, u=|o - 0
0 dn—l Tn—1
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Ak trojdiagondlna matica A je diagonalne dominantn, t. j. splita
podmienku

a; > |Bil + |vi| prekazdé i=1,2,...,n, (10.30)

tak potom pre taktto maticu existuje jednozna¢ny LU rozklad s mati-
cami L a U, pricom prvky matic L a U sa daja vyjadrit’ vztahmi:

_ vl B

dioa " dia
Da sa ukazat, Ze podmienka diagonédlnej dominancie (10.30) ndm za-
ru¢i nenulovost” diagonalnych prvkov dy, ds, ..., d,,. RieSenie y ststavy
linearnych rovnic: Ly = b s dolnou trojuholnikovou maticou L potom
dostaneme vyjadrené v explicitnom tvare

d1=a1, dlz()é, preZSign.

Y1 :bl; Yi :bi—liyqj_l pre ZZQ,,H
Nakoniec, rieSenie linedrnej stistavy Uu = y dostaneme v tvare

Y., = YT il
d,” d;

U, pre t=n-—1,.., 1.

10.3.2 Gauss—Seidelova relaxaénd SOR metdda

Metéda LU rozkladu opisana v predoslej ¢asti naim poskytuje presné
rieSenie linearnej ststavy rovnic. Niekedy vsak nie je potrebné presné
rieSenie, ale postacuje aj priblizné riesenie. Tato situdcia obvykle na-
stéva vtedy, ked’ rieSenie ststavy linearnych rovnic je sacastou celého
cyklu numerickych rieSeni. V takych pripadoch vysta¢ime aj s pribliz-
nym rieSenim ststavy linedrnych rovnic, pretoZe nemé velky zmysel
vyriesit’ jeden podproblém (stistavu linearnych rovnic) presne, pricom
inej, obvykle vi¢sej chyby sa dopustame dalsimi numerickymi aproxi-
maéciami.

Gauss—Seidelova relaxa¢nd SOR met6da je populdrna metdda rie-
Senia linedrnych sustav rovnic. Jej podstata spociva v hladani rieSenia
ststavy linedrnych rovnic pomocou iterativne skonstruovanej postup-
nosti pribliznych rieSeni. V nasledovnych riadkoch si objasnime pod-
statu relaxovaného variantu povodnej Gauss'-Seidelovej iteratnej me-
tody. Tato metéda ma nazov SOR metdda (Successive Over Relaxation).

TKarl Friedrich Gauss, 1777-1855, matematik, fyzik, geofyzik a astroném. Pracoval
najma v oblasti matematickej analyzy, diferencidlnej geometrie, teérie pravdepodobnosti
(Gaussova krivka), teérii chyb (Gaussova metéda najmensich Stvorcov). Vypracoval jednu
z prvych tedrii elektromagnetizmu. Zaviedol absolttnu ststavu fyzikdlnych jednotiek.
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Maticu A rozpiSme na sticet jej poddiagonalnej, diagonalnej a nad-
diagonalnej ¢asti, t. j.
A=L+D+7U,
kde L
Lij = A;; prej<i, inakL;; =0,
Dij = Aij prej = i, inak Dij = 0,
U;; =A;; prej>i, inakU;; =0.

O diagonélnej matici D budeme predpokladat, Ze je invertovatelna, t. j.
Aii #0,prei = 1,...,n. Nech w > 0 je zvoleny relaxa¢ny parameter.
RieSenie tilohy Au = b je potom ekvivalentné s rieSenim tlohy

Du = Du + w(b — Au).

Akvyuzijemerozklad A = L+D+U, tak po kratkej iprave dostaneme,
Ze u je rieSenim linedrnej dlohy

(D + wL)u = (1 — w)Du + w(b — Uu). (10.31)

Matica D + wL je invertovatelna vdaka tomu, Ze plati 4; # 0. To
znamend, Ze u je rieSenie linedrnej tlohy

u=T,u+c,,  kde T,=(D+wL)™((1-w)D-wU) (10.32)

a ¢, = w(D + wL)™b. Pomocou operatora T, definujme rekurentn
postupnost” aproximativnych rieSeni tilohy Au = b:

u? =0, uPt =T uP + ¢, pre p=1,2,... (10.33)

Poznamenajme, Ze podiato¢na podmienka u® moze byt’ vybrana aj inak,
podla charakteru ulohy, ktoru riesime. Zrejme, ak postupnost’ vektorov
aproximativnych rieSeni u” konverguje (v R") k vektoru v pre p — oo,
tak, s ohladom na spojitost’ linearneho operétora T, dostédvame, Ze u =
T, u+c,, o znamend, Ze vektor u je rieSenie podvodnej linedrnej ststavy
Au = b. Na druhej strane, podmienka na normu matice (linedrneho
operéatora) T,

[Tol <1 (10.34)

nam zabezpecli, Ze zobrazenie R” 3 u — T,u + ¢, € R” je kontrak-
tivne. Potom podla Banachovej vety o pevnom bode —pozri napr. [11]),
postupnost’” vektorov u? skuto¢ne konverguje k vektoru u pre p — oo.
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Obr. 10.5: Graf spektrélnej normy operatora ||'T. || ako funkcie parametra w.

Na zéklade (10.31) moéZeme postupnost’ definovanti rekurentnym
sposobom (10.33) algoritmicky pocitat’ nasledovnym jednoduchym sp6-
sobom. Prep=1,2,...ai¢=1,2,...,nplati

uf‘H = Ai b7 — Z Aiju’;"_l — Z AUU§ + (1 — w)u‘?. (1035)
w J<i §>i

Na koniec tejto ¢asti rozoberieme optimélnu volbu relaxatného para-
metra w # 0. Vzhladom na konvergen¢né vlastnosti postupnosti defi-
novanych rekurentnym predpisom (10.33) je dolezité spravnou volbou
parametra w dosiahnut’ ¢o mozno najmensiu hodnotu normy ||T,||
linearneho operatora T,,. Ako jeho normu moézZeme napriklad uvazo-
vat’ Frobeniovu normu matice: ||B|| = (Zf i1 ij)% alebo spektralnu
normu || B|| = maxyc,(p) ||, kde o(B) je mnoZina vlastnych hodno6t ma-
tice B. Na obr. 10.5 je zndzorneny priebeh spektralnej normy operatora
T, pre rdzne hodnoty parametra w. Ako maticu A sme uvazovali troj-
diagonalnu maticu v tvare (10.29), kde o; = 2,6, = v, = —1 an = 10.
Z obrazka je zaroven vidno, Ze existuje optimalna volba relaxa¢ného
parametra w ~ 1,5 pre nami uvaZovand maticu A tak, Ze norma ope-
rétora T, je miniméalna. Vo vSeobecnosti plati, Ze pre trojdiagonalne
diagonalne dominantné matice existuje optimalna hodnota parametra

w e (1,2),

pre ktord je norma ||T,| minimalna, pricom plati
Vitasek [62]).

T,| < 1 (pozri
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104 Metédy rieSenia alohy o linedrnej
komplementarite

Cielom tejto sekcie je pribliZit’ ¢itatelovi metddu rieSenia tlohy o linear-
nej komplementarite. Ako sme uz spomenuli v predoslych ¢astiach, rie-
Senie tilohy o linedrnej komplementarite je vychodiskom pre numerické
zvladnutie problému ocefiovania americkych typov derivatov. V prvej
¢asti ukaZzeme jednoduchti modifikaciu SOR relaxa¢nej metédy, ktora
budeme moct’ pouzit’ na rieSenie dlohy o linedrnej komplementarite.
V druhej ¢asti na probléme prekézky ukézeme praktické vyuzitie nu-
merickej met6dy na rieSenie tlohy o linearnej komplementarite.

Nasim cielom je numericky zvladnut’ nasledovnu tlohu o linearnej
komplementarite:

Au>b, u > g, (10.36)

(Au—"0)i(u; —g;)) = 0 prei=1,.. n.

Zapisy Au > b, resp. u > g znamenaju, Ze prislusné nerovnosti s spl-
nené pre vietky stradnice vektorov na lavej i pravej strane nerovnosti.
Budeme predpokladat, e matica A je diagonalne dominantna, t.j. spliia
podmienku (10.30).

10.4.1 Projektovanid SOR metéda

Vychodiskom pre efektivnu numerickti metédu na rieSenie tilohy (10.36)
je modifikovand Gauss-Seidelova SOR metéda. V kazdom itera¢nom
kroku p pozmenime nové aproximativne riegenie u?*?! tak, aby vyhovo-
valo podmienke v > g. Napokon ukaZeme, Ze limita tychto aproxima-
tivnych rieSenf je skuto¢ne rieSenim tlohy o linedrnej komplementarite
(10.36).

Definujme rekurentnt postupnost’ aproximativnych rieSeni tlohy
o linedrnej komplementarite:

u’ =0, uPtt = max (Tyu” + ¢y, g) pre p=1,2,..., (10.37)
pricom maximum sa berie po jednotlivych zlozkéch, t. .

uf“ = max((Twu” + Cw)is gi) prekazdé i=1,2,...,n.
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Predpokladajme na okamih, Ze mame zarucent konvergenciu po-
stupnosti vektorov u? k vektoru u € R™ pre p — oo. KedZe u? > g, tak
aj u = lim,_. o u? > ¢. Na zaklade vztahu (10.35) dostdvame

uPtt = max(w(bi—ZAijué-’H—z Ajjul) +(1-w)uf, gi> (10.38)

1<t Jj>1

7

pre kazdé i = 1,2, ...,n. To znamen4, Ze v limite p — oo plati nerovnost

’U,i>

= : (b: — ZAij“j - ZAijUj) + (1 — w)u,.

j<i G>i

Vdaka diagonalnej dominancii plati A;; > 0. To znamena

A“"U,i > (x)<bz - ZAijuj - ZAijUj> + (1 - w)A“‘ui.
j<i J>i
KedZe w > 0, tak napokon po kratkej uprave dostavame platnost’ ne-
rovnosti
(Au); > b; prekazdé i=1,2,...n.

Nakoniec, ak pre nejaky index ¢ plati ostrd nerovnost’ u; > g;, tak potom
pre vietky dostatoéne velké hodnoty iteraéného indexu p plati u? " >
¢;. Z definicie postupnosti vektorov u” potom nevyhnutne plynie

uPtt = : (bi - ZAiju§+1 _ ZA“'U?) + (1 —w)u?

j<i j>i

pre vsetky dostatocne velké indexy p. Prechodom k limite p — oo
dostavame, Ze pre index i plati rovnost’ (Au); = b;. To znamena, ze
(Au — b);(u; — g;) = 0, a teda vektor u je skutotne rieSenim tlohy
o linedrnej komplementarite (10.36).

Na zaver rozoberieme otazku konvergencie postupnosti definovanej
rekurentnym predpisom (10.37). Ozna¢me

F(u) = max (T,u? + ¢y, g).

Zrejme I : R™ — R" je nelinearne zobrazenie. UkdZeme, Ze je kontrak-
tivne, a teda na zaklade Banachovej vety o pevnom bode postupnost’ u”
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konverguje v R™. Pre I'ubovolné dva vektory u,v € R™ plati

¢i — Vi, ak @i, > gi,

0, ak ¢, v; < g,
i — i, ak ¢; > gi, Vi < gis
9i — i, ak ¢; < gi, Vi > gi,

kde ¢ = Tou + ¢, = Tyv +¢,. V pripade ¢, > g; a ¢¥; < g;
dostavame 0 < ¢; —g; < ¢; — ;. Analogicky, pre ¢; > g; a ¢; < g; mdme
0 < ¢ — g < ¥ — ¢ V kazdom pripade vSak pre vietky i = 1,...,n
plati

F(u)l — F(’U)l =

[F'(u); = F(v)i] < |¢i = ] < |[(Tou)i — (Tyv)il-
Teda || F'(u) = F(v)|| < [ Twu = Tov || = [[To(u = v)|| < [|Tul[lu = ]|
Tym padom sme ukazali, Ze

ak | T, || < 1= F je kontraktivne na R",
postupnost” ©¥ konvergujek u pre p — oo, (10.39)
vektor v € R" je rieSenim tlohy (10.36).

Itera¢na metdda riesenia tilohy (10.36) opisana rekurentnym predpi-
som (10.37), resp. (10.38) sa nazyva projektovana SOR metéda (PSOR).
V kontexte rieSenia varia¢nych nerovnic bola navrhnuté a analyzovana
Elliottom a Ockendonom v [17].

10.4.2 Numerické rieSenie problému prekazky

V tejto Casti sa pokusime vysvetlit’ zakladny princip rieenia tloh s vol-
nou hranicou, medzi ktoré patri aj dloha na ocefiovanie americkej call
alebo put opcie. Problémy s volnou hranicou maji svoj vyznam aj
v inych oblastiach, najmé vo fyzike a mechanike. Jednym z najjedno-
duchsich prikladov je tzv. problém prekazky, ktory priamo stvisi s oce-
novanim americkych opcii ¢i inych derivatov s predéasnou moznostou
uplatnenia.

Na intervale [0, 1] uvaZujme elastickd strunu (alebo tenky nosnik),
na ktort posobi zadana sila s velkostou b. Ak oznacime funkciou u :
[0,1] — R vychylku struny pevne votknutej v bodoch = = 0,1, tak
z tedrie pruZnosti a pevnosti je zndme, Ze v zjednoduSenom pripade ma
rovnica opisujica tato vychylku tvar:

—u"(z) = b(z), prex € (0,1), u(0)=wu(l)=0.
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Obr. 10.6: Vlavo je plnou &iarou zobrazené rieSenie @ tlohy —u''(z) =
b(x),a(0) = (1) = 0 bez obmedzenia a prerusovanou ¢iarou prekazka g(z).
Vpravo je znazornené rieSenie u tlohy s prekazkou.

V tedrii pruznosti a pevnosti sa odvodzuje tdto rovnica ako rieSenie
variacnej tlohy, v ktorej sa minimalizuje celkova energia struny dana
ako rozdiel integralov celkovej napétosti a potencidlnej energie: ®(u) =
z fol U, |2 dx — f01 bu dz. Numerické rieSenie okrajovej tilohy sa da jedno-
ducho ziskat” diskretizaciou. Ak ozna¢ime z; = i/n,i = 0,1, ...,n body
delenia intervalu [0, 1] na n rovnakych &asti a vychylku u(x;) v bode
x; oznac¢ime ako wu;, tak potom numerické rieSenie moze byt” ziskané
rieSenim suistavy linedrnych rovnic

U1 — 2ui + Ui
72

=b prei=1,...,n—-1,

kde h = 1/n,b; = b(x;) a druha derivaciu v’ (z) v bode x; sme ap-
roximovali pomocou metédy konecnych diferencii. Poznamenajme, Ze
ug = 0 = u,. Tato stistava rovnic sa da zapisat’ v maticovom tvare

Au =0,

pricom matica A je n — 1 x n — 1 trojdiagonalna matica v tvare (10.29)
s prvkami «; = 2/h?,3; = v; = —1/h?. Graf parabolického rieSenia
tejto rovnice pre konstantnt silu b = —1 je zndzorneny plnou ¢iarou na
obr. 10.6 vlavo hore.

Uvazujme teraz, Ze na intervale [0, 1] mdme naviac zadant prekazku
definovant funkciou g, pricom poZadujeme, aby rieSenie bolo aspori
také, ako je dana prekazka, t. .

u(z) > g(z), prez € (0,1).
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Ak je struna nad prekdzkou v bode z, t. j. ak u(z) > g(z), tak pozadu-
jeme, aby bola splnena diferencidlna rovnica —u” (z) = b(z). V kazdom
pripade (t.j. aj pre u(z) = g(z)) vSak poZadujeme splnenie diferencidlnej
nerovnice —u”(z) > b(z). Da sa odvodit, Ze tdto nerovnica je ddsledkom
nutnej podmienky nadobtdania minima funkciondlu ® na mnoZine
{u € CH0,1),u(z) > g(x) pre = € (0,1)}. Ak ozna&ime g; = g(z;), tak
v diskrétnom tvare mdzeme reprezentovat’ rieSenie problému prekazky
pomocou riesenia tlohy o linedrnej komplementarite (10.36), t. j.

Au>b, u>g, (Au—>)(uij—g)=0prei=1,..n

Ukézka rieSenia tohto problému ziskaného Projektovanou SOR met6-
dou je na obr. 10.6. Poznamenajme, Ze rieSenie problému prekéazky je
spojite diferencovatelné v bode ,nalepenia” sa struny na prekazku.
Tato vlastnost’ rieSenia problému prekazky je analogicka s pozadova-
nou vlastnostou rieSenia tilohy na ocetiovanie americkej call alebo put
opcie.

10.5 Numerické metédy ocefiovania
americkych typov opcii

Numerickt schému pre problém urcenia ceny americkych opcii budeme
prezentovat’ pre formulaciu v tvare linedrnej komplementarity. VyuZi-
jeme pri tom vlastnosti PSOR (Projektovaného SOR) algoritmu, ktory
bol analyzovany v predoslej ¢asti. Na zaklade poznatkov z kapitoly 9 sa
da problém ocenovania americkej call, resp. put opcie stthrnne zapisat’
v tvare linedrnej komplementarity (9.26), t.j.
ou  o%d%u
(55~ 555 e ~gtem) = o,
ou 0% d%u
5 292 >0, wz,7)—glx,7) > 0
pre kazdé x € R,0 < 7 < T Nasou tlohou je pritom néjst’ spojite dife-
rencovatelnu funkciu u : R x (0,7) — R takq, Ze plati vyssie uvedena
linedrna komplementarita. Pripomernime, Ze funkcia g(z, 7) reprezentuje
transformovany pay—off diagram prislusného typu opcie,
g(z,7) = e** P max(e” —1,0) pre call opciu,
g(z,7) = e*** P max(1 —e”,0) pre putopciu,
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_r=D 1 _ r+D | o2 | (r=D)? i w4 .
kdea = —= -3, B="5"+% + 5,2 Poctiatotnd podmienka pre

funkciu u mé tvar:
u(z,0) = g(x,0), prekazdéz cR.

Teraz pristapime k diskretizacii problému linedrnej komplementa-
rity. Symbolmi 4’ a g’ oznaé¢me aproximaécie rieSenia a transformova-
ného pay-off diagramu v ¢asovej vrstve 7;, t.j.

Py — (U gyl g, ug,ul, e uy ) € R,

g] = (g£N+17"'7g]—1ag(J)ag{,"'7g‘]7V71) ERH7
kde n = 2N — 1. Zvolme N € N tak velké, Ze interval priestorovej
diskretizacie (z_n41,zn-_1) je dostato¢ne velky na to, aby sme mohli
krajné hodnoty rieenia v’ y, resp. v’ aproximovat’ pomocou okrajo-
vych podmienok. Vzhladom na okrajové podmienky (9.24), resp. (9.25)
vystupujice v spojitej formulacii dlohy pre americka call, resp. put
opciu mozeme okrajové podmienky pre diskretizované rieSenie zvolit’
nasledovne:

u‘iN = ¢ = g(z_n,T5), u?v =) = g(zn,Tj). (10.40)

Potom moézZeme problém linedrnej komplementarity zapisat’ v diskrét-
nom vektorovom tvare

ATt > 4, Wt > gt pre j=0,1,...,m 1,
(Aw/ T —u? — ) (Wt — g7 1), =0 prekazdéi, (10.41)

pricom u® = ¢° Matica A je t4 istd trojdiagondlna matica rozmeru

n x n,n = 2N — 1 ako v pripade implicitnej schémy pre eurépske typy
opcii, t.j.

142y —y 0 - 0 vt
0
—y 1+2y —y : _ .
A=| 0 . . 0 . V= : ’
: -y 1+2y —v 0
0 e 0 -y 142y yapItL

kde opét’ v = o2k/(2h?). Diskrétny problém linearnej komplementa-
rity méZeme numericky vyriesit’ pouzitim PSOR (Projektovanej SOR)
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Obr. 10.7: RieSenie S — V (S, t) pre cenu americkej call opcie (vIavo) a put opcie
(vpravo) ziskané pomocou implicitnej metédy kone¢nych diferencii a Projekto-
vaného SOR algoritmu na rieSenie prislusnej tilohy o linedrnej komplementarite.
Bodkami je vyznacené rieSenie eur6pskeho typu prislusnej opcie.

met6dy diskutovanej v ¢asti 10.4.1. Na obr. 10.7 je zachyteny priebeh rie-
Senia S — V/(S,t) pre ocefiovanie americkej call a put opcie. Finanéné
parametre vypoctu boli zvolené nasledovne: ¢ = 0,4, = 0,04,D =
0,12,T —t = 1, E = 50 v pripade call opciea ¢ = 0,6,7 = 0,08, D =
0,7 —t = 1,E = 50 pre put opciu. V oboch ukazkach sme pouzili
numerické parametre N = 100,m = 20, pric¢om o%k/(2h%) = v = 1.
Na kazdej ¢asovej vrstve sme pouzili 20 iteracii PSOR algoritmu s re-
laxaénym parametrom w = 1,7. Stru¢ny vypis programu v systéme
Mathematica pre rieSenie problému ocetiovania americkej call opcie sa
nachadza v tab. 10.3.

10.5.1 Identifikdcia hranice pred¢asného uplatnenia
americkej opcie

Zéamerom tejto Casti je identifikacia polohy volnej hranice pred¢asného
uplatnenia americkej call alebo put opcie. Projektovany SOR algoritmus
na rieSenie problému oceriovania americkych opcii bezprostredne nepo-
ntika informdciu o hodnote funkcie Sf(¢). Na druhej strane je zrejmé, Ze
tato hodnotu moZeme neskdr dodato¢ne vypocitat” pomocou znalosti
priebehu funkcie V(S,t). Ak teda v danom ¢ase ¢ € [0, 7] pozndme rie-
Senie V (S, t), tak poloha hranice pred¢asného uplatnenia opcie je dana

min (S > 0, V(S,t) E) pre call opciu,

= S —
Sp(t) = {max (S>0,V(S,t)=FE—-15) pre put opciu. (10.42)
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Tabulka 10.3: Vypis programu Mathematica pre PSOR metédu ocefiovania
americkej call opcie.

/g:;ma = 0.4; r =0.04; g=0.12; T = 1; X = 50; ﬂ\\\

alfa = (r - gq)/sigma"2 - 1/2;
beta = (r + q)/2 + sigma”2/8 + (r - q) "2/ (2sigma”2);

NN=100; n=2 NN-1; m=20; MaxSORiter = 20; omega = 1.7;
gam = 1; k = T/m; h = sigma Sqrt[k/ (2 gam)];

A = Table[Table[ If[i == j, 1 + 2gam,
If[i == j-1, -gam, If[i == J+1, —-gam, O 111,
{3, 1, n}l, {i, 1, n}l;

glx_, tau_] := Expl[alfa x + beta tau] Max[Exp[x]-1, 0];
ustare = Table[g[i h, 0], {i, -NN + 1, NN - 1}];
phi[j_] := g[-NN h, J k];

psilj_] := g[NN h, J kJ];

For[j =1, j <=m, 1,
{
b = Table[If[i == -NN + 1, gam phi[j],
== NN - 1, gam psi[]j], 0]],
{i, -NN + 1, NN - 1}171;

gvec = Table[g[i h, J kI, {i, -NN + 1, NN - 1}171;
unove = ustare;

For[p = 1, p <= MaxSORiter, 1,

{

For[ii =1, ii <= n, 1,
{
upom = (1 - omega) unove[[ii]]
+ (omega/A[[ii, 1i]])*(b[[1i]] + ustare[[ii]]
- If[(ii > 1, A[[ii, i1 - 1]]*unove[[ii - 111, O]
- If[ii < n, A[[ii, i1 + 1]]*unovel[[id1 + 111, 0] );
unove=ReplacePart [unove, Max[upom, gvec[[ii]] 1, ii];
ii++;11;
p++; ]
ustare = unove;

Vnove = Tablel

{X Exp[i h], X Exp[-alfa i h -beta j k] unove[[i+NN]]},
{i, -NN+1, NN-1}];

J++; 11

\iiftPlot[VnoveJ; 4//
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Obr. 10.8: Porovnanie vypocitanej hranice pred¢asného uplatnenia call opcie
s analytickou aproximaciou z kapitoly 9 (prerusovana ¢iara).

Pouzitim numerickej aproximécie mame k dispozicii iba priblizné rie-
Senie dané v mrezovych bodoch (S;, T —7;), kde S; = Eeth a 7; = jk. To
znamend, Ze aproximdciu polohy hranice pred¢asného uplatnenia opcie
mozeme ziskat’ nasledovnym algoritmom

min(Si > 0, |V(SZ,T — Tj) — (Sl — E)‘ < E)
pre call opciu,
S¢(T —15) = (10.43)
maX(Si > 0, |V(Si,T—Tj)—(E—Si)‘ <E)
pre put opciu,

kde O < ¢ <« 1 je vopred zvolena tolerancia. Pre praktické vypocty,
v ktorych E ~ 10, sta&i uvazovat’ e ~ 107°.

Na obr. 10.8 je zndzornena hranica pred¢asného uplatnenia call opcie
ajej porovnanie s analytickou aproximéciu z kapitoly 9. Vypocet bol rea-
lizovany pre finan¢né parametrec = 0,2,7 =0,1,¢ = 0,05, F = 10,T =
1.Hodnota S;(0) = 22, 3893 polohy hranice pred¢asného uplatnenia call
opcie na pociatku ¢t = 0 je s presnostou na dve desatinné miesta zhodna
s hodnotou vypogitanou v éléanku Sevéovica [56] pomocou riesenia ne-
linearnej integralnej rovnice pre polohu volnej hranice. Na obr. 10.9 je
zachyteny graf rieSenia (5,t) — V/(S,t) pre cenu americkej call opcie.
Zachytend je aj poloha hranice pred¢asného uplatnenia call opcie. Tento
vypocet bol realizovany pre 0 = 0,6,r =0,1,¢ = 0,09, £ = 10,7 = 1.

Na zéver tejto Casti uvadzame aj priklad vypoctu oceriovania ame-
rického typu binérnej opcie. Tento druh opcii bol z pohladu eurépskych
typov derivatov analyzovany v kapitole 6, ¢ast’ 6.4. Pripomerime, Ze
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20

S

Obr. 10.9: Dva pohlady na 3D graf rieSenia (S, ¢) — V (S, t) pre cenu americkej
call opcie. Pat’ vybranych profilov rieenia je porovnanych s plochou pay-off
diagramu. Znazornena je poloha hranice pred¢asného uplatnenia call opcie.

pay-off diagram bindrnej opcie mé tvar

bin o 17 ak S S [ElaEQ]a
VIS T) = {0 inak,
kde 0 < E; < FEj,. Vzorec ocetiovania eur6pskeho typu binarnej opcie
v &ase t € [0,T] ma tvar VY (S,t) = e "(T=O(N(dF*) — N(dF?)). Ak
budeme uvaZovat’ transformovany pay-off diagram

gla,m) = 2= HITVIN(S,T),

kde S = e” a pouzijeme Projektovany SOR algoritmus na vypocet ame-
rického typu binarnej opcie, tak dostaneme vysledok zndzorneny na
obr. 10.10. VSimnime si, Ze v porovnani s eur6pskym typom binarnej
opcie je hodnota americkej bindrnej opcie stale vécsia alebo rovna ako
je jej pay—off diagram.

10.5.2 Implikovana volatilita americkej opcie

Podobne ako v ¢asti 4.2 mdZeme aj v pripade americkych opcii hla-
dat’ takti hodnotu parametra volatility o > 0, pre ktorti sa vypocitana
hodnota americkej opcie zhoduje s redlnou trhovou hodnotou opcie.
Implikovand volatilita ¢;,,p,; > 0 je takd hodnota parametra volatility,
pre ktoru teoretickd cena americkej call (put) opcie V(S ¢; o) je vdanom
Case t a pre dand hodnotu ceny aktiva S = S,¢q(t) zhodna s redlnou
hodnotou ceny americkej opcie V;..q (). Najst’ implikovani volatilitu
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Obr. 10.10: Porovnanie rie$enia amerického a eur6pskeho (prerusovana ciara)
typu bindrnej opcie pre tie isté finanéné parametre: £1 = 10, E> = 20,7 =
0,04,g = 0,02, T —t = 1.

0impl Pre dant opciu (s danou splatnostou T' a expira¢nou cenou E' )
teda spociva v rieSeni implicitnej rovnice

VTGal(t) = V(‘Sreal (t)7 t; Uimpl)- (1044)

Na vypocet ceny americkej opcie V(Syeq(t),?;0) pre zndme hodnoty
ceny aktiva Syeqi(t) a opcie Vieqi(t) v Case t € [0,T) pouzijeme Projek-
tovany SOR algoritmus, pricom hodnotu ceny opcie linedrne interpo-
lujeme z vypocitanych hodnot pre ceny S; < Sycqi(t) < Sit1. KedZe aj
cena americkej opcieje rasttica funkcia od parametra volatility ¢ > 0, tak
vypocet ceny opcie opakovane realizujeme pre dostatoéne jemnu dis-
krétnu mnozinu volatilit 0 < ¢; < 03 < ... < op. Hodnotu o, pre ktort
je chyba Vieq(t) = V(Sreal(t),t; 0,) minimélna, potom prehlasime za
implikovant volatilitu ¢, americkej opcie.

10.5.3 Zdrojové programy numerickych algoritmov

Zdrojové programy vSetkych numerickych algoritmov, ktoré sa nacha-
dzaju v tejto knihe, ako aj mnoho dalsich numerickych kédov a ukazok
met6d ocentovania finanénych derivatov si ¢itatel moZe bezplatne stiah-
nut’ z internetovej adresy:

www.iam.fmph.uniba.sk/institute/sevcovic/derivaty.

Ako prihlasovacie meno treba vlozit* derivaty a ako heslo: opcie.
V archive si je potom mozné stiahnut’ funkéné vzorky numerickych
kédov v programovacich jazykoch Mathematica a Matlab.
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Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Vypocitajte hodnotu americkej call opcie na akciu platiacu dividendy

s mierou D = 5% p.a. O akcii je zname, Ze jej historicka volatilita je o =
20% p.a. a urokova miera dlhopisu je r = 10% p.a. Call opcia je vypisana
na expirac¢ni cenu F/ = 10 v expiracnej dobe T' = 1 (jeden rok). Vypocet
realizujte pre hodnoty ceny akcie S = 24,5 = 23,5 = 21,5 = 20,5 = 18.
Na zaklade vypoctov odhadnite polohu volnej hranice, t. j. ceny akcie,
pri ktorej treba uz uplatnit” opciu.

. Vypocitajte hodnotu stratégie bought straddle, t. j. kiipa call a put opcie

s expira¢nou cenou E pre a) eurdpske typy call a put opcii; b) americké
typy call a put opcii. Vypocet ceny stratégie realizujte pre zname trhové
data: cena akcie neplatiacej dividendy je S = 55, volatilita akcie 0 =
0, 4, arok bezrizikového dlhopisu » = 0,05, miera spojite vyplacanych
dividend je D = 0,03, expira¢nad doba splatnosti opcii je 3 mesiace (t. j.
T = 0,25 roku), expira¢na cena E = 60.

. Sticasnd trhova cena akcie firmy IBM je 118,86 USD. Stredna hodnota

(priemer medzi bid a ask cenou) eurépskej Put opcie s expiraénou ce-
nou 120 USD s dobou splatnosti 2 mesiace je 5,5 USD. Urokové miera
bezrizikového dlhopisu je 5% p.a. Miera spojite vyplacanej dividendy
je D = 2% p.a. Vypotitajte implikovanu volatilitu o ceny akcie na za-
klade prepokladu o tom, Ze dana opcia je eurépskeho typu. Odhadnite
implikovan volatilitu v pripade, Ze sa jedna o americky typ derivatu.
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