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2.1.2 Itóova lema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.1.3 Itóova lema pre vektorové náhodné premenné . . 28
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2.4 Okrajové podmienky pre cenu derivátov . . . . . . . . . 43



i

i

“derivaty” — 2009/1/22 — 20:22 — page 6 — #6 i

i

i

i

i

i

6
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Planckova rovnica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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7.4.1 Metóda maximálnej vierohodnosti odhadu
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8.1.1 Jednofaktorové rovnovážne modely . . . . . . . . 132
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Úvod

V priebehu posledných troch desat’ročı́ sa začali objavovat’ rôzne
nestability na finančných trhoch. Výrazne sa zvýšili riziká pre investo-
rov, ktoré sú prevažne dôsledkami fluktuácie cien akciı́, indexov, úro-
kových mier a výmenných kurzov. Z tohto dôvodu začali investori
hl’adat’ možnosti, ako predchádzat’ možným stratám v dôsledku spo-
mı́naných fluktuáciı́. Praktické potreby investorov podnietili napokon
vznik moderných finančných nástrojov, akými sú rozličné finančné de-
riváty, ktorých hodnota závisı́ od prı́slušných aktı́v. Aktı́vami môžu byt’
akcie, meny, akciové indexy, úrokové sadzby, výmenné kurzy, komo-
dity, drahé kovy a pod. Finančné deriváty do značnej miery poskytujú
investorom ochranu voči fluktuáciám cien aktı́v. Podcenenie úlohy zais-
t’ovania investičných portfóliı́ pomocou derivátov môže viest’ k vel’kým
finančným stratám. Na druhej strane, však deriváty nie sú „všeliekom”
a ich využı́vanie musı́ byt’ vykonávané s hlbokou znalost’ou problema-
tiky, o čom svedčı́ i celý rad derivátových debaklov medzinárodných
investičných spoločnostı́ koncom 90-tych rokov a koncom roku 2008.

Ciel’om tejto knihy je priblı́žit’ čitatel’ovi základné aspekty oceňova-
nia finančných derivátov, ich kvalitatı́vnu analýzu a praktické metódy
ich oceňovania. K búrlivému rozmachu využı́vania finančných derivá-
tov došlo v posledných desat’ročiach najmä vd’aka pionierskej práci

9
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ekonómov M. S. Scholesa, R. C. Mertona a teoretického fyzika F. Blacka,
zo začiatku sedemdesiatych rokov [8]. V tejto práci bol odvodený dnes
už klasický Black–Scholesov model, za ktorý im bola neskôr v roku 1997
udelená Nobelova cena za ekonómiu. 1 Prı́stup bol skutočne revolučný
a priniesol metódu uplatnenia parciálnych diferenciálnych rovnı́c pri
oceňovanı́ finančných derivátov. Rozpracovaná metodológia tak umož-
ňuje oceňovat’ deriváty podkladových aktı́v ako funkcie závisiace od
času do expirácie a ceny samotného podkladového aktı́va.

Kniha je tematicky rozdelená do niekol’kých celkov. V prvej kapi-
tole sa budeme venovat’ analýze charakteru vývoja aktı́v a cenných
papierov. Predstavı́me si niektoré základné typy derivátov. Kapitola
nemá matematický charakter a jej ciel’om je na verbálnej úrovni priblı́-
žit’ význam štúdia finančných derivátov. Druhá kapitola je zameraná
na štúdium Black–Scholesovho modelu oceňovania derivátov, ktorého
matematickou formuláciou bude parciálna diferenciálna rovnica. Dô-
raz bude kladený na položenie základov stochastického diferenciálneho
kalkulu, ktorý je východiskom k odvodeniu akéhokol’vek modelu oce-
ňovania finančných derivátov. Tretia kapitola sa zameriava na oceňova-
nie európskych call a put opciı́. Odvodı́me explicitný vzorec oceňovania,
ktorý je známy aj ako Black–Scholesova alebo aj Feynman-Kacova for-
mula. Obsahom štvrtej kapitoly je kvalitatı́vna analýza rizika. Čitatel’ovi
priblı́žime základné pojmy akými sú historická a implikovaná volati-
lita. Ďalej sa sústredı́me na faktory citlivosti Delta, Gama, Théta, Vega
a Ró, ktoré nám poskytujú podrobnejšı́ obraz o závislosti ceny derivátu
na zmene niektorého z parametrov modelu. Modelovanie transakčných
nákladov a rizika je predmetom piatej kapitoly. Okrem Lelandovho mo-
delu sa zameriame aj na niektoré nelineárne modely, ktoré zovšeobec-
ňujú klasickú Black–Scholesovu rovnicu v prı́pade, že je do modelova-
nia potrebné zahrnút’ transakčné náklady na zaist’ovanie portfólia alebo
riziko plynúce z nezaisteného portfólia. V šiestej kapitole predstavı́me
základné typy exotických typov derivátov, akými sú naprı́klad ázijské
opcie alebo bariérové opcie a iné. V siedmej kapitole sa budeme veno-
vat’ otázkam modelovania okamžitej úrokovej miery, ktorá predstavuje
podkladové aktı́vum pre deriváty úrokovej miery. V nadväzujúcej ôs-
mej kapitole sa budeme venovat’ derivátom úrokovej miery. Priblı́žime
metodológiu oceňovania dlhopisov. Zvláštna pozornost’ je venovaná

1Nobelova cena za ekonómiu sa v skutočnosti neudel’uje, nakol’ko ekonómia nie je
predmetom závetu Alfreda Nobela. Jedná sa o tzv. Cenu Švédskej banky za ekonómiu na
pamiatku A. Nobela, ktorá je považovaná za jej ekvivalent.
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bezarbitrážnym modelom úrokovej miery, akými je naprı́klad Vašı́čkov
alebo Cox–Ingersoll–Rossov model. Americké typy derivátov rozobe-
ráme v deviatej kapitole. Tieto deriváty sú charakterizované možnost’ou
predčasného uplatnenia opcie. Ukážeme, že problém oceňovania ame-
rických derivátov sa dá previest’ na úlohu o hl’adanı́ vol’nej hranice pre
parabolické parciálne diferenciálne rovnice. Vo finančnej terminológii
sa tejto vol’nej hranici hovorı́ hranica predčasného uplatnenia opcie.
V záverečnej desiatej kapitole sa budeme bližšie zaoberat’ numerickými
metódami na riešenie Black–Scholesovej parciálnej diferenciálnej rov-
nice pomocou explicitných a implicitných konečno-diferenčných me-
tód. Pomocou projektovaného SOR algoritmu ukážeme, ako numericky
efektı́vne zvládnut’ problém oceňovania amerických typov derivátov.

Text knihy vznikol na základe série prednášok a seminárov z te-
órie oceňovania finančných derivátov na Fakulte matematiky, fyziky
a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave. Autori sú vd’ačnı́
všetkým, ktorı́ svojimi pripomienkami prispeli ku skvalitneniu obsahu.
Ďakujeme A. Zbyňovskej a M. Strakovi za podrobné zápisky prednášok,
M. Gancárovej, S. Kilianovej, M. Takáčovi a Z. Cel’uchovej za starostlivé
korektúry a poznámky k textu, ako aj mnohým d’alšı́m kolegom, bez
pomoci a rád ktorých by tento text sotva uzrel svetlo sveta.1

Bratislava január 2009

Autori

1Kniha vznikla aj s pomocou grantov VEGA 1/0381/09 a APVV-0351-07.
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Kapitola 1

Zaist’ovanie finančných aktı́v

V súčasnosti sme svedkami prudkého rozmachu akciových spo-
ločnostı́ - počnúc klasickými „kamennými” podnikmi a končiac mo-
dernými technologickými „Dot.Com” spoločnost’ami. Vlastnı́ctvo akciı́
podniku predstavuje jeden zo základných nástrojov, ktoré slúžia na
ovplyvňovanie chodu a vývoja podniku. Zároveň ich vlastnı́ctvo pri-
náša zisk v podobe dividend vyplácaných držitel’om akciı́. Na druhej
strane, z pohl’adu podniku a emitenta akciı́ sú tieto zdrojom kapitalizá-
cie podniku, a tým pádom prı́ležitost’ou na zı́skanie zdrojov na d’alšie
investı́cie a rozvojové programy. Hoci cena akcie nemusı́ bezprostredne
odrážat’ hodnotu podniku, je jedným z najlepšı́ch indikátorov jeho
stavu a perspektı́vy d’alšieho rozvoja.

Od čias zrodu finančných nástrojov, akými sú akcie, sa do popre-
dia záujmu investorov dostávala otázka efektı́vneho rozloženia inves-
tičného portfólia medzi akcie a dlhopisy. Akcie prinášajú investorovi
vyššie zisky a naviac môžu prinášat’ d’alšı́ zisk v podobe dividend. Na

12
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1.1. STOCHASTICKÝ CHARAKTER FINANČNÝCH AKTÍV 13

druhej strane však predstavujú rizikový typ cenných papierov. Dlhopisy
majú obvykle nižšı́ výnos, ale aj ich rizikovost’ je nižšia v porovnanı́ s ak-
ciami. Investori preto hl’adajú optimálne zloženia svojich investičných
portfóliı́. Základným nástrojom zabezpečovania investora voči riziku je
tzv. finančný derivát. Zrod jednoduchých finančných derivátov sa dá da-
tovat’ ešte do 19. storočia a viaže sa k pol’nohospodárskym kontraktom
na nákup plodı́n. Tieto typy kontraktácie nákupných cien (napr. obilia)
počas zimného obdobia dávali pol’nohospodárom možnost’ investı́ciı́
a odhadu potrebnej výmery osiatej pôdy. Tento typ obchodovania sa dá
prirovnat’ k jednému zo základných finančných derivátov, akým je tzv.
forward. Od tých čias sa postupne vyvinuli omnoho zložitejšie finančné
deriváty, slúžiace na zaist’ovanie investičného portfólia voči riziku ply-
núcemu z výkyvov cien akciı́. Posledné tri desat’ročia predstavujú zlom
v obchodovanı́ s finančnými derivátmi. Deriváty sú najčastejšie vypi-
sované na akcie, výmenné kurzy, komodity. Medzi základné typy de-
rivátov radı́me opcie a deriváty úrokových mier. Oceňovanie rôznych
druhov opciı́ je obsahom d’alšı́ch kapitol tejto učebnice.

1.1 Stochastický charakter finančných aktı́v

Pohl’ad na stránky finančných dennı́kov a internetových databáz nám
poskytuje obraz o vývoji cien aktı́v, akými sú naprı́klad akcie, burzové
indexy, úrokové miery a iné obchodovatel’né aktı́va. Ich časový vývoj je
často nestály, vykazujúci väčšiu alebo menšiu fluktuáciu. Tieto zmeny
sú spôsobené pôsobenı́m burzového a mimoburzového trhu na cenu ak-
tı́va. Ponuka a dopyt po danom aktı́ve formujú jeho časový priebeh. Pri
analýze časových dát sa často stretávame na jednej strane s možnost’ou
vymedzit’ určitý trend a na druhej strane určit’ fluktuačnú zložku vý-
voja ceny. Kým prvá zložka svedčı́ o dlhodobom trende ovplyvnenom
najmä pozı́ciou a stratégiou firmy, fluktuačná zložka sa dá pripı́sat’ na
konto trhového mechanizmu vyvažovania ponuky a dopytu, budúcich
očakávanı́ a pod. Na obr. 1.1 a 1.2 môžeme vidiet’ vývoj ceny akciı́
firiem General Motors, Microsoft a IBM za rok 2000 a 2008. Na d’al-
šom obrázku 1.3 je zachytený vývoj cien burzového indexu Dow–Jones
a celkový objem transakciı́ (dole).

Úlohou predošlých prı́kladov bolo poukázat’ na stochastický cha-
rakter vývoja cien rôznych akciı́ a indexov na svetových burzách. Mo-
delovanı́m stochastického vývoja ceny akcie sa budeme podrobnejšie
zaoberat’ v nasledovnej kapitole. Z praktického hl’adiska je potrebné po-
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Obr. 1.1: Časový vývoj cien akciı́ firiem General Motors a IBM v roku 2000.

znamenat’, že snahou investorov je minimalizovat’ svoje možné straty
plynúce z prudkého pádu cien akciı́. Jedným z efektı́vnych nástrojov
na dosiahnutie tohto ciel’a je použitie zaist’ovacı́ch nástrojov, akými sú
rôzne druhy derivátov aktı́v.

1.2 Deriváty ako nástroje zaist’ovania aktı́v

V tejto časti poukážeme na význam finančných a iných derivátov na
zaist’ovanie stability portfólia voči fluktuáciám vo vývoji ceny daného
aktı́va. Zaoberat’ sa budeme tzv. forwardovými a opčnými typmi deri-
vátov.

1.2.1 Forwardy

Historicky prvými nástrojmi na zabezpečovanie sa investorov voči ri-
ziku boli forwardové kontrakty. Forward je dohoda predstavujúca právo
a súčasne povinnost’ realizácie (forwardového) obchodu medzi vypiso-
vatel’om forwardu a kupujúcim na kúpu, resp. predaj aktı́va v presne
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Obr. 1.2: Časový vývoj cien akciı́ firiem Microsoft a IBM v rokoch 2007, 2008
a objem realizovaných obchodov.
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Obr. 1.3: Časový vývoj indexu Dow–Jones v rokoch 2000 a 2007-8.

stanovenom expiračnom čase za vopred dohodnutú expiračnú cenu.
Ako uvidı́me v kapitole 3, oceňovanie forwardov je jednoduché a je
založené iba na úročenı́ expiračnej ceny kontraktu. Jednoduchost’ je
predovšetkým dôsledkom podmienky, že forward je právo a súčasne
povinnost’ realizácie obchodu. Podobným typom derivátu je futures.
Na rozdiel od mimoburzového forwardu, futurita je burzový produkt,
ktorý je obchodovaný na burze.

1.2.2 Opcie

Na rozdiel od forwardových kontraktov opcie predstavujú typ kon-
traktu, pri ktorom má ich vlastnı́k právo, nie však povinnost’ kúpit’,
resp. predat’ dané aktı́vum za vopred dohodnutú cenu vo vopred sta-
novenom expiračnom čase. Opcia teda nemá obligatórny charakter, t. j.
dáva jej držitel’ovi vol’nost’ pri jej uplatňovanı́.

Pre lepšiu názornost’ si uvedieme jednoduchý prı́klad využitia tzv.
kúpnej opcie. Predpokladajme, že vlastnı́me kúpnu opciu na nákup
akciı́ firmy IBM za vopred dohodnutú expiračnú cenu 60 USD, ktorá
je uplatnitel’ná v expiračnej lehote o tri mesiace. Nech súčasná cena je
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55 USD. Ak sa za tri mesiace doby života opcie cena akcie zvýši na
70 USD, tak nám vlastnı́ctvo tejto opcie prináša finančný zisk v podobe
10 USD, ktoré tvoria rozdiel medzi skutočnou cenou (70 USD) a expi-
račnou cenou opcie (60 USD). V tejto situácii hovorı́me, že opcia je in
the money, nakol’ko nám jej uplatnenie prináša zisk. Na druhej strane,
ak za spomı́nané tri mesiace cena akcie dosiahne iba hodnotu 58 USD,
tak sa pre nás, ako majitel’a opcie, stáva takáto opcia bezcennou a nemá
zmysel si ju uplatňovat’. Takej opcii hovorı́me, že je bezcenná, tzv. out
of the money, nakol’ko nám jej uplatnenie neprináša žiaden zisk. Všim-
nime si, že právo a nie povinnost’ uplatnit’ danú opciu nám prináša istú
výhodu oproti tým, ktorı́ takúto možnost’ nemajú. Samotné právo na
kúpu sa preto stáva hodnotou. Táto výhoda však musı́ byt’ zaplatená
na začiatku vypisovania kontraktu. Vypisovatel’ si od nás vyžiada tzv.
opčnú prémiu za to, že my, ako držitel’ opcie, máme toto právo na bu-
dúce uplatnenie opcie. Základný problém teórie finančných derivátov je
otázka, ako ocenit’ toto právo tak, aby nedošlo k poškodeniu ani jednej
zo strán kontraktu.

Základné, tzv. vanilla opcie, predstavujú európske typy kúpnych
opciı́ a opciı́ na predaj. Kúpna opcia alebo call opcia je kontrakt, v ktorom
majitel’ opcie zı́skava právo kúpit’ akciu v presne určenom expiračnom
čase t = T za vopred dohodnutú expiračnú cenu E. Predajná opcia
alebo put opcia je kontrakt, v ktorom majitel’ zı́skava právo predat’
akciu v presne určenom expiračnom čase t = T za vopred dohodnutú
expiračnú cenu E. Aj v tomto prı́pade je úlohou ocenit’ hodnotu V put
opcie v čase uzavretia kontraktu t = 0.

Na obrázku 1.4 sú zachytené reálne obchodované stavy cien call
a put opciı́ na akcie firmy Microsoft zo dňa 21. 11. 2008. Naprı́klad call
opcia s expiráciu dňa 19. 12. 2008 a expiračnou cenu E = 15 (dolárov)
stála v rozmedzı́ 5,20 (bid cena - ponuka na kúpu opcie) až 5,30 (ask cena
- ponuka na predaj opcie). Cena akcie bola S = 20, 12. Rozdiel aktuálnej
a expiračnej ceny, t. j. S − E bol v tomto prı́pade 5, 12, čo znamená, že
cena opcie je o niečo väčšia, ako by bola jej hodnota v čase expirácie.
Tento jav sa dá vysvetlit’ ešte štvortýždňovou lehotou do vypršania,
nakol’ko cena akcie je počas tohto obdobia ešte vystavená stochastickým
výkyvom a určitému riziku z možného rastu ceny akcie. Podobne je to
pre put opciu s expiračnou cenou E = 25, ktorá v súčasnosti stojı́ od
4,85 - 4,95, čo je opät’ hodnota mierne prevyšujúca rozdielE−S = 4, 78.

Analýzou cien opciı́ aj pre expiračné ceny vyššie, resp. nižšie ako
je aktuálna cena akcie vidı́me, že cena opcie sa skladá z tzv. vnútor-
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Obr. 1.4: Ceny call a put opciı́ s rôznymi expiračnými cenami na akcie firmy
Microsoft zo dňa 26. 11. 2008.
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nej hodnoty opcie, ktorá je daná výrazom max(S − E, 0) v prı́pade call
opcie, resp. max(E − S, 0) (v prı́pade put opcie) a rizikovej prirážky
k vnútornej hodnote opcie, ktorá oceňuje riziko plynúce zo stochastic-
kého charakteru vývoja podkladového aktı́va počas ostávajúceho času
do expirácie call resp. put opcie.

1.3 Debakle derivátových obchodov

Na koniec tejto kapitoly uvedieme niekol’ko známych prı́kladov tzv. de-
rivátových debaklov, pri ktorých investori stratili významné finančné
čiastky pri obchodovanı́ s finančnými derivátmi. Zmyslom uvedenia aj
negatı́vnych prı́kladov je upozornit’ čitatel’a na skutočnost’, že nepre-
myslené a nefundované použı́vanie derivátov môže byt’ v konečnom
dôsledku riskantnejšie, ako ich nepoužı́vat’ vôbec.

V druhej polovici 90-tych rokov bolo zaznamenaných niekol’ko de-
rivátových debaklov, ktorých účastnı́kmi sa stali popredné svetové in-
štitúcie. Britská spoločnost’ Barings stratila stovky miliónov GBP vd’aka
riskantnej stratégii svojho obchodnı́ka Nicka Leesona, ktorý sa snažil
uplatnenı́m kombinovanej opčnej stratégie, zameranej na očakávaný ná-
rast ceny, dosiahnút’ dominantné postavenie na trhu s opciami, a tak sa
stat’ dominantným investorom. Pri realizovanı́ tejto stratégie „pumpo-
val” obrovské finančné čiastky s ciel’om ovládnut’ opčný trh a následne
diktovat’ ceny. Táto stratégia mu nakoniec nevyšla a Barings zazname-
nali vel’ké straty. Americká spoločnost’NatWest prišla o stovky miliónov
dolárov vd’aka zlému odhadu rizika plýnuceho z výrazných fluktuáciı́
cien akciı́. Švajčiarska banka Union Bank of Swiss prišla o stovky mili-
ónov dolárov kvôli nesprávnemu oceneniu komplikovaného derivátu,
ktorý predávala na trhu za nižšiu cenu. Deriváty sa viazali na vývoj cien
dvoch aktı́v s rôznymi dobami splatnosti. Častým zdrojom omylov pri
oceňovanı́ podobných komplikovaných finančných derivátov je pod-
cenenie rizikových faktorov, variabilných koreláciı́ medzi jednotlivými
aktı́vami a celý rad d’alšı́ch faktorov, ktoré sú poväčšinou dôsledkom
zlej východiskovej štatistickej analýzy predmetných dát.

V druhej polovici roku 2008 sa začala prejavovat’ globálna finančná
krı́za, ktorej prı́činy sa hl’adali predovšetkým v nedostatočnom kontrolo-
vanı́ derivátových obchodov a ich nedostatočnom krytı́. O prehlbujúcej
sa finančnej krı́ze v druhej časti roku 2008 svedčı́ aj pokles globálnych
indikátorov hodnôt aktı́v, akým je naprı́klad Dow-Jonesov priemyselný
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index. Treba však poznamenat’ a dodat’, že napriek niektorým zlyha-
niam derivátových obchodov, tieto patria k dôležitým nástrojom finanč-
ného obchodovania, pretože prinášajú možnost’ rozkladania budúceho
možného rizika. Deriváty umožňujú efektı́vne zaist’ovat’ finančné port-
fóliá. V neposlednom rade, finančné deriváty majú významnú infor-
mačnú úlohu, ked’že poskytujú pozorovatel’om a účastnı́kom na trhu
možnost’ odhal’ovat’ možné budúce tendencie vývoja samotných aktı́v,
na ktoré sú ako deriváty nadviazané.
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Kapitola 2

Black–Scholesov a Mertonov
model

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ odvodenı́m diferenciálnej rov-
nice opisujúcej vývoj ceny derivátu v závislosti od ceny akcie a času
ostávajúceho do expirácie. V známom Black–Scholesovom modeli oce-
ňovania derivátov, centrálnu úlohu zohráva modelovanie stochasticky
sa vyvı́jajúcich aktı́v. Základným nástrojom, ako opı́sat’ takýto ná-
hodný vývoj ceny aktı́va, sú tzv. Markovove náhodné procesy. Spome-
dzi vel’kej škály rôznych Markovových procesov sa pri odvodenı́ Black–
Scholesovej rovnice využije jeden špeciálny typ Markovovho procesu,
ktorý je nazývaný Wienerov proces a jeho zovšeobecnenie - Brownov
pohyb. Ukážeme si stochastickú diferenciálnu rovnicu, pomocou ktorej
môžeme modelovat’ Wienerov proces a Brownov pohyb. Uvedieme si
základný nástroj stochastickej analýzy - tzv. Itóovu lemu, ktorá nám
bude prospešná pri d’alšom odvodzovanı́ Black–Scholesovej parabolic-
kej parciálnej diferenciálnej rovnice. V tomto kroku sa budeme opierat’

21



i

i

“derivaty” — 2009/1/22 — 20:22 — page 22 — #22 i

i

i

i

i

i
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o niektoré ekonomické východiská, akými sú averzia investora k riziku
a princı́p nemožnosti existencie arbitráže pri obchodovanı́ s cennými pa-
pierami a aktı́vami. Na záver kapitoly budeme diskutovat’ rôzne opčné
stratégie počnúc jednoduchými call a put opciami a kombinovanými
stratégiami končiac.

2.1 Stochastické procesy

Stochastický proces je t - parametrický systém náhodných premenných
{X(t), t ∈ I}, kde I je interval alebo diskrétna množina indexov. Mar-
kovov proces je taký stochastický proces, pre ktorý platı́, že ak je daná
hodnotaX(s), tak budúce hodnotyX(t) pre t > smôžu závisiet’ iba od
X(s), nie však od predošlých hodnôt X(u) pre u < s. Predpokladanie
markovovského charakteru stochastického vývoja cien akciı́ je v súlade
s tzv. slabou formou trhovej efektı́vnosti, nakol’ko jedine súčasné hodnoty
cien akciı́ by mali slúžit’ na vytváranie budúcich hodnôt.

2.1.1 Wienerov proces a geometrický Brownov pohyb

Definı́cia 2.1. Brownov pohyb {X(t), t ≥ 0} je t- parametrický systém ná-
hodných veličı́n, pričom

i) všetky prı́rastkyX(t+∆)−X(t) majú normálne rozdelenie so strednou
hodnotou µ∆ a disperziou (alebo aj varianciou) σ2∆,

ii) pre každé delenie t0 = 0 < t1 < t2 < t3 < ... < tn sú prı́rastky
X(t1)−X(t0), X(t2)−X(t1), ..., X(tn)−X(tn−1) nezávislé náhodné
premenné s parametrami podl’a bodu i),

iii) X(0) = 0.

Brownov pohyb s parametrami µ = 0, σ2 = 1 nazývame Wienerov proces. 1

Pri štúdiu definı́cie Brownovho pohybu vzniká prirodzená otázka,
či jednotlivé vlastnosti sú od seba nezávislé a prečo stredná hodnota
a disperzia prı́rastkov X(t + ∆) − X(t) je proporcionálna práve ∆ a
nie nejakej inej funkcii od ∆. Pokúsime sa tieto otázky zodpovedat’.

1Norbert Wiener, 1884-1964, matematik. Pracoval v matematickej analýze, teórii prav-
depodobnosti. Pokladá sa zakladatel’a vedného odboru kybernetiky.
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Obr. 2.1: Norbert Wiener (1884-1964) a Robert Brown (1773-1858).

Uvažujme nejaké delenie intervalu [0, t], t. j. 0 = t0 < t1 < ... < tn = t.
Potom zrejme

X(t)−X(0) =
n∑

i=1

Xi −Xi−1,

a tým pádom stredné hodnoty a disperzie l’avej a pravej strany musia
byt’ rovnaké. Pre strednú hodnotu výrazuX(t)−X(0) dostávame podl’a
definı́cie, že platı́

E(X(t)−X(0)) = µ(t− 0) = µt .

Na druhej strane, stredná hodnota náhodnej premennej
∑n
i=1Xi−Xi−1

je daná ako

E

(
n∑

i=1

Xi −Xi−1

)
=

n∑

i=1

E(Xi −Xi−1) =
n∑

i=1

µ(ti − ti−1) = µt

a teda stredné hodnoty premenných X(t)−X(0) a
∑n
i=1(Xi−Xi−1) sa

rovnajú. Uvedomme si, že bez predpokladu, že každý prı́rastok Xi −
Xi−1 má strednú hodnotu práve µ(ti − ti−1) by sme tento výsledok
neodvodili. Teraz sa zamerajme na disperzie premenných X(t)−X(0)
a

∑n
i=1(Xi −Xi−1). Zrejme podl’a definı́cie

V ar(X(t)−X(0)) = σ2(t− 0) = σ2t .

Pripomeňme, že pre nezávislé náhodné premenné A,B platı́: V ar(A +
B) = V ar(A)+V ar(B). Ked’že o prı́rastkochXi−Xi−1 predpokladáme
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ich nezávislost’ pre rôzne i = 1, 2, ..., n, platı́

V ar

(
n∑

i=1

Xi −Xi−1

)
=

n∑

i=1

V ar(Xi−Xi−1) =
n∑

i=1

σ2(ti− ti−1) = σ2t .

Opät’ si uvedomme, že bez predpokladu, že každý prı́rastok Xi−Xi−1

má disperziu práve σ2(ti− ti−1), by horeuvedená rovnost’ disperziı́ pre
X(t)−X(0) a

∑n
i=1(Xi −Xi−1) neplatila.

Z predchádzajúcej definı́cie bezprostredne vyplýva, že ak {w(t), t ≥
0} je Wienerov proces, tak pre jeho štatistické parametre strednej hod-
noty a disperzie platı́:

E(w(t)) = 0, V ar(w(t)) = t . (2.1)

Naviac, pre distribučnú funkciu rozdelenia pravdepodobnosti Wiene-
rovho procesu platı́:

P (w(t) < x) =
1√
2πt

∫ x

−∞
e−ξ

2/2tdξ . (2.2)

Praktická ukážka piatich numerických realizáciı́ Wienerovho procesu
je uvedená na obr. 2.3. Experimentálne numerické potvrdenie lineárnej
závislosti (2.2) medzi varianciou V ar(w(t)) a časom t je uvedené na
obr. 2.4.

Brownov pohyb {X(t), t ≥ 0} s parametrami µ a σ môžeme ana-
lyzovat’ aj z hl’adiska jeho prı́rastkov dX(t) = X(t + dt) − X(t). Pre
ich strednú hodnotu a disperziu musı́ podl’a i) platit’: E(dX(t)) = µdt
a V ar(dX(t)) = σ2dt = σ2V ar(dw(t)). To ale znamená, že Brownov
pohyb môžeme charakterizovat’ jeho deterministickou a fluktuačnou
zložkou a prı́rastky dX(t) môžeme vyjadrit’ v tvare totálneho diferen-
ciálu

dX(t) = µdt+ σdw(t) , (2.3)

kde {w(t), t ≥ 0} je Wienerov proces. Rovnicu (2.3) nazývame stochas-
tická diferenciálna rovnica.

Definı́cia 2.2. Ak {X(t), t ≥ 0} je Brownov pohyb s parametrami µ, σ a
y0 ∈ R+, tak systém náhodných premenných {Y (t), t ≥ 0}

Y (t) = y0e
X(t), t ≥ 0,

nazývame geometrický Brownov pohyb.
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Obr. 2.2: Ukážka dvoch vybraných vzoriek Wienerovho procesu.
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Obr. 2.3: Súhrnná ukážka piatich vybraných vzoriek Wienerovho procesu.

Geometrický Brownov pohyb je opät’ Markovov proces a na základe
znalosti rozdelenia pravdepodobnosti Wienerovho procesu (2.2) sa dajú
odvodit’ jeho základné štatistické parametre

E(Y (t)) = y0e
µt+ σ2t

2 , V ar(Y (t)) = y2
0e

2µt+σ2t(eσ
2t − 1) . (2.4)

Pre zjednodušenie odvodenia charakteristı́k (2.4) nám stačı́ uvažovat’
prı́pad, ked’ y0 = 1. Potom pre distribučnú funkciu G(y, t) = P (Y (t) <
y) geometrického Brownovho pohybu Y (t) platı́, že G(y, t) = 0 pre
y ≤ 0 (to je dôsledok kladnosti náhodnej premennej Y (t)) a pre y > 0
platı́:

G(y, t) = P (Y (t) < y) = P

(
Z(t) <

−µt+ ln y
σ

)
,

kdeZ(t) je náhodná premenná,Z(t) = (−µt+lnY (t))/σ. ZrejmedZ(t) =
dw(t) a teda Z(t) = Z(0) + w(t) = w(t), nakol’ko Z(0) = 0. Teda Z(t) je
vlastne Wienerov proces. Využijúc poznatok o tvare distribučnej funkcie
Wienerovho procesu (2.2), dostávame pre distribučnú funkciu G(y, t)
náhodnej premennej Y (t) vzt’ah G(y, t) = 0 pre y ≤ 0 a

G(y, t) =
1√
2πt

∫ −µt+ln y
σ

−∞
e−ξ

2/2tdξ pre y > 0 .
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Obr. 2.4: Časový vývoj disperzie Wienerovho procesu.

Ked’že E(Y (t)) =
∫∞
−∞ yg(y, t) dy a E(Y (t)2) =

∫∞
−∞ y2g(y, t) dy, kde

g(y, t) = ∂
∂yG(y, t), výpočtom týchto integrálov pol’ahky dostávame, že

platı́

E(Y (t)) =
∫ ∞

−∞
yg(y, t) dy =

∫ ∞

0
yg(y, t) dy

=
1√
2πt

∫ ∞

0
ye−

(−µt+ln y)2

2σ2t
1
σy

dy

(ξ = (−µt+ ln y)/(σ
√
t))

=
eµt√
2π

∫ ∞

−∞
e−

ξ2

2 +σ
√
tξ dξ =

eµt+
σ2

2 t√
2π

∫ ∞

−∞
e−

(ξ−σ
√

t)2

2 dξ

= eµt+
σ2

2 t .

Analogickým spôsobom dostaneme aj vzt’ah pre disperziu (2.4).

V d’alšom budeme hovorit’, že náhodná premenná {Y (t), t ≥ 0}
je lognormálne rozdelená s parametrami strednej hodnoty a disper-
zie danými podl’a (2.4). Wienerov proces budeme označovat’ pomocou
{w(t), t ≥ 0} a jeho prı́rastky za krátky časový okamih dt označı́me
symbolom dw, t. j. dw(t) = w(t+dt)−w(t). Na základe definı́cie Wiene-
rovho procesu sú pritom prı́rastky dw(t) navzájom nekorelované v čase
t, ich stredná hodnota je nulová, t. j. E(dw(t)) = 0 a pre disperziu platı́
V ar(dw(t)) = dt. Vol’ne povedané, prı́rastky dw sa dajú pı́sat’

dw = Φ
√
dt, kde Φ ≈ N(0, 1) ,

t. j. Φ je normálne rozdelená náhodná premenná.
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Obr. 2.5: Ukážka dvoch vybraných vzoriek geometrického Brownovho pohybu
s kladným driftom µ > 0 (vl’avo) a záporným driftom µ < 0 (vpravo).

2.1.2 Itóova lema

Kl’účovú úlohu v teórii oceňovania derivátov zohráva analýza funkciı́
(derivátov), ktorých jedna premenná (aktı́vum) je náhodnou premen-
nou spĺňajúcou nejakú stochastickú diferenciálnu rovnicu. Z tohto dô-
vodu sa v nasledovnom kroku zameriame na otázku, či je možné zo-
stavit’ stochastickú diferenciálnu rovnicu opisujúcu vývoj l’ubovol’nej
hladkej funkcie f(x, t), pričom premenná x je riešenı́m zadanej stochas-
tickej diferenciálnej rovnice. Odpoved’ na túto otázku nám dáva Itóova
lema, ktorá je jedným z pilierov analýzy stochastických diferenciálnych
rovnı́c. Itóova lema 1 je podl’a Wikipédie „najslávnejšou lemou všetkých
čias”.

Lema 2.1 (Itóova lema). Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných,
pričom premenná x je riešenı́m stochastickej diferenciálnej rovnice

dx = µ(x, t)dt+ σ(x, t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvý diferenciál funkcie f je daný vzt’ahom

df =
∂f

∂x
dx+

(
∂f

∂t
+

1
2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt ,

dôsledkom čoho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

df =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1
2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt+ σ(x, t)

∂f

∂x
dw . (2.5)

1Kijoši Itó, 1915-2008, matematik. Pracoval v oblasti teórie pravdepodobnosti a stochas-
tických procesov. Dokázal jedno z najdôležitejšı́ch tvrdenı́ stochastického diferenciálneho
kalkulu - Itóovu lemu. Držitel’ prestı́žnej Gaussovej ceny z roku 2008.
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Obr. 2.6: Kijoši Itó (1915–2008).

Intuitı́vny dôkaz Itóovej lemy sa dá previest’ rozvinutı́m funkcie
f = f(x, t) do Taylorovho radu stupňa 2. Skutočne

df =
∂f

∂t
dt+

∂f

∂x
dx+

1
2

(
∂2f

∂x2
(dx)2 + 2

∂2f

∂x∂t
dx dt+

∂2f

∂t2
(dt)2

)
+ č.v.r.

Teraz vd’aka vlastnosti dw = Φ
√
dt, kde Φ ≈ N(0, 1), dostávame

(dx)2 = σ2(dw)2 + 2µσdw dt+ µ2(dt)2 ≈ σ2dt+O((dt)3/2) +O((dt)2) .

Podobne výraz dx dt = O((dt)3/2) +O((dt)2), a teda rozvoj diferenciálu
df podl’a prı́rastkov dt a dx sa dá napı́sat’ v tvare

df =
∂f

∂x
dx+

(
∂f

∂t
+

1
2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt .

Vzt’ah (2.5) potom už vyplýva z vyššie uvedeného vzt’ahu pre df dosa-
denı́m výrazu dx = µ(x, t)dt+ σ(x, t)dw pre diferenciál dx.

2.1.3 Itóova lema pre vektorové náhodné premenné

Predošlý postup odvodenia Itóovej lemy pre funkciu skalárneho ar-
gumentu x sa dá pol’ahky rozšı́rit’ aj na prı́pad C2 hladkej funkcie
f = f(~x, t) : Rn × R→ R vektorového argumentu ~x = (x1, x2, ..., xn)T .
O premenných xi, i = 1, ..., n budeme prepokladat’, že vyhovujú sústave
stochastických diferenciálnych rovnı́c

dxi = µi(~x, t)dt+
n∑

k=1

σik(~x, t)dwk ,



i

i

“derivaty” — 2009/1/22 — 20:22 — page 29 — #29 i

i

i

i

i

i

2.1. STOCHASTICKÉ PROCESY 29

kde ~w = (w1, w2, ..., wn)T je vektor Wienerových procesov, ktoré majú
navzájom nezávislé prı́rastky, t. j.

E(dwi dwj) = 0 pre i 6= j , E((dwi)
2) = dt .

Vektorovo môžeme rovnice pre procesy xi zapı́sat’ v tvare

d~x = ~µ(~x, t)dt+K(~x, t)d~w ,

kde K je n× n matica

K(~x, t) = (σij(~x, t))i,j=1,...,n.

Potom pre prı́rastok df hladkej funkcie f = f(~x, t) môžeme napı́sat’
rozvoj do Taylorovho radu stupňa 2. Dostávame

df =
∂f

∂t
dt+∇xf.d~x

+
1
2

(
(d~x)T∇2

xf d~x+ 2∇x ∂f
∂t
d~x dt+

∂2f

∂t2
(dt)2

)
+ č.v.r. ,

kde ∇xf , resp. ∇2
xf predstavujú gradient, resp. Hessovu maticu fun-

kcie f vzhl’adom na premenné x1, ..., xn. Podobne ako v odvodenı́ jed-
norozmerného variantu Itóovej lemy budú členy d~x dt a (dt)2 zaned-
batel’né oproti členu dt. Rozhodujúca teda bude opät’ analýza výrazu
(d~x)T∇2

xf d~x =
∑n
i,j=1

∂2f
∂xi∂xj

dxi dxj . Na základe predpokladu o nezá-
vislosti prı́rastkov dwi a dwj pre i 6= j dostávame, že platı́

dxi dxj =
n∑

k,l=1

σikσjldwi dwj +O((dt)3/2) +O((dt)2)

≈
(

n∑

k=1

σikσjk

)
dt+O((dt)3/2) +O((dt)2) .

To ale znamená, že rozvoj diferenciálu df podl’a prı́rastkov dt, d~x sa dá
napı́sat’ v tvare

df =

(
∂f

∂t
+

1
2
K : ∇2

xfK

)
dt+∇xfd~x , (2.6)
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kde výraz K : ∇2
xfK definujeme ako

K : ∇2
xfK =

n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

n∑

k=1

σikσjk . (2.7)

Vzt’ah (2.6) pre prvý diferenciál hladkej funkcie závislej od vektora sto-
chastických procesov je obsahom Itóovej lemy pre funkcie vektorového
argumentu. Tento výsledok zohráva dôležitú úlohu pri analýze viacfak-
torových modelov oceňovania derivátov úrokovej miery.

2.1.4 Itóov integrál a izometria

Dôležitým technickým nástrojom v analýze stochastických procesov je
tzv. Itóov integrál a izometria. Konštrukcia Itóovho integrálu je vel’mi
podobná definı́cii Riemann–Stieltesovmu integrálu funkciı́ reálnej pre-
mennej.

V prvom rade si uvedomme, že z definı́cie Wienerovho procesu
{w(t), t ≥ 0} má náhodná premenná w(t) normálne rozdelenie so stre-
dom nula a disperziou t, t. j. w(t) ∼ N(0, t). Túto rovnost’ môžeme
zapı́sat’ aj ako

∫ t

0
dw(τ) = w(t)− w(0) = w(t) ∼ N(0, t).

To ale znamená, že pre konštantnú funkciu f(τ) ≡ c, kde c je konštanta,
platı́

∫ t

0
f(τ)dw(τ) = c

∫ t

0
dw(τ) = cw(t)− cw(0)

= cw(t) ∼ N(0, c2t) = N(0,
∫ t

0
f2(τ)dτ).

Táto identita nám poskytuje ideu, ako zaviest’ tzv. Itóov integrál mera-
tel’nej funkcie f : (0, t) → R takej, že

∫ t
0 f

2(τ)dτ <∞.

∫ t

0
f(τ)dw(τ) := lim

ν→0

n−1∑

i=0

f(τi)(w(τi+1)− w(τi)),
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kde ν = max(τi+1−τi) je norma delenia 0 = τ0 < τ1 < ... < τn = t inter-
valu (0, t) a konvergencia sa chápe podl’a pravdepodobnosti. Nech fun-
kcia f je konštantná na každom intervale [τi, τi+1). Potom pre strednú
hodnotu konečnej sumy

∑n
i=1 f(τi)(w(ti+1)− w(ti)) zrejme platı́

E

(
n∑

i=1

f(τi)(w(τi+1)− w(τi))

)
=

n∑

i=1

f(τi)E(w(τi+1)− w(τi)) = 0,

pretože prı́rastky w(τi+1)− w(τi) sú normálne rozdelené náhodné pre-
mennéw(τi+1)−w(τi) ∼ N(0, τi+1−τi). Ked’že tieto prı́rastky sú naviac
aj nezávislé a w(τi+1)−w(τi) = Φi

√
τi+1 − τi, kde Φi ∼ N(0, 1), tak pre

disperziu súčtu nezávislých normálne rozdelených premenných napo-
kon dostávame

E




[
n∑

i=1

f(τi)(w(τi+1)− w(τi))

]2

 =

n∑

i=1

f2(τi)E(Φ2
i )(τi+1 − τi)

=
n∑

i=1

f2(τi)(τi+1 − τi).

Podobne ako pri zavedenı́ pojmu Riemann–Stieltesovho integrálu te-
raz môžeme prejst’ k limite pre normu delenia ν idúcu k nule a po-
stupnosti jednoduchých schodovitých funkciı́ konvergujúcich bodovo
takmer všade k meratel’nej funkcii f . Dostávame tak jeden z fundamen-
tálnych výsledkov stochastického kalkulu pre Itóov integrál:

Lema 2.2. Nech pre meratel’nú funkciu f : (0, t) → R platı́
∫ t

0 f
2(τ)dτ <∞.

Potom existuje Itóov integrál
∫ t

0 f(τ)dw(τ), ktorý predstavuje normálne roz-
delenú náhodnú premennú s rozdelenı́mN(0, σ2(t)), kde σ2(t) =

∫ t
0 f(τ)2dτ .

To znamená, že platia identity:

E

(∫ t

0
f(τ)dw(τ)

)
= 0,

E

([∫ t

0
f(τ)dw(τ)

]2
)

=
∫ t

0
f(τ)2dτ.

Posledná identita sa nazýva Itóova izometria.
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Obr. 2.7: Ukážka strednej hodnoty Itóovho integrálu
R t

0 f(τ)dw(τ) (vl’avo)
a jeho disperzie spolu s grafom

R t

0 f(τ)2dτ (vpravo) pre funkciu f(τ) = sin(2τ).
Počet delenı́ intervalu je n = 100.

Poznamenajme, že Itóova izometria platı́ nielen pre meratel’né fun-
kcie f , ale aj pre všeobecné stochastické procesy, ktoré majú vlastnost’
spojitosti zl’ava a lokálnej konečnosti. Pre taký proces {Hτ , τ ≥ 0} sa
Itóov integrál opät’ definuje ako limita (v zmysle konvergencie podl’a
pravdepodobnosti) konečných súm

∫ t

0
Hτdw(τ) := lim

ν→0

n−1∑

i=0

Hτi(w(τi+1)− w(τi)).

Potom Itóova izometria má tvar (pozri Oksendal [50])

E

([∫ t

0
Hτdw(τ)

]2
)

= E

(∫ t

0
H2
τ dτ

)
. (2.8)

Ďalšie podrobnosti o kvalitatı́vnych ako aj kvantitatı́vnych vlastnos-
tiach stochastických procesov sa čitatel’ môže viac dozvediet’ v kni-
hách a prehl’adových článkoch: Karatzas a Shreve [35], Papanicolaou
[51], Hull [29], Wilmott, Dewynne a Howison [64], Melicherčı́k a kol.
[47, 45, 46], Baxter a Rennie [7].

2.2 Black–Scholesova rovnica

V tejto časti odvodı́me model oceňovania finančných derivátov, akými
sú naprı́klad opcie. Matematické vyjadrenie tohto modelu je tzv. Black–
Scholesova parciálna diferenciálna rovnica. Opisuje časový vývoj ceny
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derivátu akcie ako funkcie ceny akcie a času ostávajúceho do expirácie
derivátu.

Odvodenie Black–Scholesovej diferenciálnej rovnice budeme sledo-
vat’ na prı́klade európskej kúpnej opcie. Pripomeňme, že kúpna opcia
je kontrakt, v ktorom majitel’ opcie zı́skava právo kúpit’ akciu v presne
určenom expiračnom čase t = T za vopred dohodnutú expiračnú cenu
E. Zdôraznime, že daná strana zı́skava právo, ale nie povinnost’ kúpit’
predmetnú akciu. Toto právo má teda samo osebe istú hodnotu, a preto
zaň treba v čase uzavretia kontraktu t = 0 zaplatit’ istú, tzv. opčnú
prémiu V . Pre obe strany, t. j. pre vypisovatel’a opcie ako i pre držitel’a
opcie, je zaujı́mavé vediet’, aká je férová hodnota prémie tak, aby ani
jedna zo strán nebola zvýhodnená. Označme

S - hodnotu (cenu) aktı́va,
V - hodnotu derivátu (opcie) na dané aktı́vum,
T - expiračnú dobu, t. j. termı́n vypršania derivátu.

Časovú premennú označı́me t a teda t ∈ [0, T ]. Úloha spočı́va v nájdenı́
matematickej rovnice, ktorá by opisovala vzt’ah pre funkciu ceny opcie
V = V (S, t) ako funkcie aktuálnej ceny akcie S a času t. Opčná prémia
predstavuje potom hodnotu V (S, 0) na počiatku uzatvárania kontraktu,
t. j. v čase t = 0.

Odvodenie rovnice pozostáva z dvoch krokov. V prvom z nich ur-
čı́me stochastickú rovnicu, podl’a ktorej sa správa l’ubovol’ná hladká
funkcia V = V (S, t) od stochasticky meniacej sa ceny akcie S a času t.
Funkcii V vo všeobecnosti hovorı́me finančný derivát. V druhom kroku
zostavı́me tzv. samofinancujúce sa bezrizikové portfólio vhodnou kom-
bináciou kúpy, resp. predaja akciı́, opciı́ a bezrizikových dlhopisov.

2.2.1 Stochastická rovnica pre derivát stochastickej ceny
akcie

Ako sme už spomenuli v predošlej kapitole, na modelovanie náhodného
vývoja ceny akcie ako funkcie času S = S(t) použijeme stochastickú
diferenciálnu rovnicu reprezentujúcu geometrický Brownov pohyb

dS = µSdt+ σSdw , (2.9)

kde dS znamená zmenu ceny akcie za časový okamih dt, µ je očakávaný
výnos alebo trend vývoja akcie, σ je volatilita časového vývoja akcie.
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Znakom dw sme označili diferenciál Wienerovho procesu. Pozname-
najme, že stochastická rovnica (2.9) sa dá napı́sat’ aj v tvare

dS

S
= µdt+ σdw ,

pričom z tohto zápisu je jasnejšie, že v časovej analýze je podstatnou in-
formáciou iba relatı́vna zmena dS/S a nie absolútna zmena ceny aktı́va
dS. Dôvodom je ten fakt, že hl’adaný model musı́ byt’ v konečnom dô-
sledku nezávislý od vol’by jednotiek, teda výsledná oceňovacia formula
musı́ mat’ rovnaký tvar nezávisle od toho, či cenu meriame v eurách
alebo v ich stotinách, t. j. centoch.

V nasledovnom kroku odvodı́me stochastickú diferenciálnu rovnicu
opisujúcu vývoj l’ubovol’nej hladkej funkcie (derivátu) ceny akcie a času.
Ak funkcia V = V (S, t) je nejaká hladká funkcia dvoch premenných,
pričom premenná S je sama osebe funkciou času S = S(t) a vyhovuje
stochastickej diferenciálnej rovnici (2.9), tak sa pýtame: akú stochastickú
rovnicu bude spĺňat’ funkciaV = V (S, t)? Odpoved’ na túto otázku nám
dáva hlboký výsledok z teórie náhodných procesov – Itóova lema, ktorá
bola uvedená v predošlej časti (lema 2.1). V našom prı́pade premenná
S vyhovuje stochastickej rovnici (2.9), t. j. dS = µSdt + σSdw, a teda
µ(S, t) = µS, σ(S, t) = σS. Na základe Itóovej lemy cena derivátu akcie,
teda funkcia V (S, t) náhodného procesu S, bude vyhovovat’ stochastic-
kej diferenciálnej rovnici

dV =

(
∂V

∂t
+ µS

∂V

∂S
+

1
2
σ2S2 ∂

2V

∂S2

)
dt+ σS

∂V

∂S
dw . (2.10)

2.2.2 Samofinancovaná stratégia tvorby portfólia s nulo-
vým rastom investı́ciı́

V tomto kroku sa budeme zaoberat’ vytváranı́m portfólia pozostávajú-
ceho z akciı́ jedného druhu, opciı́ na tieto akcie a bezrizikových dlho-
pisov. Myšlienka samofinancovanej stratégie tvorby portfólia spočı́va
v dynamickom predaji, resp. kúpe jednotlivých zložiek portfólia tak,
že na udržanie jeho nulovej rizikovosti nie sú potrebné žiadne d’al-
šie investı́cie (tzv. podmienka nulových investı́ciı́) a že nákup, resp.
predaj niektorej zo zložiek portfólia je kompenzovaný predajom, resp.
kúpou inej zložky portfólia (tzv. podmienka samofinancovanosti port-
fólia). Tento spôsob odvodenia Black–Scholesovej rovnice náležı́ Mer-
tonovi a jeho odlišnost’ od odvodenia Blacka a Scholesa spočı́va práve
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v uvažovanı́ samofinancujúceho sa portfólia s nulovým rastom inves-
tı́ciı́. Poznamenajme, že predpoklad o snahe dosiahnút’ bezrizikové
portfólio, je základným pilierom odvodenia Black–Scholesovej rovnice.
Tento predpoklad vychádza z predstavy o snahe investorov dosiahnut’
rizikovo neutrálne stratégie obchodovania s cennými papiermi. Hoci
dnes už vieme, že predpoklad o konštrukcii bezrizikového portfólia sa
dá z praktického hl’adiska spochybnit’, napriek tomu ho budeme pos-
tulovat’ ako východisko pre odvodenie základného Black–Scholesovho
modelu. V kapitole 5 sa napokon budeme zaoberat’ aj modifikáciami zá-
kladného Black–Scholesovho modelu, ktoré budú zohl’adňovat’okrem
iného realistickejšie predstavy o bezrizikovosti portfólia, o obmedzenej
likvidite trhu alebo o zahrnutı́ transakčných nákladov do modelu.

V nasledovnom kroku budeme vytvárat’ portfólio pozostávajúce
z určitého množstva akciı́, opciı́ na tieto akcie a bezrizikových dlhopisov.
Uvažovat’ budeme o tzv. samofinancujúcom sa portfóliu, t. j. o portfóliu,
v ktorom sa nákup, resp. predaj jednej z uvedených troch zložiek musı́
uhradit’ predajom, resp. nákupom inej zložky portfólia. Presnejšie, nech
v čase t je portfólio zložené z QS kusov akciı́ v cene S, QV kusov opciı́
v cene V a peňažného objemu B bezrizikových dlhopisov nevyplácajú-
cich kupóny. Ak si označı́me MS = SQS , MV = V QV , tak predpoklad
nulových investı́ciı́ znamená, že musı́ platit’ MS + MV + B = 0, pre
všetky časy t ∈ [0, T ], t. j.

SQS + V QV +B = 0, (2.11)

pre t ∈ [0, T ]. Mertonovu podmienku samofinancovanosti portfólia mô-
žeme preto vyjadrit’ v tvare:

SdQS + V dQV + δB = 0 (2.12)

pričom dQS , dQV , δB označujú postupne zmeny počtov akciı́, opciı́
a zmenu objemu bezrizikových dlhopisov držaných v portfóliu, ktoré
sa použili na samofinancovanie nákupu, resp. predaja akciı́ a opciı́. Pri-
pomeňme, že pre bezrizikové dlhopisy nevyplácajúce kupóny platı́ jed-
noduchá oceňovacia rovnica B(t) = B(0)ert, kde r > 0 je spojitá miera
úročenia dlhopisu. Táto rovnica sa v diferenciálnom tvare dá prepı́sat’
ako dB = rB dt. Zmena objemu dlhopisov by bola doteraz závislá iba
na spojitom úročenı́ istinyB(0). Ked’že však dlhopisy dynamicky použı́-
vame aj na samofinancovanie portfólia prostrednı́ctvom ich kúpy, resp.
predaja v objeme δB (vid’ (2.12)), celková zmena peňažného objemu
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dlhopisov dB je potom daná vzt’ahom

dB = rB dt+ δB . (2.13)

Diferencovanı́m vzt’ahu (2.11), následne dosadenı́m (2.13) do (2.12) a vy-
jadrenı́m ceny B z rovnice (2.11) nakoniec dostaneme, že musı́ platit’

0 = d (SQS + V QV +B)
= SdQS + V dQV + δB +QSdS +QV dV + rB dt
= QSdS +QV dV − r(SQS + V QV ) dt,

a teda po vydelenı́ nenulovou hodnotou QV počtu opciı́ v portfóliu
napokon zı́skavame

dV − rV dt−∆(dS − rS dt) = 0 , kde ∆ = −QS
QV

. (2.14)

Pripomeňme, že oba náhodné procesy, t. j. cena akcie S, ako i cena opcie
na akciu V , vyhovujú stochastickým diferenciálnym rovniciam

dS = µS dt + σS dw ,

dV =
(
∂V
∂t + µS ∂V∂S + 1

2σ
2S2 ∂2V

∂S2

)
dt + σS ∂V∂S dw .

Dosadenı́m týchto vzt’ahov pre diferenciály dS a dV , po úpravách
dostávame

(
∂V

∂t
+ µS

∂V

∂S
+

1
2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
− rV −∆µS + ∆rS

)
dt

+σS

(
∂V

∂S
−∆

)
dw = 0 .

Ciel’om investora je teraz skombinovat’ svoje portfólio pozostávajúce
z akciı́, opciı́ a dlhopisov tak, aby neutralizoval vystavenie svojho port-
fólia riziku. Takéto správanie sa investora sa označuje ako averzia in-
vestora k riziku. Zrejme jediný rizikový člen vo vyššie uvedenej rovnici
je reprezentovaný stochastickým členom dw Wienerovho náhodného
procesu. Neutralizovanie vplyvu tohto stochastického, a tým pádom
rizikového, člena sa dá výberom pomeru ∆

∆ =
∂V

∂S
. (2.15)
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Následným dosadenı́m takéhoto výberu ∆ do deterministického zvyšku
rovnice, dostávame výslednú parciálnu diferenciálnu rovnicu

(
∂V

∂t
+

1
2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV

)
dt = 0,

a teda
∂V

∂t
+

1
2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0 , (2.16)

ktorá je známa ako Black–Scholesova rovnica na oceňovanie derivátov
akciı́. Odvodenie tejto rovnice bolo prvýkrát uvedené v práci Blacka
a Scholesa [8]. Vel’mi dobrá referencia je aj novšı́ článok Dewynne a kol.
[15], kde sa čitatel’ môže oboznámit’ s rôznymi aspektami oceňovania
nielen európskeho typu opciı́, ale aj amerických opciı́.

Uved’me ešte jedno užitočné zovšeobecnenie Black–Scholesovej rov-
nice pre prı́pad akcie, ktorá spojite vypláca dividendy s ročnou divi-
dendovou mierou D ≥ 0. V tomto prı́pade držanı́m akcie v hodnote S
zı́skame za čas dt dividendový podielDSdt. Vyplatenı́m dividend však
samotná cena akcie klesá, čo sa prejavı́ na znı́ženom trende ceny akcie.
Teda cena akcie bude vyhovovat’ stochastickej rovnici

dS = (µ−D)S dt+ σSdw .

Na druhej strane, zı́skanı́m dividend dostávame nové prostriedky do
nášho samofinancujúceho sa portfólia v celkovom objeme DSQS dt za
čas dt. Túto sumu by sme mohli ako dodatočný prı́jem prirátat’ do
pravej strany rovnice pre zmenu objemu dlhopisov (2.13), t. j. dB =
rB dt + δB + DSQS dt. Tento doplnok sa prejavı́ v modifikácii rovnice
(2.14), ktorá nadobudne tvar

dV − rV dt−∆(dS − (r −D)S dt) = 0 .

Opakovanı́m d’alšieho postupu nakoniec prı́deme k modifikovanej rov-
nici (2.16) zahrňujúcej dividendovú mieru D

∂V

∂t
+

1
2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
+ (r −D)S

∂V

∂S
− rV = 0 . (2.17)
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[32] JANDAČKA , M., ŠEVČOVIČ, D. (2005): On the risk adjusted pricing metho-
dology based valuation of vanilla options and explanation of the volatility
smile. Journal of Applied Mathematics 3, 235–258.

[33] JOHNSON, H. (1983): An analytic approximation of the American put price.
J. Finan. Quant. Anal. 18, 141–148.

[34] KARATZAS, I. (1988): On the pricing American options. Appl. Math. Optim.
17, 37–60.

[35] KARATZAS I., SHREVE S. (1991): Brownian Motion and Stochastic Calculus (2nd
ed.) Berlin: Springer.

[36] KNESSL, C. (2001): A note on a moving boundary problem arising in the
American put option. Studies in Applied Mathematics 107, 157–183.
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[47] MELICHERČÍK I., OLŠAROVÁ L. A ÚRADNÍČEK V. (2005): Kapitoly z finančnej
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historická volatilita, 62
Hoggard, T., 82
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okamžitá úroková miera, 112
opcia, 16
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Ró, 76
rýchlost’ reverzie procesu, 113

S
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výnos, 34, 83
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