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Uvod

V priebehu poslednych troch desatroci sa zacali objavovat’ rdozne
nestability na finanénych trhoch. Vyrazne sa zvysili rizika pre investo-
rov, ktoré st prevazne dosledkami fluktuacie cien akcii, indexov, tro-
kovych mier a vymennych kurzov. Z tohto doévodu zacali investori
hladat’ moznosti, ako predchadzat’ moznym stratdm v dosledku spo-
minanych fluktudcii. Praktické potreby investorov podnietili napokon
vznik modernych finan¢nych nastrojov, akymi st rozliéné finanéné de-
rivaty, ktorych hodnota zavisi od prislusnych aktiv. Aktivami moézu byt’
akcie, meny, akciové indexy, trokové sadzby, vymenné kurzy, komo-
dity, drahé kovy a pod. Finan¢né derivaty do zna¢nej miery poskytuji
investorom ochranu vod¢i fluktudcidm cien aktiv. Podcenenie tlohy zais-
tovania investi¢nych portfolii pomocou derivatov moze viest’ k velkym
finanénym stratdm. Na druhej strane, vSak derivéty nie st ,, vSeliekom”
a ich vyuzivanie musi byt’ vykonavané s hlbokou znalostou problema-
tiky, o ¢om sveddi i cely rad derivatovych debaklov medzindrodnych
investiénych spolo¢nosti koncom 90-tych rokov a koncom roku 2008.

Ciel'om tejto knihy je priblizit’ ¢itatelovi zakladné aspekty ocetiova-
nia finanénych derivatov, ich kvalitativnu analyzu a praktické met6dy
ich ocefiovania. K burlivému rozmachu vyuZivania finan¢nych deriva-
tov doslo v poslednych desatroc¢iach najmi vdaka pionierskej préci
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ekonémov M. S. Scholesa, R. C. Mertona a teoretického fyzika F. Blacka,
zo zaliatku sedemdesiatych rokov [8]. V tejto praci bol odvodeny dnes
uz klasicky Black-Scholesov model, za ktory im bola neskor v roku 1997
udelena Nobelova cena za ekonémiu. ! Pristup bol skuto¢ne revolu¢ny
a priniesol metédu uplatnenia parcidlnych diferencidlnych rovnic pri
ocenovani finanénych derivatov. Rozpracovana metodolégia tak umoz-
nuje ocenovat’ derivaty podkladovych aktiv ako funkcie zévisiace od
¢asu do expiracie a ceny samotného podkladového aktiva.

Kniha je tematicky rozdelena do niekolkych celkov. V prvej kapi-
tole sa budeme venovat’ analyze charakteru vyvoja aktiv a cennych
papierov. Predstavime si niektoré zdkladné typy derivatov. Kapitola
nemé matematicky charakter a jej cielom je na verbélnej tirovni pribli-
zit’ vyznam stadia finanénych derivatov. Druha kapitola je zamerana
na $tidium Black-Scholesovho modelu oceriovania derivatov, ktorého
matematickou formulaciou bude parcidlna diferencidlna rovnica. D6-
raz bude kladeny na poloZenie zakladov stochastického diferencidlneho
kalkulu, ktory je vychodiskom k odvodeniu akéhokolvek modelu oce-
novania finan¢nych derivatov. Tretia kapitola sa zameriava na oceiiova-
nie eurépskych call a put opcii. Odvodime explicitny vzorec oceriovania,
ktory je znamy aj ako Black-Scholesova alebo aj Feynman-Kacova for-
mula. Obsahom $tvrtej kapitoly je kvalitativna analyza rizika. Citatelovi
priblizime zdkladné pojmy akymi st historickd a implikovana volati-
lita. Dalej sa ststredime na faktory citlivosti Delta, Gama, Théta, Vega
a Ro, ktoré ndm poskytujti podrobnejsi obraz o zavislosti ceny derivatu
na zmene niektorého z parametrov modelu. Modelovanie transakénych
nékladov arizika je predmetom piatej kapitoly. Okrem Lelandovho mo-
delu sa zameriame aj na niektoré nelinedrne modely, ktoré zovSeobec-
nuja klasickd Black-Scholesovu rovnicu v pripade, Ze je do modelova-
nia potrebné zahrnut’ transakéné néklady na zaistovanie portfélia alebo
riziko plyntice z nezaisteného portfélia. V Siestej kapitole predstavime
zékladné typy exotickych typov derivatov, akymi st napriklad azijské
opcie alebo bariérové opcie a iné. V siedmej kapitole sa budeme veno-
vat’ otdzkam modelovania okamZitej tirokovej miery, ktora predstavuje
podkladové aktivum pre derivaty trokovej miery. V nadvazujicej 6s-
mej kapitole sa budeme venovat’ derivatom tirokovej miery. Priblizime
metodolégiu ocefiovania dlhopisov. Zvlastna pozornost’ je venovana

INobelova cena za ekonémiu sa v skutoénosti neudeluje, nakolko ekonémia nie je
predmetom zévetu Alfreda Nobela. Jedna sa o tzv. Cenu Svédskej banky za ekonémiu na
pamiatku A. Nobela, ktord je povazovana za jej ekvivalent.
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bezarbitrdZznym modelom drokovej miery, akymi je napriklad Vasickov
alebo Cox-Ingersoll-Rossov model. Americké typy derivatov rozobe-
rame v deviatej kapitole. Tieto derivaty st charakterizované moZznostou
predcasného uplatnenia opcie. UkdZeme, Ze problém oceriovania ame-
rickych derivatov sa da previest’ na tlohu o hladani volnej hranice pre
parabolické parcidlne diferencidlne rovnice. Vo finan¢nej terminoldgii
sa tejto volnej hranici hovori hranica pred¢asného uplatnenia opcie.
V zéverec¢nej desiatej kapitole sa budeme bliZsie zaoberat’ numerickymi
metddami na rieSenie Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rov-
nice pomocou explicitnych a implicitnych kone¢no-diferenénych me-
téd. Pomocou projektovaného SOR algoritmu ukazeme, ako numericky
efektivne zvladnut’ problém oceriovania americkych typov derivétov.

Text knihy vznikol na zéklade série prednasok a seminarov z te-
6rie ocetiovania finan¢nych derivatov na Fakulte matematiky, fyziky
a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave. Autori st vda¢ni
vSetkym, ktori svojimi pripomienkami prispeli ku skvalitneniu obsahu.
Dakujeme A. Zbyiiovskej a M. Strakovi za podrobné zapisky prednasok,
M. Gancarovej, S. Kilianovej, M. Takacovi a Z. Celuchovej za starostlivé
korekttry a pozndmky k textu, ako aj mnohym dalsim kolegom, bez
pomoci a rad ktorych by tento text sotva uzrel svetlo sveta.!

Bratislava januar 2009

Autori

TKniha vznikla aj s pomocou grantov VEGA 1/0381/09 a APVV-0351-07.



Kapitola 1

Zaistovanie financnych aktiv

V sticasnosti sme svedkami prudkého rozmachu akciovych spo-
lo¢nosti - po¢ntc klasickymi , kamennymi” podnikmi a konc¢iac mo-
dernymi technologickymi , Dot.Com” spolo¢nostami. Vlastnictvo akcif
podniku predstavuje jeden zo zakladnych nastrojov, ktoré slizia na
ovplyviiovanie chodu a vyvoja podniku. Zaroven ich vlastnictvo pri-
nasa zisk v podobe dividend vyplacanych drzitelom akcii. Na druhej
strane, z pohladu podniku a emitenta akcif st tieto zdrojom kapitaliza-
cie podniku, a tym padom prileZitostou na ziskanie zdrojov na dalsie
investicie a rozvojové programy. Hoci cena akcie nemusi bezprostredne
odrazat’ hodnotu podniku, je jednym z najlepsich indikatorov jeho
stavu a perspektivy dalsieho rozvoja.

Od c¢ias zrodu finanénych nastrojov, akymi st akcie, sa do popre-
dia zdujmu investorov dostdvala otdzka efektivneho rozloZenia inves-
ti¢cného portfélia medzi akcie a dlhopisy. Akcie prindsaja investorovi
vyssie zisky a naviac moZzu prinasat’ dalsi zisk v podobe dividend. Na

12



1.1. STOCHASTICKY CHARAKTER FINANCNYCH AKTIV 13

druhej strane vsak predstavujd rizikovy typ cennych papierov. Dlhopisy
majii obvykle niZsivynos, ale ajich rizikovost’je nizsia v porovnani s ak-
ciami. Investori preto hladaju optimalne zloZenia svojich investi¢nych
portfolii. Zakladnym nastrojom zabezpecovania investora voci riziku je
tzv. finan¢ny derivat. Zrod jednoduchych finan¢nych derivétov sa d4 da-
tovat” este do 19. storocia a viaZe sa k polnohospodéarskym kontraktom
na nakup plodin. Tieto typy kontraktacie nakupnych cien (napr. obilia)
pocas zimného obdobia déavali polnohospodarom moZnost’ investicii
a odhadu potrebnej vymery osiatej pody. Tento typ obchodovania sa da
prirovnat’ k jednému zo zakladnych finanénych derivatov, akym je tzv.
forward. Od tych ¢ias sa postupne vyvinuli omnoho zlozitejsie finan¢né
derivéty, sliziace na zaistovanie investi¢ného portfélia voci riziku ply-
niicemu z vykyvov cien akcii. Posledné tri desatrocia predstavuji zlom
v obchodovani s finan¢nymi derivatmi. Derivéaty sd najcastejSie vypi-
sované na akcie, vymenné kurzy, komodity. Medzi zakladné typy de-
rivatov radime opcie a derivaty tirokovych mier. Oceriovanie r6znych
druhov opcii je obsahom dalsich kapitol tejto ucebnice.

1.1 Stochasticky charakter finan¢nych aktiv

Pohlad na stranky finan¢nych dennikov a internetovych databédz nam
poskytuje obraz o vyvoji cien aktiv, akymi st napriklad akcie, burzové
indexy, urokové miery a iné obchodovatelné aktiva. Ich ¢asovy vyvoj je
¢asto nestély, vykazujici vacsiu alebo mensiu fluktuaciu. Tieto zmeny
st spdsobené pdsobenim burzového a mimoburzového trhu na cenu ak-
tiva. Ponuka a dopyt po danom aktive formuju jeho ¢asovy priebeh. Pri
analyze ¢asovych dat sa ¢asto stretivame na jednej strane s moznostou
vymedzit’ uréity trend a na druhej strane ur¢it’ fluktuaéna zlozku vy-
voja ceny. Kym prvé zlozka sved¢i o dlhodobom trende ovplyvnenom
najmaé poziciou a stratégiou firmy, fluktuacné zlozka sa da pripisat’ na
konto trhového mechanizmu vyvaZovania ponuky a dopytu, budtcich
ocakdvani a pod. Na obr. 1.1 a 1.2 mdzeme vidiet’ vyvoj ceny akcif
firiem General Motors, Microsoft a IBM za rok 2000 a 2008. Na dal-
Som obrazku 1.3 je zachyteny vyvoj cien burzového indexu Dow—Jones
a celkovy objem transakcii (dole).

Ulohou predoglych prikladov bolo poukazat’ na stochasticky cha-
rakter vyvoja cien réznych akcif a indexov na svetovych burzach. Mo-
delovanim stochastického vyvoja ceny akcie sa budeme podrobnejsie
zaoberat’ v nasledovnej kapitole. Z praktického hl'adiska je potrebné po-
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Obr. 1.1: Casovy vyvoj cien akcii firiem General Motors a IBM v roku 2000.

znamenat, Ze snahou investorov je minimalizovat’ svoje mozné straty
plyntice z prudkého padu cien akcii. Jednym z efektivnych nastrojov
na dosiahnutie tohto ciela je pouZitie zaistovacich néstrojov, akymi st
rozne druhy derivatov aktiv.

1.2 Derivaty ako nastroje zaistovania aktiv

V tejto Casti poukdzZeme na vyznam finanénych a inych derivatov na
zaistovanie stability portfélia voci fluktuacidm vo vyvoji ceny daného
aktiva. Zaoberat’ sa budeme tzv. forwardovymi a opénymi typmi deri-
vatov.

1.2.1 Forwardy

Historicky prvymi nastrojmi na zabezpecovanie sa investorov voci ri-
zikuboli forwardové kontrakty. Forward je dohoda predstavujtica pravo
a sti¢asne povinnost’ realizacie (forwardového) obchodu medzi vypiso-
vatelom forwardu a kupujicim na kutpu, resp. predaj aktiva v presne
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Obr. 1.2: éasovy vyvoj cien akcii firiem Microsoft a IBM v rokoch 2007, 2008
a objem realizovanych obchodov.
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Obr. 1.3: Casovy vyvoj indexu Dow—Jones v rokoch 2000 a 2007-8.

stanovenom expira¢nom case za vopred dohodnutt expira¢ni cenu.
Ako uvidime v kapitole 3, ocefiovanie forwardov je jednoduché a je
zalozené iba na troceni expiracnej ceny kontraktu. Jednoduchost’ je
predovsetkym dosledkom podmienky, Ze forward je pravo a stcasne
povinnost’ realizacie obchodu. Podobnym typom derivétu je futures.
Na rozdiel od mimoburzového forwardu, futurita je burzovy produkt,
ktory je obchodovany na burze.

1.2.2 Opcie

Na rozdiel od forwardovych kontraktov opcie predstavuju typ kon-
traktu, pri ktorom ma ich vlastnik pravo, nie vSak povinnost’ kipit,
resp. predat’ dané aktivum za vopred dohodnutt cenu vo vopred sta-
novenom expira¢nom ¢ase. Opcia teda nema obligatérny charakter, t. j.
déva jej drzitelovi volnost’ pri jej uplatfiovani.

Pre lep$iu nazornost’ si uvedieme jednoduchy priklad vyuzitia tzv.
kiapnej opcie. Predpokladajme, Ze vlastnime kipnu opciu na nakup
akcii firmy IBM za vopred dohodnutt expiraént cenu 60 USD, ktora
je uplatnitelnd v expiracnej lehote o tri mesiace. Nech suc¢asné cena je
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55 USD. Ak sa za tri mesiace doby Zivota opcie cena akcie zvysi na
70 USD, tak nam vlastnictvo tejto opcie prinadsa finan¢ny zisk v podobe
10 USD, ktoré tvoria rozdiel medzi skuto¢nou cenou (70 USD) a expi-
racnou cenou opcie (60 USD). V tejto situécii hovorime, Ze opcia je in
the money, nakolko nam jej uplatnenie prinasa zisk. Na druhej strane,
ak za spominané tri mesiace cena akcie dosiahne iba hodnotu 58 USD,
tak sa pre nas, ako majitela opcie, stava takato opcia bezcennou a nema
zmysel si ju uplatiiovat’. Takej opcii hovorime, Ze je bezcenna, tzv. out
of the money, nakolko ndm jej uplatnenie neprinasa Ziaden zisk. V3im-
nime si, Ze pravo a nie povinnost’ uplatnit’ dant opciu nam prinésa istt
vyhodu oproti tym, ktori takiito moznost’ nemajti. Samotné pravo na
kdpu sa preto stava hodnotou. Tato vyhoda v$ak musi byt’ zaplatena
na zadiatku vypisovania kontraktu. Vypisovatel si od nas vyZiada tzv.
opénu prémiu za to, Ze my, ako drZitel opcie, mame toto pravo na bu-
dtice uplatnenie opcie. Zédkladny problém teérie finanénych derivatov je
otazka, ako ocenit’ toto prévo tak, aby nedoslo k poskodeniu ani jednej
zo stran kontraktu.

Zakladné, tzv. vanilla opcie, predstavuju eurdpske typy kiupnych
opciiaopciina predaj. Kiipna opcia alebo call opcia je kontrakt, v ktorom
majitel opcie ziskava pravo kupit’ akciu v presne uréenom expiratnom
Case t = T za vopred dohodnutd expiraéni cenu E. Predajnd opcia
alebo put opcia je kontrakt, v ktorom majitel ziskava pravo predat’
akciu v presne uréenom expira¢nom case ¢t = 1" za vopred dohodnutu
expiraéni cenu E. Aj v tomto pripade je tlohou ocenit” hodnotu V' put
opcie v ¢ase uzavretia kontraktu ¢ = 0.

Na obrazku 1.4 sti zachytené redlne obchodované stavy cien call
a put opcii na akcie firmy Microsoft zo dria 21. 11. 2008. Napriklad call
opcia s expiraciu diia 19. 12. 2008 a expira¢nou cenu £ = 15 (dolarov)
stala v rozmedzi 5,20 (bid cena - ponuka na ktipu opcie) az 5,30 (ask cena
- ponuka na predaj opcie). Cena akcie bola S = 20, 12. Rozdiel aktualnej
a expiracnej ceny, t. j. S — E bol v tomto pripade 5,12, ¢o znamena, Ze
cena opcie je o nie¢o vdcsia, ako by bola jej hodnota v Case expiracie.
Tento jav sa dé& vysvetlit’ eSte Stvortyzdriovou lehotou do vyprsania,
nakol'ko cena akcie je pocas tohto obdobia e$te vystavena stochastickym
vykyvom a ur¢itému riziku z moZného rastu ceny akcie. Podobne je to
pre put opciu s expira¢nou cenou E = 25, ktora v sti¢asnosti stoji od
4,85-4,95, ¢o je opdt’ hodnota mierne prevysujica rozdiel £ — S5 = 4, 78.

Analyzou cien opcii aj pre expiracné ceny vysSie, resp. niZsie ako
je aktudlna cena akcie vidime, Ze cena opcie sa sklada z tzv. vnutor-
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Microsoft Corporation (MSFT) As41aM E7: 20.12 +0.13 (0.65%)

Options

View By Expiration: Dec 08 | Jan 09 | Apr 09 | Jul 09 | Jan 10 | Jan 11
Options Expiring Fri, Dec 19, 2008

Calls Strike Puts

symbol Llast Change Bid Ask Volume Openint PFi€® Symbol Last Change Bid Ask Volume Open Int
MOFLEX 15.20 0.00 1510 1520 42 34 5.00 MOFXEX N/A  0.00 N/A N/A 0 0
MOFLE.X 10.15 0.00 1010 10.20 74 2,541 10.00 MOFXB.X ©0.03 0.00 0.02 0.04 97 3.473
MOFLM.X  7.20 0.00 715 725 g5 187 13.00 MQFXM.X 0.07 0.00 005 0.07 459 2,994
MOFLN.X  6.15 0.00 B15 B25 55 211 14.00 MOQFXN.X 0.10 0.00 0.07 010 204 2,147
MQFILCX 5.06 +0.11 520 530 11 1,348 15.00 MOFXC.X 0.14 0.00 013 014 5 8,183
MOFLO.X 4.35 0.00 425 435 263 368 16.00 MOFXO.X 0.20 40.02 019 021 2 337
MOFLOX 3.40 0.00 330 340 122 4,157 17.00 MOFX0O.X 0.32 4 0.02 0.33 0.34 11 8,395

MQFLSX 1.83 40.05 189 192 36 7.567 19.00 MQFXS5.X 0.83 +0.06 0.77 0.80 165 31,116
MQFLD.X 1.28 4 0.02 127 129 56 8,886 20.00 MOFXD.X 1.14 40.06 113 116 109 23,562
MOFLUX 0.78 4 0.09 075 078 105 72,937 21.00 MOFXUX 1.83 +0.23 165 168 1 72,472
MSQLNX 040 3 0.04 041 043 350 16,913 22.00 MSQXN.X 2.58 4 0.23 230 236 3 4,495
MSQOLO.X 0.21 40.01 020 022 125 20,801 23.00 MSQXQ X 3.10 0.00 305 315 30 3.B40

MSOLDX 0.09 4 0.02 009 011 92 12,207

I
i
o
=]
=
i
b
=
5

3.80 0.00 395 405 167  3.871

MSQLEX 0.04 4 0.02 004 005 165 14,195 25.00 MSOXEX 4.90 0.00 485 495 157 2,075
MSQILRX ©0.02 0.00 002 003 161 9,359 26.00 MSOXRX 6.15 0.00 585 5095 210 1,795

MSOLSX 0.02 0.00 N/A 003 224 3.643

N
I~
=
(=]
=
o
e
o
e

7.00 0.00 685 695 45 1,156

MSQLT.X  0.02 0.00 NA 002 59 2,938 28.00 MSOXT.X 7.55 0.00 780 795 24 874
MSQLFX 0.01 0.00 HNA 002 10 1,330 30.00 MSQXFX 10.54 0.00 985 1000 26 124

Highlighted options are inthe-money,

Obr. 1.4: Ceny call a put opcii s r6znymi expiraénymi cenami na akcie firmy
Microsoft zo dnia 26. 11. 2008.
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nej hodnoty opcie, ktoré je dana vyrazom max(S — E, 0) v pripade call
opcie, resp. max(E — S,0) (v pripade put opcie) a rizikovej prirazky
k vnitornej hodnote opcie, ktora oceriuje riziko plyntce zo stochastic-
kého charakteru vyvoja podkladového aktiva pocas ostavajticeho ¢asu
do expiracie call resp. put opcie.

1.3 Debakle derivatovych obchodov

Na koniec tejto kapitoly uvedieme niekolko znamych prikladov tzv. de-
rivatovych debaklov, pri ktorych investori stratili vyznamné finan¢né
diastky pri obchodovani s finanénymi derivatmi. Zmyslom uvedenia aj
negativnych prikladov je upozornit’ Citatela na skuto¢nost, Ze nepre-
myslené a nefundované pouzivanie derivatov moéze byt’ v kone¢nom
dosledku riskantnejsie, ako ich nepouzivat’ vobec.

V druhej polovici 90-tych rokov bolo zaznamenanych niekol'ko de-
rivatovych debaklov, ktorych ticastnikmi sa stali popredné svetové in-
Stitucie. Britska spolo¢nost’ Barings stratila stovky miliénov GBP vdaka
riskantnej stratégii svojho obchodnika Nicka Leesona, ktory sa snazil
uplatnenim kombinovanej op¢nej stratégie, zameranej na ocakdvany na-
rast ceny, dosiahntt’ dominantné postavenie na trhu s opciami, a tak sa
stat” dominantnym investorom. Pri realizovani tejto stratégie , pumpo-
val” obrovské finan¢né &iastky s cielom ovladnut’ opény trh a nasledne
diktovat’ ceny. Tato stratégia mu nakoniec nevysla a Barings zazname-
nali vel’ké straty. Americké spolo¢nost’NatWest prisla o stovky miliénov
dolérov vdaka zlému odhadu rizika plynuceho z vyraznych fluktuécii
cien akcii. Svaj¢iarska banka Union Bank of Swiss prigla o stovky mili-
6nov dolarov kvoéli nespravnemu oceneniu komplikovaného derivatu,
ktory predavala na trhu za niZSiu cenu. Derivaty sa viazali na vyvoj cien
dvoch aktiv s réznymi dobami splatnosti. Castym zdrojom omylov pri
ocentovani podobnych komplikovanych finanénych derivatov je pod-
cenenie rizikovych faktorov, variabilnych korel4cii medzi jednotlivymi
aktivami a cely rad dalsich faktorov, ktoré su povacsinou dosledkom
zlej vychodiskovej statistickej analyzy predmetnych dat.

V druhej polovici roku 2008 sa zacala prejavovat’ globalna finan¢na
kriza, ktorej pri¢iny sa hladali predovsetkym v nedostatoé¢nom kontrolo-
vani derivatovych obchodov a ich nedostatoénom kryti. O prehlbujtcej
sa financnej krize v druhej casti roku 2008 sved¢i aj pokles globalnych
indik&torov hodnoét aktiv, akym je napriklad Dow-Jonesov priemyselny
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index. Treba vSak poznamenat’ a dodat, Ze napriek niektorym zlyha-
niam derivatovych obchodov, tieto patria k d6lezitym néstrojom finan¢-
ného obchodovania, pretoZe prindsajia moznost’ rozkladania budticeho
mozného rizika. Derivaty umoziiujt efektivne zaistovat’ finan¢né port-
folia. V neposlednom rade, finanéné derivaty maja vyznamnu infor-
madnt tlohu, kedZe poskytuju pozorovatelom a ucastnikom na trhu
moznost’ odhalovat’ mozné budtice tendencie vyvoja samotnych aktiv,
na ktoré st ako derivéaty nadviazané.



Kapitola 2

Black—Scholesov a Mertonov
model

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ odvodenim diferencialnej rov-
nice opisujlicej vyvoj ceny derivatu v zavislosti od ceny akcie a ¢asu
ostavajticeho do expiracie. V znamom Black-Scholesovom modeli oce-
novania derivétov, centralnu tlohu zohrdva modelovanie stochasticky
sa vyvijajucich aktiv. Zakladnym nastrojom, ako opisat’ takyto na-
hodny vyvoj ceny aktiva, sti tzv. Markovove nahodné procesy. Spome-
dzi velkej 8kaly roznych Markovovych procesov sa pri odvodeni Black—
Scholesovej rovnice vyuZije jeden Specidlny typ Markovovho procesu,
ktory je nazyvany Wienerov proces a jeho zovseobecnenie - Brownov
pohyb. UkaZeme si stochastickd diferencidlnu rovnicu, pomocou ktorej
mozeme modelovat” Wienerov proces a Brownov pohyb. Uvedieme si
zékladny nastroj stochastickej analyzy - tzv. Itéovu lemu, ktord ndm
bude prospesné pri dalsom odvodzovani Black-Scholesovej parabolic-
kej parcialnej diferencialnej rovnice. V tomto kroku sa budeme opierat’

21
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o niektoré ekonomické vychodiskd, akymi sti averzia investora k riziku
a princip nemoZnosti existencie arbitraze pri obchodovani s cennymi pa-
pierami a aktivami. Na zaver kapitoly budeme diskutovat’ r6zne opéné
stratégie pocniic jednoduchymi call a put opciami a kombinovanymi
stratégiami konciac.

2.1 Stochastické procesy

Stochasticky proces je ¢ - parametricky systém nahodnych premennych
{X(t),t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnozZina indexov. Mar-
kovov proces je taky stochasticky proces, pre ktory plati, Ze ak je dana
hodnota X (s), tak budtce hodnoty X () pre t > s moZu zavisiet’ iba od
X (s), nie v8ak od predoslych hodnét X (u) pre u < s. Predpokladanie
markovovského charakteru stochastického vyvoja cien akcii je v stlade
s tzv. slabou formou trhovej efektivnosti, nakol'ko jedine sucasné hodnoty
cien akcii by mali slaZit’ na vytvaranie budtcich hodnot.

2.1.1 Wienerov proces a geometricky Brownov pohyb

Definicia 2.1. Brownov pohyb {X (t),t > 0} je t- parametricky systém nd-
hodnyjch velicin, pricom

i) vsetky prirvastky X (t+ A) — X (t) majii normdlne rozdelenie so strednou
hodnotou pA a disperziou (alebo aj varianciou) oA,

ii) pre kaZdé delenie to = 0 < t1 < ty < t3 < ... < t,, siu prirastky
X (t1)— X (t0), X (t2) — X (t1), ...y X (tn) — X (tn—1) nezdovislé ndhodné
premenné s parametrami podla bodu i),

iii) X(0) = 0.
Brownov pohyb s parametrami p = 0, 0% = 1 nazyvame Wienerov proces. |

Pri $tadiu definicie Brownovho pohybu vzniké prirodzena otazka,
¢i jednotlivé vlastnosti st od seba nezavislé a preco strednd hodnota
a disperzia prirastkov X (¢t + A) — X(t) je proporcionédlna prave A a
nie nejakej inej funkcii od A. Poktsime sa tieto otdzky zodpovedat.

INorbert Wiener, 1884-1964, matematik. Pracoval v matematickej analyze, te6rii prav-
depodobnosti. Poklada sa zakladatela vedného odboru kybernetiky.
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Obr. 2.1: Norbert Wiener (1884-1964) a Robert Brown (1773-1858).

Uvazujme nejaké delenie intervalu [0,¢], t.§. 0 =t < t1 < ... < t, = 1.
Potom zrejme

X(t) - X(0) = ixi ~ X,
i=1

a tym padom stredné hodnoty a disperzie lavej a pravej strany musia
byt’ rovnaké. Pre strednt hodnotu vyrazu X (¢) — X (0) dostavame podla
definicie, Ze plati

E(X(t) = X(0)) = p(t —0) = pt.

Na druhej strane, stredna hodnota ndhodnej premennej > | X; — X,
je dana ako

n n n
E (Z Xz’ — Xi_1> = ZE(Xl — Xi—l) = Z,u(ti - ti—l) = Mt
i=1 i=1

i=1

a teda stredné hodnoty premennych X (¢) — X (0)a >, (X; — X;-1) sa
rovnajd. Uvedomme si, Ze bez predpokladu, ze kazdy prirastok X; —
X,—1 ma strednd hodnotu prave pu(t; — t;—1) by sme tento vysledok
neodvodili. Teraz sa zamerajme na disperzie premennych X (¢) — X (0)
a Y i, (X; — X;_1). Zrejme podla definicie

Var(X(t) — X(0)) = o?(t — 0) = o%t.

Pripomerime, Ze pre nezavislé ndhodné premenné A, B plati: Var(A +
B) = Var(A)+Var(B).KedZe o prirastkoch X; — X;_; predpokladame
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ich nezévislost’ pre rozne i = 1,2, ..., n, plati

n n n
Var <Z Xi - Xi_1> = Z VCL’I“(XZ' — Xi—l) = 20'2@'1‘ — ti_1) = O'ZLL.
i=1 i=1

i=1

Opét’ si uvedomme, Ze bez predpokladu, Ze kazdy prirastok X; — X;_1
ma disperziu prave o (t; —t;,_1), by horeuveden4 rovnost’ disperzif pre
X(t)—X(0)a Y i, (X; — X;_1) neplatila.

Z predchéddzajucej definicie bezprostredne vyplyva, ze ak {w(t),t >
0} je Wienerov proces, tak pre jeho Statistické parametre strednej hod-
noty a disperzie plati:

E(w(t)) =0, Var(w(t)) =t. (2.1)

Naviac, pre distribu¢nti funkciu rozdelenia pravdepodobnosti Wiene-
rovho procesu plati:

1 f e /2t
P(w(t) < z) NoET /_Oo e dg . (2.2)
Prakticka ukazka piatich numerickych realizacii Wienerovho procesu
je uvedend na obr. 2.3. Experimentalne numerické potvrdenie linearnej
zavislosti (2.2) medzi varianciou Var(w(t)) a ¢asom ¢ je uvedené na
obr. 2.4.

Brownov pohyb {X(¢),t > 0} s parametrami x4 a 0 mdZeme ana-
lyzovat’ aj z hladiska jeho prirastkov dX (t) = X(t + dt) — X(¢). Pre
ich strednti hodnotu a disperziu musi podla i) platit: E(dX (t)) = udt
a Var(dX(t)) = o2%dt = 0*Var(dw(t)). To ale znamen4, Ze Brownov
pohyb moéZzeme charakterizovat’ jeho deterministickou a fluktua¢nou
zlozkou a prirastky d.X (t) moZeme vyjadrit’ v tvare totdlneho diferen-
cidlu

dX (t) = pdt + odw(t), (2.3)
kde {w(t),t > 0} je Wienerov proces. Rovnicu (2.3) nazyvame stochas-
tickd diferencidlna rovnica.

Definicia 2.2. Ak {X(t),t > 0} je Brownov pohyb s parametrami j,o a
yo € R, tak systém nahodnych premennych {Y (t),t > 0}

Y(t) = yoeX® >0,

nazyvame geometricky Brownov pohyb.
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Obr. 2.2: Ukazka dvoch vybranych vzoriek Wienerovho procesu.
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Obr. 2.3: Sthrnna ukazka piatich vybranych vzoriek Wienerovho procesu.

Geometricky Brownov pohyb je opdt’ Markovov proces a na zaklade
znalosti rozdelenia pravdepodobnosti Wienerovho procesu (2.2) sa daji
odvodit’ jeho zdkladné Statistické parametre

E(Y () = yoe"™™ 25, Var(Y(t) = g2+ (et — 1), (2.4)

Pre zjednodusSenie odvodenia charakteristik (2.4) ndm sta¢i uvazovat’
pripad, ked yo = 1. Potom pre distribu¢na funkciu G(y,t) = P(Y (t) <
y) geometrického Brownovho pohybu Y () plati, ze G(y,t) = 0 pre
y < 0 (to je dosledok kladnosti ndhodnej premennej Y'(¢)) a pre y > 0
plati:

—pit +1
- u+ny>,
g

G.0) = Pv() <) = P (200
kde Z(t) jendhodné premennd, Z(t) = (—ut+InY (t))/o. Zrejme dZ(t) =
dw(t) ateda Z(t) = Z(0) + w(t) = w(t), nakolko Z(0) = 0. Teda Z(¢) je
vlastne Wienerov proces. Vyuzijtic poznatok o tvare distribu¢nej funkcie
Wienerovho procesu (2.2), dostdvame pre distribu¢na funkciu G(y, t)
nahodnej premennej Y (t) vztah G(y,t) = 0prey < 0a

—pt+lny

=l

G(y,t e €2a¢ prey>0.
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Var(w(t))

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Obr. 2.4: Casovy vyvoj disperzie Wienerovho procesu.

Kedze E(Y (1)) = [T yg(y,t)dy a E(Y(t)?) = [0 y*g(y,t) dy, kde

g(y,t) = %G (y,t), vypoctom tychto integralov polahky dostavame, Ze
plati

oo

Brem) - [

— 00

y9(y,1) dy:/ yg(y,t) dy
0

1 /OO _(wtgnyﬂ 1 d
= e 204t —_—
V2t Jo Y ay Y
(€ = (—pt+1ny)/(oV1))

2

t oo t+2-t o0
_ e —%Jra\/ffdg_ el 2 _% dé
= \/7 e = \/7 e

21 J_ 0o 2T — 0

t+e2t
_ utt+ %
=e 2",

Analogickym spdsobom dostaneme aj vztah pre disperziu (2.4).

V dalsom budeme hovorit, Ze ndhodna premenna {Y(¢),t > 0}
je lognormalne rozdelend s parametrami strednej hodnoty a disper-
zie danymi podla (2.4). Wienerov proces budeme oznacovat’ pomocou
{w(t),t > 0} a jeho prirastky za kratky ¢asovy okamih dt oznacime
symbolom dw, t.j. dw(t) = w(t+ dt) —w(t). Na zdklade definicie Wiene-
rovho procesu st pritom prirastky dw(t) navzdjom nekorelované v ¢ase
t, ich stredna hodnota je nulova, t. j. E(dw(t)) = 0 a pre disperziu plati
Var(dw(t)) = dt. Volne povedané, prirastky dw sa daja pisat’

dw=®Vdt, kde® ~ N(0,1),

t.j. ® je normélne rozdelend nahodna premenna.



2.1. STOCHASTICKE PROCESY 27

100

80

S(t)
S(t)

60

40 /
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t t

¥

Obr. 2.5: Ukazka dvoch vybranych vzoriek geometrického Brownovho pohybu
s kladnym driftom p > 0 (vlavo) a zdpornym driftom p < 0 (vpravo).

2.1.2 Itéova lema

Kl'acovu dlohu v tedrii ocetiovania derivatov zohrava analyza funkcii
(derivétov), ktorych jedna premennd (aktivum) je ndhodnou premen-
nou spliiajicou nejaki stochasticku diferencidlnu rovnicu. Z tohto do-
vodu sa v nasledovnom kroku zameriame na otazku, ¢i je mozné zo-
stavit’ stochasticku diferencialnu rovnicu opisujiicu vyvoj l'ubovolnej
hladkej funkcie f(z,t), pricom premennd z je rieSenim zadanej stochas-
tickej diferenciélnej rovnice. Odpoved’ na tato otazku ndm dava Itéova
lema, ktora je jednym z pilierov analyzy stochastickych diferencidlnych
rovnic. Itéova lema ! je podla Wikipédie ,najsldvnejsou lemou vsetkych
cias”.

Lema 2.1 (Itéova lema). Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennych,
pricom premennd x je riesenim stochastickej diferencidlnej rovnice

dx = p(z,t)dt + o(x, t)dw
kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom
5f of 0% f
df = +(8t+ ?(, )(92 dt,

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

of of

B 2
df = ( / + p(z, )% + %U%x,t) 81:f> dt + o(z,t) 3xdw' (2.5)

1Kijosi Ito, 1915- 2008 matematik Pracoval v oblasti teorie pravdepodobnosti a stochas—

kalkulu - Itéovu lemu Drzitel prestiznej Gaussovej ceny z roku 2008.
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Obr. 2.6: Kijosi It6 (1915-2008).

Intuitivny dokaz Itéovej lemy sa dé& previest’ rozvinutim funkcie
f = f(z,t) do Taylorovho radu stupiia 2. Skuto¢ne

of of

9 g+ 9 gy
P TR <

0% f
Ox2

2 2
O gwat+ 2L (ary ) + &vr.

dz)? + 2
(dz)” + 25 5pdwdt + 5

df =

Teraz vdaka vlastnosti dw = ®V/dt, kde ® ~ N(0,1), dostdvame
(dz)? = 0% (dw)? + 2uodw dt + p?(dt)? ~ o?dt + O((dt)*/?) + O((dt)?).

Podobne vyraz dz dt = O((dt)*/?) + O((dt)?), a teda rozvoj diferencialu
df podla prirastkov dt a dz sa da napisat’ v tvare

o 2
df = 3£d +(a‘f+ ?(, )6xf>dt

Vztah (2.5) potom uz vyplyva z vyssie uvedeného vztahu pre df dosa-
denim vyrazu dx = p(z,t)dt + o(z, t)dw pre diferenciél dz.

2.1.3 Itéova lema pre vektorové ndhodné premenné

Predosly postup odvodenia Itéovej lemy pre funkciu skalarneho ar-
gumentu z sa da polahky rozsirit' aj na pripad C? hladkej funkcie
f = f(7t) : R" x R — R vektorového argumentu ¥ = (1,22, ..., z,)".
O premennych z;, i = 1, ..., nbudeme prepokladat’, Ze vyhovuju ststave
stochastickych diferencidlnych rovnic

do; = pi(Z,t)dt + Y o (&, t)dwy,
k=1
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kde @ = (w1, w2, ...,w,)T je vektor Wienerovych procesov, ktoré maja
navzajom nezavislé prirastky, t. j.

E(dw; dw;) =0prei # 5, FE((dw;)?) =dt.
Vektorovo modZeme rovnice pre procesy x; zapisat’ v tvare
di = [i(Z,t)dt + K(Z,t)dw,

kde K je n x n matica

Potom pre prirastok df hladkej funkcie f = f(&,t) mdZeme napisat’
rozvoj do Taylorovho radu stupria 2. Dostavame

af = afdt+v,fdx

ot
L[ o2 of Of y
+3 ((d:c) VifdE+ 2V, 5odTdi + 2o () ) + &,

kde V., f, resp. V2 f predstavuju gradient, resp. Hessovu maticu fun-
kcie f vzhladom na premenné x4, ..., z,,. Podobne ako v odvodeni jed-
norozmerného variantu Itéovej lemy budu ¢leny dZ'dt a (dt)? zaned-
batelné oproti ¢lenu dt. Rozhodujuca teda bude opit” analyza vyrazu
(dB)'Vifdi =3, Bx dx dz; dzj. Na zaklade predpokladu o neza-

vislosti prirastkov dw; a dw; pre i # j dostdvame, Ze plati

do;de; = Y oiojdw; dw; + O((dt)*?) + O((dt)?)
k,l=1

k=1

~ (i aikajk> dt + O((dt)*?) + O((dt)?) .

To ale znamenad, Ze rozvoj diferencialu df podla prirastkov dt, dz sa d&
napisat’ v tvare

df = (af + 2K A fK) dt + V, fd7, (2.6)
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kde vyraz K : V2 fK definujeme ako

K:V 7-K Oik0jk - (2:)
1

0x;0x;
ij=1 """ k=

Vztah (2.6) pre prvy diferencial hladkej funkcie zavislej od vektora sto-
chastickych procesov je obsahom It6ovej lemy pre funkcie vektorového
argumentu. Tento vysledok zohrdva doélezitd tlohu pri analyze viacfak-
torovych modelov oceriovania derivatov trokovej miery.

2.1.4 It6éov integrdl a izometria

DoleZitym technickym néstrojom v analyze stochastickych procesov je
tzv. Itéov integral a izometria. Konstrukcia Itéovho integrélu je velmi
podobna definicii Riemann-Stieltesovmu integralu funkcii relnej pre-
mennej.

V prvom rade si uvedomme, Ze z definicie Wienerovho procesu
{w(t),t > 0} m& nahodné premenna w(¢) normélne rozdelenie so stre-
dom nula a disperziou ¢, t. j. w(t) ~ N(0,t). Tato rovnost’ moéZeme
zapisat’ aj ako

/0 duw(r) = w(t) — w(0) = w(t) ~ N(0, 1).

To ale znamena, Ze pre konstantnt funkciu f(7) = ¢, kde cje konstanta,

plati
i) = e [ du() = cwlt) - wo)
0
= cw(t) ~ N(0,c%) = /f2 )dr).

Tato identita nAm poskytuje ideu, ako zaviest’ tzv. Itéov integral mera-
telnej funkcie f : (0,¢) — R takej, ze [ f2(7)dr < cc.

[ f@ute) = i 3 i) - wr)
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kde v = max(r;,41 —7;) jenormadelenia0 = 70 < 7y < ... < 7, = t inter-
valu (0,¢) a konvergencia sa chape podla pravdepodobnosti. Nech fun-
kcia f je konstantnd na kazdom intervale [7;, 7;41). Potom pre strednt
hodnotu kone¢nej sumy >0 | f(7;)(w(tip1) — w(t;)) zrejme plati

(Zf 7i) (w(Tis1) ) Zf 1) E(w(rit1) — w(r)) =0,

pretoZe prirastky w(7i+1) — w(7;) st normélne rozdelené ndhodné pre-
menné w(7;41) —w(r;) ~ N(0, 7541 — 7;). KedZe tieto prirastky st naviac
ajnezavislé a w(r;11) —w(r) = ®;4/7i41 — 7, kde ®; ~ N(0, 1), tak pre
disperziu sti¢tu nezavislych normalne rozdelenych premennych napo-
kon dostavame

( Zf i) (w(Tit1) — w(r ] ) ZfZ ) E(®) (1541 — 74)

Podobne ako pri zavedeni pojmu Riemann-Stieltesovho integralu te-
raz moZeme prejst’ k limite pre normu delenia v idtcu k nule a po-
stupnosti jednoduchych schodovitych funkcii konvergujtcich bodovo
takmer v8ade k meratelnej funkcii f. Dostdvame tak jeden z fundamen-
talnych vysledkov stochastického kalkulu pre Itéov integral:

n

=Y @) (rie = 7).

i=1

Lema 2.2. Nech pre memtel'nﬁfunkciu f:(0,t) — Rplati fo f2(7)dr < .
Potom existuje Itdov integril fo T)dw(T), ktory predstavuje normdlne roz-

delenti nihodnii premennii s rozdelenim N (0, 0%(t)), kde 0*(t) = [ f(7)%dr
To znamend, Ze platia identity:

B[ iowm) = o
E([/Otfmdw(f)r) _ /Otf(T)sz

Poslednd identita sa nazyjva Itéova izometria.
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Obr. 2.7: Ukézka strednej hodnoty Itéovho integralu [ f()dw(r) (vlavo)

ajeho disperzie spolu s grafom [\ f o J()?dr (vpravo) pre funkciu f(7) = sin(27).
Pocet deleni intervalu je n = 100.

Poznamenajme, Ze [téova izometria plati nielen pre meratelné fun-
kcie f, ale aj pre vSeobecné stochastické procesy, ktoré maja vlastnost’
spojitosti zlava a lokélnej kone¢nosti. Pre taky proces {H,,7 > 0} sa
It6ov integral opat’ definuje ako limita (v zmysle konvergencie podla
pravdepodobnosti) kone¢nych stm

t
/ H,dw(r) := lim ZH w(Tis1) — w(m)).
0 v—0

Potom It6ova izometria mé tvar (pozri Oksendal [50])

E (U; H.,-dw(T):|2> =FE (/Ot H_,Q_dT) : (2.8)

Dalgie podrobnosti o kvalitativnych ako aj kvantitativnych vlastnos-
tiach stochastickych procesov sa &itatel moze viac dozvediet’ v kni-
héch a prehladovych ¢lankoch: Karatzas a Shreve [35], Papanicolaou
[51], Hull [29], Wilmott, Dewynne a Howison [64], Melicher¢ik a kol.
[47, 45, 46], Baxter a Rennie [7].

2.2 Black-Scholesova rovnica

V tejto Casti odvodime model ocefiovania finan¢nych derivatov, akymi
st napriklad opcie. Matematické vyjadrenie tohto modelu je tzv. Black—
Scholesova parcidlna diferencidlna rovnica. Opisuje ¢asovy vyvoj ceny



2.2. BLACK-SCHOLESOVA ROVNICA 33

derivétu akcie ako funkcie ceny akcie a ¢asu ostavajticeho do expiracie
derivatu.

Odvodenie Black-Scholesovej diferencidlnej rovnice budeme sledo-
vat’ na priklade eurépskej kiipnej opcie. Pripomerime, Ze kiipna opcia
je kontrakt, v ktorom majitel opcie ziskava pravo kupit” akciu v presne
ur¢enom expira¢nom case ¢t = 1" za vopred dohodnutti expira¢nd cenu
E. Zdoraznime, Ze dana strana ziskava pravo, ale nie povinnost’ kipit’
predmetnt akciu. Toto pravo ma teda samo osebe istti hodnotu, a preto
zan treba v Case uzavretia kontraktu ¢ = 0 zaplatit’ istd, tzv. opént
prémiu V. Pre obe strany, t. j. pre vypisovatela opcie ako i pre drzitela
opcie, je zaujimavé vediet, akd je férova hodnota prémie tak, aby ani
jedna zo stran nebola zvyhodnena. Ozna¢me

S - hodnotu (cenu) aktiva,

V - hodnotu derivatu (opcie) na dané aktivum,

T - expira¢ni dobu, t. j. termin vyprsania derivatu.

Casovti premennti ozna&ime ¢ a teda t € [0, T]. Uloha spociva v najdent
matematickej rovnice, ktord by opisovala vztah pre funkciu ceny opcie
V = V(S,t) ako funkcie aktualnej ceny akcie S a ¢asu t. Op¢na prémia
predstavuje potom hodnotu V' (.9, 0) na pociatku uzatvéarania kontraktu,
t.j.vcaset = 0.

Odvodenie rovnice pozostava z dvoch krokov. V prvom z nich ur-
¢ime stochasticku rovnicu, podla ktorej sa sprava I'ubovolna hladké
funkcia V' = V(S,t) od stochasticky meniacej sa ceny akcie S a ¢asu ¢.
Funkcii V' vo vSeobecnosti hovorime finan¢ny derivat. V druhom kroku
zostavime tzv. samofinancujtce sa bezrizikové portfélio vhodnou kom-
binaciou kupy, resp. predaja akcii, opcii a bezrizikovych dlhopisov.

2.2.1 Stochastickd rovnica pre derivat stochastickej ceny
akcie

Ako sme uz spomenuli v predoslej kapitole, na modelovanie nahodného
vyvoja ceny akcie ako funkcie ¢asu S = S(t) pouZijeme stochasticku
diferencidlnu rovnicu reprezentujticu geometricky Brownov pohyb

dS = pSdt + oSdw , (2.9)

kde dS znamend zmenu ceny akcie za ¢asovy okamih dt, i je oakdvany
vynos alebo trend vyvoja akcie, o je volatilita ¢asového vyvoja akcie.
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Znakom dw sme oznacili diferencidl Wienerovho procesu. Pozname-
najme, Ze stochasticka rovnica (2.9) sa da napisat’ aj v tvare
as

gz,udt—i—adw,

pri¢om z tohto zapisu je jasnejsie, Ze v ¢asovej analyze je podstatnou in-
formaciou iba relativna zmena d.S/S a nie absoltitna zmena ceny aktiva
dS. Dovodom je ten fakt, Ze hladany model musi byt’ v konetnom do-
sledku nezavisly od volby jednotiek, teda vysledna ocefiovacia formula
musi mat’ rovnaky tvar nezéavisle od toho, ¢i cenu meriame v eurach
alebo v ich stotinach, t. j. centoch.

V nasledovnom kroku odvodime stochasticki diferencidlnu rovnicu
opisujucu vyvoj lubovolnej hladkej funkcie (derivatu) ceny akcie a Casu.
Ak funkcia V' = V(S,t) je nejaka hladka funkcia dvoch premennych,
pri¢om premenna S je sama osebe funkciou ¢asu S = S(t) a vyhovuje
stochastickej diferencidlnej rovnici (2.9), tak sa pytame: akt stochastick
rovnicu bude spliiat’ funkcia V = V (S, t)? Odpoved’ na tito otdzku ndm
dava hlboky vysledok z teérie ndhodnych procesov —Itéova lema, ktora
bola uvedena v predoslej casti (lema 2.1). V naSom pripade premenna
S vyhovuje stochastickej rovnici (2.9), t. j. dS = pSdt + oSdw, a teda
w(S,t) = uS,0(S,t) = 0S. Na zaklade It6ovej lemy cena derivatu akcie,
teda funkcia V'(S, t) ndhodného procesu S, bude vyhovovat’ stochastic-
kej diferencialnej rovnici

ov 1 0*V

_[(oV 900 ov
dV_(at —l—,uSaS—i-ZUS aS?)dt—l—aSanw. (2.10)

2.2.2 Samofinancovana stratégia tvorby portfélia s nulo-
vym rastom investicii

V tomto kroku sa budeme zaoberat’ vytvaranim portfélia pozostavaju-
ceho z akcif jedného druhu, opcif na tieto akcie a bezrizikovych dlho-
pisov. Myslienka samofinancovanej stratégie tvorby portfélia spociva
v dynamickom predaji, resp. kipe jednotlivych zloZiek portfélia tak,
Ze na udrZanie jeho nulovej rizikovosti nie su potrebné Ziadne dal-
Sie investicie (tzv. podmienka nulovych investicii) a Ze ndkup, resp.
predaj niektorej zo zloZiek portfélia je kompenzovany predajom, resp.
ktapou inej zlozky portfélia (tzv. podmienka samofinancovanosti port-
folia). Tento spdsob odvodenia Black-Scholesovej rovnice nalezi Mer-
tonovi a jeho odlisnost” od odvodenia Blacka a Scholesa spociva prave
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v uvazovani samofinancujiceho sa portfélia s nulovym rastom inves-
ticif. Poznamenajme, Ze predpoklad o snahe dosiahnit’ bezrizikové
portfélio, je zdkladnym pilierom odvodenia Black-Scholesovej rovnice.
Tento predpoklad vychadza z predstavy o snahe investorov dosiahnut’
rizikovo neutrélne stratégie obchodovania s cennymi papiermi. Hoci
dnes uz vieme, Ze predpoklad o konstrukcii bezrizikového portfélia sa
dé z praktického hladiska spochybnit, napriek tomu ho budeme pos-
tulovat’ ako vychodisko pre odvodenie zakladného Black-Scholesovho
modelu. V kapitole 5 sa napokon budeme zaoberat’ aj modifikaciami za-
kladného Black-Scholesovho modelu, ktoré budt zohladtiovat’ okrem
iného realistickejsie predstavy o bezrizikovosti portfélia, o obmedzenej
likvidite trhu alebo o zahrnuti transakénych nakladov do modelu.

V nasledovnom kroku budeme vytvarat’ portfélio pozostavajtice
z uréitého mnoZstva akcii, opcii na tieto akcie a bezrizikovych dlhopisov.
UvaZovat’budeme o tzv. samofinancujiicom sa portféliu, t.j. o portféliu,
v ktorom sa nékup, resp. predaj jednej z uvedenych troch zloziek musi
uhradit’ predajom, resp. nakupom inej zlozky portfélia. Presnejsie, nech
v Case ¢ je portfolio zloZzené z Qg kusov akcif v cene S, Qv kusov opcif
v cene V a petiazného objemu B bezrizikovych dlhopisov nevyplacaji-
cich kupény. Ak si oznaéime Mg = SQs, My = VQy, tak predpoklad
nulovych investicii znamend, Ze musi platit’ Mg + My + B = 0, pre
vsetky casy t € [0,7], t.j.

SQs+VQy +B=0, (2.11)

pret € [0, T]. Mertonovu podmienku samofinancovanosti portfélia mo-
Zeme preto vyjadrit’ v tvare:

SdQs +VdQy +6B =0 (2.12)

pricom dQg, dQv, 0B oznalujui postupne zmeny poctov akcii, opcif
a zmenu objemu bezrizikovych dlhopisov drzanych v portféliu, ktoré
sa pouzili na samofinancovanie ndkupu, resp. predaja akcii a opcif. Pri-
pomerime, Ze pre bezrizikové dlhopisy nevyplacajice kupony plati jed-
noduché ocetiovacia rovnica B(t) = B(0)e™, kde r > 0 je spojita miera
drocenia dlhopisu. Této rovnica sa v diferencialnom tvare dé prepisat’
ako dB = rBdt. Zmena objemu dlhopisov by bola doteraz zavisla iba
na spojitom tiro¢eni istiny B(0). Ked'Ze vak dlhopisy dynamicky pouzi-
vame aj na samofinancovanie portfélia prostrednictvom ich kuapy, resp.
predaja v objeme 0B (vid' (2.12)), celkova zmena periazného objemu
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dlhopisov dB je potom dand vztahom
dB =rBdt+6B. (2.13)

Diferencovanim vztahu (2.11), ndsledne dosadenim (2.13) do (2.12) a vy-
jadrenim ceny B z rovnice (2.11) nakoniec dostaneme, Ze musi platit’

0 = d(SQs+VQy + B)
= SdQs+VdQy + 6B+ QsdS + QvdV + rBdt
= QgdS+ QvdV —r(SQs + VQv)dt,

a teda po vydeleni nenulovou hodnotou Qv poctu opcii v portféliu
napokon ziskavame

AV —rVdt — A(dS —rSdt) =0, kde A= —=<3 (2.14)

Pripomerime, Ze oba nahodné procesy, t. j. cena akcie S, ako i cena opcie
na akciu V, vyhovuju stochastickym diferencidlnym rovniciam

ds = uwSdt + oS dw,
v = (% +uS5% + 52208 ) dt + 0555 dw.

Dosadenim tychto vztahov pre diferencidly dS a dV, po tpravach
dostdvame
<8V ov 1 o*V

+'u58,9+205352 rV AuS+ArS>dt

oS

Cielom investora je teraz skombinovat’ svoje portfolio pozostavajtice
z akcii, opcif a dlhopisov tak, aby neutralizoval vystavenie svojho port-
folia riziku. Takéto spravanie sa investora sa oznacuje ako averzia in-
vestora k riziku. Zrejme jediny rizikovy ¢len vo vyssie uvedenej rovnici
je reprezentovany stochastickym ¢lenom dw Wienerovho ndhodného
procesu. Neutralizovanie vplyvu tohto stochastického, a tym padom
rizikového, ¢lena sa da vyberom pomeru A

_ov
98

+US(8V—A> dw=0.

A (2.15)
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Naslednym dosadenim takéhoto vyberu A do deterministického zvysku
rovnice, dostadvame vyslednt parcidlnu diferencialnu rovnicu

oV 1 4, 0%V ov _
(815 +205 aSz-ﬁ-rSaS rV) dt =0,

a teda
2

%‘; + 50252% + rSg—g —rV =0, (2.16)
ktord je znama ako Black-Scholesova rovnica na oceniovanie derivatov
akcii. Odvodenie tejto rovnice bolo prvykrat uvedené v praci Blacka
a Scholesa [8]. Velmi dobra referencia je aj novsi ¢lanok Dewynne a kol.
[15], kde sa citatel moze oboznamit’s rdznymi aspektami ocefiovania
nielen eurdpskeho typu opcii, ale aj americkych opcii.

Uved'me este jedno uZitoéné zovseobecnenie Black-Scholesovej rov-
nice pre pripad akcie, ktora spojite vyplaca dividendy s ro¢nou divi-
dendovou mierou D > 0. V tomto pripade drZzanim akcie v hodnote S
ziskame za ¢as dt dividendovy podiel DSdt. Vyplatenim dividend vsak
samotnd cena akcie klesd, ¢o sa prejavi na zniZenom trende ceny akcie.
Teda cena akcie bude vyhovovat’ stochastickej rovnici

dS =(u— D)Sdt+oSdw.

Na druhej strane, ziskanim dividend dostdvame nové prostriedky do
nasho samofinancujiceho sa portfélia v celkovom objeme DSQg dt za
¢as dt. Tato sumu by sme mohli ako dodato¢ny prijem priratat’ do
pravej strany rovnice pre zmenu objemu dlhopisov (2.13), t. j. dB =
rBdt + 0B + DSQs dt. Tento doplnok sa prejavi v modifikacii rovnice
(2.14), ktora nadobudne tvar

dV —rVdt — A(dS — (r — D)Sdt) =0.

Opakovanim d’alsieho postupu nakoniec prideme k modifikovanej rov-
nici (2.16) zahrriujtcej dividendovi mieru D

AV 1, RV v B
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