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Uvod

Ucebny text Diferencidlny a integralny pocet vznikol z potrieb zabezpecenia studijnej litera-
tary pre predmety Matematickd analyza a Diferencidlny a integralny pocet, ktoré sa vyucuju
v studijnom programe Ekonomicka a finan¢na matematika. Text vychadza a prebera mnohé
priklady predovsetkym z osvedcenych Studijnych textov akymi st skriptd Barnovskej a kol.
[2, 3, 8] ako aj zo zndmych zbierok prikladov Demidovica [10], Bermana [11], Kluvanka, Mi-
§ika a Sveca [5]. Cielom autorov bolo pripravit’stibornt zbierku, ktora by pokryla cely obsah
latky vyucovanej v tretom a Stvrtom semestri sttiidia Ekonomickej a finan¢nej matematiky:.

Ucebny text pozostava z Strnastich kapitol: Uvod, Linearne normované priestory, Topo-
logické vlastnosti linearnych normovanych priestorov, Spojitost’funkcii, Diferencovatelnost’
funkcii viac premennych, Vlastnosti diferencovatelnych funkcii, Extremalne vlastnosti fun-
kcif viac premennych, Funkcie zadané implicitnym vztahom, Viazané extrémy funkcie viac
premennych, Rozvoj funkcii do Fourierovho radu a aproximécie funkcii, Riemannov integ-
ral funkcie viac premennych, Metéda substiticie v integralnom pocte, Krivkové a plosné
integraly, Parametrické integraly. Posledna cast’ Vysledky obsahuje vysledky a ndvody k
podstatnej ¢asti uvadzanych prikladov.

Lubica Kossaczka, Martin Kollar a Daniel Sevéovié
Bratislava, september 2008.
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Délezité pojmy a tvrdenia

Definicia normy. Nech X je linedrny vektorovy priestor nad polom R (alebo C). Nech
.|l : X — Rje funkcia, ktoré spitia nasledujtce vlastnosti:

1. (nezdpornost, nedegerovanost)

Ve e X :||z]| > 0,[z|]| =0< z =0

2. (homogenita)
Vr € X,a € R (alebo C) : ||az| = |a]||z|;

3. (trojuholnikova nerovnost)

Va,y € Xl +yl <zl + llyll.

Definicia ekvivalentnych noriem. Nech X je LVPa ||.||4, ||-||s st dve normy na X. Hovorime,
Ze normy ||.||4 a ||.||», st ekvivalentné (piseme ||.||o ~ ||.|[5,), ak 3C' > 0 také, ze

1
Nzl < llzlly < Cllafla Vo € X.

Priklad 1. Nech X = R™. Pre 1 < p < oo oznaéme

N 1
lzll, = Q_ lzil?)»,
i=1

[#]lc = max |lz]| akp = oo.
=12,..n

Potom X je lineérny normovany priestor.

Priklad 2. Nech X = C([a, b)) je priestor spojitych funkcii. Polozme
[flloe = max |f(z)].
z€la,b]

Potm X s normou ||.||« je linearny normovany priestor.

Priklad 3. Nech X = C([a, b)) je priestor spojitych funkcii s normou

b 1
£ = ([ V)P,

Potom X je lineérny normovany priestor.
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RieSené priklady

Priklad 1. Nech [, je mnoZina vsetkych realnych ohrani¢enych postupnosti {z;}°,. Potom

[2floo = sup |zl

1=1,2,...

je zrejme norma na /.. Definujme intt normu pomocou vztahu:

1
2]l = SUP{E|$1 +zo 4+ x3... + 20|, n=1,2,...}

pre x € lo. Ukdzte, Ze ||z|| je norma, ale ||z|| a ||z||« nie st ekvivalentné.

Riesenie. Na to, aby ||.|| bola norma, treba ukazat’tri vlastnosti normy a aj to, ze pre € I
je funkcia ||.|| dobre definovana. Ak x € I, je lubovolné, potom existuje C' > 0 také Ze

Teda L 1 1
—(x1 + 22 + .y | < =(|z1| + |22| + ..|z0]) < —nC = C.
n n n

Tym padom existuje kone¢né ||z|| = sup,_; L|(z1 + 22 + ..z,)| < oco. Nezapornost,
nedegenerovanost’a homogenita trividlne vyplyvaja z definicie. Pre ilustraciu dokdzme
trojuholnikovi nerovnost’. Nech z,y € I st lubovolné. Kedze

1 1 1
ﬁ’(xl +xo+ xy)+ (1 Y2+ yn)| < E’(xl + o+ x| + E’(yl + Yo + ...yn)l,

tak potom, z trojuholnikovej nerovnosti pre absoltitnu hodnotu realnych ¢isel, plati aj

1 1 1
Stz tan) (i tyetogn)l S sup (@it zztza)+osup S f(yitye ey

n=12,... n=12,...

= [lzll + [lyl-

KedZe n bolo I'ubovoIné, plati ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-
Teraz sa zaoberajme ekvivalentnostou noriem ||.|| a ||.||. Nech z € I, [ubovolné. Teda
z = (21,22,...). KedZe |z;| < ||z]|loo, tak L[(z1 + @2 + .2p)| < 2[(|za] + |z2] + -|zn]) <
L nl|lz)lso = [|2] s a teda
ol < oo

Teraz ukdZeme sporom, Ze dané normy nie st ekvivalentné. Predpokladajme, Ze st ekviva-
lentné. Potom existuje C' > 0, také ze

Vo €loo t ||2]|eo < Cllz||. (1.1
Teraz vezmime postupnost’a,, € l,n = 1,2, .. takd, Ze
(an)i =0 ak i #n,(an); =1 ak i =n.

Zrejme

1
Vn e N: |ay| = — lan oo = 1.
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Dosadime za = = a,, do (1.1) a dostaneme: 1 < £. Ked'e n je lubovolné, dostavame spor.

Priklad 2. Funkciu f : (a,b) — R nazyvame funkciou s ohrani¢enou variaciou na (a, b) vtedy
a len vtedy, ked vyraz

V(f)= sup{z |f(ziz1) — f(xi)|:meN,a=21 <x2 < ... <Tp_1 < Ty < Tpy1 =b} €R.
i=1

Cislo V(f) nazyvame variaciou funkcie f na (a, b). Dokézte:
a) Kazdd monoténna funkcia f : (a,b) — R ma ohrani¢ent varidciu na (a,b) a plati
V() =110) = f(a)l.

b) Linearna kombinacia dvoch funkcii s ohrani¢enou variaciou na (a, b) je funkcia s ohra-
ni¢enou variaciou na (a, b).

c) Ak f : (a,b) — R ma ohrani¢ent varidciu na (a,b) a ¢ € (a,b), tak f je s ohrani¢enou
varidciou aj na (a, c).

d) Nech f : (a,b) — R je s ohrani¢enou varidciou na (a,b) a nech Vy(x) znamena 0, ak
r = a, a variaciu f na (a,z),ak x € (a,b). Potom V(z) je na (a, b) neklesajtica funkcia.
Funkcia V(x) — f(x) je na (a, b) tiez neklesajtica.

e) Funkcia f : (a,b) — R je funkciou s ohrani¢enou variaciou na (a,b) vtedy a len
vtedy ked'je rozdielom dvoch neklesajucich funkcii na (a, b).

f) Priestor V'({a, b)) vSetkych funkcii s ohrani¢enou varidciou na (a, b)je linearny priestor
nad R a funkcia

[ llo : V((a,0)) = R

definované ako
[ fllo = 1f(a)] +V(f),Vf € V({a,]))

je normana V' ((a, b)).

RieSenie.
a) Nech f : (a,b) — R je neklesajtica, potom

V(f) = SUP{Z |[f(iy1) — f(zi)]in € Nya=21 <22 < ... <Tpoy < Ty < Tpy1 = b}
i—1

= sup{Z(f(miH)—f(aci)) meNa=21 <3< ..<Tp_1 < Ty < Tpy1 =b} = f(b)—f(a) € R.
i=1

V pripade nerastticej f obdobne V(f) = f(a) — f(b).

b) Nech o € R, 5 € R, nech f,g : {(a,b) — R st funkcie s ohrani¢enou varidciou. Mame
ukézat, Zze aj af + Sg ma ohrani¢ent variaciu na (a, b). Nech

neNaoa=x1 <z < ... <xp_1 <xp < Tpy1 =0b.
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Pocitajme
n

> laf + Bg) (i) — (aof + Bg)(xi)]

< Jal: - 1F @isa) = S|+ 181 lowisn) = gla)] < [alV () + 18IV (9)

Preto

> l(oof + Bg)(wir1) — (eof + Bg)(x:)] < |V (f) + |BIV (9).
=1

Teda aj

sup{z |(af+B9)(xir1)—(af+8g)(z;)] :n € Nya=21 <z < ... < Tp—1 < Ty, < Tpy1 =)}
i=1

< la|V(f) + 161V (9)-

Preto funkcia af + g ma ohrani¢ent variaciu na (a, b).
¢) Nech
a=T1 <T2 < ..<Tp_1 <Tp <Tpy1 =C
Kedze
n

Y @ivr = f@)l} < Y1 @i — f@) + 1£(0) = ()] < V(f,a,0),
i=1

i=1

tak f je s ohrani¢enou varidciou aj na (a, c).
d) Nech z,y € (a,b). Nech x < y.Nech

neNa=2; <9< ... <Tp_1 < Ty < Tpt1 =2T.

Potom plati
S N @ipr = F@)l < @i — f@i)| + £ () = @) < V(£ a,p)
=1 =1

A teda aj

V(f,a,z) <V(f,ay).

Cize V;(x)je na (a, b) neklesajtica funkcia.
Dalej zase predpokladajme,ze z,y € (a,b). Nech = < y. Pre lubovolné delenie a = x1 <
Tg < ... <Tp_1 <y < Tpy1 =z plati

Z |f (i1 — flzi)] < Z | (@isr — F@i)| + |f (@) — fF)| + f(2) — f().

Potom

n

Z [f(@ipr = f@)] = f(2) < D1 f (@i = fla) + |f (@) = FO)l = fy) < Vi) = fv)

i=1
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Teda
Vi) = f(z) < Vi(y) — f(y).
Preto V¢(x) — f(x) je neklesajtica.
e) Nech f : (a,b) — R je funkcia s ohrani¢enou varidciou. Zrejme

f=Vi=(Vi =)

ana zéklade d) je f rozdiel dvoch neklesajtcich funkcii na (a, b).

Naopak, nech f : (a,b) — R je rozdiel dvoch neklesajtcich funkcii g;, g2 na (a,b), f =
g1 — g2. Teda podla a) g1 aj g2 su funkcie s ohrani¢enou variaciou. Pre lubovolné delenie
a=1x1 <23 <..<Tp_1<Tp<Tpy1 =bplati

S @)= f@)] <0 lgr(miv) —gr @)+ lg2(wiv1) —g2(x:)] < V(gr, a,0)+V (g2, a,b).
i=1 i=1 i=1
Preto aj f je funkcia s ohrani¢enou varidciou.

f) Zrejme Vf € V({(a,b)) : || fllv > 0. Ak f € V({a,b)) :je také, ze || ||, = 0, tak potom

Vo € (a,b) : |f(a)| + |f(z) = fla)] <

n
|f(a)] —i—sup{z |f(zig1 — f(xi)| :neN,a=x1 <22 < ... <Tp_1 < Tp < Tpy1 = b} =0.
i=1

Potom f(a) = 0 aj f(z) = f(a) = 0 ateda f = 0. Overenie dalsich dvoch vlastnosti je uz
trividlne.

Priklady na samostatné rieSenie

1.1 Dokézte, Ze ||(z1, 72)T || = max{|z; + x2|,|221 — 22|} je normou na R2.

1.2 Dokazte, Ze ||(x1, 22)7 || = max{|xa], |z1 + %], |z — %\}je normou na R2.

1.3 Nech ay,...,ax > 0 st dané. Dokézte, Ze ||(z1,..2n)T || = a1]z1] + ...an|zn| je normou
na RV,

1.4 Nech a > 0je dané. Dokazte, ze

[f]l = max [e”* f(z)|

z€[0,1]

je normou na C([0, 1]).
1.5 Dokazte, ze
111 = 1O+ max /(@)
je normou na C([0, 1]).
1.6 Nech (X,|.|[1)a(Y,].|l2) st linedrne normované priestory. Na kartezidnskom sticine

X x Y definujeme funkciu ||.|| tak, Zze pre (z,y) € X x Y polozime:

1z )l = [zl + llyll2-



14 M. Kolldgr, I. Kossaczkd, D. Sevéovi¢

Dokazte, Ze ||.|| je normou na priestore X x Y.

1.7 Nech (X, ||.||) je LNP a nech z1, z2, ...z, € X. Dokézte, Ze

21 + ozl < [l + ol

1.8 Nech (X, ||.||) je LNP anech a,b, c,d € X. Dokézte, ze
lla = bl = lle = dll| < lla = cl[ + [Ib - dl|.

1.9 DokéZte, Ze pre kazdé o > 0 je norma

[f]l = max [e”* f(z)|

z€[0,1]

na C([0, 1]) ekvivalentna s maximovou normou

[flloo = max | f(z)].

z€[0,1]

1.10 Dokézte, Ze norma

£l =1£(0)] + max [z ()

na C([0,1]) nie je ekvivalentna s maximovou normou.

1.11 V prikladoch a), b), c) nakreslite v R? gul'u so stredom v bode (0,0)” a polomerom 1,
ak na R? uvaZzujeme normu

a) ||(z1,22)"[| = 2|z1| + 5|zz|

b) [I(z1,22)" || = max{|as + a2, |21 — a2}

T T2 i)
c 1,2 = maxq|r2|,|r1 + —=|, |1 — —F—=
) (1, z2)" | {2l |21 + =2l |21 \/gl}

1.12 Uvazujme priestor C([0, 1]) s normou

1
1l = /0 F(@)|dz

a funkcie
g(x) =z, z €10,1],

fn =2+ %sin(%’n:ﬂ), x €[0,1],
kde m,n € N. Nech € > 0 je dané. Pre aké hodnoty parametrov m, n plati
fmm € Be(9)?
1.13 Uvazujme priestor C([0, 1]) s normou

[flloo = max | f(z)].

€[0,1]
Nech a,b € R st pevne zvolené, definujme funkciu

g(z) =ax+b, ze€l0,1].
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Pre parametre ¢, d € R definujme funkciu

fed(z) =cx+d,x €0,1].
Nech € > 0 je dané, zistite, pre aké c, d plati

fc,d € Be(g)

1.14 Nech aq,as,...a, > 0 st dané kladné ¢isla. Na priestore X = R" definujeme funkciu

-8

i=1
Ukézte, Ze je to norma. Ako vyzeraja gule v (R?, ||.||) a (R3,||.||) ?

€T

Q;

1.15 Ukazte, Ze norma v predoslom priklade je ekvivalentné s ||.||, v R"

1.16 Overte Minkowského nerovnost’pre p = 1. Teda treba dokazat’
n n n
S iyl < lwl > il
i=1 i=1 i=1
1.17 Overte Holderovu nerovnost’v kritickom pripade p = 1.

n n
Z 1€imi] < Moo Z il
i=1 i—1

Pritom

Mloo = max [n;]
i=1,..n
1.18 Nech 1 < p < oo Ukézte, ze

1
3¢ >0: EHxHOO <|lz|lp, £ C||z||ocVz € R"

1.19 Nech

1
1 <p,g <00 Potom 30 >0: Flzllg < llzfl, < Clizlly Yo € R"

1.20 Pre funkcie f,g € C([a,b]) a 1 < p,q < © % + é = 1 ukazte

[ ([ vor)’ ([ o)
p21 |l = (/ab\f(x)\pdmf

je norma na priestore C'([a,b]). Da sa v tomto priklade ukazat’ analégia nerovnosti s pri-
kladmi 1.18 a 1.19?

1.21 Ukéazte, Ze pre
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Névod: Nech f € C([a,b]). Potom ( fab |f (x)\pdm)% mozeme pocitat’ako limitu integral-
nych sactov, kde norma delenia

max Aux;
i=1,2,..n

konverguje k 0, t.j.

Tim (3 (1f:l(Az) 7))

i=1

1 1
Teraz pouzijeme Minkowského nerovnost'pre f =: |fi|Aza g =: |g;|Ax/):
n 1 n 1 n 1
QU+ gy < Q1M+ lgi Py
i=1 i=1 i=1

a limitnym prechodom dostaneme trojuholnikovii nerovnost’. S prikladom 1.18 analégia ne-
existuje, lebo v priestore C([a, b]) neplati ekvivalentnost'normy ||.||, a normy ||.||«. Uvazujte
postupnost’funkcii f,, definovanych na [0, 1] nasledovne:

falz) = 1—nxprex < %
1
fo(z) = Oprex > -

Teraz ukazte, Ze hoci || f,|lc = 1, tak || fy|l, — 0. A teda ||.||o nie je ekvivalentna s |.||, na
priestore funkcii C(]0, 1]).

Rovnako, pre p > ¢ neexistuje konstanta C taka, ze Vf € C([0, 1]) platilo

b 5 b a
([lr) =e([ )"
a a
Mozeme pouzit’ ta istd postupnost’ f,,(z) ako vyssie, a pri presnom zratani ||.||, a |||,

dostaneme, Ze taka konstanta neexistuje.

1.22 Existuje norma ||.|| na X = R, ktor4 by nebola ekvivalentné s ||.||,, p = 2?



Kapitola 2

Topologické vlastnosti LNP

Otvorené a uzavreté mnoZiny v linedrnom normovanom priestore
Hranica mnoZiny
Konwvergencia postupnosti v LNP

Kompaktné mnoziny, kritérida kompaktnosti mnoZin v R", Heine-Borelova
veta

Uplné normované priestory, Banachov a Hilbertov priestor
Kontraktivne zobrazenia a Banachova veta o existencii pevného bodu
Aplikdcie Banachovej vety o pevnom bode

Stivislé mnoZiny

Konvexné mnoZiny v LNP

17
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Délezité pojmy a tvrdenia

Definicia okolia. Nech (X, ||.||) je LNP, 2 € X.Pod okolim B, (z) rozumieme gul'u so stredom
x a polomerom r > 0,
By(z) ={y € X, [z —y| <r}.

Definicia otvorenej mnoziny. Nech (X, ||.||) je LNP. Mnozina O C X sa nazyva otvorena,
ak
Ve € O3r > 0: By(x) C O.

Definicia topolégie. Nech X je mnozina a ® systém jej podmnozin. Nech st splnené:
1. Xed,0ed.
2. AKA,Be® takpotomANBe®

3. Ak A je mnozina indexov a Ay € ® pre kazdé A € A, tak potom |J A) € ®.
AEA

Potom mnoZina X so systémom otvorenych mnoZin ® sa nazyva topologicky priestor.

Priklad topologického priestoru Nech X je LNP a @ systém otvorenych mnoZin. Potom X
a ® tvoria topologicky priestor.

Tvrdenie. Nech X je LVP. Nech ||.||4, ||.||» st dve ekvivalentné normy na X. Potom O C X je
otvorena v (X, ||.||s) < je otvorendv (X, |.||»). Teda topoldgie (systémy otvorenych mnozin)
odvodené od ekvivalentnych noriem sa zhoduju.

Definicia uzavretosti. Mnozina U C X, kde (X, |.||) je LNP sa nazyva uzavretd, ak jej
doplnok O = X — U je otvorend v (X, ||.||).

Definicia hranice mnozin v LNP. Nech Q@ C X. Bod z € X sa nazyva hrani¢ny bod
mnoziny Q ak Vr > 0B,(z)NQ #0 a Vr >0 B.(z)N (X —Q) # 0. Hranica 02 mnoziny
je mnoZina vsetkych hrani¢nych bodov mnoziny €.

Definicia konvergencie. Nech (X, ||.||) je LNP. Nech 2" C X je postupnost. Hovorime, Ze
z" konverguje k z € X. PiSeme

z = lim 2"
n—oo

ak

lim [|z" —z|| = 0.
n— o0

Tvrdenie. Nech (X, |.||) jeLNPa ||.||4, |- ||» st dve ekvivalentné normy na X . Potom postup-
nost’z" C X
" =z v (X ) =

2" =z v (X, ].|p)-
Tvrdenie. Nech R" je n rozmerny priestor. Potom st vSetky jeho normy ekvivalentné.
Kritérium konvergencie v (R", ||.||,)

e = v (R ]p)

préave ak
Vi=1,2,.n:x! = x;
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pre n — oo. Konvergencia v (R”, ||.||,) teda znamena konvergenciu po stradniciach.

Kritérium uzavretosti mnoziny. Nech (X, |.||) je LNP, A C X. Potom A je uzavretd <
Va™ C A, ktora konverguje, t.j. 3z = lim,, o, 2", tak z € A.

Kritérium hranice. Nech (X, ||.||) je LNP, A C X. Potom

r€0A=T"c A" w2 a T €A T > 2

Definicia uzaveru. Nech (X, ||.|) je LNP, A C X. Uzaver mnoziny A je mnozina A = AUJA.
Kritérium uzaveru. Nech (X, ||.||) je LNP, A C X. Plati:

A={reX,3 2" c Aja" — x}.

Definicia hustej mnoZiny. Nech (X, |.||) je LNP, A C X. PodmnoZzinu H C A nazyvame
husta podmnoZina v A ak H = A. Podmnozinu H hustt v celom X nazyvame jednoducho
husta mnoZina.

Definicia Cauchyho postupnosti. Postupnost’ {z"} C X, kde (X, |.||) je LNP, sa nazyva
Cauchyho, ak
Ve >0 Jng Vn>ng Vp e N: [|2"P — 2"|| <.

Definicia aplného Banachovho priestoru. LNP (X, ||.||) sa nazyva tplny priestor (Banachov
priestor), ak kazda Cauchyho postupnost’'ma limitu v X.

Kompaktné mnoziny v LNP

Definicia kompaktnej mnoziny Nech (X, |.|[) je LNP, K C X. Mnozinu K nazyvame
kompaktnou, ak z kazdého otvoreného pokrytia vieme vybrat’kone¢né podpokrytie.

Definicia sekvencidlne kompaktnej mnoziny Nech (X, |.||) je LNP, K C X. Mnozinu
K nazyvame sekvencialne kompaktnou, ak z kazdej postupnosti {z"} C K vieme vybrat’
konvergentnii podpostupnost’{z"*} : " — x € [a, b].

Poznamka: V metrickych a teda aj v LNP je mnoZina kompaktna prave ked je sekvencialne
kompaktna.

Tvrdenie — Heine Borelova veta Nech X = (R",||.|[;),1 < p < co. Mnozina K C X je
kompaktna < je uzavretd a ohranicena.

Poznamka Heine Borelova veta hovori viac: Ak (X, |.||) je LNP s tou vlastnostou: Kazda
ohranicend a uzavretd mnoZina je kompaktna, tak X je kone¢norozmerny:.

RieSené priklady
Priklad 1. Nech X = C!(—1,1) je priestor spojitych a spojite diferencovatelnych funkcii na
intervale (—1,1). Definujme

[flloc = max [f(z)].

ze(—1,1)

Potom (X, ||.||s) je LNP, ktory nie je aplny.
RieSenie. Zoberme priestor C'(—1, 1) priestor spojitych funkcii s maximovou normou

[flloo = max [ f(x)].

ze(—1,1)
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Tento priestor je iplny a teda Banachov priestor. Ak f,g € C'(—1,1), tak a.f + b.g €
C1(—1,1), lebo linedrna kombindcia spojite diferencovatelnych funkcii je zase spojite dife-
rencovatelna funkcia. A teda C'(—1,1) s normou || f || je LNP.

Na dokaz, Ze to nie je tplny priestor, zvolme postupnost’ f,,(z) = /22 + # Ukazeme,
ze fn(x) — |z| bodovo Va € (—1,1) a dokonca aj rovnomerne na (—1, 1). Plati

2 1
[, 1 1 Ve tatlel 1
x2+ﬁ—!w\=H x2+ﬁ—\x’H- - =3 - <
\/ 22+ o+ || \/ 22+ 5+ |
Teda f,(z) konverguje v C'(—1,1) s normou ||.|« k funkcii |z|. Ale funkcia |z| nie je z
priestoru C'!'(—1,1), a teda tento priestor nie je Gplny.

S

Priklad 2. Nech X = C%(a,b) je priestor spojitych a spojite diferencovatelnych funkcii na
(a,b). Definujme

I£1h = max |£@)] + max |F/(@).

Potom (X, ||.|[1) je LNP, ktory je tplny.

7

Riesenie. Z predoglého prikladu vieme, e C'(a, b) je LNP. Co to znamen4, Ze postupnost
fn = fv(CYa,b),|.|l1)? Znamena to, Ze f, = f (rovnomerna konvergencia f,, k f) a aj
f! = f' (rovnomerné konvergencia f/, k f'.) Dalej vieme, Ze (C'{a, ), ||. ||« ) je GpIny Banachov
priestor.

Zoberme f,, lubovolnu postupnost, ktora je Cauchyho v ||.||;. Teda f,, je Cauchyho aj v
(C{a,b), ||.lls) @j f1, je Cauchyho v (C{a,b),|.||oc)- Z Gplnosti (C(a,b), ||.||)) dostaneme, Ze
existuje g € C(a,b), f € C(a,b) taka, ze plati

m=f =g

na (a, b). Zostava ukézat, ze ¢’ = f na (a, b).
Najprv ukazeme, Ze plati

fn(x +h) — fu(z)
h
Pouzijeme Lagrangeovu vetu o strednej hodnote. Zrejme existuje 0y, |0,| < ho také, ze plati

|fn(ac +h) — fu(zx)
h

VzVe>03ng3hg >0:Yn>ng a h,|h| <hy: | —g(x) <e (2.0)

—9(@)| = [ fu(a+0n) =g (@)| <[ f5(2+00) = Frny (@+O0) [+ frg (240n) = 1, ()]
+fno (@) = 9(@)| < 1 fr = Frolloo + 1fng = 9lloo + fg (x + ) = fry ()]

Z predpokladu, Ze f], = g plynie existencia ng takého, Ze

V> no | = fagllee < €1 = glloo <€

Z rovnomernej spojitosti funkcie f; dostame, Ze existuje ho také, Ze pre h < hg je |f}, (x +
On) — frno ()| < . Tym padom sme ukazali (2.1).
Zvolme e > 0, h < hg Iubovolné ale pevné a vo vztahu (2.1) uvazujme limitu pre n — oo.

Dostavame:
fl@+h) - f(=)
h

VaVe > 03ho,Vh, |h| < ho: | —g()| <e

To ale znamen4, Ze /' = g.

Priklad 3. Pre nasledujtice podmnoziny A C R? uréte mnoziny Int(A),0A a A.
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a) A:{(%,l):m,nGZ}

n

b) A=NxQ

RieSenie.

a) Lahko vidime, ze Int(A) = 0, lebo v kazdom okoli (i, 1), m,n € Z sa nachadza aj
(i1,12), kde i1, i2 st iracionélne.

Pretoze Vx € A,Vn € N3y € B(xz, %), y € AY plati A C 9A. (B(x, %) oznacuje otvorent
gul'u so stredom z a polomerom 2)

Nech z € 9A N A€. Musi teda existovat’postupnost’z,, € A,Ze x,, — =. Vidime, Ze bod x

moze byt'len typu (£,0), (0, 2),n € Nalebo (0,0). Teda
1 1
BA:AU{<E,O> ,nE N}U{(O,E),n e N}uU{(0,0)}

aA=A|JoA=0A.

b) Podobne ako v priklade a) vidime, ze Int(A) = 0, A C JA. Opét’sa pytajme na body
(a,b), pre ktoré 3(n,q,) — (a,b),q, € Q,(a,b) € A®. Zrejme st to body (n,i),n € N, a i je
iracionalne. Teda

0A={(n,r),neN,reR}, A=A|]JoA=0A.

O

O
20 O
17.5
15¢ ..
12.5
10} ...
7.5

25 -1

-1-050 05 1 15 2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Priklad 5. ¢) Priklad 5. d)

Obr. 2.1: Znazornenie mnoZin A z prikladov 5 ¢) a d)

c) Zrejme Int(A) = A (pozri Obr. 2.1 vlavo). Z definicie hranice mnoziny A vyplyva
Int(A)OA = 0, teda aj A 0A = 0. Cize A C AC.
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Ako je mozné vidiet’z Obr. 2.1
0A ={(z,0),2 € (0,1)} U{(0,y),y € (0,00)} UBUC,
kde

B:QI{(%,Z/%?/ = <n—1,n>}, ng{<x’”>’$ < <n—1i—1’%>}

d) Opéat’z Obr. 2.1 (vpravo) vidime, Ze

Int(A) = U IntA, = U {(x,y), \/(x— %)2—1—(y—n)2 < %}

DA = fj 0A, | Jo(Ar | A2).

n>3

n

Pritom pre n > 3 dostdvame 0A4,, = {(z,y), \/(:U — 2y -n2=11a

(A JA2) == {@y) V@ -12+@-1)?2=1, \/(90——)2+(y—2)22

Priklad 4. Rozhodnite, ¢ nasledujice podmnoziny M C R3 s Euklidovskou normou st
otvorené, uzavreté, ohranic¢ené a ¢i maji hromadné body.

) M=RxQxZ
b) M=RxQxQ

Q) M=Rx(0,1) x (0,1)
d) M =N x (0,1) x {0}

RieSenie. Najprv si vSimneme, Ze vo vsetkych pripadoch je M neohrani¢end mnoZina.

a) M nie je otvorena, IntM = (). M nie je uzavreta, lebo nech napriklad ¢, — v/2, ¢, € Q,
(1,qn,1) — (1,4/2,1), ale (1,+/2,1) nepatri do M.

Aka je mnozina hromadnych bodov? Vieme, Ze x je hromadny bod mnoziny M, ak
existuje postupnost’ (z,,)5> tak, ze z, € M,z, # z,z, — x. Teda mnozina hromadnych
bodov mnoziny M jeR x R x Z.

b) Uvahami podobnymi ako v priklade a) dostaneme, Ze M nie je otvorend, uzavreta a
mnoZina hromadnych bodov je R x R x R.

c) M je otvorend, lebo je to kartézsky sti¢in troch otvorenych mnozin v R.

Mnozina M nie je uzavrets, lebo napriklad (0,0, 0) = lim, (0, 1, 1). MnoZina hromad-
nych bodov je R x (0,1) x (0,1).

d) M zrejme nie je otvorend a je uzavreta. Pretoze, ak (my,, z,,0) — (a,b,c), kde m,, € N,
tak c = 0,a € N,b € (0, 1). Mnozina hromadnych bodov mnoziny M je N x (0,1) x {0}.

')
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Priklady na samostatné rieSenie

2.1 Zistite, ktoré z nasledujicich podmnozin (R?, |.||) st otvorené, uzavreté, obojaké (t. j.
stcasne otvorené aj uzavreté), ani otvorené ani uzavreté.

1. Alz{(ﬁﬂl,Cﬂg)Tt |$1| §3, |$2|§2}
2. Ay = {($1,$2)T : (561,562) = (%, %)T, kde m,n < N}
3. A3 = {(Cﬂl,xg)T : sign(xle) == 1}

2.2 Zistite, ktoré z nasledujtcich podmnozin (R3,||.||) st otvorené, uzavreté, obojaké (t. j.
sticasne otvorené aj uzavreté), ani otvorené ani uzavreté.

1. By = {(xl,xz,wg)T : 1‘% —l—.%'% = 1}

2. By = {(w1,22,23)" 1 w1 + 3+ 13 < 1, 21,29, 33 >0}

2.3 Zistite, ktoré z nasledujicich podmnoZzin (RY, ||.||) st otvorené, uzavreté, obojaké (t. j.
sticasne otvorené aj uzavreté), ani otvorené ani uzavreté.

1. Mnozina tych bodov, ktoré majt aspon jednu stiradnicu nulovd.

2. Mnozina tych bodov, ktoré maji prave jednu sdradnicu nulov.

2.4 Rozhodnite o otvorenosti, resp. uzavretosti mnoziny A = {f € C([0,1]) : f(0) =1}
1. v priestore (C([0,1]), [|-]|oc ),

2. v priestore (C([0,1]), ||-]|1)-

2.5 Najdite vnitro, hranicu a uzaver mnozin v (R?, ||.|)):
1. A = {(ml,xg)T cx1+ a9 < 1,29 > 0}

2. Ay = {(x1,22)" s af + a3 = 1,20 > 0}

3. A3 = {($1,$2)T : (561,562) = (%, %)T, kde m,n < N}

2.6 Uvazujme priestor (C([0,1]), ||.||s) a jeho podmnozinu
A={fec(o,1]): £(0) = f(1)}
1. Dokézte, Ze Ziadny jej bod nie je vnutorny.
2. Najdite vsetky jej hrani¢né body.

3. Coje uzaver tejto mnoziny?
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2.7 Nech (X, |.]]) je LNP a nech A je jeho podmnozina. DokaZzte, ze A je uzavreta prave

vtedy, ked A = A.

2.8 Nech (X, ||.||) je LNP a nech A je jeho podmnozina. Dokéazte, Ze hranica mnoziny A sa
zhoduje s hranicou mnoZziny A°.

2.9 Nech X =R" ||| = ||.|}2; kde ||z||2 = v/2? + ...22. Opiste hranicu polyedrickej mnoziny,
Q= {z eR" Az < b},

kde A - matica typum x n, b € R stt dané. Symbolom a < b rozumieme, Ze plati a; < b; pre

kazdy indexi =1, ..., n.

2.10 Ukéazte, Ze lubovolny prienik uzavretych mnoZin je uzavreta mnoZina a Ze kone¢né
zjednotenie uzavretych mnozin je uzavretd. Néjdite priklad nekone¢ného systému uzavre-
tych mnozin, ktorych zjednotenie nie je uzavreté.

Néavod:
> 1 1
n=3

2.11 Zistite, & nasledovné postupnosti konverguja v (R?, ||.||2):

1 1
n o __ - - \T
T - (n’nz)
1
n o __ . \T
" = (smn,n)
1 1
" = (nsin—, )r
n n+1

2.12 V priestore X = (C([a,b]),|.||oc), kde [a,b] = [0,1] zistite, ¢i nasledovné postupnosti
funkcii konverguju.

b) fu(x) = exp(—nz)

2.13 Nech X = (R?,]|.|l2). Nech postupnost’ 2" je definovana rekurentne nasledovnym
predpisom:
z! = (1,2)T, ey = Ax™ 40,

0.1 0.3

kde A = ( 0.2 0.2

)a b= (3,4)T. Zistite, ¢i 2™ konverguje a najdite jej limitu.
2.14 Ukazte, ze priestor C([a, b]) s normou ||.||« je Gplny. Pritom

1flloe = Jnax (@)

2.15 Ukazte, ze priestor C([a, b]) s normou ||.||; nie je Gplny. Pritom

b
£ = [ 15w
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Navod: Zvolte si

1
falz) = Oakz 6[0,1—E],
fulw) = naz+(1—n)akx€[1—%,1],
falz) = lakz €]1,2],

Ukézte, Ze f, je Cauchyovska a teda, ak by bol priestor C([0, 2]) s normou ||.||; Gplny, muselo
by existovat’

F€C(0,2]), afr,— f.
Ukézte, ze potom f =0na[0,1]a f =1na [1,2], o je spor so spojitostou.

2.16 Zistite, ¢i nasledujice postupnosti v (R?, ||.||) konverguja. Ak 4no, vypocitajte limitu.

1. 2" = (#,(—1)”n>T
2.y = (¥/m, V2n)"
3= (4 2y 58)"

2.17 Dokazte, ze postupnost’funkcii z C([0, 7])

f(z) =sin"z, x€][0,n]

nemad limitu v priestore (C([0, 7)), ||-|/o0)-

2.18 Njjdite limitu postupnosti

() =fe + 25, w1

Dy

2.19 Zistite, &i postupnost’funkcii f"(z) =e™ 2

v priestore (C([—1,1]),|-]|oc)-
, x € [0,1], konverguje

e v priestore (C([0,1]), [|-|loc),
e v priestore (C([0, 1]), [|-|l1)-

V tych pripadoch, ked konverguje, ngjdite limitu.

2.20 Uvazujme nasledovnu postupnost’funkcii z C(]0, 1]):

1. Dokézte, Ze tato postupnost’bodovo konverguje k identicky nulovej funkcii.
(Navod: Ak = > nio, tak f"(xz) = 0 pre n > ng)

2. Dokazte, ze nekonverguje v priestore (C([0,1]), ||.||)-

3. Dokazte, ze nekonverguje ani v priestore (C([0, 1]), ||.||1)-
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2.21 Nech (X, |.||) je LNP anech {z"},{y"} st postupnosti v X také, ze

lim z" =2, lim y" =y.
n—oo n—o0

DokéZzte, ze potom
lim [lz" —y"| = [lz — y].
n—oo

(Navod: Pouzite nerovnost’
lla = bl = lle = dll| < lla —cl[ + [[b—d]
priklad (1.8) )

2.22 Nech (X, |.|») je LNP, X = R¥. Ukézte, ze mnoziny

01 = {1‘ S RN,ZG,Z%'Z‘ > 0}

Oy ={zeRY z; >0, prei=1,2,..N}
st otvorené v (R ||.|,,).

2.23 Nech (X, |.||) je LNP. Dokazte, ze B,(z) = {y € X, |ly — z|| < r} je uzavreta v (X, ||.||).
Kompaktné mnoziny

2.24 Ktoré z nasledujicich mnoZzin st kompaktné v (R3, ||.)) ?
1. A1 = {(wl,xg,xg)T cx+ a3 = 1}
2. Ay = {(561,562,563)T cx1 + 2x9 + 323 < 1, 1,19, T3 > 0}

3. A3 = {(wl,xg,xg)T:x1+x2+x3: 1, 1‘%4—.%’%—1—%’% SQ}

2.25 Dokézte, ze mnozina
{f e c(o,1]) : £(0) = 0}
nie je kompaktna v priestore (C([0,1]), ||.||c0)-

2.26 Dokazte, ze mnoZina
{f €C([0,1]) : f(z) > 0 pre vSetky = € [0, 1]}

nie je kompaktna v priestore (C([0,1]), ||.||c0)-

2.27 Nech (X, |.|[) je LNP a nech Aj,..., Ay st kompaktné podmnoziny X. Dokazte, ze
potom aj ich zjednotenie je kompaktnd mnoZina. DokéZte, Ze zjednotenie nekonec¢ného
poctu kompaktnych mnozin nemusi byt'’kompaktna mnozina.

2.28 Dokaézte, Ze v lubovolnom LNP ak je mnozina kompaktn4, tak je uzavreta a ohrani¢ena.

2.29 Ukazte, ze v (R", ||.||,) je jednotkové sféra S = {x € R", ||z||,=1 = 1} kompaktna.
Naéavod: stadi ukazat’ uzavretost’a ohrani¢enost’.
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2.30 Ukazte, ze v (R",|.|,) je simplex

N
M={zeRN;z;>0i= 1,2,...N,Zaixi < b},
i=1
kde a;, b; > 0 stt dané konstanty, kompaktnad mnoZzina.
2.31 Ukazte, Ze Heine-Borelova veta neplati vo vSeobecnosti v pripade nekone¢ne rozmer-

ného LNP. Ako priklad uvaZzujte
Coo[0,1](= C[0,1] 5 | floo = max |f(s)]
s€[0,1]
amnozinu K = {f € X;0 < f(z) < 1;Vz € [0,1]}.

Néavod: UkéZete, Ze mnoZina K je uzavreta a ohranicena, ale nie je kompaktna. Zvolte
postupnost’ " € C|0, 1]tak, Ze

1
fa(z) = lprex > -
1
fn(CC) = 0 prex < n——l—l
1
fn(CC) = ’I’L(’I’L + ].)CE —n pre T € [’I’L——|—]_’ E]

Dasaukazat, ze | f,,— fm|co = 1akn # matedasaneda vybrat’konvergentna podpostupnost’
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Niektoré aplikacie ziskanych poznatkov

Leontievov vstupno-vystupny model

e Uloha: V ekonomike sa nachadza N producentov rdznych statkov. Medzi jednotli-

vymi producentmi existuji dodéavatel'sko - odberatel'ské vztahy. Ak ich vyjadrime v
1 Eurovom vyjadrenti tak, j-ty vyrobca potrebuje na vyrobu 1 Euro svojho vyrobku j
od dodévatela i celkovo a;; Euro jeho vyrobku. To znamena, ze vzdy plati a;; >. Z
doévodu ekonomickej efektivnosti musi zéroven platit’ ZZ]\LI a;; < 1, pretoze inak by
j-ty vyrobca na vyrobu 1 Euro svojho vyrobku spotreboval viac Euro na vstupe. Kedze
vyroba musi byt’ ekonomicky efektivna pre kazdého vyrobcu musi platit’ podmienka
ekonomickej efektivity vijroby

N

f:= max a;; < 1.
j=1,...,N 4 )
1=

Uloha: Nasou tlohou je néjst’ekonomicky vyvazenu produkciu, t. j. vektor produkcie
(1,22, ..., x N)T, kde z; je pocet kusov vyrobkov i-teho vyrobcu.

Bilancia poziadaviek na vyrobky. Prvy vyrobca planuje vyrabat’z; kusov svojho vy-
robku v jednotkovej cene 1 Euro. Druhy vyrobca poZaduje ajz2x2 Euro dodavky vy-
robku ¢ = 1 na vyrobu z3 kusov vyrobku j = 2. To znamena, Ze celkova poZiadavka
na vyrobky prvého vyrobcu ¢ = 1 bude Zjvzl a;jr; + d;, kde d; je celkova poZiadavka
na vyrobok i = 1 od spotrebitelov v ekonomike reprezentovanymi domacnostami. To
znamena, Ze musi platit’ekonomickd rovnovaha pre ponuku a celkovy dopyt

N
T = Zaz’ﬂj +d;
J=1

7

pre kazdé i = 1,..., N. V maticovom tvare potom tato rovnovahu mozeme vyjadrit
ako
x=Ax+d

kde hl'adany je vektor produkcie = = (1,72, ...,zy)’ € RY, pricom produkéna matica
A = (aij); j—. . ako aj vektor spotreby domacnosti d = (d1,dg,...;dN)T € RY sa
povazuje za znamy.

Hoci sa rieSenie z* da najst’ vyrieSenim stistavy rovnic (I — A)r = d a teda z* = (I —

A)~1d, tak je zaujimavé, Ze toto rieSenie mdZeme ziskat’aj ako limitu v RN rekurentne
definovanej postupnosti {z"}, kde

2" = f(z™), f(x) := Az + d.

Ekonomick4 interpretacia tejto postupnostije pritom zrejma: 2" € RY je stav produkcie
v &ase n. V &ase n + 1 sa ponuka produkcie 2! € R"*! prisposobi dopytu z &asu n.

Funkcia f : RY — RY zrejme zobrazuje mnozinu nezédpornych vektorov M = {z €
RN, Vi : z; > 0} do seba. To je dosledkom nezapornosti dopytového vektora d a
koeficientov a;; > 0.
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Obr. 2.2: Priebeh postupnosti jednotlivych vyrob z7, 25, 2% ako funkcia ¢asu n

o Kontraktivnost: Ako samostatné cvicenie ukazte, Ze toto zobrazenie f je Kontraktivne
na mnozine M tplného LNP (RY |.|;), t. j. jeho norma je definovana ako |z|; =
SN | |#;]. Ukazte zaroven, e konstanta kontraktivnosti je prave hodnota 6, ktora je
mensia ako 1 prave vdaka podmienke ekonomickej efektivnosti vyroby.

e Na obrazku 2.2 je znazorneny priebeh postupnosti jednotlivych vyrob z7, x5, 2% v
pripade, Ze

0 07 01 100
A=105 0 0.7 d= 1200
03 02 0 300

Vidime, Ze postupnost’konverguje k hodnote vektoru

1260.1
x* = | 1517.
981.4

pricom konvergencia ma osilatoricky charakter, ktory je podobny oscilatorickému hla-
daniu trhovej hodnoty produkcie, ktortt moézeme pozorovat’aj na redlnych trhovych
pripadoch.
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Spojitost’ funkcii v LNP

Limity funkcit, definicia spojitosti funkcie v LNP

Extremdlne vlastnosti spojitiych funkcii na kompaktnijch a siivislijch podmno-
Zindch

Vztah nasobnyjch limit a limity funkcie viac premenniyjch

Grafické znizortiovanie priebehu funkcie viac premennych
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Délezité pojmy a tvrdenia

Banachova veta o pevnom bode. Nech (X, ||.||) je tplny LNP(t. j. Banachov), nech M ¢ X
je uzavreta. Nech f : M — M je kontraktivna, t.j. 30, 0 < ¢ < 1 ( konstanta kontrakcie):

Va,y e M :[[f(x) = fy)ll < 0llz —yll.

Potom pre I'ubovolné startovacie ° € M postupnost’ {z"} definovana z"™! = f(z") je

konvergentna, 2" — x* € M, kde z* je pevny bod {, t.j. 2* = f(z*). Naviac

n
[J" —a"|| <

0
<79 |

||ac1 —

a z* je jediny pevny bod f na M.
Definicia hromadného bodu. Bod 7 sa nazyva hromadny bod defini¢ného oboru D(f), ak
v kazdom okoli bodu Z sa nachadza aspon 1 bod z D(f) rézny od 7.

Definicia limity. Nech 7 je hromadny bod D(f), kde f je funkcia f : X — Y, aX, Y sa LNP.

Hovorime, Ze ¢ je limita f(x) pre z — T (piSeme

¢ = lim f(x)

T—T

ak
Ve > 036 >0Vz € D(f): Ak 0 < ||z — 7| x < tak ||f(z) — |y <e.

Heineho definicia limity — nastroj na vypocet limit
3lim f(r) = ¢ &
T—T
Ak pre YV postupnost’{z"} C D(f)} takd, ze 2" — T pren — oo mame f(z") — ¢ pren — oo.
Vlastnosti limity. Nech X, YstLNP.1.Nech f : D(f) C X — Y akoajg: D(g) C X =Y a

Jlim f(x) = ¢y

T—T
a
Jlim g(x) = ¢4
Tr—x
Potom

Jlim f(x) + g(z) = dg + by

T—T

2. Ak a € R(C) je skalar,
lim a.f(z) = «. lim f(x).

T—T T—T

Definicia spojitosti. Nech f : D(f) C X — Y je funkcia, D(f) je jej defini¢ny obor. Nech
(X, |l.llx) a (Y, ]].lly) sa LNP. Nech T € D(f). Hovorime, Ze f je spojitd v T ak

Jlim f(z) = f(T).

T—T

Landauova O symbolika
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Definicia O(g(z)). Hovorime, Ze funkcia f : D(f) C R — Rje O(g(z)) pre x — 7, kde
g: D(f) C R — R, pokial existuje ¢ > 0 a okolie B.(T) také, ze:

1f @)l < Clig(a)]l

pre x € B(T) N D(f) a piSeme

pre x — 7.

Definicia o(g(x)). Hovorime, Ze funkcia f : D(f) C R — R je malé o(g(z)) pre z — T, kde
g:D(f) C R — R, pokial

PiSeme f(z) = o(g(x)) pre x — 7.
Tvrdenie. Nech f: D(f) C X — Y je funkcia, D(f) je jej defini¢ny obor. Nech (X, ||.||x)

a (Y, ||.|ly) si LNP. Potom f je spojitd v hromadnom bode T defini¢ného oboru D( f),pokial
existuje funkcia g : R — R taka, ze

lim g(h) =
hli%g() 0,

tjllf(@+h) = f@)lly = O(g(h)) pre h = 0.

Grafické zobrazenia funkcii viac premennych

e Grafické zobrazenie funkcie f(z1,72) =1 — /2§ + 23

e Grafické zobrazenie sedlovej funkcie f(z1,72) = ¥3 — 23 a jej Groviiovych mnozin



Diferencidlny a integrdlny pocet funkcif viac premennych v prikladoch 33

N ——

e Grafické zobrazenie nespojitej funkcie f(z1,z2) = (v122)/(2? + 23) v bode (0,0) a jej
aroviiovych mnozin

0.1

0

-0.05

-0.1
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

o Grafické zobrazenie nespojitej skrutkovitej funkcie

arctan(zy/x1) 1 >0
7+ arctan(za/z1) 1 <0

f(1,32) = {

v bode (0, 0) a jej aroviiovych mnozin

-1
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3 /2 2
e Grafické zobrazenie spojitej vinovodovej funkcie f(z1,z2) = w a jej urovio-
\Vxi+xs

vych mnoZzin

-15 -10 -5 0 5 10 15

o Grafické zobrazenie nespojitej funkcie f(z1,x2) = % v bode (0,0) a jej trovrio-
vych mnoZzin

5 -6 -4 -2 0 2 4 6

o Grafické zobrazenie nespojitej funkcie f(z1,z2) = (21 + z2)sin(1/z;) sin(1/z2) v bode
(0,0) ajej daroviiovych mnozin
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e Grafické zobrazenie spojitej vinitej funkcie f(z1,x2) = 12—3 — cos(z1) a jej droviiovych

mnozin

RieSené priklady

Aplikacie Banachovej vety o pevhom bode
Priklad 1. RieSenie implicitnej rovnice.

e Uloha: najdite rieSenie transcendentnej rovnice cos(z) = x.

e RieSenie: Funkcia f(x) = cos(x) zobrazuje interval M = [0, 1] do seba. Naviac je na iom
kontraktivna, pri¢om | cos(z) — cos(y)| < L|z — y|, kde L = sin(1.) ~ 0.8414 < 1. Podla
Banachovej vety o pevnom bode rekurentne definovana postupnost’ 2" = cos(z")
konverguje k jedinému pevnému bodu z* = lim,,_,, " ~ 0.739085.

e Ciselné vyjadrenie prvych dvadsiatich ¢lenov postupnosti
21 =0,29 =1, 23 =0,540302, 4 = 0,857553, x5 = 0, 65429,
xg = 0,79348, z7 = 0,701369, xg = 0,76396, 9 = 0, 722102, x19 = 0, 750418,

11 = 0,731404, 12 = 0,744237, 13 = 0, 735605, x14 = 0, 741425, x15 = 0, 737507,
x16 = 0,740147, 17 = 0,738369, 18 = 0, 739567, x19 = 0, 73876, w29 = 0, 739304

e Grafické zobrazenie funkcii y = z,y = f(z) ako aj postupnosti {z" } je na obrazku 3.1

Priklad 2. RieSenie implicitnej rovnice.

1

e Uloha: najdite rieSenie transcendentnej rovnice
3vx+1

= X.

e RieSenie: Funkcia f(z) = Talm je klesajtiica na kazdom intervale M = [a,1], kde
0 < a < 1. Stadi preto néjst’0 < a < 1 tak, aby platilo f(a) < 1a f(1) > a. Zrejme
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Obr. 3.1: Priebeh funkcii y = z,y = f(z) ako aj postupnosti {z"}. Vlavo: f(z) = cosz,
vpravo: f(z) = ?nf++1

hodnota a = f(1) = 1/4 vyhovuje obom nerovnostiam. Funkcia f je na intervale
M = [a, 1] kontraktivna. Skuto¢ne, podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote méame

(@) = fW)l = £ ©llz =yl < Lz —yl,

prekazdéz,y € [a, 1], kde L = maxec(, 1) | f'(§)|. KedZe funkcia f je zarovern konvexnaa
klesajaca na M = [a, 1] (overte), tak maximum absolatnej hodnoty | f'(£)| sa nadobada
v bode a = 1/4. Vypoctom zistime, Ze |f'(a)| = | — (3/2)a"'/?/(3v/a + 1)?| = 12/25.
Teda L < 12/25 < 1 a zobrazenie f je Kontraktivne na M = [a, 1]. Podla Banachovej
vety o pevnom bode rekurentne definovana postupnost’ 2"t = f(z"), 2! € [a,1],
konverguje k jedinému pevnému bodu z* = lim,,_,., 2™ =~ 0.357835.

o Grafické zobrazenie funkcif y = z,y = f(z) ako aj postupnosti {z" } je na obrazku 3.1

Priklad 3. Nech (X, ||.||) je LNP a nech funkcia f : X — R je definovana pomocou

el
7@ = T

Dokazte, Ze f je rovhomerne spojita na X.

RieSenie. Najprv ukazeme, Ze f je Lipschitzovsky spojita a teda aj rovnomerne spojita.
Pocitajme:

kel el Uzl =l -l
@ =IO = T~ Tl | = G r eDa - o) = 1

¢o sme chceli ukazat’

Priklad 4.
a) Je funkcia f(z,y) = /22 + y2 rovnomerne spojitd v R?? Dokézte svoje tvrdenie.

1
b) Je funkcia f(z1, 2, ...7,) = (2§ + 25 + ...20)» rovnomerne spojitd v R" pre 1 < p < oo?
Svoje tvrdenie zddvodnite.

Riesenie.
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a) Pocitajme

|21 + 7 — a3 — 3|
Vi + i+ Va3 + s
( |1] |22
VatHyi+Vai by Vel iyl + Vel -yl
sl |y |y

Vi FylFastys o Vel oyl Vas

2|z — za| + 2|y1 — y2| =2||z — yl1.

[F@rm) — f(@a )] = a3+ — /a3 + 43l =

= |71 — 22|

+ly1

Z ekvivalentnosti noriem na R? vyplyva aj rovnomerna spojitost’
b) Treba si uvedomit,ze f(z1, 22, ...x,) = ||(21, 22, ...x,)| . KedZe pre X Iubovolny line-
arny normovany priestor a

Va,y € Xllz] —llylll < llz - yll,

¢o vlastne dokazuje Ze kaZzda norma je ako funkcia na X LNP rovnomerne spojita. To vlastne
vysvetluje aj priklad a) jednoduchsim spdsobom. Ak X je LNP s normou |.||, tak f(z) = ||z||
je spojita a dokonca rovnomerne spojita na celom X.

Priklad 5. Nech (X, ||.||) je Banachov priestor, nech M je jeho uzavreta podmnozina a nech

f:+ M — M. Nech existuje také celé ¢islo p > 0, Ze p-krétiterované zobrazenie f? je kontrakcia
na M. Potom f ma na M prave jeden pevny bod.

RieSenie. Ak f ma na M pevny bod, tak je aj pevnym bodom zobrazenia g = fP. Ozna¢me
g=fPg: M — M.

KedZe ¢ ma podla Banachovej vety o pevnom bode prave jeden pevny bod na M, stadi
ukazat, Ze pevny bod funkcie g = f? je aj pevny bod funkcie f. Ozna¢me tento pevny bod
xo. Teda g(zo) = 0. Nech sporom z( nie je pevny bod funkcie f, t,j

zo # f(z0).

Potom

0 < [If (zo) —zoll = [ (9(x0)) —g(xo) || = llg(f (z0)) = g(wo)l| < K| (z0) =20l <[|f(x0) —ol-
Cize || f(z0) — ol < ||f(z0) — 2ol| a to je spor.

V&imnime si, Ze zobrazenie f moZe byt'aj nespojité, aj ked’ f? je kontrakcia (a teda spojité
zobrazenie). Ako priklad zvolme X = (0,1) a definujme

1 3

ES 0<x<_

_ ) o ST >
f(z) {%, %<x§1

Potom f(f(z)) = % pre vietky 0 < z < 1, takZe f? je kontrakcia.

Priklady na samostatné rieSenie
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3.1 Dokazte, ze rovnica

z=+vV2+Inzx
ma pre z > 1 prave jedno rieSenie.
3.2 Dokazte, Ze rovnica
1 1

T = —sinr+ —cosx
2 + 3
ma prave jedno rieSenie x € R.
3.3 Najdite pribliZné rieSenie rovnic z prikladov 1, 2 s presnostou 1073.
3.4 Dokazte, ze postupnost'z? = 0, 2”1 = /2 + 2™ konverguje a néjdite jej limitu.

3.5 Dokazte, ze stistava rovnic
3z =1+sin(z +y)

4y = x + cos(z — y)
ma prave jedno rieSenie.

3.6 Pomocou Banachovej vety o pevhom bode ukéZte, Ze existuje jediné rieSenie rovnice
exp(—3) = z,z € R. Najdite jeho pribliznt hodnotu.

3.7 Pomocou Banachovej vety o pevnom bode ukaZzte, Ze existuje jediné rieSenie rovnice
exp(—z) = .

Néjdite jeho pribliznt hodnotu
Névod: Ak z je rieSenie danej rovnice, tak z € [e™!, 1] Nech Tz = . Zostrojtee < e~ .
Ukézte, ze T'([e, 1]) — [e, 1]. Ukazte, Ze st splnené podmienky Banachovej vety.

3.8 Pomocou Banachovej vety ukazte, Ze existuje jedina spojita funkcia
x = x(t) ;t € [to, to + 4],

kde to , 6 dané, ktora pre kazdé t € [tg, ty + J] vyhovuje integralnej rovnici:
t
z(t) =a+ [ f(s,z(s))ds;
to

kde a € Rje dané. Pritom f : R? — R je dana spojita funkcia v oboch premennych, pre ktort
3L > 0, L6 < 1, také, Ze

Vs € [to,to + 5]Vw,y eR.

Névod: X = C([to,to + ¢]) a overte predpoklady Banachovej vety.
3.9 Ukazte, ze postupnost’{xz,,} definovana predpisom
1 3
mn+1=§<xn+—>, ry =1,

cela lezi v intervale [1, 2] a konverguje. Najdite lim,,_, o 2.

3.10 Dana je funkcia z = f(z,y). Vypotitajte f(1, 3), f(—1,2), ak:
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=Va?y+y+1 b)f(z,y) = arcsin(z +y).

3.11 Najdite defini¢né obory danych funkcii z = f(z,y) resp. u = f(z,y, z) a znazornite ich

v R? resp. R3, ak:
1

SYIC) e ———

Q) f(a,y) = Iy — 4z +8)

e) fly) =1 -2 (1 -y
y) =

= arcsin y L
y

) f(,
l)f(CE y) In(9 — 22 _y2)+\/fﬁ+amsing
K) f(x,y,2) = Inzyz,

b) f(z,y) =/1-% — % a>b>0
d) f(z,y) = Vz.siny

f) f(z,y) =Ilnz — Insiny

h) f(z,y) = Inzy + my?\/2? — y?

]) f(@,y,2) = Iy\il |
flx,y, 2) = /4 — a2 —y2 — 22

3.12 Aké druhy kriviek st rezy grafov danych funkcii z = f(z,y) rovinami rovnobeznyml

so stradnicovymi rovinami R, R,.?
a) f(z,y) =2 —y* b) fz,y) =2’
3.13 Najdite vrstevnice na grafoch funkcii z = f(x,y):

=V1-a2—y> D) f(z,y) = 32* + 2y

o) f(z,y) =zy
3.14 Nacrtnite grafy funkcif:
Az=r—y b)z=—-z—-y+1

Q)z =422 +9y*> d)z=2%—y>
e)z=4—-22—y> Hz=\/1-22—y

g) z = /2% + y? h)yz=1-1¢?

3.15 V nasledujucich prikladoch vypocitajte limity

2

9 JI=
1. lim (2 + 5 + 2). 2. lim =Y~
z—1 z—0 Ty
y—2 y—0
2 2 :
3. lim Ty 4. lim 2%

oo veltyrel-1 aml @

1- 2 42 t
5. lim cosle Ty g lim 222,
38 (@ )y g
7. lim % 8. lim (2% + y?)e” (V).
Yy—00 Yy—00
Ty @? 2,2
9. lim <ﬁ> : 10. lim (2® +5%)" 7.
=00 \ 1% +y x—0
Yy—00 y—0
3 3
11. hr% xzﬂ
1y e
1
_2 e z2+y2
12. lim (1 + zy)=*+ev. 13 lim ——.
x—0 =0 T* +y
y—2 y—0
3.16 Zistite, ¢i existuje:
sin zy

a) lim —~Z . b) lim

5 ——
+y 20Vt +y?

3.17 Dokazte, zZe nasledujuce limity neexistuju:

z—0 562
y—0
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a) lim Yy gy, S0
. . .
=0 22 — 2y +y 120 /a2 4 y?
. In(z+y) . 2
¢) lim ———= d) lim T
y—0 y—0

3.18 Dokazte, ze funkcia f(z,y) = (z + y)sin 1 sin % je nekone¢ne mala v bode (0, 0).

3.19 Vypocitajte dvojnasobné limity ( lim lim f(z,y)a lim lim f(z,y)):
Y—Yo T—T0

T—T0 Y—Yo

2 2
T — r°+xy +
a) f(z,y) = yvxozo,yO:O. b) f(z,y) = 50— J yzva:O,yO:O.
T4y xz—ﬂc%}—ky
COS T — COS Y T +y
= ——F5— =0 =0. d = = = = 0.
C) f(xay) $2+y2 VvV Zo » Yo )f(xay) $2—|—y4vx0 0, Yo o0

3.20 Ukazte, ze pre funkciu f(z,y) = > plati:

1.2y2
22y +(z—y)?
lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) =0,
y—0x—0

z—0y—0

ale lim f(z,y) neexistuje.
z—0

y—0
2 2 2 2 2 2
3.21 Ukazte 7e lim lim — 7 — — lim lim — Y% ale lm —— Y e
z—ooy—oo 1 + (z — y)* y—ooz—oo 1 + (z — y)? g:gg 1+ (z—y)t

existuje.
3.22 Zistite, &i existuji dvojnasobné limity funkcii f(z,y) = (z + y)sin L sin é v bode (0, 0).

3.23 Njjdite body nespojitosti funkcii:

3. f(x,y) = In(4 — 22 — y?). 4. f(z,y) = sin .
5. f(z,y) = =5 6. f(2,y,2) = sy

2
7. f(x, Y, Z) = (x,1)2+(y,%)2+(z+1)2 .

3.24 Dokéazte, ze funkcia

Yy 2 2
f(:v,y):{xQerQ’ < +y 7é0

0, 224+42=0

je spojitad v bode (0, 0) vzhladom na kazdu premennt zvlast, ale nie je spojita vzhladom k
obidvom premennym.

3.25 Zistite, ¢ije funkcia

cos(z—y)—cos(z+y) T 0
flz,y) = { i  WE
;o2y=0

v bode (0,0) a v bode (1,0) spojitd vzhladom na kazdt premennt zvlast'a spojita v tychto
bodoch vzhladom k obidvom premennym.

3.26 Dokazte, ze

222
f(x,y):wakxz—i—yQ;éO, flz,y)=0aka?+y* =0
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nie je spojita v [0, 0], ale je spojita pozdiz kazdého l4¢a 2 = t.cos a,y = t.sin a.
Névod: Na nespojitost'v [0, 0] sta&i vziat'l) y = 22, 2) y = .

3.27 Pre akt hodnotu c je funkcia

3r+4y—22+5, z#0,y#1,2#2
c, r=0y=12=2

o~ |

v bode (0, 1, 2) spojita?

3.28 Dokazte, ze ak je na mnozine M funkcia f(z,y) spojitd vzhladom na kazdu premennu
zvlast’a monoténna vzhladom na jednu z premennych, potom je funkcia f(z,y) spojita na
mnozine M.

3.29 Dokézte, Ze ak na mnozine M je funkcia f(xz,y) spojita vzhladom na premennt z a
splita Lipschitzovu podmienku vzhladom na y t.j. | f (2, y1) — f(z,92)| < L.|y1 — y2|, pricom
(x,y1), (z,y2) € M a L je konstanta, potom je funkcia f(x,y) spojitd na mnozine M.

Dokazte, Ze nasledujuce funkcie stt ohrani¢ené na danych mnozinach a najdite ich maximum
a minimum, ak existuju:

3.30 f(z,y) = i2i§27M— {(z,y) e R2: 0 < 22 + 12 < 9}

3.31 f(z,y) = xye ¥, M = {(x,y) € R?: 2 >0,y > 0}.

3.32 Dokézte, ze funkcia f(z,y) = = + 2y + 3 je rovnomerne spojita v celej rovine R2.

.., .. . 3,.3
3.33 Ako treba zmenit’ definiciu funkcie f(z,y) = ;32—132,

mnozine M = {(x,y) € R? : 0 < 2% + y*> < 1}?

aby bola rovhomerne spojita na

3.34 Zistite, ¢i funkcia f(x,y) = arcsin £ . je rovnomerne spojita na svojom obore definicie.
Zistite, ¢i nasledujtice funkcie st rovnomerne spojité na uvedenych mnozinéch:

3.35 f(z,y) =sin T M= {(z,y) € R?, 2% + 42 < 1}.

1$2

(
3.36 f(z,y) =22 +y% M = {(x,y) € R? 22 + ¢y? < 1}.
337 f(r,y) =23 —y>, M = {(2,y) eR11 <2 <2,0<y<1}.
3.38 f(x,y) = /22 + 2, M = R2
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Délezité pojmy a tvrdenia

Definicia. Nech f : D(f) C X — Y je funkcia, nech 7 € D(f) je hromadny bod. Nech
(X, |I.llx) a (Y,]|.|ly) st LNP. Hovorime, Ze linedrne zobrazenie L : X — Y je derivaciou
funkcie f v bode T ak

. Nf@E+h) - f(&) - Lhlly

lim
h—0 |7 x

=0,h e X.

Inak povedané
If (@ +h) = f(Z) = Lhlly = o(||hlx) pre [hllx — 0.
Tvrdenie. Ak f ma derivaciuL, tak L : X — Y je jedina.
Definicia parcidlnej derivacie. Nech f : D(f) C RY — R!. Hovorime, Ze f ma v bode

T € D(f) parcialnu derivaciu podla z; ak

f(fl,fg, ...,fj + €, ...,EN) — f(fl,fg, ...,fj, ...,EN) _ ﬁ
e—0 € Bacj

(7).

Definicia totdlneho diferencidlu. Nech f : D(f) ¢ RY — R! ma derivaciu vz € D(f).
Vyraz:

df(f) = ﬁ(f)d:ﬂl + g—f(f)d$2 + ;ﬂ—{v(f)du’ﬂj\[

71 T2
nazyvame totalny (Gplny) diferencial funkcie f v bode 7.

Definicia Jacobiho matice. Ak f : D(f) ¢ RY — RM ma derivaciu vz € D(f). Potom
Jacobiho matica je

Shz) h(z).. ph(z)

" - oz

Su@) Ha@).. G

Tvrdenie. (postacujica podmienka existencie derivacie) Nech f : D(f) € RY — RM anech
T € D(f) anech existuju V parcialne derivacie gi; (x) pre x € O(T); kde O(Z) je nejaké okolie
C D(f) bodu x. Naviac predpokladajme, Ze funkcie RN D O(F) > = — ng;(x) e Ryi =
1,2,...M;j =1,2,..., N st spojité. Potom 3 f'(x) a rovna sa Jacobiho matici.

Poznamka. Existencia parcidlnych derivacii sa vyZaduje nielen v 7,ale na nejakom jeho
okoli.

Tvrdenie o derivovani zloZeného zobrazenia. Nech g : D(g) € RY — R¥je diferenco-
vatelnad v bode 7 € D(g). Nech f : D(f) ¢ R¥ — RMje diferencovatelna v bode § = g(x).
Potom zloZené zobrazenie F(z) = f(g(z))je diferencovatelné v bode T a plati retazové
pravidlo

F'(@) = f'(9(T)).g' (7).
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Pritom F'(T) je reprezentované Jacobiho maticou M x N, f'(¢(Z)) maticou M x K a ¢'(
maticou K x N.

Definicia druhej derivicie. Nech f : O ¢ RY — R je diferencovatelné zobrazenie(
t. j. Vo € Q3f'(z)). Hovorime, Zze f ma druht derivaciu v bode T € Q ak zobrazenie
g(x) :== f'(x)T,g: Q c RN — RY ma4 derivéciu v Z. Druhd derivaciu oznaéujeme f”(7), kde
1"(z)je N x N matica, f"(Z) = ¢'(T).

Definicia druhej derivacie. (véeobecny pripad) Nech f : @ ¢ RY — RM je diferencovatelné
zobrazenie v Q. Nech g(z) = f'(x), g : @ € RY — RM¥ je diferencovatelné v 7 € €.) Potom
hovorime, Zze f ma druha derivéciu f”(Z) = ¢/(z) a je reprezentovand maticou M N x N.

Oznadenie. Nech f: Q c RY — R!. Nech3f/(z) = (aa—gl(x), 88—32(90), s é?c—{v(x)) preVx € .
Potom oznacujeme

o (of O 02f

Tvrdenie. Ak f:Q C RY — R ma druha derivaciu f”(Z) v bode T, tak

0*f [~ 0*f [~ 02f -
0x10T1 (x) 0x20T1 ( ) o Oxr10xT N (ZC)
'@ =1 : : :
%f /= ’f = 02 f —
Oxr10xT N (1’) Oxr10xT N (.%') Tt dxznOxn (.%')

Tvrdenie. (postacujiica podmienka existencie druhej derivécie a zamenitelnost’ derivacii)
Nech f : Q@ ¢ RY — R. Nech

't (x) pre Vi=1,2,.n a Vj=1,2,..n
8$Za$j p I R A J =14 ..
a nech st to spojité funkcie v bode = € Q. Potom f m4 2. derivaciu v 7,

I (— 82 _ ..
(7)) = <axjgxi (:c)> =192

a naviac Hessova matica f”(Z) je symetricka, t.j.

O f 0% f
.7 =1,2,..n: T) = ).

RieSené priklady
Priklad 1. Nechz € R",r = |z| = /2% + 23 + ...z2. Nech A je Laplaceov operétor. Teda
o%f  O*f 0% f
Af=—S+—=S+..+—.
f Ox? * 03 e ox2

Nech @ € C?(R) je funkcia so spojitou druhou derivaciou. Ukazte, Ze ak
u(z) = @(|zl),

tak plati
n—1

Au = 2"(|z[) + o'(Jax]).

Vypocitajte Au pre = # 0 a pre funkcie
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(r)
b) ®(r) = Leo,
) ®(r) = Lcosar,
d) ®(r) = Isinar,

pricom a # 0. Pre ktoré A € R plati, ze Au = Au?

RieSenie.
Zrejme
ou or 0?u or Or 0?r
= &' (|z])— +@'(|2]) 5-
5o = Vg g = el g+ el o
Dalej plati
2 2 2 _ 2 1
or zi grr VI I E T T E e 22

o - _
ox; /22 + 23+ .2 Ox? 22+ + .22 73

Tym pddom dostavame

A = -~ Ou =" ~, or 2, @ — 0%r — 3" = 1'22 Y "2 —x?
YT g (T)Z(awi) " (T). a2 (T)Zr_Q—i_ (T)Z 73
i=1 i =1 P 5 — P
1
= O(r) + B (r) .
,
a) Ak ®(r) = r tak ®'(r) = ar® 1, ®"(r) = a(a — 1)r* 2% a
a a—2 n—1 a—1 a
Ar® =ala—1)r* = + ar T =« (a+n—2)
r
Vidime, Zze ak u = 2", tak Au = 0.
b) Nech ®(r) = 1e°". Teda
! -1 «a ar 2 2«
! - = 1 2
@(T)__TQBGT_FTQ Oé?"_eOéT(F—{—;), P (T’) T(a +ﬁ_7)
Dostavame
1 e’ 2 2a, n-—1 1 «
A —par — - 2 e et arg 1 a
(~e™) —(* G- )t eV (o + )
or 9 o
r (@ +r(n ) T2(n )

Vidime, Ze ak n = 3, tak Au = a?u, pre u = Leo".

c) Nech ®(r) = <22°. Potom

/() = _asinar cos ar

r r2

scosar 2o, 2
« + —251na7°+ —5 cos ar.
r T

d"(r) = — .
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Dostavame

1
Au=0"+ 1" "¢ = o2
T T

cosar 2o . 2 n—1 sinar  cosar
+ —5 sinar + — cosar + (—a ——) =
r T r r r

cos ar 2, 71—3)+ sin ar
2 r2

. . a3 —n).

Opét, ak n = 3, tak Au = —a?u.
d) Nech ®(r) = 22 Podobne ako v ¢) dostaneme:

sin ar sinar, 5 n—3 cos ar
=— (@ + —5—)+
r r r

Opédt'ak n = 3, tak Au = —a2u.

Priklad 2. Nech f(z,y) = % pre (z,y) # (0,0) aa f(0,0) = 0. Dokézte, ze

a) Pre (a,y) # (0,0)

0f ofy _ (’y(y2 —?) x(a? —yz)).

V= Gray) = ey

b) Ukézte, ze V£(0,0) = (0,0) a teda funkcia f ma parcialne derivécie na R?.
¢) Jednako f nie je na R? spojita.

RieSenie.

a) Dostaneme priamo derivovanim.

! g(o,o) _ figg L0 =00y S(0)

Oz h—0 h h—0 h
Analogicky dostaneme, Ze 2—5(0, 0) = 0. Teda V£(0,0) = (0,0).
c) Funkcia f nie je v bode (0, 0) spojita, lebo

. Ty
lim 5 5
r—0,y—0 x° + vy

=0.

neexistuje. Dostaneme to vypocitanim limit po r6znych lacoch, napr. 1) x = 0,y = t,t — 0
vtedy
li =
lim f(#,0) = 0
aQ)rx=ty=t1t—0,
lim f(r1) = Lo = L
im0l Y T o Ty
Tedalimita lim  f(x,y) neexistuje.
(z,9)—(0,0)
Priklad 3. Nech funkcia f : R? — R je pre (x,y) # (0,0) dana vztahom

3
F(@,y) = ——2—, £(0,0) = 0.

= 22 + 2’

Ukéazte, ze
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a) fjespojita,
b) pre (z,y) # (0,0) je

vy — 2?) xy?(32% + y?)

Vf(a:,y) = ( (xQ _|_y2)2 ) (xz +y2)2

),

c) Vz,y e R: f,(0,y) =yaVz,y e R: f,(z,0) =0,

d)
Yo,y € R: fu(0,0) =1, f,2(0,0) = 0.

RieSenie.

a) funkcia f je pre body (z,y) # (0,0) spojita. Kedze
3
lim Y _
(z9)(0,0) T° + 32
je funkcia f spojita.
b) dostaneme parcidlnym derivovanim.
¢) pocitajme pre I'ubovolné y:

f(h7 y) — f(07 y) . hy3

+(0,y) = 1i =lim —F—— =u.
12(0,9) B0 h B0 (h?2+y?)h Y
Pocitajme pre I'ubovolné z:
. f(z,h) = f(x,0) . xh? , h2z
0) =1 = lim — = lim — % _ =
ful,0) = Jimy h o0 (22 + h2h b0 22 + 2
d) potitajme pre lubovolné y:
9 df . fo(0,y+h) - fa(0,y) . y+h-—h
= ——— == 1 — —— 1.
Pocitajme pre I'ubovolné z:
Pes0) = 510 = iy LR HED) i 020 -

Teda f1,(0,0) =1, f(0,0) = 0.

Priklad 4. Nech B, = {z € R", |z|| < r}. Ozna¢me B, = B, — {0}. Nech existujt DPu(z),
pre x € B, a |p| < k. Nech existuju limity

— lim DP
ap ilL%Du(x)

pre |p| < k.
a) Ukazte, Ze u sa dé rozsirit'na B, pomocou u(0) = ag ako spojita funkcia.

b) Ukézte, ze u € C*(B,) a DPu(0) = a,.
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RieSenie.

a) Samozrejme, a vyplyva z definicie spojitosti funkcie.

b) Zrejme p je n-rozmerny vektor, ktory oznacuje podla ktorej premennej kol'kokrat derivu-
jeme. Pre jednoduchost’'to dokaZeme v pripade, ak derivujeme podla prvej premennej. Teda
p=(1,0,---,0). Teraz pocitajme

tar(0) = h ‘

Ked7e u je spojitd a ma parcialne derivacie v B,, tak potom funkcia g(s) = u(s,0,...,0)
splita predpoklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote. Po¢itajme

. u(h,0,---,0) —u(0
) =ty H0:722,0) =10

= }lllg%) l)gﬁ1 (Hhh, 0, tee ,0) = 04(1707...70).

Pritom 0 < 6}, < 1, podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote. Rovnako by sme postupo-
valiprep, |p| = 1 podlakaZdejpremennej. Pod |p| chapeme sticet zloZiek (resp. rad derivécie.)
Pre p také, Ze |p| > 1, postupujeme matematickou indukciou vzhladom na k = |p|. Kazda
derivécia je prvou derivaciou funkcie (derivacie £ — 1 rddu) o ktorej sme to uz z indukéného
predpokladu plati. Pre prvt derivaciu sme to uz dokazali. To znamen4, Ze uvedené tvrdenie
plati.

Priklad 5. Nech je dan4 funkcia
Lo 3 4
u(z,y) = 32 sin(z” 4+ y%),
kde r = /22 +y? pre r # 0, u(0,0) = 0. Spocitajte gradient funkcie. Je funkcia u v bode
(0,0) diferencovatelna?

RieSenie.
Najprv zistime, ¢i je funkcia v bode (0, 0) spojita. Pocitajme

sin(z? + y*) (22 + y*)

lim  w(x, = lim ———sin(z®+y*) = lim
o)) oo g P TV = (% +y%) (22 +¢?)
= 1 (z. — 7 Y=1.(0+0) =0 = u(0).
D00 @yl @i TV ) SO0 u(0)

Teda u je spojitd na R2. Teraz pocitajme parcialne derivécie. Pre (r,y) # (0,0) plati:

2z . 5 o4 327 3, .4 2y s o4, A 3, .4
Up = —ﬁsm(m +y%) + r—2(:os(x +y%), uy= —ﬁsm(x +y )+7cos(x +v%)
ou . u(z,0) —u(0,0,) . sinh?
Ox (0,0) 250 x S0 b3 ’
ou . u(0,h) —u(0,0,) . u(0,h) . sinh?
8y( '0) o0 h W0 h 0 B3

Teraz, ak by funkcia u bola v bode (0, 0) diferencovatelna, muselo by platit, Ze

lim u(z,y) —u(0,0) — u(0,0)x —u,(0,0)y
(z,y)—(0,0) r

0.




Diferencidlny a integrdlny pocet funkcii viac premennijch v prikladoch 49

Ale to zrejme neplati, pretoZe stadi zvolit'z = y — 0. Potom by totiz muselo, ked to dosadime
do predoslej limity platit’
u(z,z) —x

lim ——=— =0.
Teda by muselo platit, ze
: 3 4
. u(z,x) —x . Sm(gijx) - . sin(z3 + %) 1
lim ———— = lim —*—— =lim ————= —
z—0 \/556 z—0 \/§£C z—0 2\/§x3

sin(a?® + 21) (23 + %) 1

lim — = =
T R R R, R,

¢o je spor. Teda nasa funkcia nie je v bode (0, 0) diferencovatelna.

Priklady na samostatné rieSenie

4.1 Ngjdite parcialne derivacie podla z a y:

a) z=e" COS(.%'y) b) z = #—;—i—l
Qz=Iny222+9y? d)z=——x

2 /22 1 42
e) z = e@+V) f) z = sin(z + y) cos(z — y)

g) 2 = (z%y + »)' h)z=ytg (zy)

i) z = arctg — j)z=In—"—
) & j) " f vy
h) z = xye™ l)z:—y
Ty
m)z=In(z?2+%%) n)z=Intg=-
= 7Y = .
O) z T p) z <x2 + y2>
4.2 . Najdite parcialne derivécie podla z,y a 2:
a)u = x3yz? b) u = (az? + by® + cz?)"
C) u = arcsin i d)u= et Tyt
z
e) u = cos(xy).arctg (xz) flu==zln Y
& z
g)u = e"*sinxcosy h) u = <£>
Yy
i)u=aY?

4.3 Napfiste rovnicu doty¢nice ku krivke, ktoré je rezom eliptického paraboloidu z = 22 +2y*:

a) rovinouy = 2vbode A = (3,2,17) b)rovinouz = 3 vbode A = (3,2,17).

4.4 Napiste rovnicu doty¢nice ku krivke, ktoréa je rezom plochy z = (3:2 — 3y2) %,

a) rovinou z = 2vbode A = (2,1,1) b)rovinouy =1vbode A =(2,1,1).
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4.5 Urcte derivaciu zobrazenia ¢ (t. . Jacobiho maticu), ak
a) o (u,v) = (2,9,2); v =uv, y =u? +v% 2 =u? — 0%
b) ¢ : (u,v) = (z,y); * =ucosv, y = usinv;
Q)¢ (u,v) = x; x:g;
v
d)p:u— (z,y); z =utgu, y = usiny;
f)o: (u,v,w) = (z,y); 2 =v?2+v2+w? y=u+v+w.

4.6 Najdite Jakobidn zobrazenia f : R™ — R™:

a) f:x=rcosyp, y=rsiny; f3(7',30) —>(3:,y);

e F Y. . )
b)f'u_x2+y27 .%'7 f.(m,y,z)%(u,v,w),
c) f:x=rcospcost), y=rsinpcost, z=rsin; f:(r,p,0) = (z,y,2);
d) fru=zy, v= %; [ (@y) = (u,0);

e)f:x=rcosp, y=rsing, z=u? f:(r,o,u) = (z,y,2).

vV =TY, W=

Vv,

Parcidlne derivacie vyssich radov

4.7 Najdite parcidlne derivacie 1. a 2. radu nasledujtcich funkcif:
2

a) x ; b)u:cosx ;
Va? +y? Yy
72
Qu=tg —; d) u = Y,
Y

€T H . T
; U = arcsin ———;
1 -2y /22 + yz

1 z\*
y=——-—--—- hu=|- ;iu:xy/z.
& Va2 +y? + 22 ) <y> )

4.8 Overte rovnost’
9%u B 0%
0xdy  Oyoz’

ak

a)u =% — xy — 3y%; b)u:ny;

x
C) u = arccos , [ —.
Yy

Néjdite parcialne derivacie uvedeného radu:

83
4.9 angy, ak u = zIn(zy).
m-+n
410 LU = THY
Az oyn Tr—y
oPtay,

411 aTayq, ak u = (.’E — $0)p(y - yO)q'

optatry,

— — r+y+z
412 027 Oyi0e ak u = zyze .



Diferencidlny a integrdlny pocet funkcii viac premennijch v prikladoch 51

m—+n .
4.13 gmmia;;(o,o), ak f(z,y) = e"siny.

4.14 Nech Au = x% + y% Néjdite Au a A%u = A(Au), ak
€z Y

a)u S b) u = In /22 + 2.

B x2+y2;

1=\ oz dy 0z
P Pu
022 Oy 022
1

Va2 42+ 22

4.15 Nech

Agu

Najdite Ajua Agu, ak: a) u = b) u = 2% +y3 + 23 — 3wyz.

2 _ .2
4.16 Nech f(z,y) = xy%, ak 2% + y? # 0 a £(0,0) = 0. Ukézte, ze funkcia f(z,y) je

spojitd v bode (0,0) a f;,,(0,0) # f,.(0,0).

4.17 Najdite diferencialy 1. a 2. rddu funkcii:

a)u=a"y"; b)u= /a2ty

Qu=Inv22+9y2% d)u=zy+yz+zz;
z

e) u = m
P 1/z
418 Najdite df(1,1,1) a d2f(1,1,1), ak f(z,y,2) = <§> .

4.19 Ukézte, ze pre funkciu u = /22 + y? + 22 plati: d?u > 0.

4.20 Ukézte, ze funkciau = In \/(z — a)? + (y — b)? (a, b st konstanty) vyhovuje Laplaceovej
rovnici:
O*u  0%*u

@+a—y2:0.

4.21 Nechu = f(r)je dvakrat diferencovatelna funkciaar = /22 + y? + 22. N4jdite funkciu
F(r), pre ktoru plati:
Au = F(r),
Pu  Pu  O*u

kde Au = 922 + 2 + 7.2 e Laplaceov operator.

4.22 Zjednoduste vyraz
0z n 0z
Sec T —— + sec y—
Ox 4 oy’

y . 1
ak z = siny + f(sinx — siny), kde f je diferencovatelna funkcia (sec u= )
Cos U
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4.23 Ukéazte, ze funkcia

_ (Y >

=y <x2 ’
kde f je diferencovatelna funkcia, spliia rovnicu

0z i 0z

Xr— -~ = nz

ox y@y
4.24 Ukéazte, ze funkcia

z = yf(x2 - y2)7

kde f je 'ubovolna diferencovatelna funkcia, spliia rovnicu

28z+ 0z s
Yor T Wy T

4.25 Predpokladajuc, Ze funkcie ¢, 1 atd’ st diferencovatelné tol'kokrat, kol'ko potrebujeme,
overte nasledujtce rovnosti:

0%u 282
a) — 52 = 82r2'aku = p(x — at) + P(z + at);
0%u 0*u  0%u
b) 52 ~ 2500y T gz = Ak u = ee(@ty) Hyu(e+y);
5 0% 0%u 0?u
c) 2 922 + 2z TY o 3y +y28—y2:n(n Du, ak u = z" @(y) + 2= "w( )
ou 0*u  Ou 62
—. ak u .
s Dady — oy on2 U= #lr T U()]
) 0*u  0%u
4.26 Nech funkcia u = u(z,y) spliia rovnicu 92 92 0 a okrem toho, nasledujtce
€z Y
podmienky: u(z,2z) = x, u}(z, 2z) = 2. Najdite u}), (z, 22), ul},(z,2z), uy,(z,2z).
- . 0"z ) .
4.27 Rieste rovnicu: Jun 0 s neznamou funkciou z = z(z, y).
Y

Poznamka. Pod rieSenim danej rovnice budeme rozumiet’funkciu z(x, y) z triedy
C™)(G; R) (t.j. z(x, y) je spojita spolu so svojimi parcidlnymi derivaciami az do radu n véitane
v oblasti G C R?), ktora vyhovuje danej rovnici (a pripadne aj danym podmienkam).

d .
4.28 Najdite rieSenie z = z(z, y) rovnice a_z = 2% + 2y, ktoré spliia podmienku z(z,22) = 1.
Y

2
4.29 Najdite rieSenie z = z(z,y) rovnice 902
Y

2(z,0) =1, z,(2,0) =

= 2, ktoré vyhovuje podmienkam:

0%z

4.30 Najdite rieSenie z = rovnice
j z = z(z,y) rov 920y

2(z,0) =z, 2(0,y) = y*.

Transformacie, pravidlo retazenia

= z + y, vyhovujtice podmienkam:



Diferencidlny a integrdlny pocet funkcii viac premennijch v prikladoch 53

Pomocou zavedenia novych premennych transformujte nasledujtce oby¢ajné diferencialne
rovnice:

431 2%y + 2y +y=0,ak x = €’.
4.32 y" = 2—%, ak t = In |x|.

433 (1 —22)y" — xy + n’y =0,ak x = cost.

2

t
4.34 y" +y'tghz + LQy =0,akz =Intg =.
cosh” x 2
. ef et i ef —e " I
Poznamka. Tucosh z = —y e hyperbolicky kosinus a tgh z = ———— je hyperbolicky
tangens.

et +e
1 x

4.35 3" + p(x)y + g(x)y =0,ak y = ue 2 Jeg P

436 2ty +ayy —2y? =0,ak z = e’ a y = ue?’, kde u = u(t).

437 '+ (z+y) (1 +y)3 =0,akz =u+t,y = u —t, kde u = u(t).

dy x+y - .
4.38 il _y,akx = rcos(¢),y = rsin(¢).

439 (zy' —y)? = 22y(1 + %), ak © = 7 cos(¢),y = rsin(¢).

Zavedenim novych nezavislych premennych & a 7 rozrieste nasledujtice rovnice:

0z 0z
4.40 %—a—y,akf—x+y, n=x—y.
4.41 Q%erg—;zl(a#O),akézwanzy—bZ-
4.42 x%%—y%:z,akf:xan:g.

ox dy x

Bertic u a v za nové nezavislé premenné, transformujte nasledujtice rovnice:

0z

0
443 22 4 1—1—3/2(9 =zy,aku=1Inz, v =1In(y + /1 + y?).
Y

Ox

0 9,
4.44 (x—l—y)a—; - (x—y)a—; =0,aku =1Iny/22 +y? av = arctg %

0%z 0%z 0%z 0z 0z
4.45 2@+8x—0y_3—y2+%+8_y_0'aku_x+2y+2’ v=x—y—1
4.46 Transformujte rovnice:
0*u  O%u
a) Au = 922 + o2 = 0;
b) A(Au) = 0, kladtc u = f(r), kde r = /22 + y2.
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0 0 0
4.47 Vrovn1c1a—z+a—z+a—z—Opoloitefzx, n=y—=z, (=z—u.

Transformujte do polarnych stdradnic r a ¢, kde x = r cos ¢, y = rsin ¢, nasledujtice vyrazy:

4.48w—xg—Z—y%

449w—x%+ gZ

4.50 w:%+%‘

451 w=ux %+2 y;Qg +y gzyu

4520 =y (a;u xyaaja * 2%—< gZJ“ng)

4.53 Vo vyraze | = @ o _ Ou @pOIOZtefE—TCOS@’ y = reing.



Kapitola 5

Vlastnosti
diferencovatelnych funkcii

Rozvoj funkcie viac premenniyjch do Taylorovho radu

Totilny diferencidl funkcie a jeho pouZitie na priblizné urcovanie hodnoty
funkcie

Gradient funkcie a derivdcia v smere
Urovriové mnoZiny konvexnych funkcii

Vztah gradientu funkcie k hranici iiroviiovej mnoZiny diferencovatelnej fun-
kcie

Konvexné a konkdvne funkcie

Kritérium konvexnosti funkcie viac premennyjch
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Délezité pojmy a tvrdenia
Definicia konvexnej oblasti. 2 C RVnazyvame konvexna, ak Vx,y € Q plati, Ze aj
Ar+ (1= XNy e Q pre VA€ (0,1).
Tvrdenie. Nech f: Q C RY — R. Nech 2 je konvexn4 oblast, tak pre Z,Z + h € Q plati
f@+h) = @)+ f(O)h,

kde§ =% + h € Q,€ € (0,1).

Taylorov rozvoj do radu 2. Nech f: Q C RY — R. Nech €2 je konvexn4 oblast. Nech f m4
spojité 2. parcidlne derivécie, tak

VZ,T+heQ: f(T+h)=fT)+ f'(T)h+ %hTf”(e)h, kde 6 =T+ ¢h € Q,€ € (0,1).

Taylorov rozvoj do radu 3. Nech f : Q C RY — R. Nech 2 je konvexn4 oblast. Nech f mé
spojité 3. parcidlne derivacie, potom

VET+heQ: f@+h) = f@) + f@h+ = hTf” h+%zzz

i=1 j=1 k=1

hihih
Ox; 830](%% 37k

kde =7+ ¢h € Q,€ € (0,1).

Definicia konvexnej funkcie. Nech D(f) je konvexna mnozina. f sa nazyva konvexna, ak
pre
vz, T € D(f),VA € [0,1]
plati:
JOT+ (1= NF) £ M @) + (1= V@)

Funkcia f sa nazyva konkéavna, ak
vz, T € D(f),V\ € [0,1]

plati:

FOT+ (L= NF) 2 M@ + (1= NI @)
Hovorime, Ze f je striktne konvexna (striktne konkavna) ak vyssie uvedené nerovnosti st
ostré.

Lema. Nech f: M C D(f) C RY — R. f je konvexnd na M <> kazdy rez je konvexna
realna funkcia redlnej premennej, t. j. VZ,7 € M je funkcia ¢ : [0,1] — R, definovana
o(t) = f(T+th) € R,kde h =T — T, konvexna na [0, 1].

Tvrdenie. Nech f: M C D(f) C RN — R. f je 2-krét spojite diferencovatelna. Nech f”(z)

je kladne semidefinitna (kladne definitna) Va € M. Potom f je konvexna (striktne konvexna)
na M.

Tvrdenie. Nech f : M C D(f) C RY — R. f je 2-krét spojite diferencovatelna. Nech
1" (x) je zaporne semidefinitna (zaporne definitnd) Vo € M. Potom f je konkavna ( striktne
konkavna) na M.
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Definicia tiroviiovej mnoziny funkcie. Uroviiova mnoZina s parametrom ¢ € R
E; ={z € D(f), f(z) < c}.
Tvrdenie. Ak f: M C D(f) C RY — Rje konvexnj, tak Vc € R je iroviiova mnoZina

Ey ={z € D(f), f(x) < ¢}
konvexna mnoZina v RY,

Tvrdenie. Ak f: M C D(f) C RY — Rje konkavna, tak Ve € R je tiroviiova mnoZina

E7 ={z € D(f), f(x) > ¢}
konvexna mnoZina v RY,

Definicia derivacie v smere. Ak f : D(f) € RN — R. Nech M, € D(f). Nech [ je
jednotkovy vektor so zaciatkom v bode M. Ak existuje

thntl f(MO + tlt) - f(MO) _ a_-]i(MO)
o ol

hovorime, Ze funkcia f ma v bode derivaciu v bode M, a smere .

Veta. Ak je funkcia f: D(f) C RY — R spojite diferencovatelna v bode My, tak

Of gy 0f, . of 9f
al_,(MQ) = axl ll + aleg + axnln,

kde I'= (I1,1y, ...I,,) je jednotkovy vektor.
Definicia. Nech je funkcia f : D(f) C RY — R. Vektor

V(M) = (g—i(Mo% g—é(Mo)w--a %(Mo)>

sa nazyva gradient funkcie f v bode M.

Poznamka. 9
L) = (9 £(040), 1)

kde (. ,.) je skalarny sucin v RY.

Tvrdenie 1. Nech je funkcia f : D(f) C R? — R spojite diferencovatelna v bode M. Nech
E- ={xz € D(f), f(z) = c} je vrstevnica funkcie f a nech M € E_ . Nech vrstevnica E je
v bode Mj lokéalne parametrizovatelna spojite diferencovatelnou funkciou (z1(t), z2(t)), t.j
3B, (My), tak, ze B,(Mp) N EZ = (x1(t), z2(t)). Potom V f(M)) je ortogonalny k vrstevnici
E, t.j k dotyc¢nici vrstevnice v bode M.

Pozndmka. Nech je funkcia f : D(f) C RY — R spojite diferencovatelna v bode My. Ak
je troviiova mnozina E; lokalne v okoli bodu M, dostato¢ne hladké, tak V f(Mj) je smer
normalového vektora k dotykovej nadrovine k tiroviiovej mnozine £ v bode M.

Pocitanie dotykovych rovin
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Obr. 5.1: Geometricky vyznam gradientu V f(z) funkcie f v bode z. Gradient je vektor, ktory
je v danom bode kolmy na trovniovia rovinu EZ (f) = {z, f(z) = ¢} prechadzajicou danym
bodom z.

1. Nechje funkcia F : D(F) C R? — R spojite diferencovatelna v okoli bodu (z9, o, 20) €
Ej . Nech je plocha Ej urcend rovnicou F'(z,y, z) = 0. Potom v bode (xo, y0, 20) € Ey
rovnica dotykovej roviny je

(z — 20) Fy(Mo) + (y — yo) Fy (M) + (2 — 20) FL(Mp) = 0.

2. Nechje funkcia f : D(f) € R? — R3, nech (ug, vp) € D(f). Nech

f(ua U)T = (m(u’ U), y(ua ’U), Z(u’ v))T

spojite diferencovatelna v bode (u, vg). Oznaéme My = (z(ug, vo), y(uo, vo), 2(ug, vo))? .
Ak je plocha D dana parametricky

Dz =x(u,v),y =y(u,v),z = 2(u,v), My € D,

tak dotykova rovina v bode My = [x(ug,vo),y(uo,v0), 2z(uo,v0)]"

vyjadrenie

ma parametrické

£ (ug, vo) + df (ug, vo)(u — ug, v — vg).

Teda ak [z (uo, vo), y(uo, vo), 2(uo, v0)] = (20, Yo, 20), tak parametrické vyjadrenie je:

dx dx

x =z + Ty (u — ug) + (v — o), Ty = @(Uo,vo),wv = %(Uo,vo),
B _dy _dy

Y =1%o +yu(u - uo) +yv(v - vo), Yu = du(u07v0)7y’v = o (UOaUO)7
dz dz

z =20 + zy(u — up) + zy(v — vg), Zy = @(Uo,vo),zu = %(Uo,vo),

RieSené priklady
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Priklad 1. Nech je dané funkcia

T
fz,y) = (2% + y?) cos PN
Dodefinujte funkciu v (0, 0) na spojitt funkciu. UkaZte, Ze f je diferencovatelna v (0,0), ale
jej parcidlne derivécie v (0, 0) nie st spojité.
Riesenie. Pretoze
enon® TV =0

a funkcia kosinus je ohrani¢ena funkcia,

lim z,y) = 0.
(mvy)H(O,O)f( v)

Teda f(0,0) = 0 a f je spojita na R2. Teraz vypocitajme %(0, 0)a 2—5(0, 0). Zrejme

— 2cosZ —0
Y 0,0)= 1m L0000 Teosizzl_,
ox (z,y)—(0,0) X x
Rovnako of
a—y(o, 0) = 0.

7

Teda na to, aby f bola v (0,0) diferencovatelns, treba z definicie diferencovatelnosti ukazat,
ze
o) 0

lim =0
(2.4)(0,0) [z, )]l
Pocitajme
0 16)
. |f(z,y) — f(0,0) — a—i(0,0)x — a—i(0,0)y[ i |(22 + y?) cos foryQ —0— 0z — Oy

(z.4)~(0,0) | (z, )|l (.4)~(0,0) NZZESY:
= lim +/2%2+ y%cos T __—o

@y (0,0) z? 4 y?

To znamend, Ze f je naozaj diferencovatelna v (0,0) .
Teraz pre (x,y) # (0,0) plati

8f T Sin@
%(x,y) = 2z cos PR + 2wxm.

Tento vyraz je v okoli (0,0) neohrani¢ena funkcia. Pre k € N zvolme
(xk’ yk) = ((2k + 1/2)_1/25 0)

Zrejme

lim (.%'k, yk) =0, g(m'k, yk) = 2wV 2k + 0.5,
k—0 ox

¢o je neohrani¢ena postupnost’v okoli (0, 0).
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Priklad 2. Je danéa funkcia

( ) y_x27 y2$2
T,Y) =
ey Yooy, 0<y<a’

9(x,y) = —g(x, —y), y<O0.

Ukézte, Ze g je diferencovatelna v R?, ale nema spojité parcialne derivacie. Konkrétne nema
spojita g—z v [0,0].

RieSenie. Najprv ukazeme, Ze pre (0, y0) € R?, (w0, y0) # (0,0) existuja parcidlne derivacie
g—%, g—g , ktoré st spojité. Tym padom bude gdiferencovatelndna R*—{[0,0]}. Prey > 22,y > 0,
plati

g(z,y) =y —a?,
Jg dg
I 9y =1,
Ox “ oy

Podobne pre y < —22,y < 0, plati

9(z,y) =y + 2%,

dg dg
9 9y, .
oz "0
Prey < 22,y > 0,z # 0 plati
2
Y

g(x,y) = poi

99 2 3 99 _ 2y
A “d_2 g,
Ox v "oy 22
Podobne prey > —x2,y < 0,z # 0 plati
2
- ¥ _
9(z,y) = —5 —y,
99 2 399 —2
=2 —=—-1
Ox v "y x2
Vidime, Ze g—g(azo, 0) = —1 pre zg # 0. Teraz spocitajme %(0, 0), 2—3(0, 0).
g . 9(h,0) —g(0,0) . g(h,0)
8:5(0’0) B0 h B0 h 0
h) — h h
oy h—0 h h—0 h h—0 h
Kedze g—‘;(azo,o) = -1 prezg # 0 a g—Z(0,0) = 1,tak g—z nie je spojitd v (0,0). Nakoniec
ukaZeme, Ze g je v (0,0) diferencovatelna. Pocitajme
0, 0

lim = lim

(2,9)(0,0) Va2 + 2 (@)=(00) /22 + 2

UkaZzeme, Ze tato limita je 0. Poc¢itajme ju v dvoch krokoch:
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1) Ak y > 22, tak

_ 2
TN 1C0Y ) T R et et

@)—(00) /22 +1y2  (@y)=00) /22 + 2

2) Ak 0 < y < 22, tak

i 9@y —y
(2,y)(0,0) /a2 4 y2
y2
— lim 222 7 L
(z,9)—(0,0) /22 + 12
- 1
lim x%(% —2)—=
(xyy)H(070)7OSySm2 X X /1 + z_;
Ked7Ze plati, ze
1
J(EL gy, =
227\ 2 7
1+4
st ohrani¢ené pre 0 < y < 2, tak
1
lim 2L (% - 2). = 0.
(l“,y)’—>(070%0§y§12 X X 1 + z_;
Spojenim 1), 2) dostdvame, Ze
i Y@y -y _

(3373/)'—>(070)7y20 \/m
Analogicky pre y < 0. Teda funkcia g(z,y) je v (0, 0) diferencovatelna.

Priklad 3. Zamerite prirastok funkcie diferencialom a priblizne vypocitajte hodnotu

1,032

1/0,98+/1,053

Riesenie. Zvolme funkciu

ktoré je v malom okoli bodu (1,1,1) spojita a diferencovatelnd, lebo jej parcialne derivacie
su spojité. Pocitajme
of -1 -1 Jf

— =2zxy3 z42 ., —(1,1,1) =2
xyz’@x(’7) 3



62 M. Kolldr, L. Kossaczkd, D. Sevcovic
V malom okoli bodu (1,1, 1) mdzeme teda prirastok f nahradit’jej diferencidlom
FL+ Az, 1+ Ay, 1+ Az) ~ f(1,1,1) + gf(l, 1,1)Az + ?(1, 1L,1)Ay + ?(1 1,1)Az

Y

1 1
=1+4+2Az — =Ay — - Az.
+ x 3 Y 1 z

Dosadime
Ax =0,03,Ay = —0,02,Az = 0,05
a mame )
1
¢ ~ 1,05416.
v/0,98+/1,053

Presn4 hodnota vyrazu vypocitana kalkulackou je 1, 05512...

Priklad 4. Trojuholnik ABC' mé4 strany a = 200m + 2m, b = 300m % 5m, a uhol medzi nimi

/vy = § & 155- Priblizne vypocitajte stranu ¢ aj moZznu absoltatnu chybu pri tomto vypocte.

Riesenie. PouZijeme kosinusovt vetu, podla ktorej ¢ = /a2 + b2 — 2ab cos y, Definujme

F(a,b,7) : (0,00) x (0,00) x (0,7) = R, F(a,b,~) = \/a2? + b2 — 2abcos~.

Teda -
F (200, 300, §) =/7.10% ~ 264, 575...

V okoli (200, 300, §) nahradime prirastok funkcie jej diferencidlom. Teraz

oF _ a — bcosy 6F<200 300, ) 1
da /a2 + b2 — 2abcosy Oa 37 2T
(9_F b—acosvy 8F(200 300, ) 2
b \/a? 4+ 0% —2abcosy Ob 3 V7
oF b oF 300
Eal— absiny 7~ (200,300, 2 = V3
97 /a2 4+ b2 —2abcosy 07 3 VT

To znamena, ze
T T
F(200 + Aa, 300 + Ab, — + Av) ~ F(200, 300, g)

OF OF OF

Z (2 Aa + ——(2 —A ~ (2 Ay

+8a( 00, 300, 3) a+ (%( 00,300, =)Ab + f%( 00, 300, 3)
300[

1
=V710> + —Aa + —Ab+ — 2=
2\/7 ﬁ VT

Teda strana ¢ = F/(200, 300, ) = v/7.10% s moznou chybou prvého radu

1 2 300v/3 T
——Aa+ —=Ab+ —=—A~, kde (Aa,Ab,Avy)=(2,5,—).
27 ¢ VT VT 7 (Aa 7= 180)
Mozna chyba teda je:
1 2 1 2
Aa+—Ab+MA7: — 2+ 5+ 300v3 w ~ 7 58.

27 V7 V7 27 TVET T TV TR0 3V7
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Priklady na samostatné rieSenie

5.1 Najdite derivaciu funkcie

2= 2?2

vbode M = (1,1) v smere [, ktory zviera uhol o = 60° s kladnym smerom osi z - ovej.
5.2 Najdite derivaciu funkcie
z =z — zy + y>
v bode M = (1,1) v smere [, ktory zviera uhol a s kladnym smerom osi = - ovej. V akom
smere ma tato derivacia: a) najvacsiu hodnotu; b) najmensiu hodnotu; c) rovnda 0.
5.3 Najdite derivaciu funkcie
z = In(z* 4+ 3?)

v bode M = (x0,y0) v smere kolmom na vrstevnicu prechadzajiicu tymto bodom.

2 2
x Y
Zzl‘Qﬁ+ﬁ>

5.4 Najdite derivaciu funkcie

b
v bode M = (%, —2> v smere vnatornej normaly v tomto bode ku krivke
2 .2
)
2=t

5.5 Najdite derivaciu funkcie u = zyz v bode M = (1,1,1) v smere [ = {cos a, cos 3, cos v}
Comu sa rovna velkost’ gradientu funkcie v danom bode?

5.6 Vypocitajte velkost’a smer gradienta funkcie

u = 5

1
T
kde r = /22 + 42 + 22, v bode My = (x¢, Yo, 20)-
5.7 Urcte uhol medzi gradientmi funkcie

w= a4 y?— 22
v bodoch A = (¢,0,0) a B = (0,¢,0).
5.8 O kolko sa lisi v bode M = (1,2,2) velkost'gradientu funkcie

Uu=x+Yy+z

od velkosti gradienta funkcie

v=1x-+y+2z+0,001sin <1067T\/:r32+y2+z2)?
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5.9 Ukézte, ze v bode My = (z0, yo, 20) uhol medzi gradientmi funkcii
uw = ax? + by? + cz2,

v = az® + by + ¢z® 4+ 2max + 2ny + 2pz

(a,b,c,m,n,p st konstanty a a # 0,b # 0, ¢ # 0.) konverguje k 0, ak bod M sa vzdaluje do
nekonecna.

2
5.10 Nech funkcia u = f(x,y, 2) je dvakrat diferencovatelna. Najdite % = a%_, <z—2li> , ak

cos v, cos 3, cos y st smerové kosinusy smeru [ derivovania.

5.11 Predpokladajtc, Ze z,y st v absolatnej hodnote malé, odvod'te priblizné vzorce pre
vyrazy:
r+y

a)(1+x)™(1+y)" b)arctg1+xy.

5.12 N4jdite hodnoty 1. diferencidlu funkcie v v bode M, v danom vektore h, ak

11), h=1(0,5;0,1)

—

a) u = arcsinzy, My = (
b) u = 23y — xy?, My = (1,2), h = (-0,5;0,8)
Qu=az%, My=(4,1), h=(0,1;0,2)

d)u= 422 + 2, My = (1,2), h = (—0,2;0,3)
e)u=xz\/1+ 93, My=(2,2), h=(0,1;0).

5.13 Zametite prirastok funkcie jej diferencialom a priblizne vypoditajte:

a) 1,002.2,0033.3,004% b) /1,023 + 1,973

c) sin 29°tg 46° d) 0,97%05,

5.14 Néjdite £,(0,0), f,(0,0), ak f(z,y) = zy. Je tato funkcia diferencovatelna v bode
(0,0)?

5.15 Uké&zte, Ze funkcia

1
= (2* + y*)sin ——, ak2* +y? # 0a f(0,0) = 0
Fa9) = @+ 9P)sin . aka® £ 47 £ 0a £(0,0) = 0
mé v okoli bodu (0, 0) parcialne derivacie f;(z,y), f,(,y), ktoré nie sd spojité v bode (0,0)
a st neohrani¢ené v I'ubovolnom okoli tohto bodu; avsak tato funkcia je diferencovatelna v
bode (0, 0).

5.16 Dokazte, 7e funkcia f(x,y), ktord ma ohranicené parcidlne derivacie f;(z,y), f,(z,y)
na nejakej konvexnej oblasti F, je rovnomerne spojita.

5.17 Dokazte, ze ak funkcia f(z,y) definovana na oblasti G C R? je spojitd vzhladom na
premennt z pre kazdi hotnotu y a ma ohranicent derivaciu f;(,y), potom tato funkcia je
spojita vzhladom na obidve premenné v oblasti G.

5.18 Napiste Taylorov vzorec pre funkciu f(z,y) = 222 — vy — y? — 6z — 3y + 5 v okoli bodu
M= (1,-2).
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5.19 Napiste Taylorov vzorec pre funkciu f(z,y,2) = 23 + y3 + 23 — 3zyz v okoli bodu
M =(1,1,1).

5.20 Najdite prirastok funkcie f(x,y) = 2%y + zy* — 22y v bode (r1,y1) = (1, —1) vzhladom
nabod (z2,y2) = (1 + h,—1 + k).

5.21 Vypiste ¢leny az do 2. rddu véitane v Taylorovom vzorci pre funkciu f(z,y) = a¥
v okoli bodu M(1,1).

5.22 Napiste Maclaurinov vzorec aZ do ¢lenov 4. rddu v¢itane pre funkciu

flay) =vV1—a? =y

Napiste rovnice dotykovych rovin a normél k nasledujtcim plochdm v danom bode
Mo = (w0, Yo, 20):

5.23 z = xy, My = (5,1,5).

524 2%y —xy? = 2 + %, My = (2, %, —%).

525 xy+xz +yz =23 +9° + 23, My=(1,1,1).

526 23 493 + 23 = —xyz, My = (1,-1,-1).

527z =u+wv, y= u? + /Uz, z=u + /UB, My = (x(uo’UO)ay(uo’UO)aZ(UOaUO)) )
ug = 1, vy = 2.

5.28 x =wucosv, y = usinv, z =v, My = (x(uo,vo),y(uo,v0), 2(ug,v0)) , uo = 1, vo = 7.

u

529 z = €+ usinv, y = e* —ucosv, z = uv, My = (x(ug,v0),y(uo,vo), z(ug,v0)),

U():l, Vo = .

530 K ploche 22 + y? + 22% = 1 najdite dotykovu rovinu, ktoré je rovnobeZna s rovinou
r—y+2z=0.

5.31 N4jdite geometrické miesto bodov na valci (x + 2)? + (y — 2)? = 18, v ktorych je normala
rovnobezna so stradnicovou rovinou xQy.
Derivacia v smere

5.32 Nech f = arctan % Nech My = [1,1, —1]. Urcte derivéciu funkcie f v bode My a v

smere gradientu funkcie p(z,v, z) = ryz — 2% — y? — 2? v tomto bode.

5.33 Néjdite derivaciu funkcie u(z,y, z) = zyz v bode [z, yo, 20, ktory lezi na elipsoide

[\

2 ZQ

Z -1
+c2

Z 4+
CL2

/s

v smere normaly k elipsoidu v tomto bode.



Kapitola 6

Extremalne vlastnosti funkcii
viac premennych

Vyjadrenie dotykovej roviny ku grafu funkcie

Maximd a minimd funkcie viac premennyjch, lokilne extrémy

Sedlové body

Nutné podmienky nadobiidania lokilneho extrému funkcie viac premennych

Postacujiice podmienky nadobiidania lokidlneho extrému a Hessova matica
druhyjch derivdcii

Globilne extrémy a metddy ich urcovania

Aplikdcie, ktoré vedii na hladanie volnych extrémov

66



Diferencidlny a integrdlny pocet funkcii viac premennijch v prikladoch 67
Délezité pojmy a tvrdenia

Definicia lokdlneho extrému. Nech f : Q ¢ RY — R. Nech bod Z € Q. Hovorime, Ze f
ma v bode 7 ( ostré) lokalne maximum, ak existuje okolie B, (7) také, Ze Va € B(T),z # T :
f(z) < f(Z) aostré akf(z) < f(T).

Hovorime, ze f ma v bode T ( ostré) lokdlne minimum, ak existuje okolie B.(T) také, ze
Vo € B(Z),x #T: f(x) > f(T) aostré akf(z) > f(T).

Hovorime, Ze f ma globdlne maximum (minimum)na mnozine Q ak f(z) < f(Z), (f(x) >
f(7)) pre kazdé = € Q.

Tvrdenie, nutné podmienky lokalneho extrému. Nech f : Q@ ¢ RY — R ma derivéciu v
bode T € €. Ak bod 7 je bodom lokalneho extrému t. j. lokdlneho maxima alebo lokalneho
minima, tak nutne:

of

(9::3@-

Vi=1,2,..N: (Z) =0.
Kvadratické formy Nech A : N x N symetrickd matica. Maticu A nazyvame kladne
definitna ak Vh # 0,h € RY : hT Ah > 0. Maticu A nazyvame zaporne definitna ak Yh #
0,h e RN : hTAh < 0.

Maticu A nazyvame indefinitna ak 3h # 0,h € RY : hTAh < 0a 3h # 0,h € RV :
hTAh > 0.

Tvrdenie. Ak V vlastné ¢isla matice A st kladné, tak A je kladne definitna. Ak V vlastné
¢isla matice A st zaporné, tak A je zaporne definitnd. Ak 3\ > 0, A2 < 0, tak A nie je ani
kladne ani zdporne definitnd, je indefinitna.

Sylvestrovo kritérium. Matica A : N x N je kladne definitnd < determinanty vSetkych
hlavnych minorov st kladné. Pritom minory

M1 = (CLH)
a a
M2 _ 11 12
as; a2
a1l ai9... aiN
as asy... agN

My =

anN1 an2... QNN

Teda Sylvestrovo kritérium hovori, Ze A je kladne definitna, prave vtedy ked’
‘Mﬂ > 0, ‘MQ‘ > 0, ‘M3’ > 0..., ‘MN‘ > 0.
Dalej, A je zaporne definitna, prave ak
’Ml‘ < 07 ‘MZ‘ > 07 EEE) ‘MN’(_I)N > 0.
Tvrdenie, postatujice podmienky lokilneho extrému. Nech f : D(f) ¢ RY — Rje

dvakrat spojite diferencovatelna v bode = € D(f), ktory je kandidat na extrém, t. j.f'(z) =

0 (Vi=1,2,..N: 2L@) =0).

Ak f"(z) je kladne definitn4, tak v f nadobtida ostré lokélne minimum.
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Ak f"(x) je zaporne definitna, tak vz f nadobuda ostré lokdlne maximum.

Grafické zobrazenia funkcii viac premennych a dotykovej roviny

e Grafické zobrazenie funkcie f(z1,x2) = i %e‘<z1_2)2_<x2_1)2, dotykovejroviny
v bode (2.1,1.1) a droviiovych rovin tejto funkcie.

Graf funkcie, dotykovej roviny a tiroviiovych rovin funkcie f

e Vypis programu Mathematica na zobrazenie grafu funkcie, urcenie dotykovej roviny
a jej zobrazenia a zobrazenie troviiovych mnozin danej funkcie.

fi[x_,y_]: =BExp[-(x"2 +y"2)];
fIx_,y_]: =f1[x,y] + 1. 5f1[x-2, y -1];

graf 1=Pl ot 3D[{ f[ x, y], {x,-2,4},{y,-1,2. 5},
Pl ot Poi nt s->60, Mesh->Fal se,
Vi ewPoi nt->{-2,4,1. },
Aspect Rati o->1,
Boxed- >Fal se,
Axes- >None,
I mageSi ze- >300
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1

bdx=2. 1; bdy=1. 1;
derx[x_,y_1=D[f[x,y], X];
dery[x_, y_1=D{f[x,y], yl;

p[x_,y_]: = f[bdx, bdy]+ derx[ bdx, bdy] (x-bdx) +dery[ bdx, bdy] (y- bdy)

grafrovi na=Pl ot 30] p[ x, y], {x, bdx- 1, bdx+1}, {y, bdy- 1, bdy+1},
Pl ot Poi nt s->5, Mesh->True,
Vi ewPoi nt->{-2,4,1. },
Aspect Rati o->1,
Boxed- >Fal se,
Axes- >None,
| mageSi ze- >300
I

gr af =Show| gr af 1, graf rovi na] ;

graf 2=ContourPlot[f[x,y],{x,-2,4},{y,-1,2. 5}, Pl ot Poi nts->60,
Cont ours->Tabl e[ 2 i/10, {i,O0,20,1}],
Col or Functi on- >Hue,
| mageSi ze- >300] ;

69



70 M. Kolldgr, I. Kossaczkd, D. Sevéovi¢

RieSené priklady
Priklad 1. N3jdite lokélne extrémy funkcie

2 2

F(z,y,2) = 223yz — 2 — % — 22

RieSenie.
KedZe funkcia je polynomicks, je nekonetne velakréat diferencovatelné a teda aj z triedy

C2(R3). Stadi teda vySetrit’ stacionarne body tejto funkcie. Pocitajme jednotlivé parcidlne

derivacie.
oF oF

oF
9 622yz — 2, 8_y = 2232 — 2y, 5 223y — 22.
Pre stacionarne body musi platit’
6x2yz —2r =
2u32 — 2y =
23y — 2z =

RieSenim tohto systému rovnic dostaneme 5 stacionarnych bodov:
1 1 1 1 1 1
7_7_77M - 17__7__77M - _17__7_
Vi e M= U g M = BT T
Spocitajme druhé parcialne derivacie.
0*F 0*F 0*F
L 12ayr -2, =2~ =
0x? TyE— S Oy? T 022
0*F 5  O'F 5 O*F 3
= 6x°2, = 627y, =
0x0y 0xdz 0yoz

Teraz vySetrujme Hessovu maticu v jednotlivych bodoch M.

My = (0,0,0),M; = (1

2 2 2
%z (M) geg (M) g5 (M)
2 2 2
He(M)=F"(M) = gxgy(M) %TE(M) TL (M)
2 2
Froe(M) Gy (M) G (M)
Teraz si postupne vyjadrime He(My), He(M,), He(M2), He(Ms), He(My).
-2 0 0
He(My)=| 0 -2 0
0 0 =2

Kedze He(M)) je negativne definitna, ma F' v bode M ostré lokdlne maximum. Podobne

2 2v3 23
He(Mp)=] 23 -2 2

2v/3 2 -2

5
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Této matica je indefinitnd, lebo na hlavnej diagonéle ma aj kladné aj zdporné prvky, preto v
M, nie je maximum ani minimum, je to sedlovy bod funkcie F'. Rovnako sa vySetria aj body
Moy, M3, My, ktoré st tiez sedlové.

Priklad 2. N3jdite lokédlne extrémy funkcie
2(w,y) = (1= 2") V21— ).
RieSenie.

Najprv vypocitame parcidlne derivécie. Pre

J0z 0z (1—a?)(2-5y)
y#0: o= = 203/12(1 3y 395 .

Teraz sa pokiisme vysetrit'body My = (xo, 0) s otdzkou, ¢i v nich existuji parcidlne derivacie
a ¢i mozu v nich nastat’lokalne extrémy:

B 2(M) —2(My) . (1—ad)v/Ay?(1—Ay)
|| # 1: (Mo) Alglgo Ay = Al;gO A -

Nech M; = (1,0), My = (—1,0). Teraz gz(Ml) BZ(MQ) = 0. Sice & (Ml) o, (M2) existuju,
ale z nema v okoli My, M, konecne der1véc1e Teda ich treba extra Vysetrlt’, napr z tvaru
funkcie z.

1. My = (20,0),|zo| < 1: Vezmeme také okolie U((x¢,0)), aby |z| < 1,|y| < 1, potom
pre (z,y,) € U((z0,0)) : z(x,y) > 0 = z(x0,0) A teda v bode M, nadobuda z neostré
minimum.

2. My = (20,0),|zg] > 1 : Rovnako dostaneme, Ze funkcia nadobtuda v My = (z9,0)
neostré lokdlne maximum.

3. M; = (1,0) Ak (z,y) € U(Myp),z > 1,0 < |y| < 1, tak z(z,y) < 0 = . Ak ale
(x,y) € U(M),0 <z < 1,0 < |y| <1,tak z(z,y) > 0= 2(1,0). A tedabod M; = (1,0)
je sedlovy bod.

4. M, = (—1,0) je analogicky ako v predoslom pripade sedlovy bod. Zostava preverit'tie
staciondrne body , Ze y # 0. Dostaneme ich ak

0z 5/ 0z (1 —22)(2 - 5y)
oz TV =0 " Oy 3y 0

St to tieto: My = (1,1), M5 = (—1,1), Mg = (0, 2)
Teraz vypocitajme druhé derivécie:

0%z 0%z -2 4 0%z 2 1
= 2121 —y). == =(1-22)(—)7F (1 L Zay 5 (5 —2).
5 y*(1 —y), o (1 —2z7)( 9 )y (14 5y), 900y — 3% 5 (5y —2)

Dostavame
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Teda v bode M, ma funkcia z sedlovy bod, lebo He(My) je indefinitna.

He(Ms) = < _02 _02 >

Vidime, Ze v M5 ma z sedlovy bod.

_63 (%)2 0

5
3V 2

Vidime, ze He(Ms) je negativne definitna a teda v M mé ostré lokdlne maximum.

Priklady na samostatné rieSenie

Lokélne extrémy
V nasledujtcich prikladoch néjdite lokélne extrémy danych funkcii:

6.1z =% — 2zy + 4y°. 6.2z =12%+1> - 3ay.
6.3z =2a*+y* — 2% —2zy — % 6.4. 2 = 22* +y* — 22 — 22,
50 20
6.5. 2z = 2236 — x — y). 6.6.2=xy+—+—, >0, y>0.
x
2 2 Y
6.7.z=2xy 1——2—b—2,a>0,b>0. 6.8.2=1— /a2 + 12
a
6.9.z2=x+y+4sinzsiny. 6.10. z = (x2+y2)e_(x2+92).
6.11. z = zyIn(2? + y?). 6.12. 22y + 2xy + y? + 20 + 2y + 1.

6.13. 2z = 2y%(4 — z — ).
6.14. u = 2% +y? + 22 + 2z + 4y — 62. 6.15. u = 222 — xy + 20z —y + y°> + 22

y2 222
6.16. u =2+ —+ — + —.
dr vy z
2?2
6.17. u = 2— + = — 4o + 227, 6.18. u =zyz(l —x —y — 2).
Y z

6.19 u = 622 + 2wy + y? + 222 — 2yz + 2uz + 20 — 2y + 4z + 4.

6. 20 Najdite lokélne extrémy funkcie

flz,y) = (z+2y)(1 — 2 —y) + 22y

a vysetrite ich charakter (minima, maxima, sedlové body).
6. 21 Urcte lokédlne extrémy funkcie

u(z,y, z) = 23 +y? + 2% + 122y + 22



Kapitola 7

Funkcie zadané implicitnym
vztahom

Priklady a vijznam funkcii zadanych implicitne
Existencia funkcie zadanej implicitne

Derivicia implicitnej funkcie

Vysetrovanie priebehu funkcie zadanej implicitne

Veta o existencii inverznej funkcie

73



74 M. Kolldr, L. Kossaczkd, D. Sevcovic
Délezité pojmy a tvrdenia
Definicia implicitnej funkcie. Nech
F:D(F)CR? = R.
Nech (z9,y0) € D(f) je také, ze F'(zo,y0) = 0. Hovorime, Ze funkcia
y =y(x) : O(zo) = O(yo)
je zadand implicitne (alebo aj implicitnym vztahom) ak plati:

F(z,y(z)) =0 Vo € O(xy).

1. Veta o implicitnej funkcii. Nech
F:D(F)CR? = R.

je spojite diferencovatelna na okoli bodu (zg, yo). Nech (zo, yo) € D(f) je také, ze F(zo, yo) =

0. Nech plati

oF

a—y(xo,yo) # 0.

Potom 3 okolie Os(xp) bodu z( a 3 okolie O.(yp) bodu yo a jedina funkcia
y:O(xo) CR— O(yo) CR,
ktor4 je implicitne zadanou funkciou t. j.
F(z,y(x)) =0 Vo € O(x0),yo = y(xo).

Naviac je y diferencovatelna v z( a plati

oF

Y (ag) = — 220 10)
& (@0, 90)
Ay 05 Y0

2. Veta o implicitnej funkcii. Nech
f:D(f) CRYN x RM - RM

je spojite diferencovatelna na okoli bodu (zg,y0) € D(f), pre ktory plati, Ze f(xo,y0) = 0.
Ak Jacobiho matica

Ofi

—(x0,%)) 1 =1,2,.M a j=1,2,..M
5, (x0w)

fo(xo,m0) = (

je invertovatelna, tak potom existuje okolie O(xg) C R¥ a okolie O(yg) C RM a jedina
funkcia y : O(z9) C RN +— O(yo) C RM, ktora vyhovuje implicitnému vztahu f(z,y(z)) =
0 Va € O(xp). Naviac 3 derivacia

y'(x0) = —[f} (0, 50)] - (0, y0),
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kde f; (w0, o) je reprezentované maticou M x N a [f, (o, Y0)] ! je reprezentované maticou
M x M ay'(xg) je reprezentované maticou M x N.

Aplikaciou vety o implicitnej funkcii pre zobrazenie f(z,y) = F(y) — x dostdvame
nasledovné tvrdenie o existencii inverznej funkcie.
3. Veta o inverznej funkcii. Nech F: D(F) C RY — R¥ je spojite diferencovatelna funkcia
na okoli O(yo) bodu yo € D(F), pre ktory je Jacobiho matica F}(yo) invertovatelna. Potom
existuje okolie O (7o) bodu z¢ = F(yo) ajedina (inverznd) funkcia y = y(z) : O(z9) C RN —
O(yo) taka, ze F(y(z)) = =, tj. y(x) = F~1(x) pre kazdé x € O(x). Naviac funkcia y(z) je
diferencovatelna v okoli O(x) a plati

y'(w0) = (F(y0)) ™ F (10).
Grafické zobrazenia funkcii zadanych implicitne

e Grafické zobrazenie Bernoulliho lemniskéty (22 + 23)? — 4a?(2? — 23) = 0 pomocou
polérnej transformacie z1 = 7 cos(¢), z2 = rsin(¢), kder = r(¢) = 2a+/cos(2¢), pricom
¢ € (—7/4,7/4)U(37/4, 57 /4). Zobrazenie funkcie f(z1,x2) = (z3+22)? —4a?(2? —23)

0.6
0.4
0.2

-0.2
-0.4
-0.6

e Zobrazenie funkcie f(r1,72) = (23 + 23)? — 4a*(2? — 23) a jej Groviiovych mnozin.

Nulova droviiova mnoZina tejto funkcie vytvara Bernoulliho lemniskéatu
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RieSené priklady
Priklad 1. Implicitnou rovnicou
224yt =2t 4yt
je definovana mnohozna¢na funkcia y(x). Na akych mnozinach je tato ,funkcia” 1) jedno-
znacna? 2) dvojznacna? 3) trojznacna? 4) stvorznaénd? 5) Aké st body vetvenia tejto funkcie
a Co st jej spojité vetvy?

Rie$enie. Kedze implicitny vztah 2% + y? = 2* + y* sa da ekvivalentne vyjadrit'prostrednic-

tvom vztahu:
2otY Cpp eyt
2 4’

1 1
yzzii\/ﬂ—x‘l—kz.

To znamen4, Zze mame nasledovné rieSenia

1 / 1 1 / 1
ylzi\/§+ 1E2—1E4—|—Z, yzzi\/i— $2—$4+Z.

Teraz sa zamyslime nad defini¢énym oborom a viaczna¢nostou vztahu pre funkciu y. Aby y;
bolo dobre definované, musi platit’:r:2 —zt 4 i > 0. To je moZné iba pre

x€<_\/1+2\/§,\/1+2\/§>‘

V krajnych bodoch —1/ 1+T‘/§, \/ % tohto intervalu pritom y; nadobtda tie isté hodnoty

ako ys. Konkrétne :l:\/g . Na to, aby hodnota ¥, bola definovana, musi platit’

tak potom dostavame, Ze plati

1
> 2 _ 4 -
> /x x+4,

DO | —

1
m2—w4+120 a

¢o nastane pre

).

Tym padom dostavame, Ze 1) funkcia y definovana rovnicou 22 + y? = z* + y* nie je
nikdy jednozna¢ne definovand;. 2) dvojznaéné je v bodoch —1/ 1+2—*/§, \/ # ; 3) trojznacna

je v bodoch —1 a 1; 4) Stvorzna¢né je na mnoZine

(22 [ ),

x € (—

1 +2\/§’ S 1 +2x/5
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Obr. 7.1: Priebeh funkcie F(z,y) = 2% + y* — (2% + y?) (vlavo) a zndzornenie mnoziny bodov
{(z,y) € R% 2* + y* = 2? + y?} (vpravo).

5) spojité jednoznainé vetvy funkcie y st na intervale (—4/ HT\/i, \/ HT\&), pricom plati:

1 1 1 1
Z/EL:\/E—F\/xQ—x‘l—i-Z, yfz—\/§+\/x2—x4+1.
Na mnoZine (— \/H‘f -1) (1, \/H\[)platl

Pozrite si ilustrativny Obrazok 7.1!

Priklad 2. Nech funkcia f(z) je spojitd na (a, b). Nech ¢(y) je monoténne rasttica a spojita
funkcia na (c, d). Za akych podmienok rovnica ¢(y) = f(x) definuje jednozna¢nt funkciu
y = ¢ 1(f(x))? Uvazujte pripady:

a) siny + sinhy = x,

b) e ¥ = —sin’ .

Riesenie. KedZe ¢ je monoténne rasttca funkcia, inverzna funkcia @t existuje. Ozna¢me

obor hodnoét funkcie f pomocou H( f) a obraz intervalu (teda tiez obor hodnot) funkcie ¢ ako
H(y). Zistujeme, kedy existuje y = ¢~ 1(f(z))? To nastane prave vtedy, ked H(¢) (" H(f) #
0.

Rozoberieme dva pripady. Ak H () (H(f) = 0, tak potom neexistuje = € (a,b) také,

o(y) = f(z). Ak H(@)(VH(f) # 0. potom definicny obor D(p~1f) = ¢ }(f(a,b))
y(z) = ¢~ 1(f(x)) je dobre definovana funkcia.

a) Ak f(z) = =z, tak (a,b) = (—00,0), a f(—00,00) = (—00,00). Teda D(¢~1f) =
¢~ 1(—00,00). Teraz sktimajme, vlastnosti funkcie . Zrejme D(¢) = R, ¢(y) = siny + sinh y
je neparna. ¢'(y) = cosy + coshy > 0, pretoze coshy = ‘ZerTe_y > 1. Této vlastnost'vyplyva z
toho, ze ak h(y) = coshy, tak h'(y) = sinhy, ' (0) = 0,h”(y) = coshy > 0. Teda I’ je rastica
funkcia a na (0, 00) je kladna. Potom aj funkcia cosh je na (0,c0) rasttica a je vacsia ako 1.
Dostavame ¢'(y) = cosy + coshy > 0, na (0, 00). Teda ¢ je na (0, co) rastaca funkcia, ¢o sme
potrebovali ukazat. Dalej z faktu, Ze ¢ je neparna funkcia a

Jm e(y) = oo,
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vyplyva, ze H(yp) = (—00, 00). Dostavame
D(gp_lf) - @_1(_007 OO) = (_007 OO)

b) Ak f(z) = — sin® z, tak D(f) = (—o0,00), H(f) = (~1,0) a D(¢) = (—00,00), H(p) =
(0,00). Teda H () (N H(f) = 0 a preto neexistuje také x, zeby ¢(y) = f(x).

Priklad 3. Ukazte, ze predpoklad o spojitej diferencovatelnosti vo vete o inverznej funkcii
je podstatny. Ako priklad uvazujte: n = 1, f(t) = ¢ + 2t*.sin } pre ¢t # 0, f(0) = 0, Potom
funkcia f je spojitd, f’ je ohrani¢end na (—1, 1), ale f nie je prosta v ziadnom okoli 0. Ukézte.

RieSenie. Zrejme f(t) =t + 2t2.sin % pret # 0, f(0) = 0, je spojita funkcia a plati

lim f(¢) = 0.

t—0

Dalej pre ¢ # 0 plati f/(t) = 1+ 4tsin L — 2cos 1. f/(0) = limy, o LATO — fim, o 10 —
limp,_0 1 + 2h sin % = 1. Teda f’ je na (—1, 1) naozaj ohrani¢ena. Derivécia f’je v§ak v bode
0 naozaj nespojita, lebo neexistuje lim;_,o f’(¢). To znamen4, Ze nie st splnené predpoklady
vety o inverznej funkcii. Naozaj ukaZeme, Ze neexistuje okolie bodu 0, v ktorom by funkcia

f bola prosta. Uvazujme o postupnosti

1

t, = .
" %—{—TLTF

Zrejme pre n neparne dostavame f(t,) = t, — 2t2. Pre n parne mame f(t,) = t, + 2t2.
Zrejme t,, — 0 pre n — oo a t,, je klesajtica. Ak k je parne, tak

te(1+2tk) = f(tk) >tk > thy1r > tep1 (L — 2t,1) = f(tes1)-

To znamena, e pre k parne plati f(ty) > f(tp;1). Dalej ukédZeme, Ze pre k parne naviac plati
f(tk) > f(tk—1). Chceme teda ukazat, ze plati

te +2t2 >ty — 2t 4.
Vieme, Ze pre kazdé A, B > 0 plati
SAB <2AB < A+ B

Zvolme teraz A = 5 + kn, B =5 + (k — 1)7. Teda

5 (G +RT (G + (k= 1)7) = ZAB < A2+ B2 = (2 + kn)2 + (5 + (k= )m)%

Ekvivalentnymi Gipravami dostaneme, Ze

t ty = ! ! <2< ! - ! >—2(t2+t2)
R e N R O C R CE L) A

Odkial je zrejmé, Ze pre k parne plati f(tx—1) < f(tx). Spojenim poznatku, Ze f je spojita a
ze pre k parne f(ty—1) < f(tx) a f(tx) > f(tk41), dostavame, Ze f nie je prosta na intervale
(tg+1,tx—1) a teda ani v ziadnom okoli bodu 0.
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Priklad 4. Dokazte, Ze rovnica
23 —zyz+y* =16
urcuje jedind funkciu z(x, y) v okoli bodu (1,4, 2). Néjdite jej parcidlne derivacie
0z 0%z 0z 0%z
%(QJ, y)’ WCY;’ y)7 %(17 4)7 W(L 4)

Riesenie. Bod (1,4, 2) spfﬁa rovnicu 2% — zyz + y? = 16. Funkcia F(z,y, 2) = 2° — xyz +
y*> — 16 je spojite diferencovatelna v Tubovolnom okoli bodu My(1,4,2) a F,(1,4,2) =
322 — 2y = 8 # 0. Teda sti splnené predpoklady vety o implicitnej funkcii. Kedze F(z,y, z)
je dvakrat diferencovatelna v okoli My, tak aj funkcia z(z,y) je dvakrat diferencovatelna
v nejakom okoli bodu (1,4). Podla vety o implicitnej funkcii mame zarudent existenciu
dvakrat diferencovatelnej funkcie v nejakom okoli bodu (1,4) z(z, ), ktora spliia rovnicu

2(x,y) — zyz(z,y) +y* = 16.
Teraz tato rovnicu derivujeme podla x. Dostavame:
3222, — Yz — xyz, = 0.
Opéatovnym derivovanim dostaneme

62(22)% 4+ 322200 — 202 — TYZee = 0.

_ Yz
Dostaneme z, = R m—
2yzy — 62(2,)?
o 322 —ay
Ak dosadime za z,, mame
2132

Fo (322 — ay)?’
Ak dosadime © = 1,y = 4, z = 2, tak nakoniec ziskame z,(1,4) = 1, z,,.(1,4) = —0, 5.

Priklad 5. Ur¢te prvé a druhé derivacie funkcif z(z), y(z), v bode z = 2. Tieto funkcie sa
zadané implicitne systémom rovnic

2?4y = 0,522

r+y+z=2
a spltajt podmienky z(2) = 1,y(2) = —1.

Riesenie. Ozna¢me funkcie Fy(x,y, z) = 2% + y* — 0,522 a Fy(7,9,2) =  +y + z — 2, ktoré
su diferencovatelné v l'ubovolnom okoli bodu My(1, —1, 2). Parcidlne derivacie

8F1 8F1 BFQ aFQ

R R TR P |

ox “ oy L T Oy
st spojité funkcie v bode M. Dalej plati, ze Fi(1,—1,2) = 0, F5(1,—1,2) = 0. Nakoniec
Jakobian zobrazenia

2 -2

D(Fl,FQ)/(L_LQ) :‘ L1 ‘:4#0.

D(z,y)
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Teda st splnené predpoklady vety o implicitnej funkcii. KedZe Fi(z,y, z), Fa(z,y, z) si dva-
krat diferencovatelné v lubovolnom okoli My, tak aj z(z), y(z) st dvakrat diferencovatelné
funkcie v nejakom okoli bodu z = 2. Systém rovnic

2%(2) + y2(2) = 0,52
2() +y(z) + 2 = 2
derivujeme podla z. Dostaneme
2xx’ + 2yy = 2, 24y +1=0.

Ak dosadime do tychto vztahov hodnoty z = 1,y = —1, 2 = 2, dostdvame systém rovnic
vzhladom na nezname z/(2),y'(2):

P2 -y@)=1 22 +y(2)=-L

Rie$enim tejto sustavy rovnic napokon dostavame: 2/(2) = 0,y/(2) = —1. Ak poévodny
systém rovnic derivujeme podla z dvakrét, dostaneme:

2(x/)2 +2.I.I”+2(y/)2 +2yy// _ 1’ .I”"_y” — 0'

Opit'polozime z = 1,y = —1,z = 2,2’ = 0,3 = —1. Dostaneme systém rovnic vzhladom
na nezname z”(2),y"(2):

2"(2) =y'(2)=-0,5  2"(2)+y"(2) =0

Riesenim dostaneme z”/(2) = —0,25,y"(2) = 0, 25.

Priklady na samostatné rieSenie

7.1 Ukézte, ze dané rovnice ur¢uju jedina funkciu y(x) v okoli bodu (x, yo):
A tyr+y? =3, zo=y =1 b) zy +In(zy) =1, 29 =2, yo = &;
)t by 2 =0, 2= 1 o=~}

7.2 . Ukazte, ze dané rovnice urcuja jedint funkciu z(z, y) v okoli bodu (z, yo, 20):
a)r+y+z=sinzyz, rg=1yo=20=0;

QrV4+a*+2r=3, zg=yp=20= 1.

7.3 Ukézte, ze v bode (1,1,1,1,1) vztahy

Bttty s -5 =
T -T2+ Y —ys +ys— 1
T34 205 4 yoyz —4 =

nevyhovuji predpokladom vety o existencii zobrazenia ¢ : (y3,y2) — (21,22,y1), avSak
vyhovujt predpokladom existencie zobrazenia ¢: (x1, z2) — (Y1, y2,Y3)-

7.4 Ukazte, ze dané vztahy urcuju jediné zobrazenie ¢ : X — Y v okoli bodu M, ak a)
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T1Y1 + T2y2 —ysy2 — 1 =
(2 —z1)(y2 —y1) —Yipys — 1 =
(27 +23) (W5 —yi) + 12 = O,

X = {(561,562)}, Y = {(yl’yZ’y3)}’ My = (1a 2,1,0, 1)
b)
sin(mz1y1) + sin(rzoy2) + sin(rxsys)

7r 7r I
cos §(x1 — y2) + cos 5(@ —y1) + cos §(x3 —y1) —2

X = {(1‘1,1’2,1‘3)}, Y = {(yl,yz)}, MO = (0, 1,0, 1,0)

0)

—arctg —— —zzay1y2 = 0
s )
1 1
3Y3 xfy%%—;yl—@ =0
11
X ={(znm)} YV = {nm)}h Mo = (13,5, 5):
7.5 Nech je dana rovnica
2> =y* (1)

y=1y(x),kde —oco <z < +oo (2)
je funkcia, spitiajtca rovnicu (1).
1. Kol'ko funkcif (2) spfﬁa rovnicu (1) ?
2. Kol'ko spojitych funkcii (2) spltia rovnicu (1) ?
3. Kol'ko diferencovatelnych funkcii (2) splita rovnicu (1) ?

81

4. Kolko spojitych funkcif (2) spfﬁa rovnicu (1), ak: a) y(1) = 1; b) y(0) = 0?
5. Kol'ko spojitych funkcii y = y(z) (1 — § < z < 1 + &) splita rovnicu (1), ak y(1) = 1a é

je dostato¢ne malé?

7.6 Predpokladajuc, Ze v nejakom jeho okolibodu My = (z9, yo, 20) je jednoznacne implicitne
uréena spojita dvakrat diferencovatelna funkcia z(z, y), najdite hodnoty uvedenych derivacii

v tomto bode:

0z 0z 0%z 9 9 9

- - - - :R2'
) (9x’(9y’6m8y'akx Tyt !
b)%%&akarct E—z—kx—i— ;

ox’ Oy’ 0x?’ S i

o o o o
Ox’ Oy’ 0x?’ Oxdy
0: 02 i
Ox’ Oy’ Ox0y

<)

d) ,ak . +y + z = cos(zyz).

7.7 Dokézte, ze pre funkciu y = f(z) uréend implicitne rovnicou

1+ a2y =k(z—vy),

,akx +ty+z=Inzyz, £ >0, y >0, 2> 0;
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kde k je konstanta, plati rovnost’
dx dy

1+22 1492

7.8 Dokazte, ze pre funkciu y = f(x) uré¢ent implicitne rovnicou
2P+t —1=0 (1)

pre zy > 0 plati rovnost’
dx dy

- =0
Vi—azt  /1—yt

7.9 Nech
2?4 y? + 22 = 3ryz =0 (1)

a f(z,y,z) = xy?z>.
Najdite: a) f2(1,1,1),ak z = z(z, y) je funkcia uréend implicitne rovnicou (1);b) f(1,1,1),
ak y = y(z, z) je funkcia uréena implicitne rovnicou (1). Vysvetlite, preco su tieto derivacie

rézne.

7.10 Nech z = z(z,y) je ta diferencovatelné funkcia, uréené rovnicou 23 — rz +y = 0, ktora

pre z = 3,y = —2 nadobtida hodnotu z = 2. N4jdite dz(3, —2) a d?z(3, —2).

Néjdite lokalne extrémy funkcie y = f(z) danej implicitne:

711 y? —ay —sinz =0, 0 < z < 2.
712 2% +xy + 9% = 27.
713 (y—z)> +2+6=0.

714 O funkcii y = y(z) je zname, Ze vyhovuje rovnici 22 + y*> = z* + y*. Kolko takych
diferencovatel'n}’/ch funkcii mdze byt’definovanych na okoli bodu = = 1? Ur¢te ich derivéacie
y'(x) ay”(x) vbode x = 1 (pokial existuju).



Kapitola 8

Viazané extrémy funkcie viac
premennych

Vijznam a vyuZitie viazanych extrémov funkcie viac premennich
Geometrickd interpreticia viazaného extrému a Lagrangeovho multiplikitora
Lagrangeova funkcia

Nutné podmienky existencie viazaného extrému

Postacujiice podmienky viazaného maxima a minima

VSeobecni postacujiica podmienka viazaného extrému a ohraniceny Hessidn

83
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Délezité pojmy a tvrdenia

Definicia viazaného extrému Nech f : D(f) € RY — R, anech g : D(g) C D(f) C
RN — R je vdzba. Pod viazanym lokdlnym maximom (resp. minimom) rozumieme bod
T e M = {x,g(x) =0} prektory plati: f(z) < f(Z) (resp. f(x) > f(T)) pre Ve € ON M,
kde O je nejaké okolie bodu 7.

Definicia Lagrangeovej funkcie. f: D(f) CRY — R,anechg: D(g9) C D(f) CRY - R
je védzba. Pod Lagrangeovou funkciou

L(z, A) = f(x) = Ag(x),
definovanou na (D(g), R).

Nutna podmienka viazaného extrému Nech f : D(f) C RY — Rje C*! hladka funkcia (t.j.
ma spojité derivacie,anech g : D(g) C D(f) C RY — Rje C*hladka vézba. Predpokladajme,
ze Vg(z) # 0 pre Vo € M = z,g(z) =0 - podmienka nedegenerovanosti. Ak bod bod
Z € D(g)je viazané lokadlne maximum (resp. minimum) dlohy max (resp. min) f(x), pri
vazbe g(x) = 0, t.j. ak T je kandidat na viazany extrém, tak nutne existuje A € R (Lagrangeov
multiplikator)tak, Ze plati:

oL

T

Vi=1,2,.N: —(%,\) =0,g(x) =0,

kde L(z,\) = f(x) — Ag(z) je Lagrangeova funkcia.
Geometrickd interpreticia viazaného lokalneho extrému a Lagrangeovho multiplikatora
V tejto Casti si priblizime geometrickd interpretaciu Lagrangeovho multiplikatora na
priklade dlohy
max f(z)

M ={z e R?: g(zx) =0}

kde f,g : R? — R st hladké funkcie, pricom g je regularna vizba. Na obrazku 8.1 st ako
priklad naznacené mnozina M, ako nulové drovitovd mnozina funkcie g, t. j.

M = EZo(g) = {v € B g(a) =0}

a niekol’ko troviiovych mnozin EZ(f) = {z € R?: f(x) = ¢} funkcie f pre r6zne hodnoty
hladiny c¢. Lokalny viazany extrém funkcie f pri vizbe g = 0 zrejme nastane v tom bode z,
kde sa tiroviiova mnozina E- (f) dotkne vizby, t.j mnoziny E_,(g) = {z € R?: g(z) = 0}.
Normalové vektory k mnozindm E (f) resp. E__,(g) v bode Z sti dané gradientmi funkcie
f resp. g a teda

N(EZ () = V@),  N(EZ(9) = V(@)

Potom v bode lokélneho extrému z dostavame, Ze tieto dva vektory musia byt' navzajom
kolinedrne (paralelné). To znamena, Ze existuje konstanta \ (Lagrangeov multiplikator), pre
ktory plati

V(@) = \Vg(2).

Téato podmienka je vSak zrejme identicka s nutnou podmienkou viazaného extrému

VL(z,\) =0 vbodez, kdeL(x,\)=f(x)— Ag(x).
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BN =t ) =¢)

N(EZ (/)

Lokalny viazany extrém N(E::O(g)) \
S

N(EZ(f) M =E_(g)=t{x,g(x)=0}

N(EZ(2))

Obr. 8.1: Znézornenie geometrickej interpretécie Lagrangeovho multiplikétora.

Vo vyssej dimenzii resp. pre viacero vdzieb sa da previest’podobné geometricka tivaha vy-
svetlujiica geometricky vyznam Lagrangeovho multiplikatora vyjadrujiceho vztah linearnej
zavislosti gradientov optimalizovanej funkcie f a gradientov vazby g.

Postacujtica podmienka viazaného lokalneho extrému PP1. Nech st splnené predpoklady
na f a g z predoslého tvrdenia a nech bod 7 je kandidat na extrém a A\ je vypocitany
Lagrangeov multiplikdtor Lagrangeovej funkcie L(xz, A). Potom ak funkcia z — L(z,A\) ma v
bode T lokdlne maximum (resp. lokalne minimum), tak aj funkcia f(z) ma v bode T viazané
lokédlne maximum (resp. viazané lokadlne minimum).

Definicia oblikovo sdvislej mnoziny. Mnozinu M C RY nazyvame oblikovo stivislou,

ak pre kazdé dva body z,y € M existuje obluk Xy spdjajuci bod X s bodom Y cely leZiaci
v mnozine M, t. j. existuje interval I C R a spojité zobrazenie

p: I =RV, 2 =p(a),y = p(b),p(t) € M Vit € [a,b].

Postacujtica podmienka viazaného lokalneho extrému PP2. Nech M je oblikovo stvisla
kompaktna mnozina M C R anech f : M C RY + R je spojitad. Potom f nadobtida svoje
maximum aj minimum na M (doésledok kompaktnosti) a f zaroveri nadobuda ktorukolvek
hodnotu medzi minimom a maximom (t. j. obraz f (M) je uzavrety interval).

Definicia obkoleseného Hessidnu pre N = 2 Nech f : D(f) € RY — R je C! hladka
funkcia (t. j. ma spojité derivacie, a nech g : D(g) € D(f) € RY — Rje C! hladka vézba.
Predpokladajme, ze Vg(x) # 0 pre Vo € M = {x, g(x) = 0} - podmienka nedegenerovanosti.
Nech N = 2. Obkoleseny Hessi4n je matica

0 99 99
81'1 81'22
g %L 2L
H = 81'1 81'1 81'2

ami
99 0°L 0%L
0x2 0x1012 amg

Postacujtica podmienka viazaného lokalneho extrému PP3. Nech st splnené predpoklady
na f a g z predoslého tvrdenia a nech bod 7 je kandidat na extrém a A\ je vypocitany
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Lagrangeov multiplikator Lagrangeovej funkcie L(z, ). Nech N = 2. Na to aby kandidat =
na viazany extrém bol minimum sta¢i aby determinant

0 99 99
o0r1 0x2
99 2L ?L

|H| = |Bax ox? dz10ms | <0

0Og 9*L %L

Oxo Ox10x2 81%

Na to aby kandidéat 7 na viazany extrém predstavoval lokalne viazané maximum, staci
aby determinant |H| > 0.

Definicia obkoleseného Hessianu pre N > 2 Nech f : D(f) C RY — Rje C! hladka
funkcia (t. j. ma spojité derivacie, a nech g : D(g) € D(f) € RY — R je C! hladka vézba.
Predpokladajme, ze Vg(z) # 0 pre Vo € M = z, g(z) = 0 - podmienka nedegenerovanosti.

Obkoleseny Hessian je matica

0 0 99 )
o0z Oxo """ oxr N
dg 9%L 9L 9L

H = Ox1 8$% Ox10xo """ 81'181']\]
dg %L %L %L

Jry Ox10xy  Oxedzyn """ OxNnOTn

Postacujtica podmienka viazaného lokéalneho extrému PP3 pre N Nech f : D(f) C RY —
R je C! hladka funkcia (t. j. ma spojité derivacie, a nech g : D(g) € D(f) C RY — Rje
C' hladka vizba. Predpokladajme, Zze Vg(z) # 0 pre Vo € M = z,g(z) = 0 - podmienka
nedegenerovanosti. Nech bod 7 je kandidat na extrém a A je vypocitany Lagrangeov multip-
likator Lagrangeovej funkcie L(z, \). Oznatme Hs, Hy, ...H y postupnost’hlavnych minorov
pocitanych v T a prisluchajticich k . Pokial

Hs3<0,Hy <0,....,Hy <0,
tak 7 je bod lokalneho viazaného lokalneho minima. Pokial
H3>0,Hy<0,...(~1)NHy <0,

tak 7 je bod lokélneho viazaného lokdlneho maxima.

Uloha viazaného extrému s viacerymi vizbami. Nech f : D(f) € RN — R je C! hladké
funkcia (t. j. ma spojité derivacie, a nech g; : D(g;) C D(f) C RY — R st C! hladké vizby
pre i = 1,2,...M. Predpokladajme, ze M < N. Nech g;,i = 1,2,...m, splfiaji podmienku
regularity: Hodnost'matice ¢'(z), pre vSetky body = € {z,giz =0 pre i =1,2,..M}je M.
Pritom

0 1o]

o (z) . g(z)
g (x) = : :

0 0

Gb(x)... F2L(x)
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Definicia Lagrangeovej funkcie. Nech f : D(f) C RY — R, anech g; : D(g;) C D(f) C
RN — R st C! hladké vazby pre i = 1,2,...M. Predpokladajme, e M < N.Pod Lagrange-
ovou funkciou

M
L(z,\) = f(=) = ) \igi(w),
i=1

definovanou na (z, ) € (MM, D(g;), RM).

Nutni podmienka viazaného extrému Nech f : D(f) C RY — R, anech g; : D(g;) C
D(f) € RN — R st C! hladké vizby pre i = 1,2,...M. Predpokladajme, ze M < N. Nech
rovnice vazby spfﬁajﬁ podmienku regularity. Nech 7 je bod viazaného lokalneho extrému.
Nech L(z, \) = f(z) — S, Nigi(x) je Lagrangeova funkcia. Potom musi platit, Ze existuje
A € RM takg, Ze

oL

a—(f, A)=0pre j=1,2,...N a g;(T) =0 pre i =1,2,...N.
Ty

Poznamka. Pri zistovani, ¢i dany kandidat je alebo nie je viazany lokalny extrém tdlohy s
viacerymi vazbami pouzivame analégiu s PP1, s PP2 a s PP3, pricom obkoleseny Hessian
vyzera:

0 Vi (@)

0 Vg3 (T)
H—

0 : Vg1, (T)

Vo1(T)... Vgu(T) LT, N)

Pritom 0 je M rozmerny nulovy vektor, Vg;(F) je N rozmerny stlpcovy vektor a L”(Z, \) je
reprezentovana maticou NV x N.

RieSené priklady.
Priklad 1. Kruh o polomere 1 rozdel'te spojnicami stredu a hranice kruhu na n-uholnik

s vnatornymi uhlami pri strede kruhu 1, 29, ...z, (v radidnoch ). Najdite také hodnoty
x1,T2,...Ty, pri ktorych je obvod n-uholnika maximalny.

RieSenie. Ozna¢me vnutorné uhly n—uholnika z1, z2, ...z, tak pre obvod vpisaného n—uholnika
do kruznice o polomere 1 plati:

n
. Iy
O(z1, 2, ...T0) = 2 Zsm EZ
i=1
Pritom hladdme max, O(z1, z2,...7,) Nna mnozine
n
K, ={(z1,29,..xy),Vi=1,2,....n :2; > 0, ZCEZ =27}
i=1

Oznacéme

n n
Ap={x,Vi=1,2,.n:2; > O,in =21}, By, ={x,3 i1 :O,Zmi = 27}
i=1 =1
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Kedze Kyje kompaktnd mnoZina, urcite nadobtida O spojita funkcia na nej maximum. Z
geometrického nazoru, t.j. pouZzijic trojuholnikovt nerovnost'vyplyva, Ze sa dané maximum
musi nadobtidat'na mnozine A,,. Teda hfadame viazané lokalne maximum funkcie O(z) na
mnozine

{z,Vi=1,2,.n:x; >0}

s vazbou
n
E Ty = 2.
i=1
Teraz zostrojime Lagrangeovu funkciu

L(xz,\) = Z:UZ—2W —QZsm——)\ ixi—%r).
=1

Ked' pouzijeme nutnt podmienku lokédlneho extrému, t. j.

oL ;
Vie{l,2,..n}: oz, (T) = cos % —-A=0,
tak dostavame, Ze
. T Ty
Vie{1,2,..n} : cos 5 = Cos .

Z podmienky vazby vyplyva, ze Z; € (0,27) a teda

Zem).

Ked'ze funkcia cos je na (0,7) prosta funkcia, plati Vi € {1,2,..n}z; = 22 Teda jediny
kandidat na viazany lokalny extrém je

Viem, Ze maximum maxg, O sa nadobtida na mnozine A,, a teda v bode Z. Ukazali sme, ze
obvod n—uholnika je maximalny, ked’sa jedna o pravidelny n—uholnik.

Priklad 2. RozloZte dané kladné ¢islo a na n s¢itancov tak, aby stcet ich Stvorcov bol
minimalny.

Riesenie Nech V' : R" — R, V(al,ag,.. n) = Yoi, a?. Hladame min V(ay, as, ..., a,), za
podmienky vazby a; + as + ...a,, = a. Definujme Lagrangeovu funkciu

n
L(ai,az,...,an, \) = Za? —MNay + a2+ ... + ay).
i=1

Dostavame oL
— =2a71 — A\
8&1 ai ;
oL
_— = 2&2 - )\,

8a2



Diferencidlny a integrdlny pocet funkcii viac premennijch v prikladoch 89

— = 2a, — A,
Oda,, "
Nutna podmienka existencie viazaného extrému je teda
= 2a; = 2ay = 20,

pri podmienke vazby mame jediny mozny bod spliiajiici podmienku

Teraz pouzijeme podmienku PP1. Uréime Hessovu maticu druhych derivacii funkcie L(x) =
L(z,\) v bode

Dostavame ) )
. 0°L . 0°L
VZEI,Q,...TL:W:ZVZJELQ.nl#j Dara,

i
Z kladnej definitnosti Hessovej matice vyplyva existencia viazaného minima danej funkcie
a vazby. Minimum sa nadobtdda v bode

(=

Na dovazok dopliime, Ze tymto prikladom sme nepriamo ukazali aj nerovnost’

I, 1)

=0.

a

o,

n

Sle
3l

Priklad 3. Na sfére 2% + y* + 22 = 1 najdite bod, ktory ma minimalny stcet $tvorcov
vzdialenosti od n danych bodov M;(z;,v;, 2:),i1 = 1,2, ...n.
Riesenie. Budeme riegit tlohu na viazany lokalny extrém funkcie V : R3 — R,

n

V(ﬁ,y, Z) = Z(I - xi)z + (y - yi)2 + (Z - Zl')za
=1

kde (z,y, 2) splta vazbu 2243+ 2% = 1. Ked'ze povrch gule je obltikovo stivisla a kompaktna

mnoZina, tak na nej funkcia musi nadobudat’ podla podmienky PP2 ako minimum, tak aj
maximum. Nech L(z,y,2,A) : R? x R — R je definovana vztahom

L(x,y,z,\) = Z{x—x (y—y)? + (z — 2)*} + M2 + > + 22 — 1).
Nutna podmienka viazaného extrému je
oL
— =2 (z—x;)+2\=0.

oL =
Em =2 (y—ui)+2\y =0
i=1
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=2 (2—2z)+2xz=0.

Dostavame:

Po umocneni na druht a s¢itani vSetkych troch rovnica vyuZiti vazby dostaneme

n

(n+X)?= (Z i) + (Z vi)?+ O =)

i=1

Teda méame

n n

A =-n+ (Z ;)% + (Z Yi)? + (Z zi)2.
1=1

1=1 = i=1

n

Do =—n = [ Q@i+ Qo) + (o)

i=1 =1 i=1

3

a body moZzného extrému st (71, ¥1, z1),(T2, U2, 22), kde

1 < 1 = 1
X1 = n+)\1Z%‘?%:n+)\12yi721=n+)\122i-
i=1 =1 =1
€T = l‘-, = <,Z = YA
2 n+)\2; iy Y2 n+)\2;yz 2 ’I’L—|—)\2;Z

Teraz bud’ pouZzijeme PP1 alebo PP2. Ked7Ze Hessova matica druhych derivéacii funkcie
L(z,y,z,)\1) v bode sa lahko potita, plati

n+Ax 0 0 S 0 0
L'(z1,y,z)=| 0 n+X 0 =10 S 0 |,
0 0 n—+ A\ 0 0 S
kde
S=, 022+ w2+ )2
i=1 i=1 i=1
Podobne
-S 0 0
L/,(TQ,%,Z_Q) = 0 -5 0
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Teda, ak S # 0, tak v (771,771, Z1) sa nadobtida viazané minimum a v (73, ¥z, Z2) sa nadobuda
viazané maximum. Ak S # 0, tak minimum sa nadobtda v bode

1 Z" 1 Z” 1 Z"
Tr1 = — 1“’ = — iy 21 = — Za.
1 S i=1 e 5 1=1 e S 1=1 Z

V pripade, Ze S = 0, plati pre(z, y, z)ktoré spliia podmienku vizby

P2 =1

Vi(z,y,z) = Z(JE —z) + (y—v)’ + (2 —z) =
i=1

n n n n
Z(xz +y? + 27 —2902%' —QyZyz‘ - 222% +Z$12 +yi o+ 2
=1 =1 =1 =1

i=1

n
=n+Y ai+yl+27,
i=1
¢o vlastne znamena, ze V' je v tomto pripade konstantné a kazdy bod (z, y, z) vdzby je bodom
neostrého lokalneho minima aj maxima.

Priklady na samostatné rieSenie

Viazané lokalne extrémy
Néjdite viazané lokalne extrémy funkcii:

8.1 z(z,y) = 2% + 1, A
a b
1 1 1
8.2 z(x,y) ==+, E—FE:ﬁ.

8.3 z(z,y) = a2y, 2> +y> = 1.
T T

84 2(v,y) =z +y, tgr+3tgy =0, [z <, [yl < 3
8.5 u(x,y,2) =x —2y+2z, 22+ 9> +22 = 1.
8.6 u(x,y,2) =xy?z3, v +2y+32=6, (x>0,y>0, z>0).

2 2 2
8.7u(w,y,z)=%—|—i—2—|—i—2, 24yt +22=1, (a>b>c>0).
8.8 u(x,y,2) = vyz, 22 + 9%+ 22 =3.
89 u(x,y,2) =r+y+2% z—ox=1y—z2z=1

8.10 u(x,y,z) =xyz, x+y+2=>5, zy +yz+ zax =8.
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8.11 Ako treba zvolit’ polomer podstavy r a vysku h kruhového valca, ktorého objem je
V = 547, aby mal najmensi povrch?

8.12 Najdite rozmery pravouhlého rovnobeZnostena najvac¢sieho objemu, ktory je vpisany
do elipsoidu

562 y2 22

StEtg=1

8.13 Néjdite najmensiu vzdialenost’bodu (x¢, yo, 20) od roviny 7 : az + by + ¢z + d = 0.

n
8.14 Najdite extrém kvadratickej formy u = Z a;jr;z;m kde a;; = aj; st redlne Cisla, pri
ij=1

n
vézbe E z? =1
i=1

8.15 Dokézte nerovnost*

" +y" < z+y
2 - 2

n
) ,akn>1,2>0,y>0.

8.16 Najdite viazané extrémy funkcie z = 7" + 25" + - - - + 277", ak rovnica vazby je x1 + x2 +
ot xy =na, a>0 m>1.

8.17 Dokézte Holderovu nerovnost’
n n 1/p n 1/q 1 1
a;jz; < a? x! ,a; >0, 2;,>0,i=1,2,...,n,p>1, —+~-=1.

8.18 Najdite viazané lokalne extrémy funkcie
f(z,y,2) =2+ 2y + 32
privazbachz +y+z2=1lax? +y? + 22 = 1.

Globélne extrémy
Néjdite globélne extrémy funkcii na uzavretej ohranicenej oblasti M:

819 z(w,y) = 2% +y? — 1220 + 16y, M = {(z,y) € R? : 2% + % < 25}.
8.20 z(z,y) =22+ 2y + 4wy — 62— 1, M ={(z,y) eR?: x>0,y >0, y < —x +3}.
8.21 z(z,y) = 2> —ay +y*, M = {(z,y) € R*: 2| +[y| < 1}.
8.22 z(z,y) = 2% —y%, M = {(z,y) € R? : 2% + % < 4}.
8.23 2(z,y) = e " V(322 + 2%), M = {(z,y) € R%: 22 4+ ¢ < 4}.
vy 2’y wy?

8.24 z(z,y) == - —Z -~ 2 M ={(x,y) € R?: x

y
oY 1 a0 y>0L
2 6 8 gty <bhe20y=0}
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8.25 u(x,y,2) = 22 +2y> + 322, M = {(z,y,2) € R?: 22 + y? + 22 < 100}.
826 u(r,y,2)=x+y+z M={(z,y,2) ER3: 22 + 92 <2 <1}

8.27 u(x,y,2) = xy +yz + zx, M{(z,y,2) € R®: 22 + 2 + 22 < a?}.

8.28 RiesSte viazané lokalne extrémy funkcie f pri vdzbe g.

a) flz,y) =4z —y a g: 2> —y* =15, b) f(x,y)=2>—y* ag: 20—y —3=0

8.29 Zistite globalne extrémy funkcie © na mnoZine D.

u(z,y,z) = z? — 2ax +y2 — 2ay + 22 — 2az

D = {(z,y,2),2% + y* + 2> < 4d? 2 > 0}

Navod: Treba si uvedomit, Ze mnozina D je savislda a kompaktnd. Najprv hladdme
mozné lokalne extrémy(pomocou prvych derivécii vyjde M; = (a, a, a). Dalej hladame body
moznych extrémov na hranici 9D = D; U Dy, kde Dy = {(z,v, 2), 22+ 4 22 = 4a?, 2 >
0} a Dy = {(z,9,2),2% + y*> < 4a® a z = 0}. Na D; nam vyjde My = (%,%,%) Na
D5 hladdme globélne extrémy a dostdvame ndm M3z = (a,a,0) a My = (v/2a,/2a,0) a
My = (—v/2a, —/2a,0). Teraz spomedzi bodov My, My, Ms, My, Ms vyberieme tie v ktorych
nadobuda funkcia maximum a minimum.

maxu(M) vMs,u(Ms) = 4a®(v/2 + 1), minu(M) = u(M;) = —3a?)



Kapitola 9

Rozvoj funkcii do
Fourierovho radu

Rozvoj funkcie do Fourierovho radu, vztahy pre koeficienty Fourierovho radu

Periodické, parne a nepdrne rozsirenia funkcii a ich rozvoj do Fourierovho
radu

Besselova nerovnost’ a Parsevalova rovnost’
Konvergencia trigonometrického radu, bodovd konvergencia Fourierovho radu

Riesenie okrajovej 1ilohy pre obycajnii diferencidlnu rovnicu pomocou Fou-
rierovho radu

94
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Délezité pojmy a tvrdenia

Myslienka konstrukcie Fourierovych trigonometrickych radov je zaloZena na snahe ap-
roximovat’ redlne funkcie redlnej premennej pomocou trigonometrickych funkcii sin resp.
cos. V tejto Casti pripomenieme zakladné fakty o konstrukcii Fourierovych radov a ich vlast-
nostiach.

Nech f : [-1,]] — R je Riemannovsky integrovatelna funkcia. Pod Fourierovym radom
funkcie f na intervale [—I,[] rozumieme funkcionalny rad

nmwT
by, sin ——
+ Z Qanp cos + sin ]

zloZeny z tzv. trigonometrickych polynémov cos *7* a sin “7* pre n = 1,2, ...,. Fourierove

koeficienty tohto trigonometrického radu vypocitame nasledovne:

1 l
apy = 7 f(x)d.%',
ap = / f(x)cos wdm,
by = - f(a:) sin 2L g

Fourierov rad k funkcii f potom mé tvar

nmwy
by, sin ——.
—|— Z G, cos —|— sin ]

Zéamerne sa vyhybame napisaniu rovnosti vo vysie uvedenom vztahu, nakolko horeuve-
deny rad nemusi konvergovat’k hodnote f(x) v kazdom bode x.

Idea odvodenia vzorcov pre koeficienty a,,b, je jednoducha a spociva vo vynasobeni
sumy » 2, aj cos @ + by sin @ funkciou cos *7* resp. sin “7* a naslednom integrovani po
intervale [, []. Potrebujeme este vyuzit’ integraly

¢ nwx mmx L nmx . ommx
COS —— COS de = sin —— sin ; drz =0
—1 —1

l

pren #m

pre kazdé n,m a

pre kazdé n.
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V pripade, Ze funkcia f : [a,b] — R, kde [a,b] je I'ubovolny interval, tak Fourierove
koeficienty vypocitame podla vzorcov

ag = z/bf(gn)dgc
0 = —/f 27Tnx v

2
b, = T/a f(x)sin W;xdﬂz

kde T = b — a. V tomto vSeobecnom pripade mé Fourierov rad funkcie f tvar

. 2wnx
—|—Zancos —|—b sin T

Periodické rozsirenie funkcie. Nech f : [a,b] C R — R je funkcia. Pod T-periodickym
rozsirenim funkcie f z intervalu [a,b] do R, kde T' = b — a, rozumieme funkciu

. f(@)  akz € [a,b],
flx) = {f(x —kT) akzx ¢ [a,b],

kde k € Z je také celé &islo, ze x — kT € [a, b].

Parne rozsirenie funkcie. Nech f : [0,7] C R — R je dana funkcia. Pod parnym 27-
periodickym rozsirenim funkcie f rozumieme funkciu f : R — R, ktora je periodickym

rozsirenim funkcie
7oy fx) akxze[0,T7,
fe) = {f(—m) akz € [-T,0).

Nepérne rozsirenie funkcie. Nech f : [0,7] C R — R je dana funkcia. Pod neparnym
2T -periodickym rozsirenim funkcie f rozumieme funkciu f : R — R, ktora je periodickym

roz$irenim funkcie
= f(x) ak z € [0 T],
—f(=z) akz € [-T,0).
Besselova nerovnost. Nech f € Ly(—1,1). Tj. f f2(z)dr < co. Nech fje 21 periodicka.Potom

/f2d>

presnejsie pre rozdiel f(x) — s, (x), kde

plati

+ 1ba?)

Sp(x) = 0} 0 4 Z a cos kT + by, sin /<:7le

oznacuje n-ty ¢iasto¢ny stcet Fourierovho radu, plati:

21 21 2 n
Q
0 [T11@) —salPde = [ 11@Pds 1%+ Yl + P
k=1
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!

Parsevalova rovnost’'Nech f € Lo(—1,1). Tj. [ f?(z)dz < oo. Nech fje 21 periodicka.Potom
—1

plati

l 2 0
/ PHlayde = 153 fanl? + o)
- n=1

Poznamka. Preco vlastne neuddvame len rovnost? Lebo Besselova nerovnost’plati vSeobec-
nejsie v lubovolnom Hilbertovom priestore, kde si zvolime nejaky ortonormalny systém,
podla ktorého funkciu rozvijame. V pripade, Ze tento systém je tplny, dostavame analogicku
Parsevalovu rovnost’

Tvrdenie 1. Ak funkcia f je 21 - periodicka funkcia, spojit4, po ¢astiach C 1 hladka, potom
sn(zo) — f (o)

pre n — oo, Vg € [0, 27].

Tvrdenie 2. Ak funkcia f je 2I - periodicka funkcia, po ¢astiach C* hladk, tak potom
sn(z0) = f(x0),

kde

- { f(zo0) a xzp jebod spojitosti

flo) = w a xzo jebod nespojitosti.

Tvrdenie 3. (O derivovani Fourierovho radu) Nech f je spojitd na (—oo,c0) periodicka
funkcia s periédou T = 2[, t.j f(—1) = f(I). Nech f’je po Castiach spojita na [a, a + 2[]. Potom
Fourierov rad funkcie f’ dostaneme derivovanim f Fourierovho radu funkcie f ¢len po ¢lene.

RieSené priklady.

Priklad 1. Nech (X,.) je LVP so skalarnym st¢inom (.,.). Norma ||.|| na X je definovana
pomocou skalarneho sucinu (z,y) — R : ||z|| = \/(z, ).

Nech (¢1, @2, ...¢n, ...) je systém navzajom ortogonalnych prvkov v X. Nech f € X, f
Iubovolny. Potom pod Fourierovymi koeficientami funkcie f rozumieme postupnost’

{vm}tm=1,1m €R,
takq, ze
_ (fy o)
[ $mlI?
Toto je zovseobecnenie Fourierovych radov do ubovolného LVP priestoru so skalarnym
sucinom. Oznacme teraz

Tm

n
Sn:ZWmﬁbmeX

m=1
ako n— ¢iasto¢ny stcet Fourierovho radu. Nech

n

tn = Zcmd)mGX,cmG]R

m=1
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je I'ubovolna linearna kombinacia bazickych funkcif (¢1, ..., ¢,. Potom plati

1f = sull® < If = tall*.

To znamena, Ze aproximécia s,, funkcie f skonstruovand pomocou Fourierovych koeficien-
tov, je najlepsia aproximécia spomedzi vSetkych linearnych kombinécii s pohladu minima-
lizécie kvadratickej chyby || f — s, |

Doékaz. Pocitajme

th_fuzz(tn_fatn_f):(Zcm¢m_fazcm¢m_f)
m=1 m=1

n n n

= Hf”2 - 2(f, Z Cm¢m) + (Z CmPm, Z Cm¢m)

m=1 m=1 m=1
(z ortogonality)

n

=[£I =2 emlfdm) + D cmlléml® = 117 =2 covmliomll® + D cmlidml®
m=1 m=1 m=1

m=1

n n n
= 1P+ D lemllP (el = 29mem + 75— v2) = IFIP+ D I6mlP(em—7m)* = D lldml*v-
m=1 m=1

m=1

Teraz dosadme za ¢,,, = ¥,,Vm = 1,2, ..n :
n
llsn = FI2 = 117 = D ldml*vim-
m=1

A teda .
ltn = 17 = Nsn = FIP+ D ldml®(cm = ym)? = llsn — fI.
m=1
Priklad 2. Vypotitajte postupne Fourierove rady k funkcidam na (0,27) a) x, b) 22, ¢) 23
vzhladom na ortogonalnu ststavu funkcif 1, cos nz, sinnz,n € N.
RieSenie.
a) Funkcia f(x) = z:

1 2w 1 2w 1 2w )
ag = —/ r dr =2m, a,= —/ xcosnx dr =0, b, = / rsinnr dr = ——.
0 0 0 n

m m s

Fourierov rad je preto dany:
n

T~ — E —sinnax.
L~ n
=1

Odetial tiez dostaneme, Ze na intervale (0, 27) plati:

n
m™T—x 1 .
~ E —sinnx.
2 — 1,
=1
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1 2
:—/ z? dx:§7r2
T 0 3

1 27
= — 22 cosnz dx
™Jo

b) Funkcia f(z) = 22 :

Sl

S

(pouzijeme per partes)

sinnx
lu =22, v = 2z,0" = cosnz,v = |
_ 2 [* —2 4
a, = —— sin nx dx:—bn:—z.
™ Jo n n
Tu sme pouzili b, z a).
o 1 2w
b, = —/ 2?sinnz dx
T Jo
(opat’pouZzijeme per partes)
— w2 4
bp=——+—a, = ——.
n

Fourierov rad na intervale (0, 27) ma tvar
n
, 4 4 Ar
o~ T+ E —5 COSNT — — SINNT.
3 —n n
P

Porovnanim a), b) dostaneme, Ze na intervale (0, 27) plati

n
322 + 272 — 67 Z CcoS nNx
~ .

i=1

12 n2

c) Funkcia f(z) = 23

e 1 2w
_0:—/ > dx = 473
™ Jo
. 1 2
ay, = —/ 23 cosnz dx
™ Jo
(pouzijeme per partes)
— 3— 12w
an = ——bp = —
n n

(pouzijeme per partes)

Teda Fourierov rad na (0, 27) ma tvar
12 8r?

n

127 .

x3~27r3+g —5-cosnz + (— — —)sinnz.
— n n n

1=
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Porovnanim a), b), c) dostaneme, Ze na intervale (0, 27) plati:

3 — 3ra? + 21 sin nx
12 ~ Z '

Teraz mozeme pouzit' Parsevalovu rovnost'na vypocet nasledovnych radov:

a) 2?1%
b) YL, 7
C) Zz 1ij

a) Z Parsevalovej rovnosti pre funkciu "5+ na intervale (0, 27) dostavame

n

1 1 (7 -2, 72
— = — de = —.
Zn2 7T/0 ( 2 ) de 6

i=1

. . 2 9.2 . )
b) Z Parsevalovej rovnosti pre W na intervale (0, 27) mame

i%:l/zw(3w2+2ﬂ—2_6ﬂ-w)2 dﬂ?:ﬂ-—4.
—n ™ Jo 12 90

. . 3_ 2 2 . .
c) Z Parsevalovej rovnosti pre Z=3TL 4212 na intervale (0, 2) dostavame

n

Zi:1/2”(x3—37rx2+2772x)2dx:7r_6.
nb 12 945

Priklady na samostatné rieSenie
9.1 Zostrojte Fourierove rady funkcii

a) f(x) =7+ 4cos 3z na (—m, ).

b)
f(x) = 2prex e (0,7)
f(x) = Oprex=0
f(x) = —2prex e (—m0)
¢) f(x) = |z| pre x € [-1,1],1 = 1 vzhladom k systému funkcii (1, ..., cos 7%, sin 27%)

L1
d ) f(z) = exp( z) z € (—I,1) vzhladom k systému funkcii z c)
f(x) = cos®x

f) f(x) =222 — 2 +cos?z
9.2 Nech ) >°, ¢,¢n je Fourierov rad funkcie f a ) 7, d,¢, je Fourierov rad funkcie g,
pricom ¢,, je ortogondlny systém funkcii. Aké st Fourierove koeficienty funkcie f + ¢?
9.3 Nech je dana funkcia f(x) = z? na [0, 7]. Roz$irme ju na interval [—, 7] a napi§me
Fourierov rozvoj rozsirenej funkcie f;
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a) Ak f; ma periédu 7 na (—m, )

b) Ak fi(z) je parna funkcia na [—, 7]
c) Ak fi(z) je neparna funkcia na [—, 7]
d) Na zaklade b) spocitajte

21 K (-t & 1
EZEE“EZ n? ’2;(2n-—1ﬂ
Névod: Pre periodické predlzenie f; funkcie f = 2% definovanej na zékladnom interval

[—7, 7] s peribdou 27 plati, Ze f; je spojitd na (—oo, 00) a periodickd s periédou 27 a preto po
spocitani Fourierovho radu v b) dostaneme, Ze

o0
filz % Z " cosnz Va € (—o0,00)
a teda -
2 n
9 T (=1)" cosnx

Il
—

n

Teraz dosadime za x = 0 a dostaneme, Ze

n+1 2
> E0 -
n=1

Ak dosadime za 2 = 7w, dostaneme
00 2
> =T

5 =

—n 6

a s¢itanim predoslych dvoch radov dostaneme

on—12 8§
—(2n-1) 8

9.4 Najdite sinusovy trigonometricky rozvoj funkcie f(z) = x — 2% pre z € (0,1).
Navod: Rozsirime funkciu na neparnuna (—1,1).

9.5 Najdite kosinusovy trigonometricky rad pre funkciu f(z) = sin 2z pre z € (0, 27)
Néavod: Rozsirime funkciu na parnu na [—2m, 27].

9.6 Pomocou Parsevalovej rovnosti spocitajte

1
(2k +1)%’

1
(2k +1)*

Mz 10

i

0

9.7 Dokaézte, ze systém (1,z,1(32? — 1), (52® — 3z)) je ortogonalny systém v priestore
L*(—1,1) integrovatelnych funkcii s druhou mocninou na intervale —1,1) s integralnou
normou ||.||2.
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9.8 Metédou rozvoja do Fourierovho radu néjdite rieSenie diferencialnych rovnic

a) —u’(x) =—1, € (0,1) u(0) =u(l) =0
b) —u"(z) +u(z) =1 z € (0,1) u(0) =u(l) =0

9.9 Zostrojte 21 periodické predlzenie funkcie f, f(z) = z + 1,z € (—n, 7). K akej funkcii
konverguje Fourierov rad a na akych intervaloch? Kedy je konvergencia rovhomerna?
Navod: KedZe funkcia f je po ¢astiach spojitd na R a 27 periodick4, tak potom na intervale
(—m, m) konverguje Fourierovrad k f, v kr k € Z konverguje ku f(m)ﬂzrf(m)* = ”‘Hg”“ =1
Na kazdom kompaktnom podintervale [c,d] C (—m,7) je dokonca konvergencia rovno-

merna.

9.10 Funkciu

f(x) = [z]
rozvinte do Fourierovho radu na intervale (—1, 1). Vypocitajte sticet radu

11 1 1
sttt

Itstptaty

+ ...

Na zaklade poznania tohto sti¢tu najdite aj stcet:

1 1 1 1
1+§+§+4—2+5—2—|—....

9.11 Funkciu
/(&) = max(z,0)
rozviiite do Fourierovho radu na intervale (—1,1).

9.12 Funkciu
f(w) = sin(z/2)
rozviiite do Fourierovho radu na intervale (—, 7).
9.13 Funkciu
f(z) = xsin(z)
rozviiite do Fourierovho radu na intervale (0, 7).
9.14 Funkciu
f(z)=2% prez >0
f(z)=0 prex <0

rozviiite do Fourierovho radu na intervale (—1,1).

9.15 Funkciu
f(z) = max(z®,0)

rozviiite do Fourierovho radu na intervale (—1,1).

Grafické zobrazenia funkcii a ich Fourierovych radov



Diferencidlny a integrdlny pocet funkcii viac premennijch v prikladoch

e Grafické zobrazenie funkcie

definovanej na intervale [a,b] = [—2, 2] a jej ¢iastoény Fourierov rad S,,(f)(x)

)= {

0

103

lz] <1
|z > 1

ag
5 T

e 2mnx . 2mnhe _ . . ) ™ . . . .,
Y meq G cOs “HE by, sin 0% pren = 15. Periodické predlZenie tejto funkcie s periédou
T'=b—-a
1 \Araiann/ 1
0.8 0.8
06 _ 06
=z =z
T 04 T 04
0.2 0.2
0 s.«% ‘fv&fv 0
-2 -1 0 1 2 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
e Grafické zobrazenie funkcie f(z) = 22 definovanej na intervale [a,b] = [0,1] a jej
tiasto¢ny Fourierov rad S,(f)(z) = %L + >°°° | a, cos 2L + b, sin 2ZZ2L pre n = 15.
Periodické predlzenie tejto funkcie s periédouT = b —a
1 15
0.8 1.25
0.6 1
Zoa Zors
0.5
02 0.25
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.5 1 15 2 25 3

e Spektruma,,n =0,...,ab,,n = 1,..., funkcie definovanej v predoslom priklade.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

o Grafické zobrazenie funkcie f(x)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
n

2

20
n=1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
n

[cos(n?) sin(n/z); definovanej na inter-

vale [a,b] = [0,20] a jej Ciastocny Fourierov rad S,(f)(z) = %@ + 37 | a, cos ZZL +
b, sin ZZ2L pre n = 10. Periodické prediZenie tejto funkcie s periédou T = b — a
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e Taista funkcia ako v predoslom priklade. Ciasto¢ny Fourierov rad S, (f)(z) pre n = 25.

4 4
2 2
g0 Zo
,2 72
—4 _a
0 5 10 15 20 40 20 0 20 40
X X

e Spektruma,,n =0,...,ab,,n = 1,..., funkcie definovanej v predoslom priklade.

12345678 91011121314151617181920212223242526 123456780910111213141516171819202122232425

04 1
02
05
g 0 5
0
-02
-05
-04

12345678 91011121314151617181920212223242526 123456780910111213141516171819202122232425
n n
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Délezité pojmy a tvrdenia

Pod ¢apatcom (ospravedlriujeme sa za nespisovny novotvar) rozumieme konecné zjed-
notenie kvadrov typu II7", I;, kde I; je interval (otvoreny alebo uzavrety).

Nech Q je oblast’'v R” (t.j. otvorena a stivisla mnozZina.) Oblast’2 nazveme meratelnou ak
existuje rastiica postupnost’uzavretych ”¢apatcov” K,, a klesajtca postupnost’otvorenych
¢apatcov G, takych, ze plati K,, CQ C G, a

lim |G, — K,| =0
n—oo

kde G, — K, capatec predstavujtci rozdiel ¢apatcov G, a K.
Potom ich spolo¢nt limitu

lim |K,| = lim |G| =: |Q)
n—oo n— o0

nazyvame mierou || mnoZiny  a samotni mnozinu 2 meratelnou mnoZzinou.
V nasledujicom sa bude pouZzivat'aj vyraz elementarna oblast’typu [z, y|, v 3-tozmernom
pripade typu [z, y, 2z]. Elementarne oblasti sti meratelné.

Definicia elementarnej oblasti typu [z,y]. Nech a,b € R. Nech ¢, st spojité funkcie
definované na [a, b]. Potom pod elementarnou oblastou typu [z, y] rozumieme mnozinu

{[z,yl,a <z <bA@(x) <y < ()}

Pod elementarnou oblastou typu [y, #] rozumiem

{(z,y),c <y <dnoly) <z <(y)},

ak (¢,v) sti definované na [c, d]. Analogicky elementérnu oblast' moZeme definovat’aj v R3 :
Pod elementarnou oblastou typu [z, y, z] rozumieme mnoZzinu

[x,y,z],a <z< b/\SDI(x) <y< ¢1(:C) /\SDZ(SU,y) <z< 7/)2(90,!/)}

Pritom o1, st spojité funkcie definované na [a, b], 2, 92 sa spojité funkcie definované na
elementarnej oblasti typu [z, y] ur¢enej intervalom [a, b] a funkciami ¢, 9;.

Analogicky sa d& definovat’pomocou zameny premennych aj elementarna oblast’ typu
ly,,z], [2,y,z] atd" a dokonca aj elementérna oblast’v R", kde n je Iubovolné prirodzené
¢islo.

Definicia Riemannovho integrdlu. Funkciu f : & C R" — R nazyvame Riemannovsky
integrovatelna, pokial existuje

lim S(f,D)=1; =: / f(z) dx,
| D=0 Q
kde | D| je norma delenia
|D| = max diam(AS;)
ASZ'ED

a S(f,D) je Tubovolny integralny sucet prisluchajuci funkcii f a deleniu D. diam(A) =
max, yec A ||z — y|| je priemer mnoziny A.

Pod delenim mnoziny €2 rozumieme Iubovolny kone¢ny systém meratelnych mnozin
{AS;,i=1,..,m} spliajtci
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1. UL, AS; =Q
2. int(AS;NAS;) =0prei # j

Integralny stcet S(f, D) naleziaci deleniu D je potom definovany ako

m

S(f;D) = [(P)|AS]

i=1
kde P, € AS; a|AS;|je miera AS;.

Veta. Nech 2 C R" je ohrani¢ena meratelné oblast’v R"™. Nech f je spojita funkcia na Q.
Potom f je R-integrovatelna na €2, t. j. existuje Riemannov integral [, f(z)dx.

Elementarne vlastnosti integralu

1. Ak f(z) = 1tak [, 1 dx = |9, kde |Q] je n-rozmerna miera Q. Ked nie je explicitne
povedané ||, nazyvame objem oblasti (volume), v R?- plocha.

2. Ak f je integrovatelna na Q a o € R, tak

/Qaf(x)dx:a/ﬂf(x)dx

3. Ak funkcie f, g st integrovatelné na (, tak
/ flz)+g(z) de = / f(z)dz + / g(x)dx
Q Q Q
4. Ak Q = Q1 UQy, int(Ql N QQ) = (),tak

/ f@)de = [ f@)det [ f@)d.
QU092 0 Qs

Definicia dvojndsobného integralu Nech 2 C R? je elementarna oblast’typu [z, 9], t.j.

Q={(z,y),a <z <yAp) <y <)}

Pod dvojnasobnym integralom rozumieme

b ¥(w1)
/ / f(.%'l,m'g) d.%'z dml.
a o(z1)

Veta o strednej hodnote. Nech 2 C R? je stivisla ohrani¢ena elementarna oblast, f spojita
na Q, tak existuje bod P € Q2 :

b Y(x1)
f(P) = ﬁ/a </p(x1) f(.%'l,m'g) d.%'z) dwl.
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Fubiniho veta. Ak () je elementérna oblast’a f je spojitd na Q, tak plati

b Y(z1)
/Qf(x) dx:/a (/@(xl) f(z1,22) dm) dxy.

( dvojnasobny integral)
Rovnako plati Fubiniho veta aj na elementarnej oblasti typu [z, z2, ...z,,] vV R". A da sa
roz$irit’aj na kone¢né zjednotenie elementarnych oblasti a dokonca aj na nekonecné.

RieSené priklady

Priklad 1. ZapiSte mnoZinu
D = {[z,y],2* +y* < 25;3z < 4ly|}

ako zjednotenie kone¢ného poctu elementérnych oblasti typu [z, y] aj typu [y, z] a zamerite
poradie integrovania v dvojnom integrali

/ f(z,y)dzdy,
D

pomocou Fubiniho vety v pripade, Ze f je spojitdna D.

RieSenie Najprv uvazujme oblast’typu [z, y]. Podoblast’ D; je dana ako

Dy ={(x,y) : v € (=5,0), y € (~v/25 — 22,0} J{(z,9) : = €(0,4), y € (—V/25 — 22, ‘_3“’5>}

4
Druha podoblast’ D je dané

Dy = {(r,) : w € (~5,0), y € {0,V25 — @)} {(r9) : 7€ (0,4), y € (°F, /25— a2).

TedaD:D1UD2a

0 0 4 p=32
/ fla,y)dr dy = / / @, y)dy do+ / / f(@,y)dydz
D —5J—v/25—x2 0 —/25—x2
0 V25—x2 4 V25—x2
+/5/0 [z, y)dy d:v+/0 /3 f(z,y)dydx
- 4

Teraz oblast’ D napiSeme ako zjednotenie oblasti typu [y, ].

=D JpFJDF.

Pre podoblast’ D mame vyjadrenie

* = {(wy) ye(0.3), ze (/B2 Y }U{xy (=3,0), z € (—V/25 —y?, —=
Podoblast’ D je dan& ako

DS ={(z,y): y € (3,5), z € (~v/25 — 4%, V/25 —2)}
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Napokon podblast’ D¥ je dana ako

DS ={(x,y) s y € (~5,-3), x € (/25 — 4%, /25 —y?)}

Podla Fubiniho vety dostavame vyjadrenie pre integral:

//Df(ﬂc,y)dm dy:/oz)’/?y/ﬂf(m,y)dm dy+/2/j;_y2f(m,y)dmdy

25 y2 -3 25 y?
// xyd:vdy—k/ / flx,y)dx dy
25 y2? 25 y?

Priklad 2. Utvorte horny integralny sacet S,, a dolny integralny stucet s,, funkcie f(z,y) =
z+y?naxe (1,2),y € (3,5) pre jej delenie na obdlzniky priamkami

i 2 .
r=14+—,1=0,1,2,...n, y=3+—,7=0,1,..n
n n

Potom vypocitajte aj lim,, o0 Sy, @ limy, 00 5p-
RieSenie. Vieme, Ze platia identity:

ni:”(”“) 5 nn+1)(2n+1)

Vypotitajme, akti plochu mé i, j-ty obdiznik. Zrejme kazdy obdiznik zvoleného delenia ma
plochu
12_2

S = —. .
7T n'n n?

Ozna¢me M, ; = max f(x,y) nai, j-tom obdlZniku, m;; = min f(z,y) na i, j-tom obdlzniku.
Zrejme M;; = (1+ 1)+ (3 + QH)) am;;=(1+1)+@B+ %3)2 Teraz vypocitame

n—1ln—1 n—1ln—1 n—1ln— 1

2 2(j +1)
Su = S M= s 33 M= TEE= )
i—Oj—O i=0 j=0 i=0 j= 0
2—|—1 2 3 12( +1)  4( +1)?
- SR LA
7=0
9 1! 2 9 122 g
= = - i+ 1 =, == 1)+ — i 1)2
n(n+nZ(z+ )+ 90+ - nZ(j-i- )+n32(]+ )
=0 Jj=0 j=0
n(n+1 24n(n+1 8 n(n+1).2n+1
= 24—%—%184——2 ( )+_3. ( )( )
n n 2 n 6
1 4 1).2n +1
_ 20+13‘n+ +_(n+ ).(2n + )
n 3 n2

Preto S, = 20 + 13,241 4 4(nd1).Gntl)

n

8 2
lim S, =20+ 13+ = =35+ —.
n—oo 3 3
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9 n—1 8 n—1
. .2
5 +18+ﬁ'122 ]+$EOJ
= ]:

8 (n—1)n(2n —1)

110
Dalej
n—1n—1 n—1ln—1
Sn = Z mi j-Sij = 222’”%1
=0 j=0 =0 j=0
9 n—1ln—1 i 2]
= 32 > U+ )+B+
i=0 j=0
9 n—1 n—1
= 5D i)+ 5> (9n
i=0 j=0
_ 2+%.n(n—1)
-1 -1
= 04 M2y gy nn 2l
n n

a preto limy, o0 8, = 21 + 12+ 2 =35 4 2. Teda

n3 6

lim s, = hm Sn—35+—

n—oo

[t

Priklad 3. Vypocitajte integral

3

ak oblast’( je ohrani¢ena kratSou ¢astou kruznice k so stredom [a, a] a polomerom a, ktord

sa dotyka osi stradnic z, y, a tymito osami.

RieSenie. NapiSeme elementarnu oblast'Q2 typu [z, y] : = € (0, a). Zrejme krat$ia ¢ast’kruznice

je opisana (x — a)? + (y — a)?

€ (0,a),y =a—+/a?>— (z —a)?

Pocitajme teda integrél

// dz dy /a p /a\/a2(xa)2 dy
ihatedel A— T -7
QVva—=w 0 0 V2a —z

= a?2. Teda elementéarna oblast'ma tvar

(a? — 2az + 2?) dx

B /“ adzx _/“\/az—
B 0 20 — x

V2a —x
= 2a[v2a —x]° /\/_dx—Z\/_a2—2a2——[ 3]8:20,%(\/_——).

Priklady na samostatné rieSenie

10.1 Vypocitajte obsah oblasti ohrani¢enej grafmi funkcif

zy =4,y=z,x=4.

10.2 Vypocitajte obsah oblasti ohrani¢enej krivkami
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a)y=a’y= g2,y =4
b)y =22,y = ixz, x € [-2,2].

10.3 Vypocitajte obsah oblasti ohrani¢enej krivkami

2
x = y—, x = y—, r = 16ay?, == /ay?
a

16a

10.4 Vypocitajte obsah plochy oblasti ohranic¢enej krivkou, ktord ma rovnicu

Nakreslite si najprv graf.

Elementdrne oblasti, prepis elementdrnej oblasti v R?, Fubiniho veta

10.5 Prepiste elementarnu oblast’ typu [z,y] na typ [y, z|, kde elementarna oblast’je dana
vztahmi:
0<z <1,

r—1<y<1l—zx.

10.6 Nakreslite elementarnu oblast’typu |z, y| a pretransformujte na typ |y, x|, ked'je dana
vztahmi
V2 <2 <V2, 2?2 <y<4-a?

10.7 Zapiste vnutro elipsy
22y
il A
4 + 9

ako elementarnu oblast’.

10.8 V tlohéch napiste Fubiniho vetu pre dvojny integral

// [z, y)drdy,
A
ak je dana mnozina A.

a) Mnozina A je ohrani¢ena hyperbolou y? — 22 = 1 a kruznicou 2? + y? = 9, pricom
obsahuje bod (0, 0).

b) MnoZina A je ohrani¢end krivkamiz =1, v =2, y =2z, y=2.

c) Oblast’ A je ohrani¢ena grafmi kriviek y = 22,y = z.

d) Oblast’ A je ohrani¢ena grafmi kriviek y = \/r2 — (z — )2, y = .

e) Oblast’ A je ohrani¢end grafmi kriviek y = 22,y = —2 4+ 6,2 = 0.

10.9 Vypocitajte hodnotu dvojného integralu [, f(x,y)dzdy ak

a) Oblast’ A je dana 22 + v < R?, a f(z,y) = ya3.

b) Oblast’ A je ohrani¢ena krivkami y = 22, y = +/z,a f(z,y) = 2% + y.

c) Oblast’ A je uréena 3 krivkami z = 2,y = z,y = %, a f(z,y) = ;—;
10.10 Vypocitajte objem jednotkovej gule. (Navod: Pocitajme objem osminy gule len v
jednom oktante, teda A je dana vztahmi

z €01,y €[0,v/1—x2],2€[0,\/1—a2—1y2],
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¢o vedie k integralu objem celej gule
1 V1—z2
V:S/ dx V1—22—y2dy.)
0 0

10.11 Vypocitajte dany integral
a)

/ / Vry — y?drdy,
A

ak mnoZina A je dana nerovnostami 0 <y <b, y <z < 10y.

b)
/] el + oz

ak mnozina A je dana nerovnostou |z| + |y| <1

<)
// xydxdy,
A

ak mnoZina A je ohrani¢ena parabolou y? = 2x a priamkou z = 2.

d)
Y
//A 212 dxdy,

ak mnoZina A je ohrani¢ena parabolou y? = 2x a priamkamiy =z axz =1,y > 0.

e)
// ey dxdy
A

ak mnoZzina A je ohrani¢ena parabolou y? = z a priamkamiz =0, y =1, y = 2.

f)
2
// —dzdy,
AlY

ak mnoZina A je ohrani¢end ¢iarami y = 1y =4z, z=3.

g)

[ i
A

kde mnozina A je kruh so stredom S = (0,0) a polomerom a..

h)
//A(m — 32 — dy)dady,

ak mnozina A je elementarna oblast’dana nerovnostou x? + 4% < 4.

i)
x
—dxdy,
//A 3

ak A je ohrani¢end krivkou x = 2 +siny a priamkami x =0, y =0, y = 2m.

j)
[ i
A

ak je A dana nerovnostou 1 < 2?2 < y? < 4.
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K) [[, sign (z* — y* + 2)dzdy, kde mnoZina A je kruh dany nerovnostou z? + y? < 4.

10.12 Vypocitajte objem telesa ohrani¢eného plochami

z=a>+y? r+y=42=0, y=0, z=0.

10.13 Vypocitajte objem telesa ohrani¢eného plochami

24 =a?, 22+ =a

10.14 Vypocitajte objem telesa ohrani¢eného plochami

ol
ol
it
ol
win

r3 +y :a%,x + 23 =a3.

10.15 Vypocitajte tieto trojné integraly prevodom na trojnasobné:

a) ,
/ d:r:/ dy/ T+ y+ zdz
0 0 0
b) 1 1 1
/ dw/ dy/ dz .
0 0 0 \/$+y+2+1
C) a T Y
/ xdm/ ydy/ zdz.
0 0 0
d)

e—1 e—xr—1 T e
/ dw/ dy/ o In(z —z —y) dz
0 0 e (z—e)(x+y—e)
10.16 Znéazornite mnoZziny bodov v R? dané nerovnostami, zistite, ¢i st elementarne oblasti
a opiste ich ako elementérne oblasti.
a) x>0, y>0, 2>0, 2<1—1z—2y.
b) 0<zx<y<z<l.
o 2+ yi+2 <4
d) 22+’ <z<1.
e) lz| + |y| + |2| < 1.
f) L<|z|+ |yl + 2] < 2.
g) 22+ + 22 <2+ 92 <rx, r>0.

10.17 Zamerite poradie integrovania v trojndsobnych integraloch

1 11—z T+y
a) / dw/ dy/ f(z,y,2)dz.
0 0 0

1 Vi—a? 1
b) / dac/ dy/ f(x,y, z)dz.
1 /122 /22 2 ( )

10.18 V integrali
% l—ax ar+y
/ dw/ dy/ f(z,y,2)dz
0 0 0

zamente poradie integrovania na
a) [dzdydz], b) [dxdzdy].
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1 1 2x2+3y2
/ dy/ dac/ flx,y,2)dz
0 0 0

zamente poradie integrovania na
a) [dydzdz], b) [dzdzdy].

10.19 V integrali

10.20 Vypocitajte dané integraly, ak mnoZina je dana nerovnostami.

2) ///szdxdydz,

A:0<z<1, 0<y<+V1—2a2 \/x2—|—y2§z§\/2—x2—y2

1
b ///—dwd dz, A:x2>0, y>0, 2>0, z4+y+2< 1L
) P L >0, y= > y+z<
22 2 22
Q) ///zdmdydz,A:—2+—2+—2§1,z20
A a b c
22
a

d) ///A%dxdydz,A:x>0,y>0,0<z<c,—2—1-

10.21 Vypocitajte integraly, ak je mnoZina ohrani¢end plochami.

[\
[\

<_

z
62

2IS

a) ///ycos(z+x)dacdydz,A:y:\/iy:()’ZZO’m_FZ:g'
A

b) ///xyzdxdydz,A:x2+y2—i—z2:1,x:0,y:0,z:O.
A

2,2
Q) ///zdxdydz, A:z2:h2x£—2y,z:h.
A

d) //// ute?’ dr dy dz du,
A

kde mnozina A je dana nerovnostami 0 < z <u, 0 <u <1, 0<y<zu, 0<z <yzu.

/// dxy dxg ...dx,,
A

ak mnozina A je dana nerovnostami z; > 0, z2 > 0,...,z, > 0,21 + 22 + ..x,, < 1.

10.22 Vypocitajte dané integraly

10.23 Vypocitajte dané integraly

1
dry dxy ... dx,
// /A\/l—x%—x%—...x? P

n

ak mnoZzina A je dané nerovnostou z? + 23 + ...z2 < 1.



Kapitola 11

Metoda substitucie

Metoéda substitiicie pre integrovanie funkcii viac premennych
Linedrne a nelinedrne transformdcie siiradnic

Jakobidn transformidcie a geometricky vyznam determinantu Jacobiho matice

Veta o substitiicii pre integrdly viac premennyjch
Poldrne a sférické suiradnice

Metédy vijpoctu viacrozmernijch integrilov pomocou transformdcie premen-
nych

115
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Délezité pojmy a tvrdenia
Transformacie viac rozmernych integralov

Definicia reguldrneho zobrazenia Nech g : ' € R"” — Q C R" je prosté C! zobrazenie,
pricom g¢(€2") = Q. Ozna¢me Jacobiho maticu

991 9q 991
dyr  Oy2°"" Oy
/ dyr  Oy2'""  Oyn
g =1 .7 . .
99n  9gn 9gn
8yl 8?/2 e Byn

Nech I,(y) je determinant z horeuvedenej Jacobiho matice, t. j. Jakobidn. Ak I,(y) # 0,
hovorime, Ze zobrazenie g je regularne. Poznamenajme, Ze v takom pripade je n x n matica
¢ (y) invertovatelna (je to teda bijekcia).

Tvrdenie Nech f je Riemannovsky integrovatelna funkcia na oblasti Q anech g : Q' ¢ R" —
Q C R"je C! difeomorfizmus (t]. g je regularne). Potom plati vztah substitticie z = g(y) €
pre integral vypocitany pomocou novej premennej y € Q'

/ f@)de = [ Flo@)L, )| dy.
Q Q/

— -~

>
34 X

Obr. 11.1: Geometricky vyznam afinnej transformacie g(y) = Ay + b. Pomer plochy zobra-
zeného kosodlznika P = ¢(() a zobrazovaného obdlznika je dany préave determinantom
matice A4, t. % = |A]. Z toho mdzeme dedukovat’ vztah medzi elementarnou plochou
dxidzy = |A|dyidys. Idea dokazu vety o substittcii pre vSeobecny pripad difeomorfizmu
g : RN — R potom plynie z aproximécie zobrazenia g v bode § pomocou Taylorovho

rozvoja g(y) = Ay + b+ o(||ly — 7||), kde A = ¢'().

Priklady reguldrnych zobrazeni
a) Transformécia pomocou pomocou polarnych stiradnic na

G:p>0, 0<p<2m
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dana: x = pcosp, y = psinep.
b) Transformacia pomocou pomocou cylindrickych sdradnic na

G:p>0, 0<p<2m, —0<u<o0

dana: x = pcosp, y = psinp, z =u.
¢) Transformdcia pomocou pomocou sférickych sdradnic na

™ ™
__<w<_

G:p>0, 0<p<?2
P ) 2 T, B B

danad z = pcospcost, y = psinpcost, z = psin.
d) Transformécia pomocou pomocou eliptickych stiradnic na

G:p>0, 0<p<2m

dana: x = apcosy, y = bpsin p.
e) Transformacia pomocou pomocou eliptickych sdradnic na

G:p>0, 0< <27, —g<zp<g

dana z = apcospcos, y =bpsinpcosy, z=cpsiny.

RieSené priklady
Priklad 1. Vypocitajte objem telesa ohrani¢eného plochami:
2?2 +y? —az=0,
(.%'2 +y2)2 _ a2(x2 . y2)’
z =0,
kde a > 0 je kladny parameter.

RieSenie. Zrejme prvé plocha je plochou rota¢ného paraboloidu a druhé plocha je valcové
plocha s podstavou lemniskéty v rovine xy. Teleso teda bude mat’jednu podstavu vnutro
lemniskaty a bude pokracovat’v smere osi z, aZ kym sa nepretne s parabolickou plochou.
KedZe z rovnic vidno, Ze teleso je symetrické vzhladom na vSetky kvadranty roviny xy, v
prvom kvadrante v cylindrickych staradniciach jeho zapis vyzera nasledovne:

2

€ (0, %>, r € (0,a+/cos 2¢p), z € (0, T—>.

a

a+/cos 2p 1 z 3
_4/ / rr—dr dgo——/4a4cosz2godgo:a—ﬂ.
a Jo 8

Priklad 2. Vypocitajte objem telesa ohrani¢eného plochou :

Teda

? +y° + 27 =d,

a splhajaceho nerovnicu 2% + y* > alz|,a > 0.
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Riesenie. Zrejme z danych rovnic vyplyva, Ze teleso je symetrické vzhladom na v3etky
oktanty a preto staci pocitat’objem v prvom oktante a vysledok nasobit’ 6smimi. V prvom
oktante, po prechode do cylindrickych stiradnic, sa d4 teleso vyjadrit’ako elementarna oblast’
typu [p, 1, 2], kde

¢ € (0, g>, r € (acosp,a), ze€ 0, M>

Teda

[SI[o%

]gcoscp

s a s 1
V:8/2dgo/ r\/a2—r2dr:8/2dgp[—g(az—TQ)
0 a cos ¢ 0

8 2 1643
:—a3/28in3gpdgoz a.
0

3 9

Priklad 3. Vypocitajte objem telesa ohrani¢eného plochami

2 +y?+ 2% =d?,

IR g S
224yt =22
0<a<bz>0,
kde a > 0 je parameter.
RieSenie. PouZijeme sférické stiradnice. Potom dané teleso moZeme zapisat’pomocou

).

s

relab)pe 0,2m).0e (3

Objem daného telesa teda m6Zeme vypocitat’ako

2r 5 b _
V:/O /:lr /QTQCOSQ,Z) dgodi/)dr:w(bg a3)(2—\/§).

3

Priklady na samostatné rieSenie

11.1 UvaZujme transformécie dané rovnicami na danej mnoZine, vypocitajte prisludné Jako-
bidny a zistite, Ze zobrazenie je na danej mnoZine prosté a reguldrne.
a) Transformécia pomocou pomocou polarnych stiradnic na

G:p>0, 0<p<2m

dana: z = pcosp, y = psinp.
b) Transformacia pomocou pomocou cylindrickych stdradnic na

G:p>0, 0<p<2m, —0<u<o0

dana: z = pcosp, y = psiny, z=u.
¢) Transformacia pomocou pomocou sférickych stiradnic na

G:p>0, 0<¢ <27, —g<zp<g
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danad z = pcospcost, y = psinpcost, z = psin.

11.2 Zistite, ktoré zobrazenie je regularne a prosté na mnozine A a vypocitajte Jakobidn
tychto zobrazeni.
a)r=uv, y=u+v,A=(-1,1) x (-1,1).
b) z = u? 4+ vy =% A = (0,00) x (0,00).
Qr=u+2, y=vA4=(00)x (0,1).

11.3 Vypocitajte dané dvojné integrdly pomocou vhodnej transformécie

a)
//A(l — 2z — 3y)dz dy,

/ Va2 — 22 — y2dz dy,
A

kde A je kruh 22+ % <2
b)

kde A je kruh 22 + 9% < ax.
c)

l
//“‘S“’ da dy,
A T2+ y?

kde A je medzikruzie 1 < 2% + % <e.

d)
/ /arctan Ly dy,
A x

kde A je dast'medzikruzia 1 < 22 +¢y2 <9, y < 23, y > %
e) Pomocou transformacie = = apcos ¢, y = bpsin ¢ vypocitajte

[ 22 42
//A 1—¥—b—zdxdy,

kde A je vnutro elipsy 2—; + Z—z <1.

11.4 Pomocou transformacie z = 2pcos® p, y = 3psin® ¢, ¢ € (0,%), p € (0,cos psinp)
vypocitajte

/ vaxydx dy
D

kde D je oblast’ohrani¢ena krivkou (£ + %)* = £

11.5 Vypocitajte dané trojné integraly na mnozine A pomocou cylindrickych saradnic.

a)
/// dx dy dz,
A
kde A:22+42<1,2>0,0<z<6.

b)
/// 2/ x? +y? dx dy dz,
A

kde A je oblast’ ohrani¢end rovinami y = 0, z =0, z = a,(a > 0) a valcovou plochou
2 +y? = 2u.
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///A(gc2 + 52 dz dy dz,

kde A je mnozina ohrani¢end paraboloidom
2z = 2% +

arovinou z = 2.

11.6 Vypocitajte dané trojné integraly na mnozine A pomocou sférickych stiradnic.

a)
/// Va2 +y?+ 22 dx dy dz,
A

kde Aje ast'gule 2% +y> + 22 <1, >0, y >0, 2>0.

! I o v

kdeA:2>0, 4<z?2+y%2+22<0.

<)
/// zdx dydz,
A
(=*+y?)

kde A je mnoZina ohrani¢ena kuzelovou plochou z* = h?**=5¥~ a rovinou z = h. (Navod:

Po transformécii na sférické stiradnice integrujeme cez elementarnu oblast’y € [0,27], 1 €
h h

[arctan R%], p €0, sinw].)

11.7 Pomocou transformaécie

r=apcospcosy, y=Dbpsinpcosy, z=cpsiny

,172 yQ 22
///14(?+b—2+c—2)d$dydz,

(>0, b>0, ¢>0),pricom A je vnttro elipsoidu (i—; + %—; + i—;) <1.

vypocitajte

11.8 Najdite obsah ¢asti roviny ohrani¢enej danymi krivkami transformaciou pomocou po-
larnych stiradnic.

a) (z—a)?+y*=d% 22+ (y—a)?=d

b) Kruznicou z?% + y? = 5, jej dotyénicou v bode A = (1,2) a priamkou y = 0.

c) Lemniskétou (22 + y?)? = 2a%xy.

vz +yi=va, z+y=a.

e) x® +y> =axy, v >0,y >0

f) 2% + y* = 2a%ay.

g) (2% +y*)? = a®(z* +y*).

11.9 Pomocou zovseobecnenych polarnych stiradnic x = apcosP ¢, y = bpsin® ¢, kde a, b, p

st vhodne zvolené konstanty, vypocitajte obsah ¢asti roviny ohrani¢enej danymi krivkami.
22 | y3\2 _ my
a) (a_2 + b_g) =2

b) V/% + (‘/% =1, =0, y=0. (Navod: z = apcos® ¢, y = bpsin® ¢, a Jakobian
J = ab8psin” ¢ cos” .
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11.10 Najdite objemy valcovitych telies ohrani¢enych danymi plochami pomocou transfor-
macie do polarnych sdaradnic.

b) 22 + y? + 22 = a?, 2% + y? = ax (tzv. Vivianiho tloha).

11.11 Vypocitajte pomocou trojného integralu objemy telies ohrani¢enych danymi plochami.
a) Gulovymi plochami 22 + y? + 22 = 16, 22 +y? + 22 — 82 = 0.
b) Objem &asti gule 2% + y* + 2? < 4R?, ktora lezi vnutri valcovej plochy

2?2 4% = R2.

c) N4jdite objem Casti gule 22+ +2? < R? ktoréje ohrani¢ena rovinamiy = z tan 3, y =
rtana,0 <a < B, z>0.
d) 22 + 9% + 22 = 2az, 2% +y% =22
e) (xz _|_y2 + 22)2 — a2(x2 +y2 _ 22)'
f) (22 + 92 + 22)3 = 3ay2.
—(@?+y?)
g) (22 + 9% + 22)? = a3z exp = +v7+a2,

11.12 V akom pomere je objem prieniku gule

(2% + % + 2°%) < 4az
a telesa ohrani¢eného paraboloidom

:U2+y2—i—az:4a2

ku zvysnej casti gule?
Navod: PouZite cylindrické stiradnice na elementéarnej oblasti

4 2 _ .2
0<r<aVs, Oggogg, 2a—\/4a2—r2§u§u.
a
11.13 Vypocitajte hmotnost'm kolmého rota¢ného valca V's polomerom podstavy R a vyskou
H, ak hustota v jeho lubovolnom bode M = (z,y, z) sa rovna druhej mocnine vzdialenosti
tohto bodu od stredu dolnej podstavy valca.
Navod: Valec umiestnite do pociatku a teda os valca je vlastne os z,

pl,y,2) = ° +y* + 2%, mz/// p(x,y, 2) dx dy dz.
A

11.14 Vypocitajte stradnice taziska homogénneho telesa (t.j. p(x,y,2) = 1) ohrani¢eného
plochami: 22 + 42 = 22, x4y = 2.
Navod: Saradnice taZiska maja tvar

Syz sz Syx
T = 7yT = 7ZT - I
m m

kde m je hmotnost, Sy, je staticky moment telesa vzhladom k rovine zy,

Sey = /// zp(x,y,2) dr dy dz,
A
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kde p je hustota. Analogicky Sy, S,.. KedZe prienik nasej parabolickej plochy a roviny

vyhovuje (z —1)? + (y — 1)? = 2, pouZijeme transformaciu pomocou cylindrickych stradnic
r=1+4+pcosy, y=14+psinp, z=u

kde 0 < p < 2w, 0<r <2, 1—|—§ + r(cosp +sing) < u < 2+ r(cosp + sinp). Po

vypoctoch dostaneme T' = (1,1, 3).

11.15 Urcte tazisko homogénneho kuZela p(z,y,z) = 1, ktorého vrchol lezi v pociatku
stradnicovej ststavy a os leZi v osi z.

11.16 Néjdite hmotnost’m a urcte stradnice taziska gule danej vztahom x? + % + 22 < 2az,
ak hustota v bodoch gule je rozloZen4 tak, Ze je nepriamo tiimerna vzdialenosti tychto bodov
od pociatku stistavy stradnic.

Néavod:

k
PO y2) = e mZ/// pla.y,2) dr dy dz.
T+ Yy +z 2az>x24y2+22

Pouzite cylindrické stiradnice ¢ € (0,27), z € [0,2a], r € [0,V2az — 22].
11.17 Vypocitajte hodnotu dvojného integralu:

1
/ 2 2 de
Q+a?—x]— 25
kde Q) = {(wl,xQ),x% + x% < a2}.

11.18 Vypocditajte hodnotu trojného integralu:

22 g2 22
///Q\/l_ﬁ_b_z_c_dedydz’

2 2 2
3 X7yt z
Q {(:c,y,z)GR, a2+bz +02 _1}

kde

11.19 Njjdite objem ,kvapky”, ktord vznikne rotaciou polovice Bernoulliho lemniskaty
okolo osi symetrie z, t. j. objem urc¢eny plochou

(@ 492+ 2 = 422~ (% +1?)),
z > 0, kde a > 0je dand konstanta. Navod: pouZite sférické stiradnice. Pozrite aj zobrazenie
a parametrické vyjadrenie Bernoulliho lemniskaty z Kapitoly 7.

11.20 Najdite taZisko hornej polovice elipsy s poloosami a, b > 0.
22 g2 2
11.21 Vypocitajte hodnotu dvojného integralu: / / <1 ke b_2> dxdy, kde
Q

.%'2 y2
QZ{(%’,Z})ERQ, E—Fb—QSl}

11.22 Vypocitajte hodnotu dvojného integralu: / / |z — a||? dz, kde Q je kruh so stredom v

Q
pociatku a polomerom 1 abod a = (2,0), ||.|| je Euklidovska vzdialenost'v rovine.
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11.23 Vypocitajte hodnotu trojného integrélu: / / / | — a||* dz, kde Q je gula so stredom v

Q
pociatku a polomerom 1 abod a = (2,0,0). .|| je Euklidovska vzdialenost'v R3.

11.24 Vypocitajte hodnotu trojného integrélu: / / / |z — a|®dz, kde Q € R? je gula so

stredom v pociatku a polomerom 1 a bod a = (2,0,0). ||.|| je Euklidovska vzdialenost'v R3.
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Niektoré aplikacie ziskanych poznatkov
Priklad vypoctu gravitacného potencialu

Vo fyzikdlnom probléme uréenia gravitatného potencidlu hra dolezitti tlohu vypocet

trojného integralu
M=
— du,
allz =yl

kde Q2 = B(0, R.)je gulaso stredom v pociatku a polomerom R, abod y € R3jebod, v ktorom
sa snazime zistit’ velkost’gravita¢ného potencialu, ktory vznika pdsobenim hmoty v guli so
stredom v pociatku a polomerom R,. Velkost’ potenciédlu hladdme v bode A = (0,0, R).
Vzhladom na symetriu problému staéi skuto¢ne uvazovat’iba body na vertikélnej osi z3.

X3

4=(0,0,R)

Obr. 11.2: Znazornenie Zeme ako gule B(0, R.) s polomerom R..

Podl'a Newtonovho gravitatného zékona je gravitacné pole (jeho potenciél) v bode y €
R3, ktoré je generované hmotou dm v bode z € R3 vyjadrené ako

Kkdm
V(y,z,dm) = —.
I = yli
Potom celkovy gravitaény potencial vbode y € R3 generovany celou hmotou z gule B(0, R,)
je rovny integralu cez vSetky elementarne hmoty dm nachadzajace sa v guli B(0, R,), t;.

kdm
=[]
W= 1)) o, Te—l

kde x > 0 je gravita¢na konstanta. V pripade, Ze uvaZujeme, Ze hustota o0 > 0 Zeme je
kons$tantna (¢o nie je v realite), tak dm = pdzdzadxs, kde dxidrodrs reprezentuje objem
elementarneho kvadra okolo bodu x so stranami dx1, drs, dxs. Potom

1
V(y) = ko /// ———rdridzads.
B(0,R.) |z =yl

Na vypocet tohto integrdlu moZeme pouzit’ sférické sdaradnice x1 = rcos¢cosy,ry =
7 cos ¢siny, r3 = rsin ¢ s prislusnym Jakobidnom transformaécie J = 72 cos ¢. Kedze y =
(0,0, R), tak

|z —yl|? = (1 —y1)* + (z2 — y2)* + (23 — y3)? = r> — 2Rrsin¢ + R>.
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To znamena, ze

Vi) KQ/RZ /% /2” r2 cos ¢ dipdodr 5 KQ/RZ /% r? cos ¢ dbdr
= = 4T
Y o J-zJo \/r?—2Rrsin¢g+ R? o J-z\/r?=2Rrsin¢+ R

r2cos ¢ do
\/72—2Rr sin ¢+R?2
r2 — 2Rrsin ¢ + R?. Potom 72 cos ¢ dp = —5pdu ateda

Pomocny integral [ 2, vypocitame jednoducho pomocou substittcie v =
2

z 2 (R+7)?
/2 — cos¢ quﬁ:é u’%du:%(R—l—r—]R—r])
-z \/72 —2Rrsing + R (R—7)2

V pripade, ze R > R,,tak R+r —|R—r| = R+r — (R —r) = 2r. Potom

Rz 9p2 1 4r

V(y) = 277/49/ ~dr = k—o—R>
) o R R~ 3

B kM
[yl

lebo R = |ly||, kde M = o4 R3 je celkovd hmotnost'gule B(0, R.) s hustotou ¢. To zodpoveda
klasickej stredoskolskej fyzikalnej poucke, podla ktorej gravitatné posobenie gule pocitané
mimo nej je rovné gravitatnému podsobeniu hmotného bodu s celou jej hmotou ststredenou
do jej stredu 0.

Obr. 11.3: Zn&zornenie priebehu gravita¢ného zrychlenia vo vnutri Zeme a mimo nej.

V pripade, Ze R < R., musime postupovat’obozretnejsie a rozdelit integra¢nt oblast'na
dvecasti0 < r < RaR<r <R, PotomR+r—|R—r|=R+r—(R—r)=2rpre
O<r<RkymR+r—|R—r|=R+r+(R—r)=2Rpre R <r < R,. To znamena, ze

RZT R27a2 R.
V) =2me [ (e IR = =2ene{ [ 2ars [ orar
o R v R »

2 1
= 2TKQ {§R2 + (R? — R2)} = 21ro(R? — §R2)

Na koniec tohto vypoctu pripomenime, Ze gravitaénd sila tejto gule pdsobiaca na bod
A = (0,0, R) s hmotnostou m je rovna gradientu gravita¢ného potencialu a teda samotné
gravitacné zrychlenie g v bode A = (0,0, R) vytvorené pdsobenim gule B(0, R.) je potom

rovné v
TR pre R< R,

g=9g(R) =
/{M% pre R> R..



Kapitola 12

Krivkové a ploSné integraly

Integrovanie funkcii definovanijch na krivkdch
Krivkovy integrdl proého a druhého druhu
Integrovanie funkcii definovanijch na plochdich

Vztah krivkovych, plosnych a objemovijch integrilov
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r x(b)
r
x(a) *®) x(a)

Krivka v rovine Jednoducha krivka v rovine

T={x(t),t el =[a,b]}

r ext(I")
r
x(a) =x(b)
(a) = x(b)

X

Uzavreta krivka v rovine Jordanova krivka

Délezité pojmy a tvrdenia
Definicia krivky Nech 21,25 : I — R st spojité funkcie, kde I C R je interval. Krivkou v
rovine R? nazyvame mnozinu I' = {(x1(t), z2(t)),t € I}.

Jednoduchi krivka. Krivka I' = {x(t),t € I} C R? sa nazyva jednoduché (nepresekajtica
sa), ak plati, Ze zobrazenie x : I — R? je prosté.

Uzavreta krivka. Krivka I' = {z(t),t € I}, kde I = [a,b], sa nazyva uzavretd, ak plati
x(a) = z(b).

Dizka krivky. Nech je dané jednoduché krivka I' = {xz(t),t € T = [a,b]} C R% Nech
a =1t <ty < .t, =baax(t) =X, Teda X; € . Oznaéme normu delenia v(D) =
max;=1,2..n dSZ, kde dSZ == |Xi+1 — Xz| Ak existuje

I as;,
V(Z;I)Irl—m ;

nazyvame ju dlzkou krivky I'.

Tvrdenie.  Nech je danéa krivka T' = {z(t),t € I} C R% a nech st z; = x;(t) st C!
diferencovatelné funkcie také, Ze existuje integral

[ OF + 15 0F de < .

Potom krivka I' ma koneénu dizku [T (t]. je rektifikovatelna)

Il = [ Il OF + 150 dt < .
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x(a) |
Xo T'={x(t),t € I =[a,b]}

Obr. 12.1: Znazornenie geometrickej interpretacie krivkového integrélu 1. druhu ako plochy
pod grafom funkcie f : I' — R definovanej na krivke I'.

Jordanova krivka. Jednoduché uzavreta rektifikovatelna krivka sa nazyva Jordanova krivka.
Poznamenajme, Ze sa d4 ukazat’ (Riemann), Ze kazd4 Jordanova krivka rozsekne rovinu R?
na dve stvislé mnoziny int(I") - vnatro krivky a ext(I') - vonkajsok krivky.

Definicia krivkového integrilu 1.druhu. Nech je danarektifikovatelndkrivkal' = {x(t),t €
I} € R%. Nech f : T C R? — R. Hovorime, Ze funkcia f m4 krivkovy integrél 1. druhu

jéfds

pokial exituje jedina limita integralnych stctov lim, py o > i f(P;)dS;, kde P; € (Xi, Xiy1).

Met6da vypoétu krivkového integralu 1. druhu Nech je dana rektifikovatelna krivka
I = {z(t),t € I} C R% Nech f : T C R? — R. Ak existuje Riemannov integrél

[ ra@re) s/l OF + (0P .

potom krivkovy integral 1. druhu sa da vypocitat’ako

ﬁfds = /If(wl(t),w2(t))\/|x'1(t)|2 + [ah(t)|2 dt.

Definicia krivkového integralu 2. druhu. Nech je dané hladka rektifikovatelna krivka
[ = {z(t),t € I = [a,b]} C R%. Nech F : M C R? — R? je spojita vektorova funkcia. Potom
hodnota Riemannovho integralu fab [F1(21(t), x2(t))x) (t) + Fa(z1(t), x2(t))2h(t)] dt nezévisi
na parametrizacii x : I — R? krivky I' orientovanej v smere z bodu A = z(a) do bodu
B = z(b) a vyjadruje hodnotu tzv. krivkového integrélu 2. druhu

b
£F1($1,562) dwl + F2($1,$2) dIQ = / [F1($1(t),$2(t))$,1(t) + FQ(Il(t),CCQ(t))SCIQ(t)] dt

vektorovej funkcie ' = (F}, Fy) po orientovanej krivke I'.
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T={x(t),t el =[a,b]}

A=x(a) B=x®)

F(x)

Obr. 12.2: Znazornenie geometrickej interpretacie krivkového integralu 2. druhu ako prace
vykonanej silou F=(F,F) po orientovanej krivke I'. Vpravo ilustracia Repinovho obrazu
Burlaci na Volge a ich prace pri tahani lode po krivke Volgy.

Poznamka. Krivkovy integralu 2. druhu fyzikdlne vyjadruje velkost’ préce, ktort vykona
sila F = (Fy,Fy) : M C R?> = R? po orientovanej krivke I' = {z(t),t € I = [a,b]} C R? z
bodu A = z(a) dobodu B = z(b). Skuto¢ne, aktivnu pracu pri pohybe po krivke I' tvori iba
zloZka sily F= (F1, Fy) v smere pohybu, ktory dotykovym vektorom ku krivke I' v danom
bode krivky. Tento dotykovy jednotkovy vektor T mozeme vyjadrit’ pomocou prirastkov
da1,drs ako T = X (da1,dxs), kde dsy/(dz1)? + (dzs)2. Potom celkova préaca A je dana ako
stcet posobenia sicinu projektovaného vektora sily F' do smeru pohybu T' a elementarnej
dizky ds, tj. A = §.(F,T)ds. Po uprave dostavame

A= 7{( A Tds = f{ Fidzy + Fadas.
r r

Vlastnosti integralov 2. druhu.

1. Zmena orientacie krivky zmeni znamienko integrélu 2. druhu, t.j.

) Pdxy + Qdzy = —jé Pdzi + Qdxs.

AB BA

Na rozdiel od integralu 1.druhu, kde sa znamienko nezmeni.

2. Aditivita:

D Pdxy + Qdrao+ ¢ Pdry+ Qdxe = ¢ Pdry + Qdxs
AB BC AC

kde AB, BC, AC st orientované krivky z bodu A do bodu B, resp.z Bdo C a AC =
AB+ BC

3. Linearita: Ak F' = ¢ F1 + caF3, kde c1, c2 st konStanty a Fi, Fy st spojité vektorové
funkcie, tak

%ClFl —i—Cgng? =C % Fldg> + o % ng?.
I I T
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Vztah krivkového a dvojného integralu
Pripomenime, Ze pre oblast’ 2 = (a,b) (interval) plati znamy vzorec pre integraciu po

Castiach (per partes). Pre Tubovolné funkcie u,v € C([a,b]) teda plati [ f u(z)v (x)de =
- ff u'(z)v(z) dz+u(z)v(z)|S. Uvedomme sinajprv, Ze hrani¢ny élen u(z)v(x)|% sa d4 chapat’
ako integral [, uvii dS cez hranicu 9 = {a, b} intervalu (a,b), pri¢om 7i(a) = —1,7(b) = 1
je vektor vonkajsej normaly k hranici intervalu. Da sa ukéazat'viacrozmerna analdgia vzorca
per partes platna pre oblasti 2 C R". Nazyva sa Greenov vzorec

Tvrdenie (Greenov vzorec). NechQ C R™ je oblast’s hladkou hranicou, ktorou je Jordanova
krivka I' = 99Q. Nech u, v : Q — R st C! hladké funkcie v Q. Potom

ov ou
/Qu(x) oz, (x)dx = — o, (x)v(z)dz + /89 u(z)v(x)n;(z)ds,

kde @i = (n1, ..., nm ) je jednotkovy vektor vonkajsej normély k 02 v bode x € 9.
Pouzitim Greenovho vzorca na funkciu u a dv/9dz; dostaneme

2
ua—gdx: Ou Jv vdx—i—/ u@mdS

a teda

— 0%v " Ou v LR
o2 4T =- d .ds.
/Qu;am? v /Q;@xi@xi ﬂU-l—/aQu;axin

Nakoniec, ak si uvedomime, Ze derivacia funkcie v v smere 77 sa da vyjadrit’ ako

dv _
o

mo v . _\'m Odu v z . . .
Yoit1 senia VuVo =370 Fu oL, dostdvame sumovanim od i = 1 do m:

1. Greenova formula

/uAvdx:—/Vqudx—i—/ ud—z_},dS (12.1)
Q Q oo dii

a podobne vztah

/vAudx:—/Vqudx—i—/ vd—l_{dS,
Q Q oq dn

ktory bol z predoslého ziskany zamenou mutatis mutandis tloh funkcii v a v. Odéitanim
vyssie uvedenych vztahov dostaneme:

2. Greenova formula

/uAv—vAudx:/ ud—q_),—vd—z_{ds. (12.2)
Q o0 dn dn

Poznamenajme, Ze 1. Greenova formula plati, ak funkcia u je C' hladka v Q a spojita na
Q) a funkcia v je C? hladka v Q a jej prvé derivacie st spojité na Q. Na zaver uvedme
este jeden dosledok Greenovho vzorca. Nech vektorova funkcia i : @ C R™ — R™ je C!
diferencovatelna v ) a spojita v Q). Pripometime, Ze operator divergencie je definovany ako
div @ = Y7, w;/0z;. Pouzijuc Greenov vzorec pre funkciu v = 1 (t. j. du/dz; = 0) a
v = w;, ndsledne s¢itanim rovnosti pre ¢ = 1, ...,n dostaneme tzv. Gauss-Ostrogradského vetu
resp. Stokesovu formulu:

o m awl m o
/lev wdx = /QZ 1. o, dx = /BQ sznz dsS= [ (W.n)dsS. (12.3)
i=1 i=1

[2/9]
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['=0Q

T= (1.1,)
/ (dxlao)

N =(n,,n,)

Obr. 12.3: Znazornenie geometrického vztahu medzi diferencialmi dz,dxs v smeroch osi
x1,x2, dotykového T' a norméalového vektora N ku kladne orientovanej (proti smeru hodi-
novych ruciciek) krivke I'.

Nakoniec uvedieme vztah medzi krivkovym integralom 2. druhu a dvojnym integralom.
Na Obr. 12.3 je znadzorneny geometrickej vztahu medzi diferencialmi dz, dxo v smeroch osi
x1,x2 a prislusnym dotykovym Ta normalovym vektorom N ku krivke I'. Kede krivka je
orientovand proti smeru hodinovych ruéiciek, tak potom pre dotykovy a normélovy vektor
plati

- 1 -
T = (tl,tg) = E (dxl,dﬁﬂg) , N= (nl,ng) = (tz, —tl), kde ds = \/(dIl)z + (d$2)2.

Preto diferencidly dx; a dxa v smery osi 1, 2 mdzu byt'vyjadrené prostrednictvom dizko-

vého diferencidlu ds nasledovne: dz; = —nads, dxs = nids. Tym paddom Fidx; + Fadry =
(Fyny — Fing)ds. Na zéklade Stokesovej formuly potom dostdvame

oF, OF
7§F1 dxy + Fydry = // (—2 _ —1> dx1dzs
r o \O0zx1 Oz

RieSené priklady

Priklad 1. Vypocitajte krivkovy integral 1. druhu

/ 22 ds,
C

kde C je kruZnica dana ako prienik dvoch ploch danych rovnicami: 22 + y% + 22 = a2 a
z+y+2=0,kdea > 0je parameter.

RieSenie. Zrejme C je kruZnica o polomere a. Zo symetrie vyplyva, Ze

/wzds:/yzds:/Zst.
C C C

1 1 2
/xzds:—/m2+y2+zzds,:—/ans:—ﬂa?’.
c 3 Je 3Je 3

Teda
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Priklad 2. Zistite dizku priestorovej krivky danej rovnicami

9
= alz+y), 2 -yt = o2

(z —y)°

z bodu O(0,0,0) do bodu A(zo, Yo, 20)-

Riesenie. Zvolme t = z — y. Teda = + y = t + 2y. Potom mé rovnica krivky parametrické
vyjadrenie

t? + at t2—at o, 8 4at® 8
€Tr = 7y g s z = = — = —
2a 2a 9" 4q2 9a
To znamena, ze
2t +a 2t —a 2t
— s ' = ) 2 ?= )
2a 4 2a () a

odkial dostdvame

AP+ a®+4at (2t +a)?

(@) + (1) + () - o

Dizka krivky C je preto

To—Yo ot + q 1 _ 1
/ dt = —[t* + at]g" " = —((wo — y0)* + alxo — o))
0

V2a V2a
Priklad 3.0 kolko sa lisia krivkové integraly I; a I, 2.druhu, kde C; je tsecka, spéajajtica
body A(1,1),B(2,6) a Cs je Cast’ paraboly, iddcej cez body A(1,1), B(2,6),0(0,0), pricom
zaciatok krivky je A(1,1) a koniec B(2, 6)? Integraly st definované ako:

11=/ (x4 y)* do — (x —y)* dy, Izz/ (z+y)* de — (z—y)* dy.
Cl C2

Riesenie. Ozna¢me V (z,y) = x—; + 22y + P — %3 Zrejme

ov ov
I:/ 4y de— (xz—y)? dy = —dac—{——dy—Q/ 2 dy.
' 01( ) ( ) o, O Ay &
Podobne
ov ov
I:/ x+y2dx—x—y2dy:/ —dx+—dy—2/ z? dy.
2 02( ) (z —y) ., 3y .
Zrejme
ov ov ov ov
— dr+ — dy = — dx+ — dy.
o, 0T x+8y 4 o, O x—i_@y 4
Teda

12—11:2/ z? dy—2/ z2dy.
Cq Ca

Tieto integraly uz vypocitame z definicie. Krivku C vyjadrime parametricky z = 1 + ¢,y =
1+ 5t. Potomdr=1,dy=5a

! 70
2/ xzdy:2/(1+t)25dt:—.
(@] 0 3
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Krivka (5 je parabola prechddzajtca cez body A(1,1), B(2,6),0(0,0). Tato parabola ma
rovnicu y = 222 —z a tedajej parametrické vyjadrenieje x = t,y = 2t> —tadr = 1,dy = 4t—1
pret € (1,2). Potom

2 2 76
2/ z? dy:2/ t2(4t—1)dt:2/ 43 — 12 dt = —
C1 1 1 3

[2—11:2/ 2 dy—2/ 2?2 dy = —2.
Cl 02

Priklad 4. Vypocitajte krivkovy integral 2. druhu

a teda

/C (p(y)e” —my] di + [p(y)e” —m] dy,

kde ¢(y), ¢/(y) st spojité funkcie a C je l'ubovolna hladka krivka, spéjajuca body B(xa,y2)
a A(z1,y1), ktora spolu s orientovanou tise¢kou AB tvori po ¢astiach hladku jednoduchu
uzavreta krivku stihlasne orientovant, ohrani¢ujtcu oblast’s velkostou plochy S.

Riesenie. Ozna¢me oblast, ktort ohrani¢uje C spolu s tsec¢kou AB, ako K a C; = C'|JAB.
Teda

/C [p(y)e” —my] dx + [p!/(y)e” —m]dy

= / [p(y)e” —myldz + [p!(y)e” —m] dy — / [p(y)e” —my] dx + [p/(y)e” —m] dy.
Cq AB

Na vypocet |, ¢, pouZijeme Greenov vzorec:

/01 [p(y)e” —my| dz + [pr(y)e” —m| dy = //K —'(y)e” +m+ ¢ (y)e"dedy = mS

/A B[w(y)ex —myl dx + [pl(y)e” —m] dy

= / [p(y)e” —my| dz + [p!(y)e” —mz] dy +/ (mxz —m)dy
AB AB

=V (x2,y2) — V(x1,y1) + /AB(mm —m)dy.

Pritom
V(z,y) = ¢(y)e” —mry

je potencial vektorovej funkcie (¢(y)e® — my, ¢/(y)e® — mz). To znamena, ze

/A B[w(y)ex —myl dx + [pl(y)e” —m] dy

1
= p(y2)e™ — mzays — ©(y1)e*t + maiyr + m/ [z1 + t(xe — 1) — 1].(y2 — y1)dt
0

T+ X2
2

= p(y2)e™ — mways — ©(y1)e™ +ma1yr +m(y2 — y1)( -1)



134 M. Kolldgr, I. Kossaczkd, D. Sevéovi¢

Dostavame
/C [p(y)e” —my] dx + [p!(y)e” —m] dy

1+
= mS — [p(y2)e™ — maays — p(y1)e”™ +marys +m(yz — y1)(— 2 2 —1)]

_m

5 (y2 +y1) (21 — 22) +m(y2 — Y1)

=mS — ¢(y2)e™ + (y1)e”

Priklady na samostatné rieSenie

12.1 Vypocitajte krivkovy integral:
%(1‘1 — xg)d$1 + ($1 + xz)dxg,
r

kdeT je krivka predstavujtca strany trojuholnika A BC orientovana proti smeru hodinovych
rudiciek, kde
A=(0,07,B=(2,07,Cc=(1,1)7
12.2 Nech a > 0 a nech C je krivka asteroidy,
C = {(z,y),2*3 + 4?3 = a??}.

Vypoditajte dlzku C.
12.3 Vypocitajte krivkovy integral:

f$2d$1 — $1d$2,
T

kdeT je elipsa s poloosami a, b > 0 orientovand proti smeru hodinovych ruciciek.

12.4 Vypocitajte hodnotu dvojného integralu:

0 _ @ dridxsy

0 x1 T2
- - _|_ -
/anl \/x%—i—x% Oz \/x%—i—x%

kde
Q= {(z1,22), 22 + 22 < 1}.

12.5 Vypocitajte krivkovy integral:
2 2
%mlxgdml + z1x5das,
r

kde krivka I' predstavuje hrany Stvorca s vrcholmi

(0,0),(1,0),(1,1),(0,1)

orientovand proti smeru hodinovych ruéiciek.
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12.6 Vypocitajte krivkovy integral:
}l{(ﬁﬂl — x9)dxy + (1 + x2)dxs,
r

kde I' je krivka predstavujiica hrany pravidelného n - uholnika s vrcholmi v bodoch
(cos(2mi/n),sin(27i/n)),i =0,1,...,n — 1.

AKa je limita tohto integralu pre pocet vrcholov idici do nekone¢na?

12.7 Vypodtitajte dlzku oblika paraboly
y=az(1-2)

spéajajucej body (0,0) a (1,0).
12.8 Vypocitajte krivkovy integral:

jé rodxry + x1dX9,
r
kdeT je elipsa s poloosami a, b > 0 orientovand proti smeru hodinovych ruciciek.

12.9 Vypocitajte krivkové integraly prvého druhu

a)
1
}{ ds,
ct—Y

kde C'je tsecka AB, A = (0, —2), B = (4,0).

b)
j{ (x4 y) ds,
C

kde C je obvod trojuholnika s vrcholmi A = (1,-1), B = (2,—-1),C = (1,0).

<)
7{ xy ds,
C

kde C je obvod rovnobeznika uréeného priamkami x = 0,z =4,y =0,y = 2.

d)
jé x ds,
C

kde C je obltik AB paraboly y = 2%, A = (2,4), B = (1,1).

e)
}{ 22 ds,
C

kde C je obluk AB krivky y = Inz, A = (2,In2), B = (1,0)

f)
j{ 22y ds,
C
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kde C je obltik kruznice 2 + y? = a? s koncovymi bodmi A = (a,0), B = (0, a).
g

j{ Va2 +y? ds,
C

kde C je kruznica 22 + y? — az = 0,a > 0.

h)
?é x ds,
C

kde C je obltk logaritmickej &piraly p = ae’,b > 0,ktory je vnttri kruhu p < a.

i) )
z
cT+Yy

kde C je obluk skrutkovice r = aficost + jsint + tk], t € [0, 2x7].

12.10 Vypocitajte krivkové integraly druhého druhu

=)+ @+ y)ilds = § (@) do+ o+ ) dy
C C

kde

a) C'je tseCka AB, A = (2,3), B = (3,5), pricom A je jej prvy bod.

b) C je oblik paraboly y = 22 ktorého prvy bod je A = (0,0), a koncovy bod B = (2,4).
c) C je obltik paraboly z = y? od bodu A = (0,0) pobod B = (4,2).

12.11 Vypocitajte krivkové integraly druhého druhu
a)
Fa? i) dok 0= ) dy,
r

kde I je obvod trojuholnika ABC, A = (0,0), B = (1,0), C = (0,1), pricom (A4, B,C) je
trojica usporiadana v zmysle orientacie krivky I'.

b)
dr + dy

r |zl +lyl’
kde I je obvod stvorca ABCD, A = (1,0), B = (0,1), C = (-1,0), D = (0,—1), pricom
(A, B, C) je trojica usporiadana v zmysle orientacie krivky CT'.
<)
@ o) dot (@ - )

c
kde C'jekrivkay =1 — |1 — z|, x € [0, 2], ktorej prvy bod je A = (0,0).
d)

j{(wﬂ/) dx + (z —y) dy,

c

kde C je elipsa
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orientovana tak, ze body A = (a,0), B = (0,b), C' = (—a,0) je trojica usporiadana v zmysle
orientacie krivky C.

e)
jé (—dz + arctan Y dy),
C T

kde krivka C sa sklad4 z obltikov AB , Ez\él, pricom AB je obluk paraboly
y=2%, A=(0,0), B=(1,1),

BA je tsetka a body A, B, D, D = (3, 3) tvoria usporiadant: trojicu v zmysle orientécie
krivky C.

12.12 Vypocitajte krivkové integraly druhého druhu v R3.
a)
fcxd:v%—ydy%-(x%-y—l)dz,
kde C'je tsecka AB, A = (1,1,1), jejej prvy bod a B = (2, 3,4).
b)
ﬁ (27 + 7 + (w2 — y)R)ds,

kde C je oblak krivky r = t%i + 2t + 4t3k, od bodu A = (0,0,0) po bod B = (1,2,4).
<)
7{ yzdr + xz dy + xy dz,
c
kde C je obluk skrutkovice
. t
r = (acost,asint, %)
od bodu A = (a,0,0) pobod B = (a,0,b),t € [0,27].
d)
7{ ydx+zdy+zdz,
c
kde C'je priesec¢nica ploch
z:xy,x2+y2 =1

a trojica A = (1,0,0), B =(0,1,0), C = (—1,0,0) je usporiadand v zmysle orientacie krivky
C.

e)
7{ y? dx + 2% dy + 2% dz,
c
kde C je ¢ast’ Vivianiho krivky
2?4 y? + 2% =a? 2 +y? = an,
a a

2> 0,a>0abody A = (a,0,0), B= (5,3, %), D = (0,0, a) tvoria usporiadant trojicu v

zmysle orientacie krivky C.
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Nezivislost integrilu od integrilnej cesty

12.13 Vypocitajte
%(Qy — 6zy®) dx + (2z — 92°y?) dy,

ak krivka C, ktorej prvy bod je A = (0,0) a posledny bod B = (2, 2), je
a) tse¢ka b) parabolay = %2 ¢) parabola = = y; d) kubickéa parabola y = %3.

12.14 Zistite, ¢i dané integraly st zavislé od integraénej cesty v E resp v Es.
a)
j{ (2z + 3y) dz + (3z — 4y) dy
c

72(# + 4ay®) dx + (62%y* — 5y*) dy

dy Yy
322+ —2 )4 d
j{C(m +($+Z)2) m+x+z+($+z)2 2

12.15 Zistite, ¢i krivkovy integrél

po lubovolnej uzavretej po Ciastkach hladkej krivke sa rovna nule, ktora neobsahuje (0,0)
ani vo vnutri.

12.16 Vypocitajte krivkovy integral

j{ rdy —ydx
c Tty
po l'ubovolnej jednoduchej uzavretej po ¢iastkach hladkej krivke.

12.17 Presved¢&te sa o tom, Ze dané integraly po I'ubovolnejjednoduchej uzavretej po ¢iastkach
hladkej krivke sa rovnaji nule.

a)
$ 1oy da -+ a)e dy
kde funkcia f je spojita.
b)
}1{ f@?+y* 4+ 22)(x do +y dy + 2 dz),
c

kde funkcia f je spojita.

12.18 Vypocitajte krivkové integraly po krivke spéjajticej body A, B
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a)
B
7{ 2zy dx + 22 dy,
A
kde A =(0,0), B =(2,1).
b)
B
jé (z* + 4ay®) dz + (62%y* — 5y*) dy,
A
kde A = (—-2,-1), B=(3,0).
0)
y{B rdr+ydy
A arty?
kde A = (3,4), B = (5,12) amnozina G = E» — 0,0 = (0,0).
d)
B xdx 2 + vy
5 5 4y,
a (z+y)? (z+y)
kde A = (1,1), B = (3,2) amnozina G je oblast’'y > —x.
e)
B
7{ 2y sin 2z dx — cos 2x dy,
A
f)
B
j{ xdr+y* dy — 22 dz,
A
kde A = (1,1,1), B = (2,3, —4).
12.19 N4jdite potencial V funkcie £, ak
a)
fla,y) = (@ + 22y — y*)i + (2° = 20y — %)
b)
2 2
y 1 - 1 X -
f(z,y) = —=)it (= =3I
(&) ((w —y)? DG (z —y)2)
na oblasti G, pre ktort plati y > .
Greenova veta
12.20 Pouzitim Greenovej vety vypocitajte
jé y? dx + x dy,
c
ak krivka C'je:
a) obvod S$tvorca ohrani¢eného priamkami z = 1, = = -1, y = 1, y = —1 sthlasne

orientovany so stiradnicovym systémom.
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b) kruznica s polomerom 2 so stredom v bode O = (0, 0) orientovana stihlasne so stiradni-
covym systémom.

o) r = 2cos3ti + 2sin’tj, t € [0,27] a je cyklicky orientovand sthlasne s parametrickym
vyjadrenim.

12.21 Vypocitajte

2 2 .2 1
jécme y dx—i—(—x ye Y +x2+y2> dy,

ak C je obvod stvorca daného nerovnostami |z| < a,|y| < a, stihlasne orientovany so
stradnicovym systémom.

12.22
Pouzitim Greenovej vety vypocitajte

1 2
?é = arctan 2 d + — arctan r dy,
cT €T Y Y

kde C je hranica oblasti
1<z’ +y* <4,z <y<av3,

stihlasne orientovand so stiradnicovym systémom.

12.23
Vypocitajte

7{ (e"siny — 16y) dx + (e cosy — 16) dy,
C
kde C je polkruznica

2 +y* =ax, y >0,

sprvymbodom A = (a,0) a poslednymbodom O = (0, 0)tak, Ze dopInite obltik AO tiseckou
OA na uzavrett krivku a pouZijete Greenovu vetu.

12.24 Pouzitim Greenovej vety vypocitajte dané integraly

a)
]é (1 + zy)e™ dx + 2%(1 + ™) dy,
c

ak C'je obvod obdlznika s vrcholmi
Al — (0,0), A2 — (25())’ A3 — (25 ]-)a A4 — (05 ]-)a
sthlasne orientovany so sdradnicovym systémom.

b)
jé (322 cosy — y°) da + (¢* — 32 siny) dy,
C

kde C je kruznica
x? + y2 =1
stihlasne orientovand so stiradnicovym systémom.
c)
ji(“y) dr — (z —y) dy,
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kde C'je elipsa ) )

S+ 5=
sthlasne orientovand so stiradnicovym systémom.
12.25 Dokézte, ze

jé (yx® 4 e¥) dx + (vy® + we¥ — 2y) dy = 0,
c
kde C'je jednoducha uzavreta , po ¢iastkach hladka krivka, stredovo simerna podla zadiatku
stradnicového systému.
12.26 Dokazte, ze
jé (2xy — y) dz + 22 dy,
c
kde C je jednoduché uzavretd, po ¢iastkach hladka krivka stihlasne orientovana so stiradni-
covym systémom, rovné sa obsahu oblasti A ohrani¢enej krivkou C.

12.27 Pomocou Greenovej vety odvodte vzorec pre obsah jednoduchej stivislej oblasti ohra-
nicenej krivkou C.

12.28 Ak krivka C, mnozina A a funkcie f, g spliiaju predpoklady Greenovej vety, dokazte
Ze plati:

740 fgdu+ fgdy— / /A o(Fs — £1) + F(ds — gh)dx dy.

12.29 Dvakréat diferencovatelna funkcia u sa nazyva harmonickou v oblasti G, ak

Pu  O%u

Dokézte, Ze u je harmonicka v oblasti G vtedy a len vtedy, ked’ fc g—z ds = 0, kde C je
Iubovoln4, hladké uzavreté krivka v G, pricom % oznacuje derivaciu v smere vonkajsej 7t
normaly ku krivke C.

12.30 Pomocou prvej Greenovej formuly

}zfcfj—zds://ﬂ (fAg+VfVg)dz dy,

dokazte druht Greenovu formulu
dg df / /
- —g— = Ag — gA
}é(fdn 95-)ds Q[f g — gAf)ldz dy,

kde f a g st dvakrat diferencovatelné funkcie na ohranicenej oblasti {2, ktorej hranica je
hladka, uzavreta krivka C.

12.31 Dokazte, ze

2
// dacdy:—//uAud:Udy—{—y{ ud—uds,
Q Q c dn

kde hladka, uzavreta krivka C je hranicou ohranicenej oblasti €2 a u je dvakrat diferencova-
tena funkcia na mnozZine .

2
+

ou

Ju
oz oy
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12.32 Dokazte vetu o strednej hodnote pre harmonické funkcie

1
= — P
u(M) 5o Cu( ) ds,

kde C je kruznica so stredom v bode M a polomerom a.
Aplikdcie krivkovijch integrilov

12.33 Pomocou krivkového integralu néjdite obsah vnutra jednoduchej uzavretej krivky, ak
krivka je:

a) elipsa s polosami a, b.

b) Jeden obluk cykloidy
x =a(t —sint), y = a(l — cost),t € [0, 27]

a prislusna cast’osi o,.

<)
g2 = a2 — gt

d) Asteroida
12.34 Pomocou krivkového integréalu njdite tazisko

a) homogénneho obltka kruznice

o=a, 0< ¢ <2«

b) homogénneho obltka cykloidy

x =a(t —sint),y = a(l — cost), t € [0,2n].

¢) obvodu sférického trojuholnika

??+y*+z22=a? >0, y>0, 2>0.

d) homogénneho obliika parametrizovaného pomocou
(ﬂvay) = et(cos t,sint, 1)7 te (—oo,O].

Névod: Hmotnost krivky C je:
M = j{ (p)ds,
C

kde p = u(P) je lineédrna hustota v Iubovolnom bode P krivky C. Stradnice taziska 7' =
(&,m,¢) krivky C su:

1 1 1
£= M%Cx,u(P)ds, n,= Mjécyﬂ(P)dSa (= Mjéczﬂ(P)dS-

Poznamka. Ak poc¢itame hmotnost’M pritu tvaru krivky C s hustotou g, tak M = [, ods.
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Niektoré aplikacie ziskanych poznatkov

Princip merania plochy planimetrom

Gauss-Ostrogradského formula poskytujiaca vztah medzi krivkovym integralom druhého
druhu po krivke I' = 02 a dvojnym integrdlom po oblasti {2 ndm umoziiuje vypocitat'plochu
oblasti Q z informdcie, ktortt médme k dispozicii obchddzajic dokola jej hranicu I' = 9.
Této vlastnost’je zdkladom principu geodetického pristroja - planimetra, ktory skonstruoval
§vajciarsky matematik J. Laffon. Myslienka je velmi jednoducha a spociva v pocitani plochy,
ktortt vymedzi rameno planimetra AB pri pohybe z bodu A € T do bodu A’ € T. Dizka
ramena AB = | je pevna. Pohyb z A € T' do A’ € T mozno rozloZit' na paralelny posun
ramena AB do ramena C B’ o dizku dm a nasledné oto¢enie ramena CB’ do ramena A’ B’ o
ohol d¢. Vysledna zmena plochy dP atvaru AC' A’ B’ B je potom rovna

1
dP = ldm + 512 do,

Obr. 12.4: Znéazornenie geometrickému principu merania plochy [©2| pomocou obiehania
hrotu planimetra okolo jej hranice I' = 052 proti smeru hodinovych ruciciek.

kde sme vyuzili fakt, Ze pre malé uhly d¢ plati sin(d¢) ~ d¢ a preto plocha trojuholnika
CA'B' je rovna 3llsin(d¢) ~ 31*>d¢. Nakoniec si uvedomme, ze obidenim celej krivky
I' = 09 proti smeru hodinovych ruciciek a s¢itovanim prirastkov plochy dP, dojde ku po-
stupnému vzajomnému odéitovaniu plochy nepatriacej do 2, vd'aka pohybovaniu sa najprv
po vzdialenejSej casti krivky od fixného bodu planimetra O a naslednému pohybu po bliz-
Sej casti krivky I' z pohladu bodu O. Planimeter je schopny svojim rotainym krokomerom
zachytit’ celkovy sacet M = fr dm paralelnych posunov dm, ktoré mézu byt’kladné i z&-
porné. Planimeter vSak nedokaZze uz integrovat’hodnoty prirastkov uhla d¢. Ur¢ite vSak po
jednom obehnuti krivky proti smeru hodinovych rucic¢iek z bodu A do bodu A bude platit,
Ze §pdp = ¢(A) — ¢(A) = 0. To znamena, Ze celkové plocha || = §.dP sa da vypocitat’
pomocou vztahu:

1 1
|Q|:j{dP:%ldm+—l2d¢:l7{dm+—l2]édqu:lM
r r 2 r 2 r

ateda || = IM, kde M je tdaj z krokomeru (oto¢né koliesko) planimetra a [ je pevna dizka
ramena planimetra.
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Délezité pojmy a tvrdenia

Definicia parametrického integralu Nech f : Q C RV x o(yg) — R, kde O(yo) C RM™ o (yp)
je okolie bodu yg. Predpokladajme, Ze pre kazdé y € O(yo) je funkcia z — f(z,y) je integro-
vatelna na oblasti 2. Potom funkciu O(yg) > y — F(y), kde

széﬂaww

Spojitost’ parametrického integrilu. Nech F(y) = [, f(x,y) dx je parametricky integrél
definovany na okoli O(yo) bodu yo. Predpoklada]me ze

nazyvame parametricky integral.

1. y— f(z,y)je spojitd na O(yo) pre kazdé x € Q2
2. existuje integrovatelnd funkcia g :  — R taka, Zze [, g(z)dz < coa

lf(x,y)] < g(z), prekazdé z € Q,y € O(yo)

Potom parametricky integral F(y) = [, f(z,y) dz je spojita funkcia na okoli O(yo) bodu yo.

Poznamka. Nech Q2 C R,0 = (c, d) C R. Nech f : [a,b] x [c,d] — R je spojita funkcia (a
teda je aj ohranicend). Potom parametricky integral

b
Fw:/fmwm

Diferencovatelnost’ parametrického integrdlu. Nech funkcia f je takd, Ze existuje para-
metricky integral F'(y) = [, f(z,y) dz definovany na okoli O(yy) C R bodu yy € R, pricom

je spojita na [c, d].

1. pre kazdé y € O(yo) je zobrazenie x — af (ac y) integrovatelna funkcia na oblasti

2. existuje integrovatelna funkcia g : Q — R takd, Ze [, g(z)dz < oo a

o) <ate)  pretasde =y e 0)
Potom, pre kazdé y € O(yo) existuje derivacia pre F'(y) a plati
F'(y) =

To znamen4, Ze v takom pripade moZeme prejst’s derivovanim podla parametra z pred

integralu za integrél, t.j
i/f(x y)dw—/ Y (2y) do
dy Jo 7 a0y’

Lebesgueova veta o limitnom prechode. Nech Q C R” je oblast’ Nech {f,}2°, je postup-
nost’Riemannovsky integrovatelnych funkcii, pre ktoré plati:

1. prekazdé z € Q : lim, . fn(z) = f(x)
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2. existuje funkcia g(z) taka, ze pre kazdé z € Q,n € N : |f,(z)| < g(x) a g je integrova-
telnd na Q, [, g(x) dz < oo,

Jim fn )dw:/ﬂf(x)dw (Z/{lr}gngofn(x)dw>,

tj. m&Zeme prejst’s 11m1t0van1m z pred integralu za integral.

Potom

Eulerove funkcie.

Eulerova Gama funkcia I"'. Funkciu
o0
I'(y) = / Y le™® dx
0

pre y > 0, nazyvame Eulerovou Gama funkciou.

Beta funkcia B. Funkciu

1
By = [ 7=t
0

ktor4 je definovana pre = > 0,y > 0, nazyvame Eulerovou Beta funkciou.

Niektoré vlastnosti Eulerovych integrélov.
1. T je konvexna nekonecne diferencovatelna funkcia

2. B(x,y) = B(y, z)

3. B(z,y) = +yllB(x y—1)

4. B(xz,n) = x(x+1)(x(i;)1..).!(x+n+1) pren =12, ..
5. B(z,y) = 5 e dt

6. B(r,1—2)=7—,0<z<1

7. T(z + 1) = 2T'(z)

8. I'(n) = (n — 1)! pre prirodzené &islon € N
9. T(x)I(1 —2) = 77—, T(1/2) =7

10. T(2)T(x + 1) = 2T (2)

1. T(n+3) = 2" (it 7 pre prirodzené ¢islon € N

12. B(z,y) = LW

. n—l ' x
13. T'(z) = limypso0 x(m+1)(m(+2)..).(m+n71)n

14. Stirlingova formula

pre z — 00
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Definicia Laplaceovej transformacie. Danej funkcii f(¢) sa priradi jej Laplaceov obraz
(Laplaceova transformacia)

LIf1(p) = /0 T fe dt

Niektoré vlastnosti Laplaceovej transformacie.

1.
Llaf](p) = aL[f](p),

pokial exituje L[f](p) a « € R.

Lif1 + f2l(p) = Lf1](p) + L[/f2](p),
pokial existuje L[ f1](p) a existuje L[ f2](p).

3. Laplaceov obraz derivicie. Nech f : [0,00) — R je diferencovatelna ohrani¢ena funkcia.
Potom

LIf'®l(p) = —£(0) + pLLf](p).
4. Slovnik Laplaceovej transformdcie.

|

Lit"|(p) = ]%,meN,mzo.
1
o) =
Llsinwt|(p) = %4_102
Licoswt](p) = wzf—pz'
RieSené priklady

Priklad 1. Zistite dizku krivky definovanej vztahom

r" = a" cosnp.

RieSenie. Zrejme kvetinka krivky je tvorenad n jednoduchymi krivkami, lebo cosny > 0.
Teda defini¢ny obor pre krivku je

n—1

-7 2r w 27
— +k—, — +k—).
U(2n+ n’2n+ n)

k=0
Krivka je parametrizovana

1 1 .
T = @ CcosSn NW.cos p,y = acosn nysin @,

pre
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Potom

! 1

1_ . 1 .
T = —acosn” " ny.sinnp. cos p — acosn ne. sin @.

Yy = —a cosn 1 np. sinnp. sin ¢ + acosn (. COS Y.
To znamena, ze .
(/)2 + (/)2 = acosn ' ngp.
I~ . . . P . .2 2 {v . .
Kedze /(') + (y')? je periodicka funkcia s periédou ¢, tak dlzka krivky je

™

ﬁ 1.9 2 1.4
2n acosn npdp = 2a cosn ~t dt.
0 0

Napokon pouzijeme substittciu | cost = u, — sintdt = du|. Dostaneme

1,11 1
un 1 1 1 1
l:2a/ 7du:a/ s Y1 —s)"2 ds=aB(—, =).
Ao ; (1—s) (5,3)

Priklad 2. Zistite plochu oblasti K, ktora je ohrani¢ena krivkou C' danou rovnicou |z|" +|y|" =
a™n>0,a>0.

RieSenie. Zrejme ak (z,y) € K, tak aj (—z,y) € K, (z,—y) € K,(—z,y) € K. A teda staci
uvazovat'z > 0,y > 0. Zrejme budeme uvazovat’elementarnu oblast'typu [z, y] :

).

3=

x €(0,a),y € (0, (a" — 2")

Plocha K je dana pomocou

1
n

a rla™—zm)
K = 4// 1dy dx
0 JO
4&2 1

n 402 1 4a? 11

= — (1—z)%zlndz:i/ (1—2)1+%712%71d22iB(l—F—,—)

n 0 n 0 n n n
4T+ 0(;) - 24°T2(3)
n TA+2) — n T3

Priklad 3 N4jdite limitu

s
2 .
lim e~ ftsind g
R—o0 0

RieSenie. Pouzijeme Lebesgueovu vetu o limitnom prechode. Zrejme plati

V0 € (0,7) : lim e fsinf — .
R—o00
KedZe 0 < e~ fsinf < 1 mozeme povaZovat'1 zaintegrovatend majorantu.Splnené st teda
podmienky Lebesgueovej vety a preto

lim [ e Rsind gy — / * lim e 50 g9 — 0,
0 0

R—oc0 R—oc0
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Priklad 4. Vypocitajte integral
b a

1
1 20—
A:/ sin(ln—)x °
0 1

X nxr

dx.

Riesenie.

1 1 b__ .a 1 1 b b rl 1
/ sin(In _)x T odr= / sin(ln —)/ ot dt de = / / r'sin(ln =) dr dt.
0 ' Ilnx 0 z’ Ja « Jo T

Teraz vypocitame

! 1
I:/ z'sin(ln ~) du.
0

x

PouZijeme dvakrat integrovanie per partes

1 t+1 1 1 t+1 1 1
' =2'v=sin(ln-),u= x—,v':—cos(ln—).— ,2.|u' =2t v = cos(ln =)|,u = * ;o' =sin(ln —).—|.
x t+1 T w T t+1 ' w
1 ! 1 1, cos(Ind).ztt? 1 ! 1
I(1) = ¢ In— = z L tsin(In — .
(t) | Oxcos(nx)dx t—i—l([ ] lo t+1/0xs1n(n$) dx)
Mame
1 1

G+’ iRl

. Teraz dosadime

a teda I(t) = m

b b
1
A:/a I(t)dt:/a T2 dt = arctg (b+ 1) — arctg (a + 1).
Kedze t5 (0) 15 (9)
_ tgla) —1g
el =) = e s
b—a

1+ (b+Da+1)

A = arctg (b+ 1) — arctg (a + 1) = arctg

Priklady na samostatné rieSenie

1
d
13.1 Néjdite defini¢ny obor funkcie F(y) = /0 rj_cyz
13.2 Zistite, kde st spojité nasledujtce funkcie:

1 dr
b)
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: & d 0
Fy) = /_g arctg (z2 + y?)sinx 7 y70,
0; Yy = 0

13.3 Zistite, pre ktoré hodnoty argumentu y je spojita funkcia

1 X
F(y) = /0 wafJ(r;Qdm,

kde funkcia f je spojita a kladna na intervale < 0,1 >.

13.4 Dokéazte, Ze funkcia

T 2cosT + 2y
0 ycosx + vy

nie je spojitd vbodochy = lay = —1.

1
13.5 Ukazte, ze integral F(y) = / f(z,y)dz z nespojitej funkcie f(z,y) = sgn (x — y) je

0
spojitou funkciou. Zostrojte graf funkcie F.

13.6 Najdite:
1

1
a) lim Va2 +yide, lyl < =,
yHO 1 2

™

b) lim [ —251;1(x Y
y—0 Jg zy=+ay+1
2

)

¢) lim 22 cos zydz,

y—>0 0
2
d) lim Y efmZydx,
y—+oo J1 T+ Y
1+y d
Olim [ —F <1
y=0/, l4+ax*+y
1
. dx
f) lim _
o T+ E)
2
1
o) lim [ @l

y—oo Ji In(x? 4+ y?)
13.7 Najdite lim [ e Fsinfqp.
R—o0 0

13.8 Je moZzné uskuto¢nit'limitny prechod za znakom integralu vo vyraze

1 2

_x_
lim —e v2 dx?

13.9 Vypocitajte F'(y), ak

1
F(y) :/ arctg <£> dzx, y > 0.
0 Y
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Existuje derivécia v bode y = 0?

2

Yy
13.10 Najdite F(y), ak a) F(y) = / e
Yy

3 +1 m
b)F(y>=/y v, y#0,

2
cosy

QF(y) = [ e~ =24y,
siny
bty
d) F(y) = / sin xydx,
a+y

/y In(1 —{—:Uy
O I

y
/ (x+y,z —y)dz,
0
g) F(y / dx/ sin (x2 + 2 — y2) dt.
z—y
13.11 Najdite F”(y), ak

y
a) F(y) = /0 (z 4+ y) f(z)dz, kde f je diferencovatelna funkcia,

h h
c) F(y) = %/0 d£/0 fy+E&+mn)dn (h > 0), kde f je spojita funkcia.

13.12 Najdite F(™) (y), ak
Yy
Fo) = [ = fa)da

a f je spojita funkcia.

13.13 Funkciu f(z) = 22 na intervale [1, 3] priblizne zameiite linedrnou funkciou a + bz tak,
aby hodnota integralu

3 2
/ (a+bw—x2) dx
1

bola minimalna.
Névod: Definujme si

3
I(a,b):/ (a+bx—x2)2dac
1

a hlada]me globalne minimum. Zre]me & = 4q + &b — 2= Analoglcky dostaneme g{) =

8a + 52b — 40. Hessova matica druhych derlvacn

(48>
52
8 5

je kladne definitné a teda vieme, Ze funkcia /(a, b) nadobtida svoje minimumu pre b = 4,a =
11
-4
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2
13.14 Vypocitajte / z"dx pren # —1 a potom pomocou derivovania podla parametra
1
2
vypocitajte / " Inxdz.
1

13.15 Vyjduc z rovnosti

b
dz 1
=—-In(1+ab
/01—|—CLCC an( +ab)

odvod'te pomocou derivovania podla parametra vzorec

b
xdx 1 b
T lm(l4ab)— ——
/0 (1+azx)? a? n(1+ab) a(1 + ab)

13.16 Pomocou derivovania podla parametra vypocitajte nasledujuce integraly:
a) /2 In (a2 — sin® m) der, a>1,
3
b) / In (a2 sin? z + b% cos? x) dx,
0

1+ d
acosz dx
c)/ In el <1
0 1 —-acosz cosx

Névod a): KedZe f'(a) = [;? %, po substitucii tan x = ¢ dostaneme
> 2a m
!/
a) = dt = .
@) /0 (a? — 1)t2 + a? a2 —1

Po integrovani dostavame, ze f(a) = mln(a + va? — 1) + C. Zostava vypocitat’konstantu C
zo hodnoty integralu f(1), ktory vieme vypocitat”

13.17 Pouzijuc vzorec

arctgﬂv_/1 dy
r Jo 14 a2y?’

vypocitajte integral

/ arctgx  dx
0 T V1 — x2 '
13.18 Pomocou integrovania podla parametra vypocitajte integral

1.6 _ a
/ i dx,a > 0,b> 0.
0

Inx

Nevlastné integrily

13.19 Vypocitajte
a)

//71 dxd
xray,
A /$2+y2
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ak mnoZina je dané nerovnostou z2 + y? < .

b)
// dx dy
AVey—x—y—+1

ak A je stvorec so stredom v bode S = (1,1) a jednym vrcholom v za¢iatku O = (1, 1).

<)

dx dy
/ 2
a2
ak A je mnozina dana nerovnostami

d)

ak A je kruh z?+1y% < 1.
e)

// evdr dy,
A

ak mnozina A je ohrani¢ena krivkamiy =0, y =1, 2 =0, y = /.
// dx dy
By 1422 432
// dx dy
562 + y?)
a > 1, ak mnoZina A je dand nerovnostou x? +y? > 1.

c)
// dx dy
(22 + 42 + a2)?’
// P dy,
A

ak mnozina A je dana nerovnostami 0 <z <y, 0 <y < oo.

e) 2 2
_a2 42
// e o2 v2dx dy.
E>
// e lel=1vl gz dy.
E>

13.20 Vypocitajte
a)

kde A = [0, 00) X [0, c0).
d)
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13.21 DokéZte, Ze objem telesa, ohrani¢eného plochami

rovna sa 7.

13.22 Vypocitajte
a)
/// dx dy dz
1110
A Tr3y4zs
ak A =[0,1] x [0,1] x [0, 1].
b)

/// dr dy dz
A\/l—xQ—yz—z27

ak Aje gulaz? + 42 + 22 < 1.

<)
///\/x—a : dycctl)2+(z—a)2’

kde Aje gula (z — a)? + (y — a)* + (2 — a)* < r?

d)
/// zyz dx dy dz
Va2a? + g2y2 44222

a > >~ >0,ak mnoZzina A je dana nerovnostami

>0, y>0, 2>0, 22 +y>+22 <r?

13.23 Vypocitajte
a)

/// dx dy dz
(22 + 92 4 22)3
ak mnoZzina A je dan nerovnostou x? + y? + 22 > 1.

b)
o5

kde A = [0,00) x [0,00) X [0, 00).

/// In((z* +y* + 2%)dx dy dz,
A

kde A je gula 2% + y? + 2% < a*.

d)
/// e~ @+ g dy dz.
E3
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< [t
— dt.
Jo

13.25 Pomocou Gama funkcie najdite ¢iselntt hodnotu stcinu fo 7 1 — fo \/ 1 =

13.24 Vypocditajte integral:

13.26 Nech A, @ > 0sti dané konstanty. Pre ktortt hodnotu kladnej konstanty C' = C'(\, ) > 0
je funkcia f(z) = Cx*e ™ pre z > 0 a f(z) = 0 pre z < 0 funkciou hustoty tzv. Gama
rozdelenia? N4jdite potom derivacie ¢'(0) a ¢”(0) charakteristickej funkciu tohto rozdelenia,
t.j. funkcie

[e.e]
06 = BE) = [~ e pa)da
—00
Pomocou nich uréite stredntt hodnotu a disperziu tohto Gama rozdelenia.
13.27 Pomocou Eulerovych integralov vypocitajte nasledujtice integraly:

1 1
1—x3)§d:6

1
a/ vV — z2dr
5
/ 22V a? — 22dz, a >0 d) \/E

1+x3

)/OO dx / 22
e —_—
0001—’—1'3 1"‘1’4

9) xzne*lﬂdx, neN
0

13.28 Urcte oblast’existencie a vyjadrite pomocou Eulerovych integralov:

e xm—l 0 xm—l
d b —d
a)/o e x, n>0 )/0 (1+x)nac
c)/dex a>0,b>0,n>0 )/1 do >0
o, (a+bxm)p " ’ ’ o VI—am
e)/2 sin™ x cos™ xdz f)/ tg "xdx
0 0
e o] n 1 1 p
g)/ e dx h)/ <ln —) dx
Ooo Ooo pf%.l
P 'nx
' Pe™ % nxd 0 ' —d
’L)/ 2Pe” ™ Inxdr, a > ])/0 T3 @

0
oo ,.p—1 _ ,.q—1
k) / Lt SR
o (14+z)lnz
13.29 Vypoditajte:

1
a) / InT'(z)dx, / InI'(z)dz, a >0
0

1 1
c) / InT(z)sinmedr d) / InT'(z) cos 2nmzdz, n je prirodzené &islo.
0 0
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1 n
13.30 Dokézte, Zze ak I; = / ————all dx, n je prirodzené ¢&islo, tak
0

dx B /1 T
1 —g2n 2 0 V1—zx2n
LI = 5.



Kapitola 14

Vysledky

Linedrne normované priestory

Pri dokaze, Ze ||.|| je norma na nejakej mnozine, treba dokéazat’3 vlastnosti normy.

[-1.1 -] Prvé dve vlastnosti normy zrejmé, pri 3. (A. nerovnost) treba vyuzit’ platnost’ A.
nerovnosti v R:

[ur 4+ v1 4+ ug + v2| < |ug +uz| + |vr +v2| < lul| + ||v]|.
Analogicky s [2(u; + v1) — (u2 + v2l.
[-1.2-] Doékaz ako v predoslom priklade.
[-1.3 -] Prvé dve vlastnosti normy zrejmé, pri 3. pouZzijeme
lu+ vl = ar|ur + vi| + ... + aplun + vn| < arlur| + a1|vr| + .can|un| + anlon] = ||ul] + |||
[-1.4-] Analogicky ako predosly priklad.

[-1.5-] Prvé dve vlastnosti normy zrejmé,

I+ < 1£(0) +9(0)] + mae | ()| + max. lo(x)].

[-1.6 -] Zrejmé tvrdenie.

[- 1.7 -] Matematickou indukciou vzhladom na k. Pouzijeme trojuholnikovi nerovnost’

[-1.8-] KedZel|a—b|=|(a—c)+ (c—d)+(d—=0)| <|la—c||+||b—d| +|c—d], tak
la =bl = lle =d|| < fla = ¢l + |6 = d]|.

157
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Podobne sa dokaze pre ||c — d|| — ||la — b||.

[- 1.9 -] Z definicie ekvivalentnych noriem mame ukazat, ze 3Cy,C2 > 0, Vf € C([0,1]) :
111 < Cullflloo < Cal| £l Zrejme: [[f]] < [ fllco, a Ze [ flloo < e[| f]]-

[-1.10 -] Zostrojme postupnost’ f,, nasledovnym sposobom
1
fu(z) = nz na <O’E>
1 2
n = - 2 Ty
Ful@) ne+2 o (=)
2
fu(z) = 0 na (E’0>

Zrejme || fnlloo = 1, ale || fn] = %

[-1.11-] a) Vnatro kosodlznika s vrcholmi (1,0), (0, %), (—1,0), (- 5, 0); b) rovnobeznik; c)
pravidelny Sestuholnik.

[-1.12-] m > W%, kde n I'ubovolné.
[-1.13 -] Pre (¢,d) musiplatit’'|b—d| <e,|c+d—a—b| <e.

[-1.14 -] Prvé dve vlastnosti normy zrejmé, tretia vyplyva z Minkowského nerovnosti

Zrmgz P)s < erzrp% (3 lgi?)
=1

ak dosadime za f; = 3, g; = 2. Gule v R? st potom elipsy a v R? st elipsoidy.

[-1.15 -] Staci ukazat’ekvivalenciu normy z predoslého prikladu s normou ||.||2. Zrejme

L

atiez /370 |oil? < /maxi—y 2 v iDL |3

[-1.16 -] Dokaz opakovanym pouzitim trojuholnikovej nerovnosti.

[-1.17 -] Pri dokaze pouzijeme |1;| < [7]so-
1
< (Oimy |=il?) .

[-118-] Prel < p< oo |z, = (3 |zil?)? < n?||z]ec. Tiez plati
Ateda C = n%

[-1.19 -] Vyplyva z predoslého prikladu.

[-1.20 -] Riemannov integral si moéZeme napisat’ako limitu integralnych stc¢tov s normou
delenia idacou k nule. Pouzijeme Hoélderovu nerovnost’) | [&;n;| < (3 &P )% > \m\q)%, kde
za § = f(xl)(A(ac,))% azan = g(w,)(A(xl))% Tu z; sa deliace body s normou delenia
idtcou k nule. Limitovanim dostaneme poZadovany vztah.

[-1.21-] Vid navod.

[- 1.22 -] Neexistuje. UkaZeme to matematickou indukciou vzhladom na n. Nech n = 2
a nech ||.|| je norma, ktora nie je ekvivalentna s ||.||. Nech {ej,e2} je baza v R%. Zrejme
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Vo € R? |jz|| < ||z|lw(]le1]] + |le2]]). Teraz ukazeme, Ze existuje konstanta C tak, ze Vx €
R? : ||z1e1 + zoea|| > C|lwier| = Clayl|ler]l, ||r1e1r + maes|| > Cllases|| = Claa|lles| a teda
lzrer + €2l > G(lzalller] + |z2llez])) > § min{llea], 2]} z]loo, &0 by dokazovalo, Ze |||
anorma .|| st ekvivalentné.

Postupujme sporom a predpokladajme, Ze taka konstanta C' neexistuje. To znamena, Ze
potom

1
Vn € N3(ab,25) : ||2Ter + 25es]| < EHﬂU?@lH

ateda |le; + %62” < Llle1]. PotomVn € N3y, € R : |le1 +ynea|| < L[e1]. Odtial dostavame,
ze y, bude Cauchyovské postupnost’a teda z vlastnosti realnych ¢isel dostavame, ze Jyj :
Yn — Yo. Limitnym prechodom dostaneme ||e; + yoe2|| = 0 a preto e; + yoe2 = 0. To je spor
s linedrnou nezavislostou ey, e. Pre vyssie dimenzie n postupujeme podobne.

Topologické viastnosti LNP

[-2.1-]

a) A; uzavretd, nie otvorena

b) A, nie uzavretd, nie otvorena
¢) A3 otvorena, nie uzavreta

[-2.2-]
B uzavreta, nie otvorena
By uzavretda, nie otvorena

[-2.3-]
a) uzavretd, nie otvorené
b) nie uzavreta, nie otvorena

[-2.4-]

a) A nie otvorena, lebo f = 1 nie je vnitorny bod A, lebo g = 1 + 5 nepatri do A pre Ziadne
e>0,aleg e B(f,e).

Aje uzavretd, lebo ak fy nepatri do A, t.j. fo(0) # 1 tak 3¢ > 0Vg € B(fo,¢) : g(0) # 1 a teda
C'\ Aje otvorena.

b) A nie je otvorend. Uvazujme f = 1. Pytame sa, ¢i e > 0, B(fo,e) C A. Nie, lebo ak
g = fo+ 5, tak g € B(fo,¢), ale g nepatri do A.

MnoZina A nie je uzavreta. Zoberme fy = 0. Zrejme fy nepatri do A. Zostrojme postupnost’
funkcii f,, € C((0,1)):

1
falz) = —nzx+lpre0 <z < —

3

1
falz) = Opre—<az<1
n
Zrejme f, € A. Ale
1
1
I = folls = [V = folde = 5 0.
0 n
Teda X — A nie je otvorena.

VNUTORNE BODY, HRANICNE BODY, UZAVER MNOZINY
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[-2.5-]

l.intA; = {(x1,22); 21422 < 1 Azg > 0}.Potom 0A; = BiUBy, kde By = (21, 22), 21 + 22 < 1Az =0
By = (z1,22), 71 + 2 =1A29 >0

A= A UOA; = {(w1,22),01 + 220 < 1 Axg > 0} U {(21,22),71 + 22 < 1 Ay = 0} U
{(z1,22), 21 + 22 =1 AN 29 > 0}

2.intAy =)

0Ay = {(z1,12),2? + 23 = 1 N w2 > 0}
Ay = 04,

3.intAs =0

DAy = U (-, 0)m € N} U, (0,2} U{(0,0)} U Ay

A_3:A3U8A3

[-2.6 -]
1. Postupujme sporom. Nech f € Aje vnatorny bod mnoziny A, potom 3 > 0 : B(f,e) C A.

Zvolme g.(z) = f(z) + ex. Zrejme g. € B(f,¢), ale g-(0) = f(0) = f(1) # f(1) + & = g-(1).
Teda g nepatri do 4, ¢o je spor.

2. 0A = A Plati totiz A C 0A na zaklade 1.. Naopak, ak g nepatri do A, da sa ukazat, ze
je vnutorny bod C([0,1]) \ A : Zvolme ¢ > 0 : 2¢ < |g(0) — g(1)| Potom pre f € G(g,¢) :

[F(0)=F ()] > 19(0) =g(1)| = [g(0) = F(0)| =[g(1) = F (1) > 22 —|9(0) = F(0)[ = |g(1) = f(1)] > O.
Teda f nepatrido A.

3.A=A
[-2.7-] KedZe A = AU 0A, treba ukazat, Zze A je uzavreta prave ked 9A C A.
[-2.8 -] Zrejmé z definicie hranice mnozZiny.

[-2.9 -] Najprv ukazte pomocné tvrdenia:

Lema 1. Ak Ay, As st uzavreté v (X, ||.||) LNP, tak 9(A; N A2) = (041 N Az) U (A1 NOA).
Této lema sa da rozsirit'na n mnoZzin:

Lema 2. Ak Ay, Ay, ... A, sti uzavreté mnoziny v (X, ||.||) LNP, tak

J(AiNAN..NA,) =
(DA NAyN..NA)U(AINIAN..NA)U..(A1NA2N...NOA,)

Teraz sa vratme k nasej tilohe. Nech

b1
all ai9... QA1n b
2
any agy... aon
A - b g
Am1 Qm2... Amn b
n

Zrejme Q = {z € R", Az < b} = N{z;anz1 + ...ainzy, < b;}. Na zdklade Lemy 2 potom
i=1
plati:

m
o) = U{m, 171 + ..Qin Ty = b, ap1x1 + ..appTy < bpVEk # Z}
=1
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[-2.10 -] Dokaz vyplyva zo vztahu X \ (] 4; = J (X \ 4;), kde S je lubovolny systém
i€S i€S
mnozin. Tvrdenie o kone¢nom zjednoteni vyplyvaz X \ |J 4; = [ (X \ 4;).
i=1 i=1
[-2.11-]
1. postupnost’konverguije k (0,0)7
2. postupnost’'nekonverguje
3. postupnost’konverguje k (1,0)7

[-2.12 -] Konvergencia v priestore (C([a, b)), ||.||c) znamené rovnomernu konvergenciu na
[a, b].
a) KedZe f,, konverguje rovnomerne k 0 na [0, 1], tak f,, — 0 na X.

b) KedZze f, — f na [0,1], kde f je nespojitad na [0, 1], tak konvergencia na [0,1], nie je
rovnomerna a teda f,, nekonverguje v X.

[-2.13 -] Ano, konverguje lim 2" = (69,10,

[- 2.14 -] Priestor je tplny, ak lubovolna Cauchyho postupnost’méa limitu. Nech f, je
Cauchyho v X a teda Ve > 03ng¥m,n > ng ||fn — fmll < €. Teraz f,(z) je Cauchyho v R
Vz € [a,b]. Rje aplny a teda Vz € [a,b]3f(x) : fr(z) — f(z). Teraz treba ukdzat'rovnomernt
konvergenciu na [a, b]. Nech ¢ > 0 I'ubovoIné, z Cauchyovskosti f,, v X vezmeme ngan > ny.
Nech teraz x € [a,b]. Zoberme m > ng, kde m zavislé na z. Potom | f,,,(z) — f(z)| < e,. Tym
padom

(@) = F(@)] < [fa(@) = fm(@)| + | fm(2) = @) < | fn = fonll + [ fm(2) = F(2)] <€ +e.

Teda f,, konverguje k f rovnomerne na [a, b], odkial tiez vyjde, Ze f je spojita.
[-2.15-] Vid navod.

Konvergencia v LNP

[-2.16 -] a) nekonverguje b) konverguje k (1,1)7 c) konverguie k (e,0)”

[-217 -1 f.(5) — laprex < §fu(x) — 0, tak z nespojitosti f vyplyva nerovhomerna
konvergencia f,. Teda f,, nema limitu v (C([0, 7]), ||-]|o0 )-

[- 2.18 -] Z rovnomernej konvergencie na [—1,1] vyjde f, — f v (C([-1,1]),].||cc), kde
f(z) = |xl.
[-2.19 -]

a) Nekonverguje, lebo bodovo konverguje k nespojitej funkcii a teda rovhomerne ne-
konverguje a teda ani v (C(]0, 1), |||l )-

b) V priestore (C([0,1]),]|.][1) postupnost’konverguje k 0, pretoze fol e " — 0lde =

2(¢™2 — 1) — 0 pre n — oo.

n
[-2.20 -]
1) Pre z > nio aleboprez =0: f,(z) =0 VYn > ng ateda Vo € [0,1]lim,,_, fn(z) = 0.
2) Méame vlastne ukézat, Ze nekonverguje rovnomernena [0, 1] & 0.sup,c 1) | fn(z) — 0|
sanadobuda v (L + %H)% Ukazte ze

sup |fn(z) — 0
z€[0,1]
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nekonverguje k 0 a teda konvergencia nie je rovnomerna.

3) Keby f, — f v (C([0,1]), |l.]l), tak

1 1
/ Ifn—fld:nlz/ o fldz pre 0<a<1
0 a

Kedze pre ng > 2 : f,,(x) =0, f, — 0vC([a,1]),1). A teda keby f, — £ v (C([0,1]),]|.]1),
tak f = 0. Teraz

! " 1 1 nf
/0 fo(z)de = /1 —nS(z — n+1)(x— E)dx = T —1

n+1

a teda f,, nekonverguje v (C([0,1]), ||.||1)-
[-2.21-] Vid navod.
[- 2.22 -] Na otvorenost’O; treba ukazat, ze {x € R™; > a;x; < 0} je uzavreta v (X, |.]|).
Ukézte, ze z x,, — = v X, kde =, € A vyplyva 2 € A. MnoZina O; je Specidlny pripad
mnoziny typu Oj.
[-2.23 -] Ukazte, ze |.|| je spojita v LNP. Potom ak z,, € B,(x), a z, = , ||z, — y|| < r, tak
aj

lim [z, —y| = llz —y|| <.

n—o0

Kompaktné mnozZiny

[- 2.24 -] 1. KedZe v R" na to, aby mnozZina bola kompakina je nutné a staci, aby bola
uzavreta a ohranicend, dostaneme

1) A; kompaktna
2) A nie je kompaktnd, lebo nie je uzavreta
3) A3 kompaktna

[-2.25-] Dana mnoZzina nie je ohrani¢ena v danom priestore.

[- 2.26 -] Dana mnozina nie je uzavreta, zoberme postupnost’ f,,(z) = 1. Potom f, € te]
mnoziny a f, — 0v (C([0,1]), ||-]|co)-

[-2.27 -]

a) Nech a,, je Tubovolné postupnost’ prvkov z A; U A U.. A. Teraz 3 vybrana podpostupnost’
an, tak, ze a,, € A; pre nejaké pevné i € {1,2, k}. Z kompaktnosti A; vyplyva existencia
vybranej konvergentnej podpostupnosti z tejto postupnosti.

b) Napr A,, = [n,n + 1]

[- 2.28 -] Treba ukéazat’ uzavretost’a ohranicenost. Uzavretost: Nech z,, — z,x, € K. Z
kompaktnosti K je zrejmé, Ze = € K. Ohrani¢enost’ Nech nie je, potom Vn3z,, : |z,] > n, z
kompaktnosti K vyplyva existencia konvergentnej a teda ohrani¢enej podpostupnostia to je
spor.

[-2.29 -] Vid navod.

[- 2.30 -] Uzavretost’je zrejma. Ohranitenost’ dostaneme: z; = %% < 3770 aixi% < 2a
1 T
teda mnozina M je ohranicena.

[-2.31-] Vid navod.
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Spojitost’ funkcii v LNP

[-3.1-] Pouzijeme Banachovu vetu o pevnom bode. Ako priestor zvolime X = R. Uzavretd
mnozina M = [1,00) a zobrazenie T" : [1,00) — [1,00),dané vztahom T'(z) = v2+ Inz.

. v . . 1
Nakoniec overte, Ze T je kontrakcia s § = oL

[- 3.2 -] Pouzijeme Banachovu vetu o pevnom bode. Za X = R = M. Definujme 7" : R —
R,vztahom: T'(z) = £ sinz + 1 cos z. Ukazte, Ze zobrazenie T je kontrakcia: |T'(z) — T'(y)| =
IT'0)(z — y)| = |4 cos — Lsinb|[z — y| < 2Jo — y.

[- 3.3 -] Pre rieSenie z* plati |z, — 2| < {£5|v1 — 20|, kde 29 € M je potiatoény bod,
x, = T(wy_1). a) Pre priklad 1: 9 = 1,71 = /2 > 1. Potom plati: |z* — z,,| < %L’Ul — Tp.
Hladame, pre aké n plati |z* — z,,| < 103. Po dosadeni za n = 7 dostaneme z* = 1.5644.

b) Riegime ako a) .zg = 0,21 = T(0) = 1,0 = 2, 2" — 2g| = £5lz1 — 20| < (2)"2 <1073
pre n > 42. Vypoctom dostavame n = 42, 2* ~ 0.543995227.

[- 3.4 -] Pouzijeme Banachovu vetu o pevnom bode. Za X = R, M = [0, 00). Koeficient

kontrakcie: k = 2\% Teraz podla Banachovej vety 3lim z,, = z*. a teda 2* = /2 + 2* a teda
x* =2

[-3.5-] PouZijeme Banachovu vetu o pevnom bode. Ako priestor uvazujme X = R2 = M,
Na X uvaZujme normu ||. |« a definujme operétor T'((z, y)) = (3 +3 sin(z+y), 32+ cos(z —
y)), T : R? — R2. Po vypocte koeficient kontrakcie 6 = 2.

Teda X = R, M = [0,1]. Zoberme Tz = ¢~ 2 .Koeficient kontrakcie § = 1. Priblizna hodnota
iteraciami zv = 0.703467.

[-3.7 -] Vid navod.

[- 3.6 -1 Nech existuje riesenie. Potom z > 0, lebo ™2 > 0ae™2 < 1 atedaz € [0,1]
1
5-

[- 3.8 -] Pouzijeme Banachovu vetu o pevnom bode. Za X = C[to, o + ¢], s normou ||.|/oc-
Teda X je aplny LN. M = X Nech z,y € Cu[to, to + 0]. Teraz

[T% — Tylloo < L[|z — ylloo-

Kedze Lj < 1,tak predpoklady Banachovej vety st splnené.
[-3.9 -] Definujmesi f: f(z) = 3(z + 2). Zrejme ak z; = 1, tak 29 = 2,23 = Z. Teraz

Lo 2
fl(z) = 5,3 (@ = 3)
Pre x > /3 : fjerasticaa f : [v/3,00) = [V/3,00). Teda Vn > 2 : z,, € [V/3,0) a je klesajica
postupnost, lebo 3 < z9. Teda postupnost’{z,,} je zdola ohrani¢ena a klesajtica a teda ma
limitu xy pre ktord zo spojitosti plati f(z) = =, odkial zy = V/3.

[-3.10 -] a) v/2,V/5; b) Nie je definovana, %.
[-311-] a) M = {(z,y) € R?: 2 +y* £ 17}

b) M ={(z,y) €R?: & + 45 <1};
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QM = {(z,y) € R?:9y? > 4z — 8};

ADM={(r,y) ER?2: (z>0AN2%krn<y< k+1m ke Z)V(@<O0ANQR2k+1)r <y <
2k +2)m, ke 2)};

&) M ={(r,5) € R : (lo] < 1Ay <)V (ja > 1 ALyl > D);

M ={(r,y) eER?:2>0AN2kr <y < (2k+ )7, ke Z};

e M={(r,y) eR*: (x >0AN1—z2<y<l+a)V(@<0Al-z>y>x+1};
hYM={(z,y) eR?: (z>0ANy>0Ay<z)V(r<0Ay<O0Ay>ux)}

VM ={(z,y) eR2: (1 <22+ <Y A[z>0N-2<y<z)V(z<0Az<y<-2)}
DM = {(2,9,2) € B®: [y] + || £ 0};

KM ={(z,9,2) eER¥: (x >0ANy>0A2>0)V(@>0Ay<0Az2<0)V(@<0Ay<
ONz>0)V(z<0Ay>0Az2<0)};

)M = {(z,y,2) € R : 22 + 92 + 22 < 4}.

[-3.12 -]
a) Paraboly o rovniciachy =k, z =22 — k% x = k, 2 = k? — y?, kde k € R.
b) Paraboly = = k, z = k.y?; priamky y = k, 2 = k*.z, kde k € R.

[-3.13 -]

a) Pre 0 < k < 1 je vrstevnicou kruznica o rovnici 2% +y? = 1 —k?, z = k; pre k = 1 je
vrstevnicou bod [0, 0, 1]; pre k > 1 graf funkcie a rovina z = k nemaja spolo¢né body.

b) Pre k > 0 je vrstevnica elipsa o rovnici 322 + 2y? = k, 2z = k; pre k = 0 je vrstevnicou bod
[0,0,0]; pre k < 0 graf funkcie a rovina z = k nemajt spolo¢né body

c) Pre k # 0 je vrstevnicou hyperbola o rovnici zy = k, z = k; pre k = 0 je vrstevnicou os x
aosy.

[- 3.14 -] a) Rovina, b) rovina, c) elipticky paraboloid, d) hyperbolicky paraboloid, e)

rotaény paraboloid, f) ast’' gulovej plochy 2% + y? + 22 = 1, z > 0, g) &ast’kuzelovej plochy

2?2 =22 +y?, 2 > 0, h) parabolicka valcova plocha.

[-315-] 1)5;2) %,‘ 3.) 2; 4.) a; 5.) oo, pouZite vzorec limO % = 1;6.) 4, 7)) 0, najprv
n—

urobte odhad uvedenej funkcie zhora i zdola pomocou vhodnych funkcii, ktorych limity

viete vypoditat’ (0 < 3;;3132 <1y %, Y(z,y) # (0,0)); 8.) 0, urobte odhad 0 < (22 +
2

X
yQ)e—(Hy) < ‘:—j + z—j pre x > 0, y > 0;9.) 0, urobte odhad 0 < (xfny) < (%)”CQ;
i(x2+y2)2

2,2
10) 1, 2% < (@ + %)% 1 = (@ +9°)"" = (2 +47)
1 2 2\2
: 2 2\ 7 (2% +y?)
L, lim (" +47)

y—0

pre 0 < 22 +¢? <
= lim+ = 1, kde t = 2% + ¢?; 11.) 0, najprv upravte funkciu

3 3 2
takto: ;152 =z (1 — JCQyTyQ) +y <1 - x;’:—jyz> a potom pouzite vetu o limite st¢inu dvoch

funkcii, z ktorych jedna konverguje k nule a druh4 funkcia je ohrani¢en4; 12.) e?, upravte
2y

funkciu na tvar [(1 + :cy)zﬂ "™ apolozte t = xy, t — O prex — 0, y — 2; 13) 0, vyuZite

2 2\2
nerovnost z# 4 y* > % apolozte t = 2% + y2.

[- 3.16 -] a) Neexistuje, vyuzite vetu 1. 4. 1. a zvolte postupnost’{(z,l.zy)} -, kde z, —
0, 21 #£0, l € R.

b) 0, vyuzite nerovnost’|sin zy| < |zy |< 1(2% + ?).

[-3.17 -] Postupujte podobne ako v predoslom priklade a vol'te vhodné postupnosti bodov,
ktoré budu protirec¢it’' Heineho definicii limity.
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[-3.18 -] Pouzite definiciu a polozte § = §, potom urobte odhad funkcie: |(z + y) sin 2

zhora, Ve > 030 = § ak z : o(2,0) < /2% +y2 tak |2] < 4, |y [< §a|f(z,y) — 0] =
(@ +y)sin Lsin 2] < |z| + |y < 20 =e.

sin 1|
y

[-3.19-] a)1,-1.b)1,1.¢c) —3,3.d)0,1.

[-3.20 -] Zvolte si dve postupnosti {(1, )13 a {(£, — 1)}
[-3.21-] Obidve dvojnasobné limity sa rovnaju 0, k ddokazu toho, Ze limita neexistuje, zvolte
postupnost’{(z, %)} 31, T — 0.

1

T

1

xT

1
y
existenciu limity obidvoch s¢itancov pri pevhomy # 0, y # &, k € Z az — 0. Analogicky
uvaZzujte existenciu limity obidvoch s¢itancov pre y — 0 pri pevnom x # 0, = # %, keZ.

[-3.23-] 1.)Nedasa dodefinovat'na spojita v (0,0). 2.) (0,0);3.) {(x,y) € R? : 22 4y% > 4);4.)

z,y) € R*:y = 0};5.)Da sa dodefinovat'na spojitina k<. 6.) {(z,y,2) € R° : 2 +y“ —2* =
{(z,y) € R* : y = 0}; 5.)Da sa dodefi "na spoji R2.6){(z,y,2) € R3: 22 +y2— 22
0};7) (1,2, —1).

[- 3.22 -] Neexistuju, upravte funkciu na tvar f(z,y) = xsin —sin i + ysin - sin - a uvazte

[-3.24 -] Uvazujte prirastok funkcie v bode (0, 0) prislachajuci prirastku Az premennej z, t.
j-Arf = f(Az,0)— £(0,0) =0, AlimO A, f =0,t.j. f(z,y) je spojita v bode (0,0) vzhladom k
T—
premennej z. Analogicky mozno dokazat'spojitost’ f (z, y) v bode (0, 0) vzhladom k obidvom
premennym (pozri vysledok prikladu 3. 16 a) ).
sinz siny 2y # 0

[-3.25 -] Funkciu upravte takto: f(z,y) = { ¢y

, pretoze lim f(xz,y) =1=
1, TY = 0 P z—0 f( y)

y—0

£(0,0) je f spojita v bode (0,0) a spojita podla jednotlivych premennych zvlast. Uvazujte
funkciu f(z,0). Podla definicie f(z,0) = 1 pre vSetky z. Tato funkcia je spojitd v bode z = 1
a f(z,y) je spojita v bode (1,0) vzhladom na premennt z. Uvazujte dalej funkciu f(1,y).
PretoZe 51;% # f(1,0), tak f(1,y) nie je spojitd v bode y = 0. Funkcia f(x,y) nie je spojita v

bode (1,0) vzhladom na premennti y. Funkcia f(x,y) nie je spojitd v (1,0).
[-3.26 -] Postupujte podla navodu.

3r+4y—22+5, z#0,y#1, z#2

[-3.27 -] T,Y,2) =
f@y,2) {5, r=0,y=1 2=2.

[- 3.28 -] UvaZzujte l'ubovolny bod (x¢,0), pre lubovolné ¢ > 0 zvolite §; > 0 tak, aby
pre |y — yo| < 61 platilo |f(zo,v0) — f(xo,y)| < §. Zo spojitosti funkcie f(z,y) vzhladom
k z vyplyva, ze da sa zvolit’ 6o > 0 tak, aby pre |z — x| < &2 platilo |f(z,yo £ 1) —
f(z0,y0 &+ 61)| < §. Predpokladajte, Ze f(x,y) monoténne rastie vzhladom k y. Potom pre
|z — wo| < b2, |y — yo| < d1 dostanete f(z,yo — d1) < f(z,y) < f(z,yo + 1), pricom
|f(z,yo +01) = f(zo,y0)| <| f(@,y0 £ 61) = f(wo,yo £ 61)|+ | fzo,y0 £ 61) — f (@0, v0)| <&,

odkial dostanete, ze | f(z,y) — f(zo,y0)| < &, teda f(z,y) je spojita v bode (z, yo).

[- 3.29 -1 Upravte |f(z,y) — f(zo,y0)| takto: [f(x,y) — f(xo,y0)| < |f(z,y) — f(z,90)| +
|f(x,y0) — f(z0,y0)|- VyuZite Lipschitzovu podmienku vzhladom na y pre funkciu f a spo-
jitost’ f(x,y) vzhladom na z (t.]. f(x,y0) je spojita v bode o).

[-3.30 -] sup f = max f = 81, napriklad v bode (0, 3); inf f = 0, min f neexistuje.
M M M M

[-3.31-] supf=maxf= 1, napriklad v bode (1,1); inf f = min f = 0, napriklad v bode
M M e M M
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(0,0).

[- 3.32 -] Vyuzite definiciu rovnomernej spojitosti funkcie a pre lubovolné e > 0 zvolte § = £.

[- 3.33 -] Funkcia f(x,y) je spojitda na mnozine M, lin% f(z,y) = 0, polozte f(0,0) = 0
T

potom f(z,y) bude rovhomerne spojita na M.

[-3.34 -] Funkcia f(z,y) nie je rovnomerne spojitd na M. Uvazujte dve postupnosti bodov
(pre k prirodzené) aj, = (0, 1) by, = (3, k) ktoré patria do oboru def1n1c1e funkcie f(z,y).
Zistite, ze |a® — b*| — 0 pre k — oo ale |f(a*) — f(b")| = arcsin1 = Z pre vSetky k.

[- 3.35 -] Funkcia f(z,y) nie je rovnomerne spojita na M. Zostrojme postupnosti pre k

prirodzené a; = (0,1/1 — 5=),bp = (0,4/1 — 4k+1) Potom |ay — by| — 0 pre k — oo, ale
|far) — f(br)| = 1..

[-3.36 -] Funkcia f(z,y) je rovhomerne spojitd na M.

[-3.37 -] Funkcia f(z,y) je rovhomerne spojitd na M.

[-3.38 -] Funkcia f(z,y) je rovhomerne spojitd na M. Upravte rozdiel | f(x1,y1) — f(x2, y2)|
(1 — x9) (w1 + x2) + (41 — y2) (Y1 + 2|

takto:
2.2 2, .2
\/351+y1 —\/xz‘*‘yz =
‘ Vat+yi + vz +

ol A+l |y1 | +y2

v T v

<l|z1 — 2 = |xy —z2| + |ly1 — Y2 |

azvolte d = §.

Diferencovatelnost’ funkcii viac premennych

[-4.1-]
a) 92 = e [cos(zy) — ysin(zy)]; g—; = —ze” sin(zy);

b) 9z — ¥ 2ey_w’4l. 0z _ 2’ 2wyy’4l.
or — ($2+y2+1)2 ) ay - (1.2+y2+1)2 7

) - _2 . 02_ _y .

Or — 2x2+4y2’ Jy — 2a2+y?’
d) & = 7y3 N @ = 1'3 M
O @ W @)t

e) 9% =2(w+y)e@HV’; 92 = 2(z + y)el+y);
f) % = cos 2; g—; = cos 2y;
g 5 =8u'(@* +1)% & = 4" + 1)
9z _ __ ¥ . 0z _ Ty .
h) 8_; ~ cos2(zy)’ 8_; =1g (.%'y) + cos2(zy)’

i) Oz — _ Yy .0z _ __=x .
ox 332+y27 ay 1.2+y21
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) 0z yi—2? | 9z z2—y? |
) 0 = @@ ) oy T y@@ 2’

k) % =ye(1+2y); 5 = 2e™(1 + ay);

) 9z _ _ 2y . 90z _ _ 2z _.
9z~ (z—y)?’ 9y~ (z—y)*’
Oz _ _2x . 0z _ _2y
m) or — 22+y%’ Oy :v2+y2’
0z _ 1 1 1 1 x z. 0z _ _ x x z.
n) ;T y I wsT ycosec Y S€C 5 gy = —yz Sec cosec

0) % = yxyfl; g—; =2Y%1Inx;

2 2
9z _ x(y?—a?) oy 7. 0z _ 2@ ([ ay \"
p) o — [2$ In 2+y2 + P ) 42 P 9y T gt ry?) \22ty? .

[-4.2-]
a) % = 322y22; @ = 2322, @ = 223yz;
n—1 -1
b) % = 2anx (am +by? + 2z ) ; ‘g—Z = 2bny (aazz + by? + 022)n ;
-1
9u = 2cnz (az® + by2 +ez?)"
) du — 2y _ lzle . Ou _ ry .
Ox = .\ /2 32,2 8y 2a/22a2y2’ 0% |2|\/22—x2y2’
ou __ 2 +y%+22. Ou x24+y? 422, du _ x4y 422,
d) g, = 2ze s oy = 2ve i 3a = 2z€ ;
le) : . Ou _ : . Ou __ xcos(zy),
e) Gt = ii‘fﬁg — ysin(zy)arctg (rz); 8—;‘ = —wsin(zy)arctg (v2); 57 = 1+x(22y2),
du _ _z. 0u _ z. 0u _1n¥.
f)ax_ ) Oy~ y’ Bz_lnx’
2) % = e™? cosy(yzsinx + cos x); g—z = e"™*sinx(rz cosy — siny); % = zye™* sin x cos y;
h)@_z e\’ ou _ 2 (z\". ou _ zzlnz-
or — xz \y Yy T oy \y v 0z~ \y y’
u _ Y y/z. Ou _ ny/zlnz. Ou _ _ Yy y/z
1) 9z — 2zl 8y_x z 0 0z 2% Inz.

[-43-] a)z=6z—1,y=2;b)z=8y+ 1,z =3.
[-44-] a)z2=13— 12y, =2;b) 2=8x — 15,y = 1.

[-4.5-] a) 22; 222 b) cosv —usinu 'C) l—i d) tgu+0052u f) 2u 2v 2w
. 2 —2v ' sinv  ucosv )’ v w2 )’ sinu +ucosu)’ 1 1 1)

[-4.6 -] a)rb)Ty) c) r2 cos1); d) ;e) 2ur.
[-4.7 -]
a) & — yv2 o du . wy 9w 3wy? 92w w(3®=27) . 9%
- (m2+y2)3/2’ oy (12+y2)3/2’ ox2 (:v2+y2)5/2’ (93/2 - (:v2+y2)5/2’ /7 Oxdy

y(222—y?)
(x2+y2)5/2’
b) Ou _  2zsinz?. 9u _ _ cosx?. 9%u __ _ 2sinx®44a’cosx®. 9%u _ 2wsinz?. 9%u _ 2cosz?.

or — y 27 oy 2yQ ) 822 _2 y ) 8$8y - y22 a28y2 - y3 7 ,

u _ 2z 222, Ou . _ w222, 0%u 2 82 22 322 Pu 22 232
Q) gy = y sec Ik (zy %2 sec v axi ; s2ec y 2 s sin £ 7 5ec” T gray = — gz sec”
4z 3 z%. 0%u 2z 3z 2z X 3z
2gin & .oy == L4+ gint L

5 SN S - sec” Ty G y3se<;y+y4s y sec” ]

ou _ o y—1. Ou _ .y . 0%u y—2. 8u_y2.8u_y—1 .
(()i) or = YTV G =a Inz; 55 =y(y—1)a¥% gt = ¢ In“ x; by =T (I+ylnzx); z >
7
e)@— 1 . 9u _ 1 Pu 9%u 082 2y .

Ox — 1+x?’ Oy 1+y2’ oz (1+:1:2)2’ dxzdy — 7 Oy? T (4y?)2
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pow— _l.oou_ _oSBNy. gty 2ol . 9% _ (@PySENy. gty 2aly) ro
oz 21y27 By 21y? ) 922 @21y?2)2) Dzdy @2y ) oy? zZ+y9)2 P
y#0;

) —— x . Ou y .ou z . 0% 252 —y?—22
g oz ( 2+y +z )3/27 dy ( 2+y2+z2)3/2’ 0z (12+y2+z2)3/2’ ox2 (:1:2+y +z )5/27
2u 3ay *u 2% —a?—22 | 9w _ a2 . 3yz . Pu

Bxay (x2+y +2z )5/27 8y (x2+y +z )5/27 oxrOz ~— ($2+y2+22)5/2a Byaz (x2+y2+22)5/2’ 022 —
222 —x2—9?
($2+y2+22)5/2,

ou _ z (x u _ _z(z\".ou_ (z
h)%_r(y) " By y<y>’3z_<y
(%)z-IHQ(i)a Uzy = ( 5
[-4.8 -] Rieste dosademm.

z z
z, Pu _ 2(z=1) (z\7. _ 2=z _
) s = (5) 5 = GG e =
Zz
Yy

)22 m(E), g = H(E) 4 2(2)In(2)

[-49-] 0.
[-4.10-] (=1 )mz((xngbm_&zl'irlm-i—my)
[-4.11-] plg.

[-412-] (z +p)(y + q)(z + r)esTvtz,
[-4.13 -] sin %

[-414-] a) Au = —u, A% = u;b) Au =1, A2y — 0.
[-4.15 -]

a) Aju = T%,kder =22+ 92+ 22, Aogu=0

b) Aju=9[(z* —yz)® + (v* — z2)? + (2 — 2y)?] , Agu=6(z +y+ 2).

[-4.16 -] Pridokaze spojitosti vyuZzijeme definiciu spojitosti funkcie f v bode (0,0); parcidlne
derivacie f,.(0,0), f;(0,0), f1,(0,0), f,.(0,0) vypocitajte podla definicie.

[-4.17 -] Pouzite vzorec na vypocet diferencidlu k - tého radu pre k = 2, n = 2 (resp. n = 3).
a) du = ma™ Yytdr + na™y" tdy, d*u = m(m — 1)z™ 2y (dz)? + 2mna™ Lty tdedy +
n(n — 1)z™y"~ 2(dy) = 2™ 2y""2 (m(m — 1)y?(dz)? + 2mnaydzdy + n(n — 1)z?(dy)?); b)

du — xdz+ydy A2y — (ydx— J:dy ; C) du — zdz+ydy

Va2 T (@243 eyt
271'2 T 2_ —4xryax
d2u — (y )[(dx)? —(dy)? | —4zyd dy’_ d) du = (y + 2)dx + (z + 2)dy + (m+y)dz,d2u = 2dzdy +

CET
— do— d 2 2 d
2dxdz + 2dydz; e) du = 2zzdz (Qxyj_’_z;')(f +y%) z
2o — 2160y (de)? 8oydedy+ (32 —a*)(dy)?] 4 +y?) (@da+ydy)dz
= (x24y?)3 - (@2+92)3

[-418-] df(1,1,1)=(x—1)— (y—1) =dx — dy,
d?f(1,1,1) = 2(dy + dz)(dy — dx).

[-4.19 -] RieSte dosadenim.
[-4.20 -] Rieste dosadenim.
[-4.21-] F(r) = f"(r)+2f'(r). PouZite pritom vetu o derivovan{ zloZenej funkcie. Pomocou

nej dostanete napr. 88_;1 = f'(r) 8‘17"1, g = f"(r) (88—9:1) + f'(r )8 7. Podobne néjdite vyrazy
pre parcialne derivacie zloZenej funkc:le podla ostatnych premennych
[-4.22 -] Dosadenim dostanete vysledok 1.

[-4.23 -] Rieste dosadenim.
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[-4.24 -] RiesSte dosadenim.

[-4.25 -] Navod: Z vety o derivacii zlozene] funkc:le mame: g” = ¢'(v) 52 gu 4 o (w)g—fg; % B
w Uu 2w 2 %
¢ (0) R+ (w)5e; S = ¢ (v)( 2) 24! (0) S5+ (w) (32) 4! (w )83527 G =" (0) (3) "+
o (v i;’—i-i/}” w) (2 2—1—1/1’ <%, kde v, w st vnutorné zlozky zloZenych funkcii. V nasom
ot ot 8t y y
pripadea)jev =z — at, w = = + at.

[- 426 -] PoloZte y = 2x. Potom prva podmienku derivujte dvakrat podl’a z a druht
podmienku raz podla x ako zlozenu funkciu. Tym dostanete systém lineérnych algebrickych
rovnic vzhladom na hladané druhé parcialne derivécie. Vysledok je potom v/ (x,2z) =

u (x,2x) = —4z;0” (x,22) = 2.

yy( 3% Py 3

[-4.27 -] Integrujte rovnicu postupne n - krat podl’a y, pri¢om namiesto konstanty integro-
vania budeme mat’'vzdy funkciu premennej x.

2= ¢o(x) +yp1(z) + -+ y" on-1(2).
[-4.28-] z= x2y+y2 — 2t + 1.

[-4.29 -] z:1—|—xy+y2.

[-4.30-] z=x+y%+0,5zy(z +y).

Transformacie, pravidlo retazenia

[- 431 -] UvaZujte zloZzenu funkciu premennej t: u(t) = y(x), kde z = €'. Postupnym

derivovanim funkcie u(t) vyjadrite derivacie y'(z), y”(x) pomocou derivacii (), u”(t)
funkcie u(t). Najdené vyrazy pre y( ), ¥'(z) a z = €' dosadite do danej rovnice. Tak
dostanete transformovand rovnicu: % dtQ +u=0.

[-4.32-] ¢ W — dtQ Y4294 _ Gy (t) = 0.Navod: Pretoze t = In |z|, |z| = ¢’. Dalej postupujeme,
ako v tlohe 4.31.

[-4.33 -] dtQ + n?u = 0.

[-4.34 -] dtQ + m?u = 0. Navod: Ulohy riesime podobnym spésobom, ako tlohu 4. 31.

[- 435 -] Dvojndsobnym derivovanim vyrazu pre y, v ktorom u je funkcia premennej
x, dostanete vyrazy pre y' a y”, ktoré dosadite do danej rovnice. Tak dostanete rovnicu:

u” + [g(z) — 3p*(2) — 39/ ()] u = 0.

[-4.36-] u"(t)+u/(t) (3 + u(t))+2u(t) = 0. Navod: Pre vyjadrenie g—g v novych premennych
vyuzijeme vzorec, uvedeny v odseku 1, pricom = = f(t), y = g(t), kde g(t) je stéin funkcii

premennej ¢t. Tak dostaneme dy = ?:Et; Dale] derivujeme ziskant rovnost’ pre z podla ¢,

pri¢om lavi stranu derlvu]eme ako zlozenu funkciu premennej ¢ (vnatorna zlozkaje z = €f).

2 . .
Vyrazy pre z, y, %, 3732’ v novych premennych dosadime do danej rovnice.

[-4.37 -1 /() + 8u (u/(t))* = 0. Postupujeme podobne ako v tilohe 4.36.

[-4.38 -] Na Vy]adreme pomocou novych premennych r a ¢ a vezmite do avahy, ze f
a g st suciny funkcif premenne] v f(e) = r(p)cosp,g(e) = r(p)sin p. Preto sa derivécia
% vyjadri v novych premennych vzorcom, uvedenym v navode k tlohe 4. 36. Po dosadeni
najdeného vyrazu pre gy a vyrazov pre = a y do danej rovnice dostanete algebrickt rovnicu
vzhladom na derivéciu dr Napokon dostanete vysledok: 3 dr =r.
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2 .
43941 (&) = 1n2es

[-4.40 -] Funkcia z je zloZzend funkcia premennych z a y, t.j. 2 = 2(§,n), kde { =z + vy, 77 =
x —y. Podla pravidla derivovania zloZenej funkcie vyjadrite parcialne derivécie az (resp. az)

pomocou parcidlnych derivacii g—g az . Dosadenim do danej rovnice dostanete parcialnu

diferencialnu rovnicu 1. rddu gn =0. ]e] integrovanim podla n dostanete z = ¢(§) = p(z+vy),
kde ¢ je Iubovolna diferencovatelna funkcia.

[- 4.41 -] Pri derivovani zloZenej funkcie z = z(£,7), kde £ = z, n = y — bz, podla x (resp.
podla y) vezmite do tivahy, Ze v druhej zlozke = y — bz je z funkciou x a y. RieSenie rovnice
je: z(z,y) = £ 4 p(y — bz), kde ¢ je lubovolna diferencovatelna funkcia.

[- 442 -] Podobnym spdsobom, ako v tlohe 4. 40 vyjadrime derivécie g; a g—z pomocou
oz
derivacii g—z a az Dosadenim do danej rovnice dostaneme: 5 = 7z alebo % = %, odkial

integrovanim podla ¢ mame In |z(&,7)| = In |¢| + In |o(n)]. Teda z=E&p(n) = 2p(%), kde ¢
je Tubovolna diferencovatelna funkcia.

[- 443 -] Polozte z = z(u,v), kde u a v st uvedené v tlohe funkcie premennych z a y.

Podla pravidla derivovania zlozene] funkcie najdete vyrazy pre 8m a az Vezmite do tvahy,

7e x = e*, y = sinhv a vyjadrite % 3. a gz v novych premennych. 2 5+ av = e"sinhv.

[-444-1 -5 =0.

[-445-] 3 8(1821) + % = 0. Uvazujte zlozenu funkciu premennych z a y: z = z(u,v), kde
u=2z+42y+2 v=ux—y— 1 Dvojndsobnym derivovanim tejto funkcie podla pravidla
derivovania zloZenej funkcie vyjadrite vSetky v rovnici uvedené parcialne derivécie z podla
premennych z a y cez parcidlne derivacie funkcie z podla premennych u a v.

[- 4.46 -] a)Pozrite si rieSeny priklad, n = 2. Au = 32712‘ + 1du. byVyuzite a). A(Au) =

5 A rdr’
2d°u 1 d°u 1 du
P Rt

[-4.47 -] g—g = 0. Navod: Uvazujte v zlozenej funkcii premennych z,y, z : u = u(§, 7, (), kde
£ =z, n=y—x (=2z—zapouzite pravidlo derivovania zloZenej funkcie podla z, podla
y, resp. podla z.

[-448 -] w = a“ Névod: Nech u(r,p) = u(xz(r,¢),y(r,¢)), potom dostanete (nezavislé
premenné st r a gp)

du_0udr 0udy  Ou_duds Oudy
or  0x or Oy Or’ Do 0x Op Oy ¢’
pricom a L (resp. g; , 5 (resp. ay) dostanete derivovanim podla r (resp. podla ¢) danych

vztahov pre x a y. RozrieSenim z1skaneho systému rovnic vzhladom na g“ a gy L dostaneme,

ou 1 ou . Ou ou 1 - Ou n ou

— = — | rcosyp— —sinp— — =—|rsing— +cosp— | .

oxr r Y or ¥y op )’ oy r Y or y Do
Dalej dosad'te tieto vyrazy a = = 7 cos ¢, y = 7sin ¢ do vyrazu w.

0
[-4.49 -] w—rajf

[-450 -] w = % + 7}2 gw“ i‘g;f Navod: Derivovanim 1. rovnosti podl’a r a 2. rovhosti

podla ¢, ktoré st uvedené na zaciatku navodu k tlohe 4. 48, podla pravidla derivovania
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zloZenej funkcie najdeme:

Fu_ P (9r\ |, o ge 00 (00! o e oy
or2  9x2 \ or Oxdy Or Or  Oy? \Or Ox Or?2 Oy or?’

P (30Y?, e 0e 0y | Pu (o0)? 0w e o
02 022" \ Dy 0xdy 0o Op  Oy? \ Oy Oxr 0p? Oy 0p?’

Dosadlme najdené vyrazy pre gz (resp ) v novych premennych v ulohe 4.48 a vyrazy

pre (% L (resp. g;), gf{ (resp. 83}), g;g (resp. g;“), gry (resp 0t =-%) najdené na zadklade rovnosti
T = cosy, y = rsinp. Spotitanim prvého ziskaného vztahu vynéasobeného r? s druhym

vztahom dostanete algebrickt rovnicu s neznamou w.

[- 4.51 -] Postupovat treba podla navodu k tlohe 4.50. Dostanete 2 8 U — g;g cos? p +

2 (%é‘y sin g cos ¢ + a 94 sin? p. Vynasobenim tohto vyrazu r? a bertc do dvahy, Ze © =
29%u u

rcosp, y = rsiny nijdete, Ze w = r 53

[- 4.52 -] Postupom uvedenym v navode k tlohe 4.50 vypocitate: 88_;2 = r2sin? go% —

2r2 sin ¢ cos goaa%é‘y + 72 cos? gogiyg - r%. Bertic do tivahy tento vztah, vysledok z dlohy 4.48

_ _ : _ 02
avztahy x = rcos ¢, y = rsin ¢ dostanete w = a—;g.

[-453-] [=1 <@,@_ a_ua_>

Vlastnosti diferencovatelnijch funkcii

[-5.1-] 1— /3.

[- 5.2 -] Vyjdite zo vztahu —|Vz(M)| < ‘;—?(M ) < |[Vz(M) |, ktory je dosledkom vlastnosti
gradienta funkcie z v bode M.
‘?)—?(1,1) =cosa+sina;a)a= 7 ;b)a= %’T;C)a: %’raa = %’T.

[-5.3-] Gradientfunkcie je kolmy na vrstevnicu. Teda pocitame derivaciu v smere gradientu.

[-54-1 5\/2(a?+0?).
[-55-1 24(1,1,1) = cosa+cos f + cosy, |Vu| = V3.

x Yo _ _z _ /2.2 2
[-5.6 -] |Vu|= 2, cosa = —7, cosf = —;55, cosy=—32, kderg = /x5 +y5 + 7.

[-5.7 -] F,stnasebakolmé

[-5.8-] =~ 3142.

[- 5.9 -] Priamo vypocitajte dané gradienty a pomocou kosinusovej vety vypocitajte ich
uhol, ktory. v limite ide k nule, t,j gradienty sa stavaji temer paralelnymi.
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9%u 0%u 2 9%u 2 9%u 2 5%u 9%u
[- 5.10 -] op = og2 CoSTQ + g2 €08 8+ 552 Cos”y + 28x8y cosacos B + 245, cosacosy +
2
) 0“u

Byoz COS B cosn.
[-5.11 -] Vypocitajte diferenciél funkcii v bode (0, 0).
a) 1 +mz +ny;b) x + .

[-512-] a) %.0, 55;b) —3,4; ¢) 0,8 + 12,8In2; d) —35; ) 0, 3.
[-5.13 -] a) 218, 268; b) 2,95; ) 0,502; d) 0, 97.

[-5.14 -] Nieje. Najprv zistite, ¢i st splnené nutné podmienky diferencovatelnosti funkcie v
bode (0, 0), potom ak ano, tak vyuZite podmienku diferencovatelnosti, z ktorej najdete zvys-
kovu funkciu w(z,y). Napokon zistite, ¢i funkcia w(z,y) vyhovuje podmienkam definicie
diferencovatelnosti funkcie f. Parcidlne derivacie f;.(0,0), f,(0,0) pocitajte podla definicie.

[-5.15-] a) Najprv vypotitajte f;.(0)=0, f,(0) = 0z definicie b) pri dokaze nespojitosti f;, f,
staci ukédzat'na zéklade Heineho definicie limity, Ze f;, f; nemaja limitu v bode (0,0); c)
neohranicenost’ f;, f, v okoli bodu (0,0) moZno ukézat’ tak, Ze ak si zvolime postupnost’
{(zn,yn) 5%, C R?, ktora konverguje k (0, 0), prislusné postupnosti

el yn) sy s {Fy(@nsn)},2y

maju nevlastnu limitu; d) pre dokaz diferencovatelnosti funkcie v (0, 0) stadi vyuzit’

f2(0) =0, f,(0)=0
a definiciu.

[- 5.16 -1 Nech (z1,y1), (72,y2) st lubovolné body z E. Uvazujte pomocnu funkciu
o(t) = f(zg+t(xr1 —x2),y2 +t(y1 — y2)) na intervale < 0,1 >. pretoze E je konvexna
oblast, bod (z2 + t(z1 — z2),y2 + t(y1 — y2)) ,t €< 0,1 >, patri do E. Podla Lagrange-
ovej vety aplikovanej na ¢(t) a ohrani¢enosti derivacii f;, f, odhadnite [p(1) — ¢(0)| =|
f(z1,y1) — f(x2,y2)|.Dostaneme tak rovnomerna spojitost’

[-5.17 -1 Nech (z0,y0) € G je lubovolny bod. K dékazu spojitosti funkcie f v bode (x, o)
vzhl'adom na obidve premenné vyuzite definiciu spojitosti, pri€om v nerovnosti

[f(@,y) = [ (@0, y0)| < [f () = f2,90) [ +1f (2 90) = f(20,%0)|

pre prvy s¢itanec pouzite Lagrangeovu vetu. Potom zohladnite tieto skuto¢nosti: a) existuje
¢islo M > 0 také, ze |f,(z,y)| < M pre vietky (z,y) € G; b) spojitost’ funkcie f podla
premennej x pre y = yo, o znamend, e ak § > 0 je nejaké Iubovolné &islo, tak k nemu
existuje 61 = 81 (e, yo) také, Ze | f(z, yo) — f (2o, yo)| < 5. ked |z — 29| < 01.
[-5.18 -]
21?2 - (z -y +2) - (y+2)°

2

f@,y) =5+
[-519-] f(z,y,2) =3[z-1)?+@y—-1)2+(z-1>2-(z—-Dy—-1)—(z—1)(z—1)—
—(y-DE-Dl+ @ -1+ -1+ (-1 =3 -1y -1)(z-1)

[-5.20 -] Navod: V Taylorovom vzorci (1) polozte 71 = 1+h, 13 = —1+kazl =1,2) = —1.
f(@2,y2) — f(z1,91) = h — 3k — h* — 2hk + k* + h2k + hk>.

[-521-] 1+ (x—1)+(x—1)(y—1).
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(52240 142 +9%) — 1(a2 + )"
[-5.23 -] x+5y—z_5:0’$T—5 y—1

z—5
71 .

11 —2
[-5.24-] z+4y —4z— L =0, 22 —

—_

—1 -1 —1
[[525-] e +y+2—-3=0, & = L= = 2=,

<
+
—
.
IN3
+
—

-1
[-5.26-] 2z +y+ 2 =0, xT == =2
[-527-1 122 — 9y + 22 — 9 =0, 23 = ¥=3 — =9,
_V2 _V2 _x
['5.28-] :U—y—|—\/§z_%5:0’ T 12 — y712 o Z\/él.
5291 (e 4+ 1)z — (e my + (e + 1)z = 0, £ = LD _ =
[-5.30-] x—y+22—2 = 0, x—y+22+2 = 0.Navod: Oznacte F(z,y, ) = 2?+y*+22?—1.Body

dotyku najdete z podmienky rovnobeznosti dotykovej roviny a danej roviny: w =

Fé(x‘ii’o’zo) = (moéyo’zo) = k, kde (z0, yo, 20) je hladany bod dotyku.

[-5.31-] Navod: Polozte F(x,y,2) = (z + 2)? + (y — 2)? — 18. Potom smernice normély v
danom bode (z,y, z) plochy budt: m = F;, n = F,, p = F.. Ak vezmeme do tvahy rovnicu
roviny v tvare Az + By + Cz = 0, tak rovnica roviny zOyjez = 0,t.j A=B =D =0,C = 1.
Z podmienky rovnobeZnosti priamky a roviny Am + Bn + Cp = 0 dostanete rovnice, ktoré
uréuju hladané geometrické miesto bodov. Geometrické miesto bodov je uréené rovnicami
r+z=y—z==L3.

[-532-] Ve v(1,1,-1) = (yozo — 220,020 — 2Y0, ToYo — 220) = (—3,—3,3) ||V| v bode
(1,1,-1) = V27,

or w2 of ez OF_ we 111,
Or Y2 +x222" 0y  y24a2222" 02z  y24a222 27272
Derivacia f v bode M v smere Vi v bode M sa rovné
111 1 1
22 ) (=3, -3,3)T = = ——
[-5.33 -] % = yz, g—z =xz, % = xy.Smer normaly k elipsoidu je potomrovny (5, %, %),
kde k = ﬁ Teda
T Yy z
Vaatuta
Ou ( b2c? + a%c? + a®b?
—= = ZoYo<0
ol Vadbtct + ylatct + 22atht

Extremidlne vlastnosti funkcii viac premennijch

[-6.1 -1 Lokalne minimum: z (},3) = — 1.

[-6.2-] Lokalne minimum: = z(1,1) = —1.
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[- 6.3 -] Lokalne minimum: z (—1,—-1) = z(1,1) = —2.

[- 6.4 -] Lokdlne maximum: z(0,0) = 0, Lokdlne minimum: z(%,l) = z(l —1) =
S(-h1) = 2 (b 1) = &

[- 6.5 -] Lokéalne maximum: z(2,3) = 108. V bodoch (0,y), kde —oco < y < 0 alebo

6 < y < 400 ma u maximum; v bodoch (0,y), kde 0 < y < 6 ma v minimum; v bodoch
(0,0), (0,6), (x,0), kde —oo < z < 400 nema u extrémy.

[- 6.6 -] Lokalne minimum: z (5,2) = 30.

[- 6.7 -1 Lokalne maximum: z<% ) =z (—%,—%) = B‘f/b_, min = z(%,_%) —

i

- (—%, %) Y
[-6.8-] Stacionarne body neexistuji; v (0, 0) neexistuju parcialne derivacie, z (z,y)—z (0,0) =
-2+ 9?2 <0, zmax = 2(0,0) = 1.
[- 6.9 -] Hodnota lokdlneho minima: 2rm —2—+/3— % 7=0,%£1,%2,..., Hodnota lokalneho
maxima: (2r — 1)7r +2+V3+ %, r=0,41,+2,.... Stacionidrne body dostanete riesenim
rovnic z;, = 0, z, = 0, ktoré upravte nasledovne:
1 — 2sin(x y)—|—2sm(m—|—y)-0
1 + 2sin(z — y) + 2sin(x + y) = 0 odkial

( )k+1 ™ (/{3 4 m)w
Y= (—1)’f+17r +(k—m)Z, km=0+£1,%2,..., uvazujte a)k=2r, m=2l—1ab)k =
2r—1,m:2l,r—0,i1i2 l_OiliQ

[-6.10 -] Lokalne minimum: z (0,0) = 0, Lokalne maximum e~! sanadobtida pre body (z, )
leziace na kruznici 22 + y? = 1 Zaved'te substittciu ¢t = 2% + y? a n4jdite lokalne extrémy
funkcie z = te™!

[-6.11-] Lokalne minimum: z (

9

L) (L 1 3)y__1., — (L L) =
) - V2er  V2e) T T 2e l.max — Va2e! V2e)

E‘H
@

5 (_L L) _ 1
V2e’ 2e 2e

[- 6.12 -] Funkcia nemé lokalne extrémy.

[- 613 -] Lokédlne minimum: z(z,0) = 0, kde 0 < = < 4; zlmax = 2(z,0) = 0, kde

(x <0)V(z>4), 2imax = 2(1,2) =4.

[-6.14 -] Lokalne minimum: u (—1,-2,3) = —14.
[-6.15-] Lokalne minimum: u (3, %,—%) = —22.
[-6.16 -] Lokalne minimum: u (,1,1) =4
[-6.17 -] Lokalne maximum: u ($,4,34) = 1.
[-6.18 -] Lokalne maximum: u (3,1, 3) = 5.
[-6.19 -] Lokalne minimum: » (0,0 — 1) = 2.
[- 6.20 -]
2 2 2
%:1—21'—3/,2—522—43/—1', %z—&?—y‘é:—l,aigy = -1,

Stacionarne body: (2, 2). Funkcia f ma v (2, £) ostré lokalne maximum.
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[-6.21 -] 5 5 5
u u u
— =324+ 12y, — =2y + 122, — = 22+ 2
97 x” + 12y, oy y+ 12z, pp z+
Druhé derivacie:
0%u 6 0? 5 0%u 0%u 0%u 0%u 0

TY by, o =2,2 % = — 12 _ _
0x? * Oy? " 022 ’ Oxdy " 020z 0 OyOz

Dostaneme tak dva stacionarne body (0,0, —1), (24, —144, —1). V prvom bode (0,0, —1) =
—1,u(e,0,—1) = & — 1 a preto v (0,0, —1) nie je ani maximum ani minimum. V druhom
bode je matica druhych derivacii:

144 12 0
M=\|12 2 0
0 0 2

Teraz pre hlavné minory dostdvame A; = 144, Ay = 144, Az = 288 atedavbode (24, —144, —1)
funkcia f nadobtuda ostré lokalne minimum.

Funkcie zadané implicitnym vztahom

[-7.1-] Overenim platnosti predpokladov vety o implicitnej funkcii.
[- 7.2 -] Overenim platnosti predpokladov vety o implicitnej funkcii.
[- 7.3 -] Overenim platnosti predpokladov vety o implicitnej funkcii.
[- 7.4 -] Overenim platnosti predpokladov vety o implicitnej funkcii.
[-7.5-] 1. Nekonelne vela. Napriklad, ak = = —1 + Zn—k, k=0,1,...,n, n=23,....tak
pre kazdé n = 2,3, ... definujte funkciu

—lz|, akz< -1

y(z) = qlz|, akzp <z <apiq
—l|z|. akx > xR,

kde k =0,1,2,...,n. Tato funkcia je definovana pre vsetky x a spfﬁa rovnicu (1).
2. §tyri funkcie:y =z, y = —x, y = |z|, y = —|z|;
3. dve funkcie:y = —x, y = z;

4. a) dve funkcie; b) Styri funkcie;
5.jedna funkcia, pretoZe funkcie y = z a y = |z|, ktoré prechadzaji bodom (1, 1) st identické
v intervale (1 —6,14+4), 0 <0 < 1.

[-7.6-]

a)
0z ro 0z yo 0%z ToYo
92 M) = =20 gy = N0 _
ax( 0) 2 O (Mo) 20 axay( ) 23

b)



176 M. Kolldgr, I. Kossaczkd, D. Sevéovi¢

azM _x%—{—zo—kzo 0z B CE%—FZ(Q)
9y Mo) = — 5, 5 (Mo) = — 5,
0 SCO ZO Yy o Ty 20
&(M - a3 — 22 + 23920 — 20 + (23 — 23 — w020 — 10) B (M)
o2 0 (zo — x§ — 23)? ,
c)
0z zo g9 — 1 0z zo Yo — 1
8_( 0) = —. ; —(Mo) = —. )
T o 1— 2 dy Yo 1 — 2o
0%z M) — 20 [(xo — 1)2 +(1- 20)2] 0%z M) — 20 (zo—1)(yo — 1).
g2z Mo) = 2(1 — 43 " gugy Mo = T (1= %)
z z5(1 — 20) xdy zoyo (1 —20)
d)
%( 0) = — 1 + yozo sin(zoyo20) %( ) = — 1 + z020 sin(70Yo20)
Ox 1+ 2zoyo sin(xoyo20)’ Jy 1 4 2oyo sin(woyo20)’
022 u — cos(zoYo20) [z020 + Zoyo 22 (Mo)] — [Zo + 2052 (Mo) + o ay(Mo) sin(zoyo0z0)
8x8y( 0) = 1 + zoyo sin(xoyo20) ’

Navod: Druhé parciélne derivacie hladajte derivovanim prvych parcialnych derivécii
funkcie z podla vhodnej premenne;j.

[- 7.7 -] Vychadzajte z toho, ze diferenciél dy = f’(x)dz pre funkciu y = f(z) urenu
implicitne rovnicou 1 + zy = k(z — y) (pojem funkcie urcenej implicitne je uvedeny po vete
3.1.). N4jdite derivéaciu f’(z) podla vety o implicitnej funkcii, vyjadrite konstantu k z danej
rovnice, potom dosad'te to do vyrazu pre dy.

[- 7.8 -1 Postup dokazu je podobny ako v tlohe 7. 7. Len tu treba rozriesit’ rovnicu (1)
vzhladom na z (resp. na y) a to dosadit’do vyrazu pre dy za predpokladu, Ze zy > 0.

[-7.9-] a)—2b) —

[-7.10 -1 dz(3,-2) = §(2dz — dy), d*2(3,—2) = —535 [2(dx)? — bdxdy + 2(dy)?], kde dz =
r—3,dy=y+ 2.

71 o= £ (5) = 2a+ W T guin =9 (5) = 3o~ WP F 4,
[' 7.12 '] fl.min - ( ) y Ylmax — 9(3) —6.
[-7.13 -] fl.max :f< 6 — 3\/—) __6+%; fl.min :f(_6+3—13> :_6_3—\2/3'

[-714 -1 Prex—lnamzrovmceF(azy)—x + 9 —y* = 0vyjdey = 0,1, 1.
y =2y —4y3 #£0 pre y =1,y = —1 a teda funkcie st dve z Vety o implicitnej funkcii:
jedna idtca cez [1,1] a jedna cez [1, —1]. Po vypocte

’ 41’3—21'
Y=o s
y— 4y

po dosadeni pre [1,—1] : y'(1) = —1,a pre [1,1] : ' (1) = —2. Potom

v 122 — 24 (y)*(12y% — 2)
a 2y — 4y? '
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!

Do toho dosadte z = 1,y(1),y (1).

Viazané extrémy funkcie viac premennyjch

7 . , . . 2 2 212
[-8.1-] Lok&lne viazané minimum: z ( ab a”b ) — a’b

a2+b2’ a2+b2 - a2+62 .

[- 8.2 -] Lokalne viazané minimum: z (ﬂa, \/§a) = 2\/§a; Lokéalne viazané maximum:

a (—\/ia, —\/5@) = —2\/5@.

[- 8.3 -] Lokalne viazané minimum: z <—%, %) =z (LQ, —%) = —%; Lokalne viazané
maximum: z (%, %) =z (—%, —%) = Lz

[-8.4-] Lokélne viazané minimum: z (—%, %) = —%; Lokalne viazané maximum: z (%, %) =
3

[- 8.5 -] Lokalne viazané minimum: v (—3,%,—2) = —3; Lokalne viazané maximum:
u(3-53) =3

[-8.6 -] Lokalne viazané maximum: « (1,1,1) = 1.
[- 8.7 -1 Lokalne viazané minimum: u (—1,0,0) = u(1,0,0) = a~2; Lokélne viazané maxi-
mum: u (0,0, —1) = u (0,0,1) = ¢~ 2.

[-8.8-] Lokalne viazané minimum: u (—1,—-1,—-1) = u(-1,1,1) = u
—01; Lokalne viazané maximum: « (1,1,1) = u (1, -1, —-1) = u (-1,
1.

)
)
555 =u(553) =u(553) =4

[-811-] »r=3, h=6.

2a 2b 2c
[-8.12-] = = V3 Yy = V3 z = 73
|azo+byo+czo+d|

[-8.13 -] Lokalne viazané minimum: gy, = T e

maximum: u (

n n
[-8.14 -] Zostrojte Lagrangeovu funkciu L(z, \) = Z aijT;T; + A <1 - Z xf) a zostavte
ij=1 i=1
systém rovnic pre nutné podmienky nadubtdania lokalneho viazaného extrému:

L JL = ( )\) + + + =0
2 01y = (a11 T1 T a12T2 A1nTn =
L oL + ( A)xg+ -+ 0
—— = G217 a22 — A) T ce =

2 01y 2171 22 2 a2nTn

1 0L

ia—xn:anlwl+an2x2+"'+(ann_)\)xn:0
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Vidime, Ze tento systém linedrnych rovnic ma netrividlne rieSenie <= ak \ je koretiom rov-
nice det (A — AI) = 0kde A = (a;;) je matica systému a I je jednotkova matica. To znamena,
Ze ) je vlastné ¢islo matice A. Zo symetrie matice A ukézte, Ze ¢isla A st redlne. Napokon

vyuZzitim nutnych podmienok a véazby, dokazte, Ze umax = 1rga;x iy Umin = lmlg A
1ISU <i<u

[-8.15-] Oznacte

xn_i_ n

_ y _
u = 5 , T+Yy=s:s

a utvorte Lagrangeovu funkciu L(z,y,\) = & (2 + y") + A (s — 2 — y) . Z rovnic gL

0, x +y = s dostanete:
A\ n<5)n—1 s
= — — xr = = —.
5 \9 ) Y

Pretoze druhé derivacia podla z,y samotnej Lagrangeovej funkcie je kladne definitna,
d’L (£ §) > 0, tak upmin = u (2, 2) = (%)n < u(z,y), akz + y = s, ¢o znamena (%ﬂ’)n <

S

272 <
# Alebo jednoducho preto, Ze 2" : R — R je konvexné funkcia.

[-8.16 -] Utvorte funkciu L(z,\) = > " ;2" + A (3.2, ; — na) . RieSenim systému rovnic

O - . -
am:mxi +A=0,7=1,2,...,n, in:na,
(2 .
néjdete A = —ma™ ! a stacionarny bod a° = (a,a,...,a). Zistite, Ze druha derivécia podla

x samotnej Lagrangeovej funkcie je kladne definitna d’L > 0 a teda zpin = na™.

[- 8.17 -] Ngjdite viazany lokéalny extrém funkcie u = (> ; ! )1/ 0D 14 pri vézbe

i=1"
A=73%"" ajz;, A=konstanta. Zostrojte Lagrangeovu funkciu

n 1/1’ n 1/‘1 n
= <Z af) <Z xf) - A <Z a;x; — A)
i=1 =1 i=1

a najdite stacionarne body rieSenim ststavy nelinearnych rovnic. V stacionarnom bode
potom ukézte, zZe funkcia v ma minimum umin = A tj. u > A, o je vlastne Holderova
nerovnost. Treba samozrejme dokazat, Ze sa jedna o viazané minimum.

[- 8.18 -] Dosadime za z = 1 — x — y a tloha sa pretransformuje na hladanie viazanych
extrémov z funkcie F(z,y) = 3 — 2z — y pri vizbe 22 + y*> — x — y + zy = 0. Potom riesime
Lagrangeovou metédou, vyjde A = v/3,\ = —+/3 Stacionarne body st: (”—f 11 \[)

) 3 )
(L 3f, é, 1J”[) Po vypocte z matice druhych derivécii Lagrangeovej funkcie z funkcie F

dostaneme, Ze v prvom sa nadobida minimum a v druhom maximum.

[-8.19 -] maxz = z(—3,4) = 125; minz = 2(3,—4) = —75.
M M

[-8.20 -] maxz = 2(0,3) = 17; min z = 2(3,0) = —10.
M M
[-8.21 -] max z = 2(0,1) = 2(1,0) = 2(0,-1) =1, m]\;[nz = 2(0,0) = 0.
(

[-8.22 -] max z = 2 2,0) = 2(—2,0) = 4; m]\;[nz = 2(0,-2) = 2(0,2) = —4.

3
[-8.23-] maxz = 2(1,0) = 2(—1,0) = —; minz = 2(0,0) = 0.
M e M
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4 2
[-8.24 -] maxz =z <1, —) = —; min z = 0 na celej hranici mnoZiny M.
M 3 9" M

[- 8.25 -] maxu = u(0,0,10) = 300; m]vi[nu =u(0,0,0) = 0.

2 2 1 1 1
[-8.26 -] maxu=u £,£,1 —14+vV2 mnu=u|—-=,-=,1})=-=.
M 2 2 M 2" 2 2

a a a —a —a —a a?
[-8.27 -] maxu = u <%7 %, ﬁ) =u <%7 %, %> = a?; m]vi[nu Y na celej krivke
danej prienikom ploch 2% + y* + 22 = a?az +y + 2 = 0.
[-8.28 -] a) Lagrangeovou metédou ndm vyjda dva stacionarne body (4,1) a (—4, —1) Ked'
si nakreslime graf viazby z? — y?2 zistime, Ze 4z — y = c st rovnobezky a v bodoch SB; a
SBjy st doty¢nice ku vdazbe v poradi 4o — y = 15,42 — y = —15. Teda v prvom sa nadobtda
lokélne minimum 15 a v druhom sa nadobtida lokdlne maximum —15.
b) Lagrangeovou metédou ndm vyjde jeden stacionarny bod (2, 1). Nakreslime graf vazby
27 —y—3 = 0. Vrstevnice 22 — y? = ¢. Cez stacionarny bod ide vrstevnica z2 — y? = 3 a vizba
2z —y — 3 = 0je jej dotycnica v bode SB;. Teda v SB; sa nadobtida lokalne maximum.

[- 8.29 -] Vid navod.

Rozvoj funkcii do Fourierovho radu

[-9.1-] Fourierov rad % + > °° a, cos 2% + by, sin 7% k periodickej funkcii f na (—I,1)
vypocitame podl’a vzorcov na koeficienty Fourierovho radu.

a) To je uz Fourierov rozvo;j.
co 4 (1+(=D"*)

ne0 = - sin nx

b) Funkcia je nepérna a teda rad bude iba sinusovy. f ~ >
_ 1 o0 —4
ol=1lateda f~35+> ", ErEREE cos(2n + 1)z
-z 1 oo 2l(—1)"sinhl nrx (=1)"2n7sinhl . nxx
d)e psinhil + 377 e cos M + o sin M
e) cosdx = %cosx + %cos?)x
f) Uvazujme rozvoj na (—,). PouZijeme, ze cos? z = 1+egs2r

rozvoja

a po vypocte Fourierovho

1 > 4(=1)"
562N§7T2—|—Z:1 (’I’L2) cosnx
n=

dostaneme

(="

2 o0
2 2 2
2z — 2+ cos ZEN§7T —1.5—8cosx + 2.5cos2x + 8 g

S — cosnx
n=3 "

[-9.2-] ¢, +d,.

[-9.3-]

a)l=73, ar= %foﬂ x? cos 2kxdx, ag = %foﬂ z2de, b, = %fow 22 sin 2kxdz. Vypoctom

dostaneme:

7T2

o

1 m

f~ _+Z—200s2/<:x— — sin 2kx
3 k:lk k
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b) a d) pozri ndvod
) agp = aj =0, by = 2 [ a? sin kadz = W+A((_1)k_1)'

K

[' 9.4 '] f ~ Z?LO:O W Sin(2n + 1)7’(’1’

_(—1)k
[-9.5-] l=27‘(’, a():bk:(), ak:%
[-9.6 -1 Pozri navod. Parsevalova rovnost’fﬁl f2(x)dr = l(@ + 3200 an* + |bn?).

a)

2

7T
8
: -2 1, 16 \~oo 1 oo 1 _ ot
b) Z Parsevalovejrovnosti 5 = 5+ 2>~ [ dostaneme OEFDE = 96

[-9.7 -] Priamym vypoctom treba ukazat, ze f_ll f(z)g(z)dx = 0 pre f,g € (1,x, 5(32% —
1), 5(52% = 32)), f # g

[-9.8 -]
a) Podobne ako b).
b) Hladajme rieSenie najprv vieobecnejsie tlohy

—u”(z) +u(z) = f(z) =€ (0,1) u(0) =u(l) =0,

kde f je neparnana (—1, 1) po &astiach spojita. Zrejme Fourierov rozvoj f ~ > >°, f,sinnra
a hladajme rieSenie

o
u = E b, sinnmx
n=1

ako neparnu funkciu na (-1, 1). Potom dostaneme

Z bn(1 + n’7?) sinnre = Z fnsinnmx

odkial
b, = L
"1 4+ n2g?
Vratme sa teraz k naSmu problému, kde f = —1 na (—1,0), f = 1 na (0,1) a dostaneme
2
L= — (1= (=1)").
fo= 21— (1))

Dosadenim dostavame
L2 (-1

nr 1+ n2x2

[-9.9 -] Pozrinéavod.

[-9.10 -] Funkcia je parna. |z| ~ 3 + 7%, m cos(2k + 1)mx. Po dosadeni za z = 1
mame

1 4 & 1
1=-=
2" (ﬂ)2§(2k+1)2

odkial

1
S=2 Giiip s
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Teraz R=) 70 72 = S+ 1Ra’cedaR:%

[911-] a()——, ajnzm7 bn:( Hrtt

n2m2 nm
[-9.12 -] Funkcia je neparna, preto
n (_ 1)n+1

2 (M x . 8
an = ag = 0, bn:;/o smgsmmﬁdw:?m.

_ 2 (7 . . i
by = = fo 2. sin x sin 2nxdr =

2 _ 2T _ 2
[-9.13-] ¢ = ﬂfo xr.sinzdr =2, a, == fo z.sin x cos 2nxdx = =T

—16n
@1 (212 Lreto

o0
. agp .
rsing ~ 2 + E an cos 2nx + by, sin 2nx.
n=1

2.(-1)"
TnZgz

[-9.14 -] qp = fol x2dr = %, ap, = fol 22 cosnzm dr =

CF + () - ).

nmw n3m3

1 .
b, = fo 22 sinnen dr =

[-9.15-]1 Ozna¢me Fourierove koeficienty dq, @y, b,, pretoZe vyuZzijeme aj vypocitané koefi-
cienty ay,, by, ag z predoslého prikladu.

! 1 ! 3 [ 3
ag = 2dr = =, a, = z2 cosnzm dr = —— z?sinnzr de = ——b,
0 4 0 nm Jo nm

- 1 —_1)n+1 3 1 _1)ntl
b, = 2® sinnar dr = L%—— z? cosnxm dr = L+—an
0 nmw nm Jo nmw nmw

Riemannov integral funkcie viac premennich

[-10.1-] Vysledok 6 —41In2

[-10.2 -]
)y e0,4, yj<z<2/gatedaP =2 [ dy [N 1dv =%,
b) 4
[-10.3 -]
2a % 8a 3/16ay? 16a 3/16ay? , 868
P= dy 1 dx+ dy 1 dx + dy 1 der=a"—
a W 2a {3/ ay? 8a % 15

[-104-] P=4P,

2 2.3
a (a3 —x3)2 1 302
P, :/ dx/ 1 dy:aQ/ (1-— §)15du—3a /2cos4t(1—coszt)dt: ar
0 0 0 0 32

2

Pouzili sme substitticiu u = sin® t. Napokon P = 34T
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[-105-] ye[-1,1, 0<z<1-— |y
[-10.6 -1 y€[0,4], v1(y) <z < a(y), kde
_ _\/g Yy € [07 2] _ \/y Yy € [072]
[-10.7 -]
typu [z,yl: —2<z<2, —%\/4— <y g%\/4—x2
typuly,zl: —3<y<3,  —3/9-y2<x<3/9-
[-10.8 -]

a)

//fxydmdy—/ dw/ 1:; fdy+/_;2dx/_\/\/Zfdy+/:dx/_;\/;fdy
//Pf(ﬁﬂ,y)d:ﬂdy:/lzdx/mzxf(ﬁﬂ,y)dy:/12dy/1yf($,y)dx+/24dy[/2f(x,y)d;,;
/Oldﬁﬂ/;f(ﬁv,y)dyz/Oldy/yﬁf(x,y)dx

J[ sty = [ a [ pepar= [ [ p—T

d)

/[ r@aae iy | o / j_gﬁf(x,y)dy: / "y / * fledy + / "y / " ey

[-10.9 -]

a)0 b) 3 140 ) ?

[-10.10-] Pozrinavod a pouZite substitticiuy = asint pre vypocet f(;l Va? — y2dy. Vysledok
V= %7‘(.

[-10.11 -] )

)60 b)i 90 d)3Im2-3m3 e l= [ dy[) evde=e>—3 f)125
g% h)y2dr i)

HDKedzel < |z]? <|y> & 1< |z| < |y| <2, tak [ = 4f12xdxf;ydy =4

k) Po nakresleni obrazku mame

1
/dw/ dy:/ V4 — 22 — /22 + 2dz.
NEZES) 0
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Oznatme [; = fol V4 —22dral, = fol Va? + 2dx. Potom P, = I} — Iy a [, sign (z? — y? +
2) do dy = 4(m — Py — Py) = 4(w — 211 4 213) Vypocitajme

V3 V3 1443

s
L =2 V2 V2
1 3+ 5 2= 5 +n 7
ateda [, sign (2% —y? +2) do dy =4 +8In 1J\F/‘_2/§.

[-1012-] V = [} dy [V do [TV 1dz = 128

[-10.13-1 V = [, dz [V, dyfv“‘” 1dz = 1

:B

2. 3
[-10.14-] V =8 [ dx f0“3 ~ah) dyfoa T gy = 1280
[-1(3'15-]2 2 6
a)abe 4 oob g bae by B (31 +12V2-27V3) o %
d)2e—5
[-10.16 -]
a) typu [z, vy, 2] : 0<z<1,0<y<izZo<z<1-—2z-2y, typu [y,z,2] : 0 <y <

%,0§m§1—2y,0§z§1—m—2y

b) typu [z,y,2] : 0 <z <l,x <y<ly<z<l, typu [z,y,2] : 0 < 2<1,0<y
z,0<z <y

otypulz,z,yl: —2<2<2, —V4-22<z<V4-22, —V4—2?2-22<y<V4—2z?-22
d) typu [r,y,2]: =1 <2 <1, —V1-22<y<V1-2% 22+y2<2<1
e)typu[z,y,2]: —1<z <1, |z|-1<y<l—|z|, —1+z|+ |yl <z<1—|z|—|y|

f) Nie je to elementarna oblast ale tzv. medzioktaédrie, ktoré sa d4 vSak napisat’ako zjedno-
tenie dvoch elementérnych oblasti M; U M, kde

IN

Mi:—2<2<2 Jo|—2<y<2— o], max(0,1—|z| —|y) <2 <2~ |z |y

My:=2<x<2 |o|-2<y<2—lz]|z|+ ]yl -2 <z <min(z] +[y[ - 1,0)

g) Predstavuje valcovy vyrez gule.

[-10.17 -]
a)typ [z,z,y]: 0<x <1 0<z<1, max(0,z—z) <y <1-—zsintegrilom

1 T 11—z 1 1 11—z
/ daz/ dz/ f(z,y,2) dy—|—/ dm/ dz/ flx,y, 2z)dy
0 0 0 0 T z—x

resp. typ [z, 2,y]: 0 < 2 <1, 0 <z <1, max(0,z —x) <y < 1—zsintegrdlom

1 z 11—z 1 1 11—z
/ dz/ dm/ flx,y,z2) dy+/ dz/ dm/ flx,y,2)dy
0 0 Z—T 0 z 0

b)pretyp [z,y,2]: 0<2<1, 2<y< —z, —/22 —y?2 <o < /22 -2

[-10.18 -]
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a)typ [z,y,2]: 0<2<1,0<y<1max(0,=

b)typ [z,2,y]: 0<z<

[-10.19 -]

M. Kolldgr, I. Kossaczkd, D. Sevéovi¢

)<=z <Llug integralom

1 z 1=y
/dz/dy/ f(z,y, 2 dx—l—/ dz/ dy/ f(z,y,2) de
0 0 2=y

Ql’—‘

, 0 <z<1max(z —az,0) <y <1-azsintegrilom

1 ar l—ax 1 1 l—az
/ d:v/ dz/ flx,y,z2) dy+/ d:v/ dz/ flx,y,z) dy
0 0 0 0 ax z—ax

a)typ [y, z,z]: 0<y<1,0<z<2+3y% max(0,/ #) < x < 1sintegrdlom

/dy/gy dz/fmy, dx+/ dy/32+3y / e f(z,y,2) dz

b) typ [z,z,y]: 0<2<1,0<z< 222 + 3, max(0, V%) <y < 1sintegralom

[-10.20 -]

a) 125 b) 5 imo—1

b 1’% eVl=2 2 mwabc?
dx/ dy/ zdz =
/a b,/1JL 0 4
2\a? c 27,2
1 a“b c?
d)/ xd:v/ ydy/ —dz =
0 0 o2+ Vz 36

[- 10 21 -1

/dx/zx dz/fxy, dy+/ dx/22x2+3 /z% f(z,y,2) dy

4

2 1 1
a) dz dac cosx+zydy———§ b) 45

VRZ=z2 22
wh*R
/ dx/ / zdz =
VRZ—z2 x2+y 4

yzu
/u du/dz/ey dy/ 1da3————
16 32

[-10.22 -]

[-10.23 -]

kde Bn—l

Matematickou indukciou vzhladom na n ukaZte, Ze plati

1 1—x1 l—x1—...xpn—1 1
1, :/ dml/ dﬂ:Q.../ dr, = ot
0 0 0 n:

Vyuzivame, Ze [ \/agltj = arcsin £ Potom I; =, I = 2m,

1
n—/ dxl /
Vi1-zi—..a? \/1—3:1 %71—56%

dx, = m7.By_1,

je objem n — 1 rozmernej jednotkovej gule
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Metoda substitiicie

[-11.1-]

a) Jakobidn je Dg(p, ) = p

b) Jakobian je Dg(p, ¢, u) = p

c) Jakobién je Dg(p, ¢,1) = p? cos 1

[-11.2-]

a) Zobrazenie nie je regulérne, lebo J = v — u a pre [u,v],u = v plati: J = 0, zobrazenie
prosté nie je lebo napr. F(O $)=F(3,0).

b) Jakobian D(u,v) = 2( + 1) < Ona A a zobrazenie je prosté.

c) Jakobian D(u,v) =1a zobrazenie j je regularne aj prosté.

[-11.3 -]
2
a)/ dgp/ r(1 —2rcosp — 3rsing) dr = 27

a cos ¢ 3 4a
b)/ dp rva —T2dr—a%—?
z 0

2

e
N
no
3

Q
o AS)
—
B
—

]

| =3
(V)

3
3

Il
[2

[- 11.4 -] Oblast’sa nachadza v prvom a tretom kvadrante, zo simernosti staci pocitat’v
prvom kvadrate. Jakobian je rovny 12psin pcos g, a teda ¢ € (0,5), p € (0,cosp.sinp) a
[=20

[-11.5 -]
a) 3w

a z 2cos Ra2
b)/ zdz/2 dgp/ dep:i
0 o o 9
2 22 27 1
C)/ dz/ p3dp/ dp = 16m
0 0 0 3

[-11.6 -]

55 .
a)/ dw/ dap/ pocos dp = —
s e s i
T 2 44
b) / dp/ dgp/2p4(:os31/10l1/1:81—57T
27 S 2R2
/ dgp/ d¢/ = p2sint cos v dp = Wh4
arctan

[-11.7 -] Zaber

5
[-11.8 -]
a)p €[0,%], 0<p<2amin(cosy,sinyp) ateda

I 2a sin ¢ T
P:2/ dgp/ pdp=ad*(=—1)
0 0 2
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b) Doty¢nica v bode (1,2) ma rovnicu 2y + z = 5. Elementarna oblast’ pre integrovanie je
opisana pomocou

€ [0, arctan 2], V5 < P —m8M8M
cos ¢ + 2sin g

arctan 2 m 5
P:/ dgp/ pdp=——arctan2+5
0 V5 2

3 ay/sin 2¢
P = 2/ dgp/ pdp = a?
0 0

d) PouZijeme substittciu z = pcos? ¢,y = psin® p, J = 2p cos ¢ sin ¢. Elementarna oblast"

m a
0. = -z
pelogl pe [1+Sin2@,a]
5 a a2
P:/ singpcosapdap/ 2pdp = —
0 _a 3
14sin 2¢

v i 2 .2 2 .o=1 =1
e) PouZzijeme substitticiu x = pcos3 ¢,y = psin3 ¢, J = 5psin3 pcos3 ¢ ateda

a(cos ¢ sin p) % a2
S = / dgp/ —psmS gpcoss godp—g.

f) PouZijeme polarne stiradnice.

2cos psinp

Cos4+sln 27T
—2/ dw/ pdp=—-

g) Pouzijeme polérne stiradnice.

5 ay/cost p+sint @ 302
P= 4/ dgo/ pdp=
0 0
119 -]

a) PouZijeme substittciu = apcos ¢,y = bpsin ¢, J = abp. Potom

abcosapslntp 279
a“b
=2 d bpdp = —5
/ @ / abp dp = 5
b) PouZijeme substittciu = = apcos® p,y = bpsin® ¢, J = 8abpsin” ¢ cos” ¢. Potom
2 1 b
= / dgo/ 8abpsin’ pcos’ p dp = @

[-11.10 -]
4mab
a) ﬂg c

b) Uvazujme elementarnu oblast z € (0,a), y € (—Vaz — 22,V ax — 22). Potom

a \/a$1‘
V:2/ Va2 —x? —y2dx dy
0

a$1‘
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PouZijeme transforméciu do polarnych stiradnic,

acos ¢ 20,371' 8&3
—2/ dgp/o pva? —p?dp = T o
[-11.11 -]

a) UvaZujme sférické stiradnice a elementarnu oblast’ 0 < ¢ < 5, 0 < ¢ < 27, 0 < p <

min (4, 8sin ). Potom
2w 4
dw/ dgp/ p? cos1p dp
0 0

5 27 8sin 5
V:/ dw/ dgp/ pzcoswdp—F/
0 0 0

16 64 S0
-3 33
b) Uvazujme elementdrnu oblast’ p € [0, R|, ¢ € [0, 27]. Potom

2rR®  127R?
—8/ dgp/ p\V/AR? — p? d,o——4R2 )ﬁ]g)%:?’gR_ “;\/g

w\::

12

(=]

1 3

AV = [2 d [T do [ p*cosp dp = 22 (5 — a)

z 2a sin

/ dso/ cw/ P costp dip = a’r
a+/cos 29 20,3

e)V = d / d / cos v dyp =
) /Z ¥ @ p? cos ) dip = 12
z \/3cosgosmgocos2w51n¢ 1
vz4/ dgo/ dw/ p* cospdp = 3
0 0 0 ’

3 2 a¥/sin pe—cos? 1 rad
g)V:/ dw/ dap/ pPeostpdp = (1 —et).—
0 0 0 3
[-11.12 -] V gulis polomerom 2a = 3273:“3 , objem telesa vypocitame pomocou cylindrickych
stradnic. Plochy, ktoré tvoria teleso sa pretinajt v rovine z = a a kruZnici r = av/3 a teda
elementarna oblast’je:

Mm|=|

2

4a® —
0<r<aV3,0<yp<2mn, 2a—\/4a2—r2§u§u.

a

a\/g s # 37 3
Vielesa = 4/ rdr/2 dgp/ dz = ma
0 2a—v4a2 =12 6

Objem zvysnej Casti gule je potom V5 = 272“ a hladany pomer gg

[-11.13 -] UvaZujme cylindrické stradnice.

R 27 H HRZ
m:/ rdr/ dap/ 7“2+z2dz:7T
0 0 0

[-11.14 -] Podla navodu.

27 247 (cos p+sin @)
m = / r dr/ dgp/ dz=m
1+ 5 +r(cos p+sinp)

(3R? +2H?)
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27 247 (cos p+sinp)
Sy, = / rdr/ dgp/ 1+rcospdz =m
1+5 +7" (cos p+sinp)

Podobne
Sye =m
2w 2+4r(cos p+sin p) 57
Sy = / / / zdz = —.
3
1+ +r cos p+sin @)
Stradnice taziska potomsa T = (1,1, 5).
[-11.15 -] .
2 h =2 2
R°h
m:/ dap/ alz/hralr:7T y Syz=05z,=0,
0 0 0 3
2r h Bz T R2K2
Swy:/ dgp/ zdz/ rdr =
0 0 0 4
A teda tazisko 3
T =10,0,—].

[-11.16 -] Pozri navod.

2a 21 V2az—22 r Ama’
m = dz d / dr = v Spz =208y =0
/0 /0 ¥ 0 2y 2 T2 3 Tz Yz

2a 2w V2az—22 4__3
2
Sey = / zdz/ dap/ dr = Ta
7“2 + 22 15

Stradnice taziska potom sa 7' = (0,0, 4%)

[-11.17 -] Pouzite polarne stiradnice.

27 a r
I = d —— dr = 27a
/o SD/o Vva?—r?

[- 11.18 -] PouZijeme transformaciu do eliptickych stradnic: + = arcospcosvy, y =
brsin pcos ), z = crsint, J = aber? cos 1. Potom

1 2 z 2
b
I:/ dr/ dgp/2 \/1—?2.abcr2coswdw:ﬂzc
0 0 =

[- 11. 19 -] PouZijeme transformaciu do sférickych stradnic. Elementarna oblast: ¢ €

[0,27], ¢ € [T, 5], p € [0,2a+/— cos 2¢]. Potom

o z 2a+/— cos 29 1 3 rl 1 3 V2
Vv :/ dgp/2 dw/ p? cosdp = bma / (2u2—1)%du _ 10ma” (32—1)% ds
0 x 0 3 J 1

3V2

Jednorozmerny integral spocitajme pomocou hyperbolickej substitticie

t ot t_ ot t_ ot
e +e e —e el —e
+2 , ds = dt,32—1:(

S =




Diferencidlny a integrdlny pocet funkcii viac premennijch v prikladoch 189
Po tipravach dostdvame fl\/i(s2 - 1)%ds = w. Potom
16ma® 3In(v2 + 1) — /2
y o oma?3n(va+1) = V2 V2ra3 (In(vV2 + 1) — V2).
3v2 8
[- 11.20 -] PouZijeme transforméciu
1 0
b
xr=arcosp, y=>brsinp,J =abr, S= abrdr/ dgpzaTﬂ
0 0
1 ™ 2
2ab
Sy=0, S;= / abr dr/ br sin pdp = 2ar
0 0 3
Saradnice taziska T = (0, §fr)
[-11.21 -] PouZzijeme transformaciu x = ar cos ¢,y = brsinp, J = abr
1 27
2mab
I:/ abrdr/ (1—r3)2dp = ma
0 0 3
[-11.22 -]
9
/ / TCOS@—2)2+T28in2@dgp:7ﬂ-
[-11.23 -]
I:/ / / 12 cos b ((r cos p cos h — )2+r2sin2gpc082¢—|—rzsin2¢)%
3
:/ dr/ alcp/2 r2cosw(r2+4—4rcosapcosw)% dy
0 0 -z
[-11.24 -]
1 2m z
47.23
I:/ dr/ dcp/2 2 cos p(r? + 4 — 4r cos p cos ) dip = 7;5
0 0 -z
Krivkové a plosné integraly
[-12.1-] Pocitame priamo alebo pomocou Greenovej vety.
[-12.2-] PouZimex = acos® ¢,y = asin® p. Potom \/|2/ ()2 + v/ (p)]> = 3a| cos psin ¢|,d =

3a fo | cos psin | dp = 6a.
[-12.3 -] Pomocou Greenovej vety dostdvame —2mab.

2

[-12.4 -] Pomocou Greenovej vety dostdvame fr \/;%:—23:3 dzr1 + \/ﬁ dxg =

[-12.5-] Pomocou Greenovej vety dostadvame dostdvame 0.
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[- 12.6 -] Pomocou Greenove] vety dostivame §.(z1 — x2) doy + (z1 + 22) doy = [, 1+
1dxy dog = 2.P = nsin —,, kde P zna¢i plochu n-uholnika. Potom

2
lim nsin— =27
n—oo n

[- 12.7 -] UvaZzujme parametrizaciu = t,y = t(1 — t). Potom d = fol V2 — 4t + 42 dt =
fo V2 F1ds = 1n(1+f)+f

[-12.8-] 0
[-12.9 -] 5 3 3 3
a)Vhln2. b)1++v2. 24 d) [PtvVI+4a2dt=1T2552 o) [242/1+ L dt = 2252
4
f) &
g) Uvazujme transformaciu oz = § + § cost,y = §sint, tak I = 2” > 73 V1 +cost tdt = 2a2.
h) UvaZujme transformaciu = = ae®? cos ¢, y = ae’ sinp, € ( 00, ] Potom
0 219./1 L 12
I—/ ae“"cosgp.ae“"\/l—i—bzdgo—w
— 0o
.\ 8713 \/5
i) s,
[-12.10 -]
a) 2—23 b) %—8. Q) 23—2
[-12.11 -]

a)0. b)0. o %.
d) Uvazujme substitticiu x = acos ¢,y = bsin g,

2
I:/ (acos @+ bsing,acosp — bsinp).(—asin g, bcos @) dp =0
0

e) fol(—l,arctant)(l,%) dt + fol(—l,arctan t)(=1,-1)dt =75 — 1.

[-12.12 -]
a) [ (1+t,1+2t,1+3t)(1,2,3) dt =13. b) [5 (t2,2t,4t5 — 2t)(2¢,2,12¢%)dt = 3. ©) 0.
d) Uvazujme krivku K : x = cost,y = sint,z = costsint, t € (0,2r) a teda I =

fozw sint, costsint,cost)(—sint,cost, —sin®t + cos® t) dt =
2

)Uvazu]me krivku K : = § + §cost, 5sint,z = %\/2—2005 I= (“ Sjln te(1—
cost), 4( + cos? t—|—2cost))( asént,“CQOSt,2\/‘2lf;(fOSt)dt—2.

[- 12.13 -] Zistime, ze dané integraly nezédvisia od cesty a spocitame potencidl V (z,y) =
2yx — 32%y? a teda vo vsetkych pripadoch vyjde I = V(B) — V(A) = —88.

[-12.14 -]

a) Nezavislé, V (z,y) = 22 + 3yz — 2y%.
b) Nezavislé, V (z,y) = % + 2223 — P,
) Zavislé, vypocitajte rot f.

[-12.15-] Rovna sa nule, ak krivka neobsahuje (0,0). Potom rot f = p, — ¢, = Sy _ Sy —,
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[- 12.16 -] Ak krivka neobsahuje (0,0), tak p, — ¢, = 0 a teda sa rovna 0. Ak krivka C
obsahuje 0,

§ rais+ § S pds =0

kde u; je mal4 kruznica
r =¢esint,y = eccost,

lezi celd vo vnutri C' a f(z,y) je funkcia zo zadania, prislusné integraly sa integrély 2. druhu.

2m
}1{ flx,y)ds = / (sint, —cost).(—sint,cost)dt = —2m
u1 0

Teda ak krivka C' obsahuje 0
j{ f(z,y)ds = 27.
c

[-12.17 -]

a) Zostrojime potencial V. Nech F(t) = [ f(t)dt.NechV(z,y) = F(zy). Potom V je potencial,
ukazte derivovanim.

b) Zostrojime potencial V. Nech F(t) = [ f(t)dt. Nech V (z,y, 2) = 1 F (2% + y* + 2?). Potom
V je potencial.

[-12.18 -]

a) Nezavisi od cesty, leborot f =0, I = 4.

b) Nezavisi od cesty, lebo rot f = 0, I = 62.

o) V(z,y) = $In(2® + y?),1 = V(B) - V(4) =In 2.

d) V(z,y) = m—iy +Injz+yl, /=3 - %_
e) V(z,y) = —ycos2z, ] = _%,
4

2 3 7
HV(z,y,2) =% +% — 5, 1=-537%.

[-12.19 -] ,
3
Q) V(z,y) =% + 2%y — v’z — % + C.
b) V(z,y) =ni - 2 +C.
[-12.20 -]
a) 4. b) 4.
c) PouZijeme transformaciuz = pcos®t,y = psint, J = —3psintcos? ¢, € [0,27],p € [0, 2],
2m 2 3
7{ v de + x dy = // —1+ 2ydxdy = / dt/ (=1 + 2psin®t)(—3psin®t cos® t) dp = >
c K 0 0

[-12.21 -] PouZite Greenovu vetu, I =0

[-12.22 -] Pouzite Greenovu vetu a polarne stiradnice.

2 s
1
I:/ —/3 dgpzlln2
1 T % 12

[-12.23 -] 27a?.

[-12.24 -] a) Pouzite Greenovu vetu, 4.
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b) Pouzite Greenovu vetu, 0.
¢) Pouzite Greenovu vetu, —2wab.

[-12.25 -] Pouzite Greenovuvetua [, y* —2* dz dy = 0, lebo A je stredovo siumerna a °, y
st neparne.

[-12.26 -] Pouzite Greenovu vetu,

7{(2xy—y)da:—i—x2dy:/ ldxdy =P
C intC

[-12.27 -] [A] = [[,1dxdy = [,y dz+ 2z dy

[-12.28 -] Pouzite Greenovu vetu a ukézte, Ze plati
f radessody= [ [(rar—oandy= [ [latr =)+ el — gy ay

[-12.29 -] Dokazujeme ekvivalenciu. Nutna podmienka: Nech u je harmonické v oblasti G
a 9Q je lubovolna jednoducha hladké uzavreta krivka v G, podla druhej Greenovej formuly

Fuil g s = [ [178g- gap)de dy

dosadime za f = 1,9 = v a mame

/Audac—/ —ds—O
o0 on

Postacujica podmienka: Naopak, nech pre kazdu jednoducht hladkt uzavreta krivku v G
plati

—ds =0
C@ns

anech
(70, y0) € A = Au(xo,%0) # 0

potom vezmeme B okolie
(z0,90) : Au(z,y) > 0 pre (z,y) € B

potom zase z 2. Greenovej formuly za v — 1 mame

O:/ 1.8—u:/Au>0.
h(B) on B

To je spor.
[-12.30 -] Od¢itanim.
[-12.31 -] Dosadte do prvej Greenovej formuly

?éf ds—//ng+Vf .V g)dz dy,

za f =g =u.
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[- 12.32 -] UvaZujme kruznicu C' : z = m + acost,y = n+asint,C’ : x = —asint,y =
acost,\/x"2 + y'? = a. Definujme g(a fo u(m+acost,n+asint)dt = é Jo u(P)ds Teraz
g(0) = 2mu(m,n) = 2ru(M), ¢ (a) = OZW 9u(m+acost,n+asint)cost + 9 (m—i—acost,n—i—

asint)sint dt = 1 f a”ds =0, lebo u je harmonicka. Teda g je konstanta g(a) = ¢g(0) =
2ru(M). Teda u(M) = 5 [ u(

[-12.33 -] Ked poc:ltame obsah vnutra jednoduchej uzavretej krivky, méZeme pouZit'napr.
P= %fcxdy—yd:v.

a) P = abr.

b) 3a’r.

¢) Krivka sa nachadza vo v8etkych 4 kvadrantoch a je simerna podla osi a preto poéitame
len v 1. kvadrante a vysledna plochu vynésobime 4. t € [0,1], 2 = ¢,y = tv/1 — ¢2. Krivkovy
integrél f % I crdy—ydx po Casti osi o,je 0. Tato krivka je nesuhlasne orientovanéa a preto

P=—3 [ xdy—ydo=—3 01 t( L2 _t1— 2 dt = 1, ateda vysledna plocha S =

2 V12
3ma
d) “%=

[-12.34 -] Postupujeme podl’a navodu.
a)C :z=acost,y =asint,C’: dx = —asint,dy = acost, |C'| = at € [0, 2]

2 a a ..
M =2aa,x7 = — a“cosp dp = —sinacos o, yr = — sin asin
M J, o e}

b) T = [am, 4??]
)T — [4a 4a 4a]
c 37 37w 3wl

d)M= [0 _e3dt=3

1 0 2 1 0 -1 1
xTZM/OOeZt 3COStdt:5’yT:M/Ooe2t 3Sintdt:?7ZT:§-

Parametrické integrily

[-13.1-] (—00,0) U (0,00).

[-13.2 -] a) Spojita; b) spojita; c) spojita pre y # 0.
[-13.3 -] Spojita pre y # 0.

[-13.4 -] Pre F(—1) = —m, F(1) = m. Potitame

T 2cosx+ 2y
F(y):/ 1+2 2
0 ycosx + vy

Najprv substitaciu ¢ = tan § Mame

G (y—1)+y+1
F(y) —4/0 (1+t2)(#2(y —1)2 + (y + 1)?)

2 [ dt 22 —1) [ dt 2 — 1)t
= —/ 5 dt + y )/ 5 55 dt = E—i——[a,rctan w=1) 16°
yJo t?+1 Y o (W+1)2+(y—1)% y oy y+1
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Tedaaky € (—1,1) : F(y) =0,y € (—o0,—1) U (1,00) : F(y) = %’T

[-13.5-] Pocitajme jednotlivé integraly.

1 1
yZl:F(y):/—ldaz:—l, yﬁO:F(y):/ld:ﬂzl,
0 0

Y 1
€[0,1)F(y) = / sign (z —y) dx + / sign(z —y)de =1-2y
0 y

[-13.6-] a)L;b)Lc) 5;d)0e) T fHln2;g) L.
[-13.7-] 0.

[- 13.8 -] Nie. Ak prejdeme k limite za znakom integralu dostdvame nulu. Ak vypocitame
integral a potom prejdeme k limite, dostavame % Vsimnite si, Ze v bode (0, 0) integrovana
funkcia nie je spojita.

[-13.9-] iIn L s } prey > 0.V bode y = 0 derivacia neexistuje.

3
[-13.10-] a) 2ye ™" — ¥ — [! Y 12~ dz; b) e(3v* 1y [1 + (3;511)} -

c) —evlcosyl cog y— e¥lsinyl gin y+f(i?15yy T — 22evV1-2% 4y d) [ + (bﬂ/)} sin [y(b + y)]— B + m} sin [y(a + y)];
e) (§2ln(1+y )0 fy,—y)+2 fO fi(u,v)dz, kdeuw = z+yav = z—y; 8) 2y fy%jyy sin (tz +yt — y2) dt+

2 [y sin 2. cos 2zyda—

2y ny2 dx ffj; cos (3:2 + 1?2 — yz) dt.

[-13.11-] a) f"(y) =3f(y)+2yf' (y);b) F"(y) = 2f(y), aky € (a,b), " (y) = 0,aky ¢ (a,b);

o) F'(y) = 25, kde A2f(y) = f(y + 2h) — 2f(y + h) + f(y).

[-13.12-] F(M(y ) = (n—D!f(y).

[-13.13 -] 4x — =

_ _ (n+1)2"+11n2—2n+1+1
[-13.14 -] 1) .

[- 13.15 -] Definujme

F()_/b dz In(1+ ab)
= o l+ar a

Teda
—x dx b

b
F(a):/O m:—pln(l—i—ab) m.

[-13.16 -] a) 7ln “Y=L: by 7 1n 2B ) 0, ak Ja| < 1; 71062, ak [a] > 1;
d) §sgn aln (1 + |a]); c) 7arcsin a.

[-13.17-] ZIn(1+V?2).

[-13.18 -] In 2t}

[-13.19 -]
a) Mnozinu A si aproximujeme mnoZzinami A4,,, v polarnych stradniciach.

A:pe [%ﬂ,ﬁ],r € [0,cos ], An:p€e]|

5 , COS ¢

— gl El
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1 cosp 1
——dxdy = li —rdr =2.
/A /x2_|_y2 . y nl—>nc}o/ /:osap rar

b) A = A; UAyU Az U Ay, kde napr. A; je Stvorec so stredom 1.5, 1.5 a stranou 1, analogicky
As je $tvorec so stredom 0.5, 1.5 a stranou 1, atd’. Teraz

/fd:r:dy: fdx dy + fdxdy + fdx dy + fdx dy.
A Al A2 AS A4

Teraz [, f(z,y) dx dy = lim, e f12+% % f12+1 Tt = = 2, analogicky

/ dxdy 9 / dxdy -9 / dxdy

As \S/y—lxg/x—l s Ay \S/y—lxs/x—l 4 Ay \S/y—1\3/$—1

atedal =0.

c)”T“b.
. 2 1 T

e) I =lim, fll dy ny2 e dr = 1.

[-13.20 -]
a) Ozna¢me B(0,n) gulu so stredom (0, 0) a polomerom n. Teraz
2m
I = lim M = lim dap/ drr
n—00 B(On)l"'x —|—y n— 1+ 72
I diverguje.

b) = hmn—)oo f027r dSO fln p%ap dp = —1

) I = limy, 0 fO de fo (P7+ra?) dp = 13-

d) I —hmnﬁoof0 e ydyfy e Pdxr = l

e) [ =lim, fon e_pQ,oab dp fo de = mab.

f) 4

[-13.21-] Na vypocet objemu pouZzijeme cylindrické stiradnice. 4,, : ¢ € [0,27],p € [0,n], z €
_ 2

[0,e77°] V,, = f027r dg [ pdp [y "dp=rm—me ™ S

[-13.22 -]
a

5
5.
b)

27 5 1—¢ p2 )
I = lim d / cos dzb/ ——dp=7".
e—0 /o 14 _ 1/} 0 m P

¢) Pouzite posunuté sférické siradnice: = a+ pcos pcos ),y = b+ psinpcos ), z = psin .

VB

€ [Oﬂ"]ﬂ/) S [_za g],@ € [0527T], I = 27TT2'

2

d) Sférické staradnice, Ls W%
[-13.23 -]
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a) Pouzijeme sférické stradnice, 4, : p € [1, N], ¢ € [0,27],¢ € [-5, 5], J = cos ypp?
4 1 4

I =—(1-—)— —,
(-3

3 N3 pre N — oo

1
b) 135-
¢) Sférické stradnice,

:
1:/

us
2

2m 1
cos d?/)/ dgp/ In p?p? dp = 87;@ (lna—g).

3

d) 72.
[-13.24 -] Substittciou z = £ dostaneme I = 23 I'(3) = %\/E
[-13.25 -] Substittciou z* = ¢,

1 ! 1 11 1. 1.,.1
I=— ti’l(l—t)%’l dt:/ Ata—ita = et Hed h o edy o
16 0 164727 \4 2

[-13.26 -1 Musi platit, ze [~ f(x) dz = 1. Pomocou substittcie c = t dostaneme:

®© T(A+1)
A —ax
A X e dr = EPSYS

Ateda C = (A +1) Derivovanim ¢(¢) = E(e~) = [*_€%® f(z) dv dostaneme
O = [ et s
odkial ¢/(0) = iC [;~ e *%dx = zCF(ﬁ? = i(’\;rl). Rovnako dostaneme ¢”(0) =
()\+2)2()\+1)
[-13.27-1 @) §;) 2T (5); ) w5 ) Gaay © 5755 D) 5750 8) gt V.
[-13.28 -]

a) nsmmﬂ, 0<m<mn

b) B(n—m,m), 0 <m <mn;

-» . +1 +1 +1 1 )
c)‘;Tiﬂ nﬁ(m" ,p—mn) 0<mT<p,d)mB( 1—5),Z+f0871716£0n>1,
e) 3 (—2 ’T) , m > —1 n > —1 f) 2COS n27r, \n\ < 1 g) ‘n| (—) P > O h)

n
p
T(p+1),p>—1;i)@r$ﬂ)},p> ~1;j) =SSP 0 < p < 1K) In ‘tng ,0<p<

sin® pmw
1,0<g<1

[-13.29 -]

a) Inv/27 Vsimnite si, ze dany integrél je mozné prepisat’v tvare 3 fol In[['(x)I'(1 — z)] dx.
Potom pouZzite vlastnosti Gama funkcie.

b) In /27 + a (Ina — 1). Derivujte dany integral podla parametra a.

) 2 (1+1In%). Prepiste dany integrél ako % fol In [I'(z)['(1 — z)] sin mxdx a vyuZite vzorec
(iii) pre gama - funkciu.
d) .

[-13.30 -] PouZite vlastnosti Gama funkcii
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