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Uvod

Aky matematicky objekt predstavujt parcidlne diferencidlne rovnice? To
je prirodzena otdzka, ktord napadne asi kazdého, kto sa za¢ina obozna-
movat’ s touto rozsiahlou oblast'ou matematiky. Nuz vel'mi zjednodusene
povedané, st to rovnice, v ktoryich okrem hl'adanej funkcie viac premennijch vy-
stupujui aj jej parcidlne derivdcie roznych rddov a podl'a roznych premennych.
Ciel'om tohto textu je poskytnut’ zdkladné znalosti z metdd rieSenia par-
cidlnych diferencidlnych rovnic. Poktsime sa predstavit’ tieto rovnice ako
rozumné modely roznych, najma fyzikdlnych zdkonitosti a javov. Zaroven
je aj cielom poskytnut citatel'ovi zdkladné metddy rieSenia roznych ty-
pov parcidlnych diferencidlnych rovnic. Snahou pri pisani tohto textu bolo
néjst’ vyvdZend mieru medzi matematickym detailom a presnost'ou na jed-
nej strane a ndzornost'ou vykladu na strane druhej. Autorovi islo predov-
Setkym o podanie presvedc¢ivého argumentu a o rozvijanie fyzikdlnej in-
tuicie pri predkladani jednotlivych Casti teérie parcidlnych diferencidlnych
rovnic.

V kazdom tivode do problematiky by nemala chybat’ motivacia pre¢o
vdbec studovat’ ten, ¢i onen matematicky predmet. Parcidlne diferencidlne
rovnice ndm poskytuji moznost’ elegantného skibenia rozvijanej teérie s
pozorovanou realitou. Doraz pri pisani textu bol teda kladeny aj na zhrnu-
tie zdkladnych met6éd a myslienok, o ktoré sa opiera matematické modelo-
vanie fyzikalnych procesov a tak zvyraznit’ i¢elnost’ stidia PDR.

Teraz si niec¢o bliZSie povedzme o usporiadani tohto textu. V Kapi-
tole 1 sa zaoberdme odvodzovanim niektorych matematickych modelov,
ktoré opisuju rozne (vacsinou) fyzikalne javy, akymi st zdkon zachova-
nia hmoty, problém vedenia tepla, prie¢ne kmity struny ¢i Black — Scho-
lesov model ocenovania derivatov finanénych aktiv. Ciel'om casti je po-
skytnit’ motivaciu a rozumné priklady na $tadium parcidlnych diferen-
cidlnych rovnic. V druhej kapitole sa stistredime na klasifikdciu PDR. Vy-
svetlime pojem rddu rovnice, ¢o je to linedrna a kvézilinedrna rovnica pr-
vého raddu, klasifikujeme linedrne rovnice druhého radu. V Kapitole 3 sa
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zameriame na analyzu rovnic prvého radu. Najprv objasnime geometricky
vyznam linedrnych homogénnych rovnic prvého rddu, ktorého désledkom
je ndjdenie efektivne metddy ako riesit’ takéto rovnice. V kapitole sa za-
oberame ako linedrnymi, tak aj kvazilinedrnymi rovnicami prvého radu.
Kapitoly 4,5,6 st zamerané na Stadium linedrnych rovnic druhého radu.
V Kapitole 4 sa najprv zaoberdme parabolickymi rovnicami, pri¢om obsah
kapitoly je rozdeleny do dvoch samostatnych celkov. V prvom celku sa za-
oberame parabolickymi rovnicami s neohrani¢enou priestorovou premen-
nou. Odvodime explicitny vzorec poskytujici explicitné vyjadrenie rieSe-
nia rovnice. Zvlastnu pozornost’ venujeme odvodeniu vzorca pre oceno-
vanie eurdpskej kipnej opcie, ktory je zaloZeny na parabolickej Black —
Scholesovej rovnici. V druhom celku je pozornost’ ststredena na parabo-
lické rovnice s ohrani¢enou priestorovou premennou. Zdkladom odvode-
nia vzorca pre tvar rieSenia je Fourierova metéda separdcie premennych.
V oboch celkoch sa zameriavame aj na skiimanie kvalitativnych vlastnosti
rieSeni parabolickych rovnic, akymi st: princip usporiadania rieSeni, prin-
cip zhladzovania rieSeni a asymptotické vlastnosti rieSeni. Ako prototyp a
motiv tychto principov uvddzame vZzdy parabolickt rovnicu vedenia tepla
a jej fyzikalny vyznam. V Kapitole 5 sa zameriavame na eliptické rovnice.
Ich zakladnym fyzikdlnym prototypom si staciondrne tlohy, t. . fyzikdlne
deje nezavislé od ¢asu alebo v ¢ase uz ustalené - nemenné. Najprv sa za-
oberdme istymi Specidlnymi rieSeniami tzv. Laplaceovej rovnice. Tieto rie-
Senia sa nazyvaju harmonické funkcie a ich vyznam tkvie v tom, Ze po-
mocou nich a istych integralnych transformdcii (potencidlov) dokdZeme
konstruovat’ aj rieSenia zloZitejSich, napr. nehomogénnych eliptickych rov-
nic. Opét’ je pozornost’ venovana kvalitativnym vlastnostiam rieSeni ako
napriklad princip maxima, vlastnost’ strednej hodnoty harmonickych fun-
kcif, hladkost’ rieSenia eliptickej rovnice a jeho rozklad na objemové a po-
vrchové potencidly. V Kapitole 6 studujeme hyperbolické rovnice. V prvom
rade poskytneme explicitny vzorec pre rieSenie prie¢cneho kmitania neko-
necnej struny - tzv. d’Alembertov vzorec. V druhej ¢asti kapitoly rozobe-
rame rieSenie hyperbolickej rovnice na ohrani¢enom intervale. Podobne
ako v Kapitole 4 zdkladnou met6édou rieSenia je Fourierova metdéda sepa-
racie premennych. Cielom analyzy rieSeni je aj poukazat’ na kvalitativny
rozdiel medzi rieSeniami parabolickych a hyperbolickych rovnic. Zhruba
povedané, ukdzeme, Zze kym parabolické rovnice maji zhladzovaci efekt
ako aj efekt postupného zabtidania informaécie o pociato¢nej podmienke,
tak v pripade hyperbolickych rovnic ani jeden z tychto principov neplati
a ich rieSenia st s postupom ¢asu tak hladké ¢i nehladké, akymi boli na
pociatku. V poslednej Kapitole 7 uvedieme niekol'’ko aplikacii poznatkov
o kvalitativnych vlastnostiach rieSeni parcialnych diferencidlnych rovnic.
Kapitoly sti doplitané riesenymi prikladmi ako aj prikladmi uréenymi
na samostatnt pracu ¢itatel'a. Nazornost’ vykladu je podporena grafickymi



vystupmi zndzorfiujicimi rieSenia skiimanych rovnic. V3etky obrazky rie-
Seni ako aj rieSenia samotné boli ziskané za podpory matematického sys-
tému symbolického a numerického vypoctu Mathematica(Q).

Od citatel'a nasledujiiceho textu sa vyzaduja iba zakladné znalosti z
matematickej analyzy funkcii viacerych premennych. Ista fyzikalna intu-
icia a schopnost’ porozumiet’ fyzikdlnemu javu sa vitané, hoci tento text
nemd ambiciu zastupovat’ prirucku matematického modelovania fyzikal-
nych procesov. Jednotlivé kapitoly sa daja ¢itat’ samostatne.

Obsah tohto textu bol predndsany v rdmci prednasky z parcidlnych di-
ferencidlnych rovnic pre studentov tretieho resp. stvrtého roénika odboru
Ekonomicka a finan¢na matematika na Fakulte matematiky, fyziky a infor-
matiky Univerzity Komenského v Bratislave. Rozsahom pokryva 12 tyz-
diiovy cyklus dvojhodinovych prednédsok.

Autor je vd'atny vSetkym kolegom a Studentom, ktori prispeli k vy-
lepSeniu tohto textu. Obzvlast’ d’akujem recenzentovi dr. E. Viszusovi za
starostlivé prestudovanie materidlu a cenné pripomienky:.

Daniel Sevéovic, Bratislava, janudr 2008.



Kapitola

Parcidalne diferencidlne rovnice a
matematické modelovanie

V tejto kapitole ukdzeme vyznam parcidlnych diferencidlnych rovnic v ma-
tematickom modelovani rdznych vacsinou fyzikdlnych zdkonitosti. VSade
tam, kde do dvah vstupuju nezndme funkcie - fyzikdlne veli¢iny - zavi-
siace na viacerych premennych, je mozné ocakdvat’, Ze matematicky mo-
del bude v sebe obsahovat’ parcidlne derivécie hl'adanej funkcie podla jed-
notlivych premennych. Uvedenim tychto prikladov matematického mode-
lovania chceme sticasne zdoraznit' vyznam matematickych aparatov ana-
lyzy funkcii viac premennych, najméd s ohl'adom na integrovanie funkcii
viac premennych. Prirodzene sa ukdZe vyznam pojmov, akymi st napri-
klad divergencia, gradient, ¢i Laplaceov operétor.

Prvym fyzikalnym modelom bude zdkon zachovania hmoty. Odvodime
matematickt formuléciu tohto zdkona. Dalej sa venujeme modelovaniu $i-
renia tepla, ako i matematickému opisu kmitania struny. Z inych, nefyzi-
kalnych aplikdcii sa zameriame na Black — Scholesov model oceriovania
derivéatov akcii. Vyznam konkrétnych modelov tkvie aj v tom, aby si ¢ita-
tel' uvedomil fyzikédlne rozmery jednotlivych veli¢in a aké st medzi nimi a
ich vzt'ah k hf'adanému rieSeniu.

Je zrejmé, Ze na takom malom priestore, akym je predkladany tvod
do problematiky, nie je moZzné postihntut’ vSetky aspekty matematického
modelovania. Okrem nutnych matematickych zru¢nosti treba mat’ aj roz-
vinuta fyzikdlnu intuiciu a cit pre vystihnutie podstaty modelu. Prave po-
chopenie, ¢o je v modeli podstatné a ¢o je mozné zanedbat’, nAm umoziiuje
kons$truovat’ rozumné matematické modely, ktoré sa budu priblizovat’ k
pozorovanej realite. Vacsina fyzikdlnych, a nielen fyzikdlnych modelov,
ma v sebe obsiahnuty fenomenologicky aspekt v takom zmysle, Ze ciel om
uspesného modelovania méa byt taky model, ktory je schopny postihniat’ a
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1.1. ZAKON ZACHOVANIA HMOTY 11
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Obr. 1.1: Oblast’ s naznatenymi vektormi prudenia kvapaliny zvnuatra a do
vnttra oblasti.

vysvetlit’ fyzikdlne pozorované javy - fenomény. Druhd funkcia modelova-
nia je jeho predik¢énd schopnost’, teda moZnost’ predpovedat’ dosial nepo-
zorované javy, ktoré mozu potenciondlne vznikat’ vo fyzikalnej realite. Nie
je vynimkou, Ze prdve na zdklade toho, aké javy model tispeSne zahftia
a na druhej strane, ktoré javy nepostihuje, sa rozhodujeme medzi tym ¢i
onym modelom. Inak povedané, vo vSeobecnosti nejestvuje univerzalny
matematicky model. MéZu existovat’ len viac ¢i menej dobré pribliZenia
reality a zdoraznujeme, Ze ide o pribliZenia z r6znych uhlov pohl'adu.

1.1 Zdkon zachovania hmoty

Medzi zédkladné fyzikalne zakony sa bezpochyby radi zakon zachovania
hmoty, ktory ndm hovori, Ze celkové mnoZzstvo latky (hmoty) je nemenné
- konstantné.! V tejto ¢asti sa poktisime matematicky sformulovat’ zdkon
zachovania hmoty. Ako uvidime neskor, matematickd formulacia vedie na
parcidlnu diferencidlnu rovnicu. Z dovodu geometrickej ndzornosti bu-
deme zédkon skiimat’ v zjednodusenom pripade rovinnej geometrie. Spo-
sob prenesenia vysledkov do trojrozmernej geometrie sa ukdZze ako pria-
mociary. Obmedzime sa preto na Euklidovsky priestor R",n = 2.

Predpokladajme, Ze ¢iastocky hmoty st unagané v rovine pozdiz vekto-
rového pol'a ¢. Pod pojmom vektorové pole rozumieme vektorovi funkciu
U : R" — R", ktord kazdému bodu priestoru & = (x1, - - - , x,) priradi smer
(vektor) ¥ = #(%)T, v ktorom sa ma pohybovat’ ¢astica hmoty nachadza-
juca sa na pociatku pohybu v bode Z (pozri Obr. 1.1).

Na obréazku je sticasne zachytend aj oblast’ 2 C R", do ktorej ista ¢ast’
hmoty ,vtekdd istd cast’ ,,vytekd". Oznac¢me:

'Michail V. Lomonosov (1711-1765) rusky encyklopedista. Filozof, basnik, prirodove-
dec. Zakladatel ruskej fyzikalnej chémie. Astroném, objavil atmosféru Venuse. Vyslovil a
dokazal fundamentélny zdkon zachovania hmoty.
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Obr. 1.2: Cast’ hranice s vytokom kvapaliny v smere vektora rychlosti. Projekcia
vektora drahy kvapaliny za elementdrny ¢as na vektor vonkajsej normaly.

e U = ¥(Z,t) - zadané vektorové pole ¥(.,t) : R” — R" v bode ¥ a Case
t>0,
e 0 = o(Z,t) - hI'adand hustota hmoty v bode # a ¢ase ¢ > 0.

Nasim ciel'om je vyjadrit’ zdkonitost’, podl'a ktorej je mozné urcit’ hus-
totu o v l'ubovolnom bode # a ¢ase t > 0. Verbalne vyjadrenie zdkona
zachovania hmoty je, Ze mnoZstvo hmoty, ktoré do oblasti (2 vtecie cez hra-
nicu 012, zmensené o hmotu, ktord vytecie cez hranicu za ¢as At, sa musi v
kone¢nom dosledku rovnat’ zmene mnozstva hmoty vo vnutri oblasti (2 za
¢as At. Pozrime sa bliz$ie na niektory bod # hranice 0. V tomto bode je
zadany vektor rychlosti (%, t) a to znamenad, Ze za maly ¢as At sa ¢iastocka
hmoty z bodu & prenesie do bodu & + vAt (pozri Obr. 1.2).

Objem hmoty, ktory vytecie za ¢as At cez plosku d.S, je potom zrejme
objem orezaného valca s podstavou d.S a vyskou rovnajticou sa kolmému
priemetu vektora vAt na vektor normaly 77 k ploske d.S v bode Z. Zrejme
vel'kost’ tohto priemetu je dana vzt'ahom (v, 7)At, kde (¥, 77) je Euklidov-
sky skaldrny stcin vektora rychlosti a jednotkového vektora normadly; t. j.

n
(?.7, ﬁ) = Z Ving.
i=1
Potom celkové mnoZstvo hmoty (hmota = hustota x objem) vytecene;j,
resp. vtecenej cez plosku d.S sa potom rovna
0.(U,)AtdS .

Celkova bilancia Q)1 (vytok - vtok) prestupu latky hranicou 02 je potom
integral cez celd hranicu 04, t. j.

Q1 :/ g.(U,ﬁ)AtdS:At/ 0.(7,7)dS .
o0 o0

Hodnota @ preto reprezentuje rozdiel medzi vte¢enou a vytecenou latkou
cez hranicu 0f2. Poznamenajme, Ze kladné znamienko @1 ndm hovori, Ze
viacej latky z oblasti vytecie ako do nej vtecie.
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Na zédklade zdkona zachovania hmoty musi byt’ mnoZstvo hmoty @
kompenzované zmenou mnoZstva hmoty ()2 vo vnutri oblasti 2 za ¢as
At. Ked'ze mnoZstvo hmoty v oblasti 2 je rovné [, o dz (hmota=hustota x
objem), potom sa tidto zmena da vyjadrit’ ako

d d
Q2 dt(hmota)At T (/Q gdx> t

Kladné znamienko hodnoty @2 znamend, Ze za ¢as At doslo k zvySeniu
mnozZstva hmoty v 2. S ohl'adom na diskutovany zmysel znamienok @); a
@2 je potom zdkon zachovania hmoty vyjadreny rovnost'ou

Q1+ Q2=0.

Tdto rovnost’ moZeme vSak d’alej upravit’ a tak dostaneme

Atd/ gdﬂ:+At/ 0.(0,M)dS =0
dt Jg o0

a teda pouzijtc pravidlo o derivovani parametrického integrélu ziskavame
do S
At | —dx+ At 0.(0,M)dS =0. (1.1)
Q Ot 90

Comu je vak rovny druhy integral po hranici 9Q? V Kapitole 5 sa s pouZi-
tim Greenovho vzorca integrovania per partes pre funkcie viac premennych
nakoniec podari odvodit’ rovnost’

divu_id:r:/ de:/ w;n; dS = w,n)dsS,
/Q o Oz asz; 8Q< )

=1

ktora plati pre kazda hladka vektorova funkciu @ : R® — R" (pozri vzorec
(5.17)). V nasom pripade zvolime @ = pv. Potom dostavame

/ div (o7) dz = / o(#,7) dS,
Q o0

kde pripominame, Ze div je operator divergencie definovany ako div w =
Yoy ‘31;’? . Potom sa vzt'ah (1.1) po vyndsobeni (At)~! redukuje na rovnicu

/agdx—i-/div(gﬁ)dxzo
Q Ot Q

teda
/ <8Q + div (Qﬁ)) de =0. (1.2)
o \ Ot
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Na tomto mieste zdoraznime, Ze oblast’ {2 C R" bola zvolena I'ubovol'ne.
Teraz si uvedomme, Ze ak spojitd funkcia ¢ : R" — R vyhovuje rovnosti
Jo#dx = 0 pre l'ubovolnu oblast Q C R™, tak nevyhnutne ¢ = 0. Ro-
zmyslite si prec¢o! Zo vzt'ahu (1.2) vyplyva, Ze hI'adand funkcia hustoty
0 = o(Z, t) vyhovuje rovnici

0 .

8—? + div (o0) =0 pre véetky x € R", ¢t > 0. (1.3)
Pripomenime, Ze ¥ = ¥(Z, t) je zadané vektorové pole, ktoré moze zavisiet
aj od ¢asu t > 0. Poznamenajme, Ze rovnica (1.3) moZze byt ,po stiradni-
ciach"zapisana v tvare

0o "9 B

Této rovnica je vskutku parcidlna diferencidlna rovnica, pri€om nezndmou
je funkcia hustoty ¢ = o(x1,- -+ ,zp,t) : R® x RT — R. Rovnica (1.3) sa
niekedy nazyva aj rovnica kontinuity.

Poznamka 1.1. Rovnica (1.3) resp. (1.4) riadi sprdvanie sa vo vSeobecnosti stlaci-
tel'nej ldtky (napr. plyn). Ak vsak uvazujeme iba nestlacitel'né litky (napr. voda),
tak nevyhnutne hustota je konstantnd a teda % =0a %(gvi) = gg;i . Ma-
tematické vyjadrenie zdkona o zachovani hmoty (1.4) potom predstavuje urcité
obmedzenie na vol'u vijberu vektorového pol'a v. Konkrétne pre nestlacitel né litky
dostdvame, Ze vektorové pole v, ktoré undsa danii ldtku vyhovuje rovnici

div (U) =0 prevsetkyx € R", t > 0. (1.5)

Prikladmi vektorovych poli, ktoré vyhovujii rovnici (1.5) a tym pddom moZu po-
tencidlne shiZit' ako vektorové polia undsajiice nestlacitel' né ldtky, sii napriklad

o i = (x2,—x1)T pozri Obr. 1.3 vlavo,

o ¥ = (x1sin(xy),cos(x2))T pozri Obr. 1.3 vpravo
a vo vseobecnosti I'ubovol né vektorové pole v tvare U(x1,x2) = (%, —%)T
kde ¢ : R? — R je nejakd skaldrna, dvakrdt spojite diferencovatel' nd funkcia.
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Poznamka 1.2. Geometricky zmysel divergencie. Na zdklade predoslej pozndmky
je jasné, Ze jedinymi pol'ami, ktoré mozu byt vektorovymi poliami prenosu nes-
tlacitel'nijch ldtok sii také, ktoré vyhovujii rovnici (1.5). Ked'Ze nestlacitel nd ldtka
nemoze nikde vznikat' a ani zanikat’, musi byt prenosové pole v také, Ze nikde
nemd body vzniku (Zriedla) a ani body zdniku. Také pole nazyvame neZriedlové
pole alebo aj solenoiddlne pole. A teda, ak divergencia vektorového pol'a je nulovd
v nejakej podoblasti, tak v nej toto pole nemd ani body vzniku, ani body zdniku.
Naopak, jedinymi kandiddtmi na Zriedla vektorového pol'a sii prdve tie body, v kto-
rijch je jeho divergencia nenulovd. Odtial’ je aj zrejmy viznam pomenovania tohto
operdtora ako divergencia, teda vijtok.
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Obr. 1.3: Priklady vektorovych poli.

1.2 Rovnica vedenia tepla

Ciel'om tejto Casti je matematicky objasnit’ a popisat’ fyzikalny jav vedenia
tepla. Uvazujme o nekonecnej rovinnej doske, ktora stotoZnime s Eukli-
dovskym priestorom R",n = 2. ZovSeobecnenie do dimenzie n = 3 je
opat’ priamociare. Kazdému bodu priestoru R" a ¢asu t > 0 zodpoveda
nejakad hodnota teploty u(Z,t) v tomto mieste. Nasa tloha spociva v ndj-
deni matematickej rovnice, ktord by opisovala vyvoj rozloZenia teploty v
priestore a ¢ase. Podobne ako v predoslej kapitole vychodiskom odvodzo-
vania bude opét’ bilan¢na analyza. V tomto pripade budeme bilancovat’
tepelnd energiu systému.

Pripomenieme jeden fyzikdlny princip, na zdklade ktorého tepelny tok
prestupuje z miest s vy$Sou teplotu do miest s nizSou teplotou. Presnejsie,
hustota tepelného toku w z bodu A do bodu B (t. j. mnoZstvo tepla za jed-
notku ¢asu) je imerné rozdielu teplot u; — us v bodoch A resp. B. Zrejme
tlohu rozdielu (gradientu) teplot v smere 7 = B — A bude zohrdvat’ sme-
rova derivécia 2% = (Vu, ii). Teda pre hustotu tepelného toku w dostdvame

zékonitost’ q
u
=—k—. 1.6
T (16)
Konstanta k > 0 je konStantou tepelnej vodivosti materidlu a zdporné zna-
mienko pred £ signalizuje spomenuty fakt, Ze teplo ma tendenciu prestu-
povat’ z miest teplejsich do miest chladnejsich. Zékon (1.6) sa nazyva Fou-
rierov zdkon podl'a mena svojho objavitel'a.?
UvaZujme nejakt oblast’ 2 C R" s hladkou hranicou 052 (pozri Obr. 1.4).

Sktimajme prestup tepla ¢ast'ou hranice dS, ktorej zodpoveda jednotkovy

YJean Baptiste Fourier (1768-1830) fr. matematik. Zaoberal sa fyzikou tepelnej vodivosti
(Fourierov zdkon). Venoval sa aj te6rii funkcii, Studoval integrélne transformacie (Fourie-
rova transformaécia), s ¢im tizko stvisi aj moZnost’ rozvoja funkcii do tzv. Fourierovho radu.
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teplota

Obr. 1.4: Zobrazenie teplotného gradientu medzi teplej$im miestom vo vnutri
oblasti a chladnej$im bodom mimo oblasti.

normdlovy vektor 7 k hranici 0€2. Ozna¢me ()1 mnoZstvo tepla, ktoré z ob-
lasti pradi von cez hranicu za ¢as At zmensené o teplo, ktoré do oblasti
pradi dnu cez hranicu. Potom Q1 je vlastne stictom (integralom) jednotli-
vych vteceni resp. vyteceni cez 0€), t.j.

le/ wAtdS:At/ wdS.
onN o0

Na zdklade Fourierovho zdkona (1.6) napokon dostdvame

Q1= —At /m k%ds. (1.7)

n
Poznamenajme, Ze kladné znamienko (); ndm signalizuje, Ze viac tepla z
oblasti vytieklo, ako do nej vtieklo.

Teraz sa bliZSie venujme bilancii tepelnych zmien vo vnttri oblasti €.
Ozna¢me ()2 mnoZstvo tepla potrebného na zmenu teploty o Au za ¢as At.
Zrejme pre malé hodnoty A < 1 bude platit’ Au/At ~ 2% a teda Au ~
%At. Ak oznacime

e 0> 0 -hustotu latky a

e ¢ > (0 - tepelnu kapacitu latky, t. j. mnoZstvo tepla potrebného na
zahriatie 1kg latky o jeden stupeti Kelvina,

tak objem latky Az (a teda mnoZstvo hmoty oAz) potrebuje na zahriatie
o Au stuptiov mnoZstvo tepla rovnajtice sa AQ = cAupAx ~ cg%AtAm.
Preto celkové mnoZstvo tepla bude integrél z funkcie AQ cez celt oblast’
O, t.j.

ou ou
— ZZA =A — ) 1.
Qo /ch T tdx t/ch 5 dz (1.8)

Celkové tepelna energia spotrebovand za ¢as At na prestup tepla hranicou
teda ()1, a na zahriatie vnutra oblasti ()2 je potom prirodzene ich stctom
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Q1 + Q2. Této spotrebovana tepelnd energia sa vSak musi vyrovnat’ (vybi-
lancovat’) s dodanou energiou vonkajsich zdrojov @3, t. .

Q1+Q2=0Q3. (1.9)
Ak oznacime

e f = f(Z,t) -hustotu tepelného zdroja, t. j. mnozstvo dodaného tepla
v bode ¥ a ¢ase t > 0 za jednotku casu,

tak
Qs = /Q F(74) Atdz = At /Q F(@0) dx . (1.10)

Sumarizujme ziskané vzt'ahy (1.8)-(1.10) a dostaneme, Ze musi byt splnena
rovnost’

n

—At./ k‘d—lﬁ ds + At/ cg@ de = At | f(#,t)dx. (1.11)
oo d o Ot Q

Podobne ako v predoslej kapitole vyuZzijeme dosledok Greenovho vzorca
na urcenie integralu cez hranicu. Na zaklade vzorca (5.17) plati

/dlvwdx_/zaw’ / Zw,nzdS | (@),
o

Qzl

pre kazdu vektorovi funkciu w : R® — R™. V naSom pripade zvolime & =
kVu. Potom pre hladkd funkciu teploty u plati: (@, 7) = k(Vu, i) = k%% a

teda d
U .

Po vynésobeni s (At)_ sa rovnost’ (1.11) redukuje na rovnicu

/ <cggt —div (kVu) — f(&, t)) dz=0. (1.12)

Nakoniec zd6éraznime, Ze oblast’ 2 bola I'ubovolna a preto ten isty argu-
ment ako v predoslej ¢asti ndm umozni dedukovat, Ze integrovana funkcia
v (1.12) musi byt’ nevyhnutne identicky nulova. To je ekvivalentné tvrde-
niu, Ze funkcia rozloZenia teploty v = u(Z,t) musi vyhovovat’ parcidlnej
diferencidlnej rovnici

CQ%: —div (kVu) = f(Z,t), (1.13)

ktord sa nazyva rovnica vedenia tepla.
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Poznamka 1.3. Ak je koeficient k > 0 konstanta, tak div (kVu) = kdiv (Vu) =

kY or 8‘; ( g;) =kY ", % = kAu, kde Au je Laplaceov operdtor. Potom
rovnica vedenia tepla sa redukujel na tvar
@ = ), (1.14)

Poznamka 1.4. Niekedy je uZitocné uvazovat' o jednorozmernom zjednoduSeni
rovinnej geometrie. Namiesto rovinnej dosky s premennymi polohy (z,y) € R?
budeme uvazZovat’ jednorozmernii tyc s premennou polohy x € R. Takiito tyc je
mozZné stotoznit’ aj s doskou, ktorej jeden rozmer y je zanedbatel ne maly a preto
v smere y nedochddza k prestupu tepla, teda ?’TZ = gi;; = 0. Rovnica vedenia
tepla sa potom redukuje na parcidlnu diferencidlnu rovnicu s jednou priestorovou

x € Ra casovou t > 0 premennou

ou 0 ou
resp. ak k > 0 je konstantnd, na roonicu
ou  ,0%u

Podrobnejsie sa o rieSent tijchto rovnic vedenia tepla zmienime v Kapitole 4.

1.3 Rovnica prie¢neho kmitania struny

V tejto Casti naznac¢ime odvodenie parcidlnej diferencidlnej rovnice, ktora
opisuje prie¢ne kmitanie struny. Presnejsie, ndjdeme rovnicu, ktord vysti-
huje spravanie sa vychylky v = u(x,t) kmitajtcej struny od rovnovaznej
polohy u = 0 (pozri Obr. 1.5). P6jde ndm skor o intuitivne odvodenie a
preto je potrebné poznamenat’, Ze rigorézne odvodenie sa da ndjst’ v roz-
nych uc¢ebniciach fyziky, napriklad v Arseninovej knihe [1].

Vychodiskom pre odvodenie pohybovej rovnice bude treti Newtonov
zakon, ktory ndm hovori, Ze zrychlenie a pohybujticeho sa bodu je propor-
ciondlne sile F, ktord na bod posobi.® Presnejsie,

m-a=1F, (1.17)

3sir Issac Newton (1643-1727) brit. matematik, fyzik a astroném. Jeden z poslednych po-
lyhistorov tohto sveta. Vyrazne obohatil matematiku (infinitezimalny pocet), mechaniku
(pohybové rovnice), astronémiu (nebeskd mechanika a teéria gravitacie). Hlavné dielo: Phi-
losophiae Naturalis Principia Mathematica.
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Uy t1>0 Uy t5>0
u(z,t1)
t z T I |:c T
U(I7t2)

Obr. 1.5: Kmitanie struny.

u u
; [
| z @ T 'z \ @

Obr. 1.6: Posobenie sily pruznosti na vychylena strunu.

kde m je hmotnost’ bodu. Pripometime, Ze pre rychlost’ v a zrychlenie a
pohybujticeho sa bodu, ktory je opisany polohou u = u(t) bodu v case ¢,
plati

du dv  d*u

’U:a, a:a:@ (1.18)

Zdoraznime, Ze v naSom probléme kmitania struny sa nejedna o priesto-
rovo oddelené kmitanie samostatnych bodov. V danom ¢asovom okamihu
t > 0 posobi na bod s priestorovou stradnicou z sila F’, ktora nezdvisi od
vychylky u(z,t) v danom bode z, ale len od vzdjomnej polohy vychyliek
u(z,t) au(x £ Az, t) v bode z a v susednych bodoch x + Az. Vysvetlime si
to pomocou Obr. 1.6.

Zrejme sila I’ posobiaca na bod s priestorovou stiradnicou x bude pro-
porciondlna krivosti struny v danom bode podl'a pravidla: ¢im vécsia je
krivost/, tym viacSia bude posobiaca sila. Pre malé deformdcie struny, t. j.
pre malé hodnoty vychylky u, bude krivost’ krivky - funkcie x — u(z,1)
proporciondlna druhej derivacii %. Rozmyslite si preco! Ked'Ze funkcia
u = u(z, t) je funkciou dvoch premennych, musime pouzit’ parcidlnu deri-
véciu, teda

0?u
F= k8x2 , (1.19)
kde k > 0 je konStanta tiimernosti. Kladné znamienko pred k je v stlade
s realitou, pretoze napr. druhd derivacia konkdvnej funkcie je zdporna a
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preto sila pésobi smerom nadol k rovnovéznej polohe (pozri Obr. 1.6). Na-
koniec, ak pouZijeme treti Newtonov zakon (1.17) dostaneme, Ze zrychle-

nie pohybu %273 je proporciondlne sile, t. j. druhej derivacii %. Zo vztahov
(1.18) a (1.19) dostdvame tak parcidlnu diferencidlnu rovnicu

0%u 5 0%u
Z o 2Z
ot? o2’

kde x > 0 je kladna konstanta. Rovnica (1.20) sa nazyva Kirchhoffova rov-
nica alebo rovnica prie¢nych kmitani struny.

(1.20)

1.4 Black — Scholesov model oceriovania derivatov
akcii

V tejto casti naznacime spdsob a hlavné myslienky odvodenia matema-
tického modelu zndmeho pod ndzvom Black — Scholesova rovnica®, ktora
opisuje ¢asovy vyvoj ceny derivétu akcie na finan¢nom trhu. V tomto pri-
pade sa teda uz nepdjde o rigorézny fyzikdlny model, ale o aplikdciu mate-
matického modelovania v analyze finan¢nych trhov. Ako sa ukédZe neskor,
vysledny model je parcidlnou diferencidlnou rovnicou. Zaroveni zdoraz-
nime, Ze na tomto mieste nemame dostatok priestoru, aby sme vysvetlili
vsetky prostriedky, ktoré st potrebné na dokladné odvodenie. Konkrétne
mame na mysli teériu stochastickych procesov a stochastické diferencidlne
rovnice. Objem tychto samotnych teérii by uréite s rezervou prevysil ka-
pacitu tohto textu. Ststredime sa preto iba na hlavné body odvodenia a na
intuitivne pochopenie pojmu ndhodny proces a na zdklady stochastického
diferencidlneho poctu.

Vysvetlime si najskor niekol'ko uZitoénych pojmov z teérie finan¢nych
trhov eurépska Call opcia alebo aj kiipna opcia je kontrakt, v ktorom jedna
strana ziskava pravo kupit’ akciu v presne ur¢enom expiracnom case t =
T za vopred dohodnutd expiraént cenu E. Zdoraznime, Ze dand strana
ziskava préavo, ale nie povinnost’ kipit' akciu. Toto prdvo ma teda samo
o sebe istd hodnotu a preto treba zan v ¢ase uzavretia kontraktu ¢t = 0
zaplatit’ istt prémiu V. Pre obe strany, t. j. pre vypisovatel'a opcie ako aj
drZzitel'a opcie je zaujimavé vediet’, akd je optimalna hodnota prémie tak,
aby ani jedna zo stran nebola zvyhodnena. Ozna¢me

e S - cenu akcie,

o V. - hodnotu eurépskej kiipnej opcie,

o T' - expira¢na dobu, t. j. termin vyprsania opcie,

*F. Black a M. Scholes uverejnili odvodenie svojho modelu na ocetiovanie derivéitov
akcif v ¢asopise Journal of Political Economy v roku 1973. Ich praca bola ocenend cenou
Svédskej banky za ekonémiu na pamiatku A. Nobela (Nobelovou cenou za ekonémiu).
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e IV - expira¢nu cenu, t. j. vopred dohodnutt cenu akcie.

Casovti premennt ozna&ime ¢, pricom t € [0, T]. Uloha spotiva v najdent
matematickej rovnice, ktord by opisovala vzt'ah pre funkciu ceny opcie
V = V(S,t) na akciu v cene S a Case t. Prirodzene potom cena opcie -
prémia bude rovna V.. = V(5,0).

Odvodenie rovnice pozostdva z troch krokov. V prvom z nich ur¢ime
stochastickd rovnicu, podl'a ktorej sa sprava vyvoj samotnej ceny akcie S.
V druhom kroku odvodime stochastickd rovnicu, podl'a ktorej sa sprava
funkcia V' = V/(S,t) od ndhodne sa meniacej ceny akcie S. Funkcii V' vo
vSeobecnosti hovorime finan¢ny derivét. V tretom kroku zostavime tzv.
bezrizikové portfélio vhodnou kombindciou (proporciou) medzi mnozst-
vom akcif a opcii na dant akciu.

& 1. krok - Stochastickd diferencidlna rovnica pre vijvoj ceny akcie. Na modelo-
vanie ndhodného vyvoja ceny akcie ako funkcie ¢asu S = S(t) sa pouziva
stochasticka diferencidlna rovnica

dS = pSdt + oSdw, (1.21)

kde dS znamena zmenu ceny akcie za ¢asovy okamih d¢, i je ocakdvana
névratnost’ akcie, o je volatilita ¢asového vyvoja akcie. Znakom dw sme
oznatili zmenu tzv. Wienerovho procesu.’ Standardny Wienerov proces
{w(t),t > 0} je t — parametricky systém nahodnych veli¢in taky, Ze w(0) =
0, pricom prirastky dw(t) = w(t + dt) — w(t) st normdlne rozdelené na-
hodn=e premenné a navzdjom nekorelované v ¢ase, pricom strednd hod-
nota je nulovd, t. j. E(dw) = 0 a variancia je linedrnou funkciou ¢asu, t. j.
var(dw) = dt. VolI'ne povedané dw = ®+v/dt, kde & ~ N(0, 1) je ndhodna
premennd s normalizovanym normdlnym rozdelenim. Dévod, preco sa vo
vyraze pre dw objavuje odmocnina z ¢asového prirastku dt, je dosledkom
linedrnej zavislosti variancie var(dw) a dt. Tvrdenie, Ze ® je ndhodna pre-
mennd s normdlnym rozdelenim je zaloZené na vyuZiti tzv. centralnej li-
mitnej vety z matematickej Statistiky.

Poznamenajme, Ze stochasticka rovnica (1.21) sa d4 prepisat’ aj do tvaru

d; = pdt + odw,

pri¢om z tohto zapisu je jasnejsie, Ze v Casovej analyze je podstatnou infor-
maciou iba relativna zmena % a nie absolttna zmena ceny dS. Rozmyslite
si pre¢o! Nakoniec poznamenajme, Ze ak volatilita c = 0, tak vyvoj ceny
S = S(t) je aplne deterministicky a ked’ze dS = pSdt dostdvame integra-
ciou S(t) = S(0)e*, &ize cena by narastala exponencidlne podl'a o¢akava-
nej navratnosti akcie p. Teraz, ak volatilita o # 0, tak na tato o¢akavanu

*Norbert Wiener (1894-1964) amer. matematik. Pracoval v oblasti matematickej analyzy,
teérii pravdepodobnosti a tedrii informécie. Zalozil vedny odbor kybernetika.
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exponencialnu zavislost' sa moduluje ndhodny Sum - vopred nepredvi-
datel'né vychylky ceny smerom nahor alebo nadol. Grafické zndzornenie
ndhodného procesu S a podrobnejsiu diskusiu o ndhodnych procesoch je
mozné ndjst’ v ucebnici [16].

& 2. krok - Stochastickd diferencidlna rovnica pre vijvoj funkcie - derivdtu ak-
cie. Uloha je jednoducho formulovatel'na. Ak funkcia V = V(S, t) je nejaka
hladka funkcia dvoch premennych, pricom premenna S je sama o sebe fun-
kciou ¢asu S = S(t) a vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici (1.21),
tak otdzka znie: akt stochastickt rovnicu bude spltiat’ funkcia od premen-
nej S a Casut, t.j. derivat V = V(S,t). Odpoved’ na tito otdzku ndm ddva
dolezity vysledok z teérie ndhodnych procesov - Itdova lema.

Tvrdenie 1.1. Itéova lema. Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennyjch, pri-
dom premennd x je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice dx = p(x,t)dt +
o(z,t)dw, kde w je Wienerov proces. Potom pruy diferencidl df = f(x + dx,t +
dt) — f(x,t) funkcie f je dany vzt'ahom

df = afd +<g{+ 2(z, >;§)dt (1.22)

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

92
df = (‘Z{Jru( )?+% 2z t)aJ;) dt + o (w,t)%dw. (1.23)
[tdovu lemu mozno intuitivne dokédzat’ rozvinutim funkcie f = f(x,t)
do Taylorovho radu stupria 2 a zdruZenim koeficientov s diferencidlmi dz a
dt. Poznamenajme, Ze prave vd’aka odmocnine v/dt v definicii Wienerovho
procesu niektoré ¢leny rozvoja buda obsahovat’ vyssie mocniny dt, napr.
(dt)3/2, (dt)?. Podrobnejsi naért dokazu Itdovej lemy sa da néjst’ v ucebnici
[16].

V naSom pripade premennd S vyhovuje stochastickej rovnici (1.21), t.j.
dS = pSdt 4+ 0Sdw a teda p(S,t) = puS,0(S,t) = 0S. Na zéklade Itoovej
lemy cena derivatu akcie, teda funkcia V (S, t) ndhodného procesu S bude
vyhovovat' stochastickej diferencidlnej rovnici

OV OV 1, 0P oV
dV(atJr pSV 4 0% 882>dt+ 059 du. (1.24)

< 3. krok - Kombindcia ndhodnijch procesov. Toto je kl'i¢ovy krok pri odvodeni
Black — Scholesovej rovnice. V tomto kroku budeme simulovat’ pracu zais-
tovatel'a, teda ¢loveka, ktory rozhoduje o skladbe portfélia akcif a opcii na
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dané akcie. Pripometime, Ze oba ndhodné procesy, t. j. cena akcie S ako i
cena opcie na akciu V' vyhovujt stochastickym diferencidlnym rovniciam

dS = wpuSdit+oSdw, (1.25)

1 2
(av + usa—v + 0252M> dt + o582V du. (1.26)

dv ot oS 2 052 08

Ciel'om zaist'ovatel'a je skombinovat’ svoje portfélio P z akcif a opcif tak,
aby minimalizoval svoje riziko. Tomu sa hovori averzia k riziku. Zrejme
jediny rizikovy ¢len je v oboch rovniciach reprezentovany nepredvidatel-
nym ¢lenom dw ndhodného procesu. V kaZdom ¢asovom okamihu sa teda
zaist'ovatel rozhoduje skombinovat’ opcie v cene V' a akcie v cene S podl'a
urcitého pomeru, nazvime ho 6. To znamené, Ze jeho portfélio P bude dané
vzt'ahom
P=V +4S,

t. j. na jednu jednotku opcie pripadne ¢ jednotiek akcii. S¢itanie rovnice
(1.25) s 9 nasobkom rovnice (1.26) ndm dava stochastickt rovnicu pre port-
folio P,

_(OV oV 1 4, ,0*V ov
Majtic na pamiti princip averzie k riziku, Black a Scholes stanovili pomer §
tak, aby koeficient pred ndhodnym ¢lenom dw bol anulovany. To sa podari
vtedy, ak volime

ov
0=——5. 1.27
39 (1.27)
Potom pre cenu portfélia dostdvame uz diferencidlnu rovnicu (nie stochas-
ticka)
OV 1 4, , 0%V

Na zdver poznamenajme, Ze cena portfélia musi byt’ presne takd istd, aka
by sme dosiahli uloZenim do banky so spojitym trokovanim r. Inak by
vznikol priestor pre arbitrdz, t. . bezrizikovy zisk, ktory sice moZe v realite
nastat’, ale trvd len vel'mi mald chvil'u. Pre spojité tirokovanie istiny P plati
zrejma zavislost % = rP, t.j.dP = rPdt. Dosadenim vzt'ahu pre d P do
rovnice (1.28) a po skréteni vyrazom dt dostavame

ov. 1 o*v

rP=-— + 025> .

ot 2 082

Kedze P=V +6S=V - 9§ g—g nakoniec dostdvame rovnicu

oV 1 4, ,0*V ov
- ) T — 1.2
at+205’852+7‘385 rV =0, (1.29)
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Obr. 1.7: Koncové podmienka eur6pskej kipnej Call opcie.

ktord je zndma ako Black — Scholesova parcidlna diferencidlna rovnica na
oceniovanie ceny derivatov akcii. Odvodenie tejto rovnice bolo prvykrét
uvedené v pracach Blacka a Scholesa [5] a Mertona. Vel'mi dobré referen-
cia je aj novsi ¢lanok Dewynne a kol. [6], kde sa ¢itatel moZe obozndmit’
s rdznymi aspektmi oceriovania nielen eurépskeho typu opcii, ale aj tzv.
americkych opcii.

Uved'me este jedno uZitocné zovSeobecnenie Black — Scholesovej rov-
nice pre pripad akcie, ktord vyplédca spojité dividendy. V tomto pripade
drzanim akcie v hodnote S ziskame za ¢as dt dividendovy podiel ¢Sdt,
kde ¢ > 0 je miera vypléacania dividend (percentd p.a.). Teda zmena nasho
portfdlia pozostavajtica z jednej opcie a § akcii bude mat’ za ¢as d¢ hodnotu

dP =dV +4dS + §qSdt.

Sledujtic horeuvedeny postup odvodenia Black — Scholesovej rovnice v pri-
pade nevyplacania dividend nakoniec prideme k rovnici
2
U ELL A} (1.30)
V pripade eurépskej kiipnej opcie sa k rovnici (1.29) resp. (1.30) doplita
koncova podmienka v ¢ase expirdcie T Jej zmysel je v tom, Ze ak aktudlna
cena S akcie v ¢ase T prekro¢i hodnotu E, na ktort bol uzavrety opény
obchod v ¢ase t = 0, tak cena opcie - prémie (keby sa za 1u platilo v ¢ase
T) je zrejme rozdiel medzi aktudlnou cenou S a dohodnutou cenou F, t. .
S — E. Na druhej strane, pokial aktudlna cena akcie neprekro¢i dohodnuta
cenu F, tak opcia nema Ziadnu hodnotu, pretoZe ju vobec neuplatnime. To
znamend, Ze v ¢ase t = T je vy¢islenie ceny opcie jednoduché a je dané ako
funkcia (pozri Obr. 1.7).

V(S,T) = max(S — E,0)

Ulohou analyzy Black — Scholesovej rovnice je poskytntt’ explicitny
vzorec rieSenia V' = V/(S,t) pre l'ubovol'ny ¢as ¢t € [0,7]. Konkrétne nds
zaujima cena opcie na zaciatku ¢ = 0, t. j. v dobe uzatvarania opcného
obchodu. Tento vzorec rieSenia rovnice (1.29) odvodime v Kapitole 4.1.6.



Kapitola

Klasifikacia a rdd parcidlnych
diferencidlnych rovnic

Ciel'om kapitoly je objasnit’ pojem parcidlnej diferencidlnej rovnice. Jedno-
ducho povedané, parcidlna diferencidlna rovnica je funkciondlna rovnica,
v ktorej okrem hl'adanej funkcie viac premennych vystupujt aj jej parcidlne
derivéacie roznych rddov a podl'a réznych premennych. Na rozdiel od oby-
¢ajnych diferencidlnych rovnic priptst'ame funkcie viac premennych ako
aj vystupovanie parcidlnych derivécii vo vzt'ahu rovnosti. Uved'me jedno-
duché priklady parcidlnych diferencidlnych rovnic. VSetky uvadzané pri-
klady boli uvedené v predoslej kapitole ako modely fyzikdlnych javov a

finan¢nych derivatovych trhov.
Pu _ 20%
otz T 7 a2
- rovnica prie¢nych kmitov struny (1.20). Nezndmou je funkcia dvoch pre-

mennych u = u(z, 1),

o B+ g (ow) =0
- rovnica zdkona zachovania hmoty (1.4). Nezndmou je funkcia Styroch
premennych o = o(Z, ),

o % a?Au = f(7,1)
- rovnica vedenia tepla (1.14). Nezndmou je funkcia n + 1 premennych v =
u(Z, t) = u(z1, - ,xn,t),

. %—‘{+50252%+r5%—ﬂ/:0
- Black — Scholesova rovnica (1.29) na oceriovanie ceny derivatov akcii. Ne-
zndmou je funkcia V' = V(S,t) dvoch premennych S a t.

Skor, ako pristipime ku klasifikacii parcidlnych diferencidlnych rovnic,
zaved'me uZito¢né zjednodusenie zdpisov parcidlnych derivécii pomocou
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diferencidlnych symbolov. Nech v : 2 C R" — Rje k-krat diferencovatel'nd
funkcia. Ozna¢me

i a:(ala"'aan)

- multiindex celych ¢isel o;; > 0,

o |lofj=a1+ - +a,

- dlZku multiindexu olz,‘

— ol
b Dau(x) - 80‘13618&2:1321%--8“"1'71
- parcidlnu derivaciu funkcie u podl'a multiindexu o, kde |a| < k.

Prikladom moZzu byt parcidlne derivécie
2u — poy, kde a = (2,0),

&v% -
g = D, kde a = (1,1),
3
&?lgxg = D%, kde a = (1,0,2),

u= D%, kde o = (0,---,0).

Definicia 2.1. Pod parcidlnou diferencidlnou rovnicou rozumieme funkciondlnu
rovnicu, t. j. rovnicu, v ktorej ako nezndma vystupuje funkcia v : Q@ C R — R,
ktord md vo vSeobecnosti tvar

F($’ Uu, D(LO’ ’O)U/, D(O’lz ’O)U, D(O)Ov 71)”, . 7D(2707“' 70)u7 e ’Dau) = 0 s

kde F : Q x R® — R je hladkd funkcia a o je multiindex s diZkou nepresahujicou
¢islo k, ktoré sa nazyva rdd parcidlnej diferencidlnej rovnice.

Uvedomme, si Ze vSetky uvedené priklady boli parcidlnymi diferen-
cidlnymi rovnicami.

2.1 Rad linedrnej parcidlnej diferencidlnej rovnice

Definicia 2.1 je uz na prvy pohl'ad neprehl'adnd, pretoZe ma ambiciu posti-
hnat’ vel'mi Siroku triedu parcidlnych diferencidlnych rovnic. V tejto Casti
zuzime svoj pohl'ad iba na istd Specidlnu triedu parcidlnych diferenciél-
nych rovnic, a to rovnic, v ktorych je funkcia F' z Definicie 2.1 linedrna,
resp. afinna vo vSetkych premennych, ktoré obsahujt vyraz D*u. Takym
rovniciam budeme hovorit’ linedrne parcidlne diferencidlne rovnice.

Definicia 2.2. Pod linedrnou parcidlnou diferencidlnou rovnicou rozumieme rov-
nicu, ktord md toar

S aa(@)D%u(z) = [(x),

lof <k
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kde a : Q@ C R" — Ra f : Q — R sii zadané funkcie. Suma sa uvazuje cez
vsetky multiindexy «, ktorych dlzka nepresiahne k. Ak pravd strana f = 0, tak
hovorime o homogénnej linedrnej rovnici. Rovnica md rdd k, ak pre kaZdé x €
> lal=k |@a(@)| # O, L. j. ak sa vZdy ndjde aspoii jedna funkcie aq, || = k, taky,
Ze aq(x) # 0.

Priklady.
1) Rovnica zdkona zachovania hmoty 22 > 83:1 (sz) =0je prlkladom

rovnice prvého radu, pretoZe sa da prepisat’ do tvaru 2 Se 4> i vi(x ) -+
Ovi _
QZZ 1 3961 -

2) Rovnice:

ot — 8:16?

Pu_ Pu_

o2 9x2

O 1,0V oV B
o "7 g o~V =0,

st rovnicami druhého radu.

2.2 Rovnice prvého radu
V tejto casti sa budeme zaoberat’ rovnicami prvého radu, t. j. takymi par-
cidlnymi diferencidlnymi rovnicami, v ktorych vystupujt derivacie najviac

prvého radu.

Definicia 2.3. Pod linedrnou parcidlnou diferencidlnou rovnicou proého rddu
rozumieme rovnicu, ktord md tvar

§:% P (o) + ba)u(e) = F(2).

kde a;,b, f : Q CR" = R, i =1,--- ,n, si zadané koeficienty také, Ze pre kazdé
v € Qje S0y [ai(x)| #0.

Uvedent charakterizaciu linedrnych rovnic rozsirime na vacsiu triedu
rovnic prvého radu, ktoré budeme nazyvat’ kvazilinearne rovnice.
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Definicia 2.4. Pod kvdzilinedrnou parcidlnou diferencidlnou rovnicou proého rddu
rozumieme rovnicu, ktord md tvar

Zaz z,u(z (9371( x) = apt1(z,u(z)), (2.1)

kde a; : @ x R = R, i = 1,--- ,n + 1, sul funkcie, ktoré vo vSeobecnosti méZu
zdvisiet’ na hodnote hl'adanej funkcie u, nie vSak na jej parcidlnych derivdciach.

Priklady.
Ako uz bolo spomenuté, linedrna rovnica prvého rddu je napr. rovnica
zékona zachovania hmoty prepisand v tvare

& ov;
AP Z -
ox;
Kvézilinedrna rovnica prvého rddu je napriklad Burgersova rovnica opi-

sujlica ¢aso-priestorovy vyvoj hustoty stlacitelného plynu v adiabatickom
rezime

8@ 10
+55-(0%) =
ot 20z
Skutocne, tpravou dostaneme, Ze Burgersova rovnica je ekvivalentna rov-
nici
do 8@

at "% =0

¢o je kvézilinedrna rovnica prvého radu.
O sposoboch a metddach rieSenia, ako i o geometrickej interpretacii

parcidlnych diferencidlnych rovnic prvého radu, sa podrobnejsie zmienime
v Kapitole 3.

2.3 Klasifikicia rovnic druhého radu

Z Definicie 2.2 plynie, Ze linedrne rovnice druhého rddu maja vo vSeobec-
nosti tvar

n

Za(>8m28x] 2+ 3 b(a) 3% 2) +e(w)u(z) = f(z),  (22)

i,j=1 i=1

kde aij, bi,c, f : Q CR" =+ R, i =1,--- ,n, st zadané koeficienty.

Ciel'om tejto Casti je poskytnut’ klasifikdciu linedrnych rovnic druhého
radu. Tato klasifikacia je zaloZend na analyze tzv. hlavnej ¢asti diferencial-
nej rovnice (2.2), t. j. clenoch rovnice, ktoré obsahuja najvyssie parcidlne
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derivécie, v naSom pripade rddu 2. Hlavna ¢ast’ rovnice (2.2) je potom vy-

raz
2

> o amﬂ( z).

1,7=1

Pre kazdy bod z € 2 C R" zostavme n x n maticu A(z),

A(z) = (aij(2))ij=1, n

Bez ujmy na vSeobecnosti zapisu hlavnej ¢asti moZzeme predpokladat’, Ze
matica A je symetrické Skutocne, ak by napriklad hlavna cast’ mala tvar

az 5 +45 :1?1 B +2 o 2 , tak pre hladkt funkciu u zrejme tito hlavna ¢as mo-

8 u d%u 9%u 8 u _
Zeme prepisat’ na tvar 922 + 2 Dy (%2 + 2 J2207 + 922 ateda aj1 = a9y =

1,a12 = ag1 = 2.

Kazda symetrickd matica A mé spektrum pozostavajtce len z redlnych
vlastnych &isel. Oznaéme A\, = \j(z) € Rprei = 1,---,n, vlastné Cisla
matice A(x). Na zdklade vlastnosti tychto vlastnych ¢isel klasifikujeme li-
nearne parcidlne diferencidlne rovnice nasledovne:

Definicia 2.5.

1) Ak vsetky vlastné &isla \i(x), i = 1,---,n, sui nenulové a maji rov-
naké znamienko, tak rovnicu (2.2) nazyvame eliptickd parcidlna diferen-
cidlna rovnica.

2) Ak vsetky vlastné ¢isla \i(x), i = 1,--- ,n, sii nenulové a ich neprdzdna
podmnozina md kladné znamienka a neprdzdna podmnoZina md zdporné
znamienka, tak rovnicu (2.2) nazyvame hyperbolickd parcidlna diferencidlna
rovnica.

3) Nech jedno z vlastnijch Cisel \; je nulové a vsetky ostatné vlastné cisla
Nj(x), j # i, su nenulové a majii rovnaké znamienko. Ak po transformdcii
premennych x = @Qn sa rovnica (2.2) transformuje na rovnicu s diagondl-
nou maticou a = diag(A1,- -, A\y) a prislusny transformovany koeficient
bi(n) odpovedajiici derivicii proého rddu je nenulovy, tak rovnicu (2.2) na-
zyjvame parabolickd parcidlna diferencidlna rovnica.

Na zéklade tejto klasifikacie moéZeme l'ahko klasifikovat’ nasledovné
rovnice giruheho radu.
0%u
je elipticka rovmca,

Pu _ 29%
ot ox2’
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j. rovnica prie¢nych kmitov struny (1.20) je hyperbolicka rovnica,

% —a?Au = f(z,t),

j. rovnica vedenia tepla (1.14) je parabolickd rovnica,

oV 1 _2g29%V 1% _
W‘*‘ﬁ@’SW—FTSﬁ—TV—O,

j. Black — Scholesova rovnica (1.29) je parabolickd rovnica pre S # 0.



Kapitola

Parcidlne diferencialne rovnice
prvého radu

Linearne parcidlne diferencidlne rovnice prvého rddu zva¢sa modeluja ro-
zne fyzikdlne zdkonitosti stivisiace so zdkonmi zachovania. Typickym pri-
kladom rovnice prvého radu je rovnica zdkona zachovania hmoty odvo-
dend v Kapitole 1.1. Ciel'om tejto Casti je poskytnat’ metddy na rieSenie ho-
mogénnych ako i nehomogénnych a nelinedrnych rovnic prvého rddu. Te-
6ria rovnic prvého rddu je dost’ Specificka oblast’ v rdmci tedrie parcidlnych
diferencidlnych rovnic. Ako neskor nahliadneme, pouZzivané techniky (me-
téda charakteristik) na ich rieSenie patria skor do oblasti obycajnych dife-
rencidlnych rovnic.

3.1 Homogénne rovnice prvého radu

V tejto casti sa budeme zaoberat’ homogénnymi rovnicami prvého radu.
Na zédklade klasifikacie rovnic podl'a radu je linedrnou homogénnou par-
cidlnou diferencidlnou rovnicou rovnica v tvare

ou ou ou
o tan(@) 2 0, 1
a1($)ax1 + 2($)6x2 + -4 ap(z) P 0 (3.1)
kde ai,---,a, : 2 C R™ — R st zadané spojite diferencovatel'né funkcie.

Uloha spotiva v najdeni C' funkcie u : @ C R™ — R takej, Ze v kazdom
bode x € Q je splnend rovnost’ (3.1). Homogénnost’ rovnice (3.1) je vy-
jadrena nulovost'ou pravej strany rovnice, linearita spo¢iva vo vlastnosti,
Ze pokial’ uy, ug riesia (3.1), tak potom ich linedrna kombindcia au; + Busg,
kde o, 8 € R, opét’ riesi (3.1). Zdoraznime, Ze na zdklade schémy klasi-
fikacie linedrnych rovnic by sa vo vSeobecnej rovnici prvého rddu mohol
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Obr. 3.1: Graf zadaného vektorového pola.

vyskytovat’ aj ¢len obsahujtci funkciu u. Napriek tomu v tejto Casti bu-
deme uvaZovat’ iba rovnice prvého radu, ktoré obsahujti len hlavna cast’
pozostavajucu z prvych derivécii. Met6du ako previest’ rovnicu s vyrazom
u na rovnicu typu (3.1) opiSeme v Kapitole 3.2.

Poznamenajme, Ze rovnicu (3.1) moZno vyjadrit’ vektorovym zdpisom
nasledovne: ozna¢me vektorovi funkciu @ : 2 C R® — R" definovanu ako
d(z) = (a1(x), -+, an(x))". Ked'Ze gradient Vu je vektor (£, , 2u)T
tak rovnica (3.1) je vlastne rovnost’ (Vu(z), d(z)) = 0. Vektory @ a Vu stina

seba kolmé a teda

4

Vu(z) L d(x) pre kazdé x € (). (3.2)

Poktsme sa teraz vysvetlit' geometricky vyznam rovnice (3.1), resp. (3.2).
& Geometricky vijznam koeficientov ay, - - - , an. Zadanim koeficientov a; : 2 C
R" — R prei = 1,---,n, zaddvame vektorovi funkciu @ :  C R" —
R"™ definovand ako @(z) = (a1, (), ,a,(x))?. Funkciu @ tieZ nazyvame
vektorové pole v R™. Priklad vektorového pol'a v rovine R? je funkcia @ :
RQ — RQ, 6(%’1,1’2) = (:BQ, —.’L‘l)T, t. ] al(xl,xg) = 1'2,612(1'1,%'2) = —I1
(pozri Obr. 3.1).

& Geometricky vyznam gradientu funkcie. Z analyzy funkcif viac premennych
pripomenime definiciu troviiovej mnoziny funkcie. Nech v : R" — R je
hladka funkcia. MnoZinu

E.={zeR", ulx)=c} (3.3)

nazyvame droviiovd mnoZina zodpovedajica hodnote ¢ € R. V typickom
pripade je tiroviiovd mnoZina E. plocha dimenzie n — 1. V pripade R? je
to teda krivka, resp. zjednotenie kriviek. Ak uvazujeme priklad funkcie
u(z1,72) = 23 + 23, tak troviiové mnoziny E.,c > 0, st kruznice s polo-
merom +/c (Obr. 3.2).
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Obr. 3.2: Graf troviiovych rovin funkcie u (vIavo). Urovitové roviny funkcie u a
jej gradient (vpravo).

Obr. 3.3: Znézornenie vektorového pola dotykajuceho sa troviiovych rovin
(vl'avo). Zadané vektorové pole, troviiové roviny (vpravo).

Jediny (aZ na ndsobok) vektor kolmy na vSetky krivky leZiace v trroviio-
vej mnoZine a ktoré prechadzaji bodom x € E. je prave vektor gradientu
Vu(z). Preto geometricky zmysel gradientu Vu(x) funkcie u tkvie v jeho
normdlovosti k troviiovej mnoZzine prechddzajtcej bodom x.

& Geometricky vyznam rovnice (3.2). Na zdklade predoslého vykladu je te-
raz uz zrejmé, ze geometrickd rovnica (3.2) plati prave vtedy, ked” vek-
torové pole d je kolmé na vektor gradientu Vu(x) a teda pole @ sa ,,do-
tyka"arovniovych mnozin E, (pozri Obr. 3.3).

Obr. 3.3 ndm ukazuje sti¢asné zobrazenie trovriovych rovin (kruZnice),
vektorového pol'a d (dotykové pole) a gradientného pol'a Vu (pole kolmé
na troviiové roviny).

Ako v8ak konstruovat’ funkciu u tak, aby sa zadané vektorové pole do-
tykalo droviiovych rovin E.? Idea je zaloZena na konstrukcii pomocného
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systému obycajnych diferencidlnych rovnic v R"

z(r) = d(z(r)), TE€ER,
(3.4)
z(0) =2 € R",

ktory sa nazyva charakteristicky systém. Vzhl'adom na to, Ze predpokla-
dame spojita diferencovatel'nost’ funkcii a;, tento systém ma jedniné rie-
Senie. Bodkou #(7) sme oznadili derivaciu % podl'a parametra 7, ktory
parametrizuje ziskanu krivku rieSenia {«(7), 7 € R}. RieSenia tohto sys-
tému maju ta vlastnost, Ze dotykovy vektor i(7) pre 7 = 0 ku krivke
{z(7), 7 € R} je zhodny s vektorom G(z) v bode z = x°. To znamens,
ze ak poZadujeme, aby vektorové pole @ bolo dotykové k troviiovym ro-
vindm nejakej funkcie u, tak je nutné a staci, aby kazdé riesenie (3.4) lezalo
v nejakej tiroviiovej rovine E.. Inymi slovami povedané, dostdvame tvrde-
nie:

Tvrdenie 3.1. Funkcia u : R™ — R je rieSenim rovnice (3.1) prdave vtedy, ked
funkcia u je konstantnd na kaZdej charakteristike, t. j. na kaZdom rieSeni charakte-
ristického systému.

Dokaz tohto tvrdenia je zaloZeni na derivovani zloZenej funkcie h(7) =
w(@ (1), - ,azn(7)). Ked'ze W' (1) = 31, %(:E(T)i‘i(T) aakz = z(7) jerie-
Senim charakteristického systému, tak 2/(7) = 0 a teda h(7) je konstantna
na kazdej charakteristike. Naopak, ak u je konstantné na kaZzdej charakte-
ristike, tak h/(7) = 0 a teda dosadenim 7 = 0 dostdvame, Ze u riesi linedrnu
homogénnu rovnicu v bode z°. Ked'Ze 2° bol I'ubovolny bod, tak dokaz
tvrdenia je dokonceny.

Priklad 3.1.1. Uvazujme priklad diferencidlnej rovnice

L
20%1 161‘2_ ’

t.j. priklad vektorového pol'a @(z1, z2) = (22, —z1)T, ktoré bolo zobrazené
na Obr. 3.1. Charakteristicky systém je stistava ODR

T = T2,
Tg = —x1,
21(0) = 29, x2(0) = 29,

ktorého vSeobecnym rieSenim je dvojica
x1(7) = Acos(7) + Bsin(7), x2(7) = —Asin(r) + B cos(7),

kde konstanty A, B zavisia len od zvolenej potiato¢nej podmienky V. Jed-
noduché algebra ndm déava, ze 23(7) + 23(7) = A? + B2 pre kazdé T € Ra
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teda funkcia u = u(z1, 22) = 23 + 23 ostdva konstantnd vzhladom na 7 pre
kazdu charakteristiku, t. j. rieSenie charakteristického systému. Na zdklade
Vety 3.1 funkcia u je rieSenim nasej parcidlnej diferencidlnej rovnice, o ¢om
sa je mozné presved¢it’ aj dosadenim do rovnice.

Poznamka 3.1. Vsimnime si, Ze tvar funkcie v sme mohli ziskat’ aj bez expli-
citného riesenia charakteristického systému. Myslienka je zaloZend na hl'adant is-
tého invariantu pre charakteristickii rovnicu. Skutocne, ak ndsobime pruii rovnicu
x1 a druhii s xo a ndsledne ich s¢itame, tak dostaneme x1%1 + w9k = 0 CiZe
4 (32 + 23) = 0 pre kazdé T a teda opiit vidime, Ze funkcia u(z1,x2) = 22 + 23
je konstantnd na kaZdej charakteristike. Zapamitajme si tento postup!

Poznamka 3.2. Ziskand funkcia w = x3 + 23 je len jednou z mnohyjch fun-
kcit, ktoré sii konstantné na charakteristikdch. Zrejme takou bude aj zloZend fun-
keia u(z1,22) = f(a? + 23), kde f : R — R je I'ubovol'nd C* hladkd fun-
kcia. Skutotne, arqument 3 + x2 tejto funkcie je konstantny na charakteristi-
kdch a teda aj zloZend funkcia bude na nich konstantnd. Tdto ¢rta sa dd vyuZit’
napriklad pri iilohe riesit’ rovnice proého rddu so zadanou okrajovou podmien-
kou. Napriklad, od rieSenia u naviac poZadujeme, aby u(z1,0) = 23 + 5. Hla-
ddme teda funkciu f tak, aby bola splnend zadand podmienka. Zrejme musi platit’
23 +5 = u(x1,0) = f(2 +0) = f(a?) a teda f(€) = £3/? + 5. Riesenim je
potom funkcia u(xy, x9) = (23 + 23)%/2 + 5.

Tvrdenie 3.2. Predpokladajme, Ze funkcie uy, : R™ — R s rieSenim rovnice (3.1)
prek =1,--- ,m. Nech ® : R™ — R je spojite diferencovatel nd funkcia. Potom
funkcia u(x) = ®(ui(z), - -, um(z)) je rieSsenim rovnice (3.1).

Dokaz vychddza z faktu, ze g = Y7 | gzi gﬁf“ a teda
0P 8uk
; al 8@ Z aisumi—y duy, Ox; =0

Priklad 3.1.2. Najdime v3eobecny tvar rieSenia rovnice

ou ou
z YW U
€ Oz i Oza 0.

Charakteristicky systém je sastava ODR

.ﬁl = €x2,

Ty = —uxq, 21(0) = 20, 29(0) = 29.
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Obr. 3.4: Graf zadaného vektorového pol'a (vI'avo). Uroviiové roviny riesenia u a
jeho gradientné pole (vpravo).
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Obr. 3.5: Znézornenie vektorového pol'a dotykajuceho sa troviiovych rovin
(vlavo). Zadané vektorové pole, droviiové roviny rieSenia a jeho gradient

(vpravo).

Potom derivovanim prvej rovnice dostdvame & = e™iy = d1(—x1) =
—14(23). Teda (i1 + 323) = 0, €0 znamend, Ze vyraz @ + 27 je kon-
Stantny vzhl'adom na 7. S vyuZitim prvej rovnice #; = e*? dostdvame, Ze
vyraz e®2(7) + 123(7) je konstantny v 7. VSeobecnym rieSenim je potom
funkcia u(z1,z2) = f(e™ + 123), kde f : R — R je l'ubovol'na hladka fun-
kcia. Ak naviac poZadujeme, aby napriklad rie$enie spiiialo okrajovi pod-
mienku u(0, z2) = x9, tak nevyhnutne f(£) = In(&) a rieSenie je u(x1, z2) =
In(e®? + 123). Pozri Obr. 3.4, 3.5, 3.6.

Priklad 3.1.3. Ndjdime vSeobecny tvar rieSenia rovnice
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Obr. 3.6: Graf rieSenia splitajice zadant okrajovi podmienku.

Charakteristickym systémom je stistava ODR

=1
y=2az
z=—xy

2(0) = 2%, y(0) = 9% 2(0) = 2.

Nésobiac druhti rovnicu premennou y a tretiu z, ndsledne ich s¢itanim do-
staneme yy + zZ = 0 &ize dilT(y2 + 22) = 0 pre kazdé 7. Funkcia

ul(ZE,y,Z) = y2 + 2‘2

je preto rieSenim rovnice, o ¢om sa je mozné presvedcit’ opat’ aj dosade-
nim. Nés vSak zaujima otdzka nédjst’ d’alSie rieSenie uy, ktoré by nebolo iba
trividlnou kompoziciou funkcie u; s nejakou funkciou f, ako je to opisané
v Pozndmke 3.2.

Vysvetlime si metédu ako hl'adat’ d’alSie rieSenia. Zaved'me substittciu

==z,  y=y+2°, E=2z,
t.j.y = /y — z2. Polozme w(Z, 7, 2) = u(x,y, 2), teda u(z, y, z) = w(z,y* +
22, z). Zdoraznime, Ze horeuvedend substiticia bola zavedend prave s ohl'a-
dom na uZ ziskand funkciu rieSenia u; = y? + 22. Pre parcidlne derivacie
funkcie u plati

Ou_Odw Ou_Ow, Ou_Odw,  Ow
or  o0x oy o5 Y 9z oy 9z

Povodna rovnica pre funkciu v sa potom transformuje na rovnicu pre w

ow ow
Y s S5 520Y
PE TN Y —Z PE 0.
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Ziskali sme teda novt rovnicu pre w, ktord vsak obsahuje iba dve nezavislé
premenné z, z a jeden parameter y. Jej charakteristicka rovnica je

r=1
{2 = —I\/y — 22

_ . dz A dz — 1.2
Potom Z(1) =7+ Aa = T= T Aatedafi\/ﬁ 5T°— AT
Integraciou ziskavame

> 2 T— A 2 2 A2

arcsin | = | = —— —Ar+B = —M—A(E—A)—FB = —xf—i-f—}—B,

NG 2 2 2 "2

pricom naSou snahou bolo eliminovat’ premennt 7 z vyrazu. Dostali sme

- 72 2
arcsin | —= | + — = — + B = const.
(7)+5

Z
VY
rovnice. Prechodom k pévodnym premennym z,y, z dostaneme, Ze fun-
kcia

Preto funkcia w(z,z) = arcsin ( ) + ‘2—2 je druhym rieSenim pomocnej

(2,9,2) = avesin | ——— | + &
us(x,y,2) = arcsin | ———— —_—
Vy? + 22 2

je druhym rieSenim pdvodnej rovnice.

Podl'a predoslého tvrdenia, vSeobecné rieSenie zadanej rovnice potom
moZeme hl'adat’ ako kompoziciu uz ndjdenych funkcii v, up s 'ubovol'nou
hladkou funkciou dvoch premennych ®(¢, ), t. .

U([E, Y, Z) = (p(ul (LU, Y, Z)v ’LLQ(ﬁ, Y, Z))
Ak pozadujeme, aby riesenie spliialo okrajovti podmienku u(z, y, 0) = 2%+

y?, tak potrebujeme zvolit ®(£,71) = & + 21, t. j.

u(z,y,2) = y* + 2% + 2arcsin <Z> 422,

Poznamka 3.3. Uvedenyj postup md vSeobecné pouZitie. Ak sme uz nasli jedno
rieSenie uy = uq(x1, x2,- - , Ty) rovnice (3.1), tak zavedenim substitiicie
:fl - U1($1,$2," : 7$n)7 jl = Ty, 1= 2737” N,

moZeme d’'alsie rieSenie u rovnice (3.1) hl'adat’ v tvare

u(mlvaa"' 7$n) = U(jlvj%'“ 7'%71) :U(U1($1,x2,'-- 7$n)7x27"' 71'%) .
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Potom dostaneme
ou Oov Ouy Ou  Ov duy ov

Oz, 07107, 0w 0%, 01 0%

i=2,3,-,n.

VyuZitim poznatku, Ze funkcia uy riesi (3.1) pol'ahky odvodime, Ze funkcia u je
rieSenim (3.1) prdve vtedy, ked’ funkcia v vyhovuje rovnici

ov ov ov
- T)—— 4 - .- T)— =0,
+ a3(x) = + - 4 an(T) o7,
ktord predstavuje rovnicu obsahujiicu iba n — 1 premennych Zs, - - - , Ty, a jeden
parameter T1. ZniZili sme teda rdd rovnice o jedna.

3.2 Nehomogénne a kvazilinedrne rovnice
prvého radu

V tejto Casti sa zameriame na rieSenie kvazilinedrnej rovnice prvého radu
v tvare

al(x,u);z‘l + ag(m,u)gxuz T an(x,u)E;Z = an(w,u),  (35)
kde aj, -+ ,a, : R® x R — R st zadané spojité funkcie. Uloha spotiva v

néjdeni C! funkcie u : 2 C R™ — R takej, Ze v kazdom bode z € Q je spl-
nena rovnost’ (3.5). Na rozdiel od rovnice (3.1) priptast'ame, Ze koeficienty
a; modzu zavisiet’ aj na samotnej hl'adanej funkcii u. Naviac priptst'ame aj
nenulovd pravi stranu a, 41 (x, u), ktord taktiezZ moze zavisiet’ od hl'adanej
funkcie u. Skimand rovnica (3.5) je teda vo vSeobecnosti nelinedrna.

Idea rieSenia nelinedrnej rovnice (3.5) spociva v konstrukcii pomocnej
linedrnej rovnice v tvare (3.1). UvaZujme rovnicu

ow ow ow ow
al(x,u)a—ml + ag(:lc,u)a—ac2 +-- 4 an(x,u)% + an+1(:c,u)% =0. (3.6)

Zdbraznime, Ze v rovnici (3.6) je nezndmou funkcia w : R" x R = R, w =
w(xy, -+, Tp,u). Aky je v8ak stvis medzi rieSeniami rovnice (3.6) a (3.5)?
Poskytne ndm ho nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 3.3. Nech w = w(x,u) : R® x R — R je O hladké rieSenie pomocnej
rovnice (3.6). Nech u : R™ — R je C'* hladkd funkcia takd, Ze

o w(x,u(x)) = const pre kazdé x € Q C R",

° %(%u(x)) # 0 pre kazdé x € Q C R™.
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Obr. 3.7: Zobrazenie rieSenia Burgersovej rovnice pre potiatoénti podmienku
u(0,2) = ¢(x) = arctan (x).

Potom w je rieSenim rovnice (3.5) v oblasti (2.

Dokaz. Funkcia h(z) = w(x,u(z)) je podla predpokladu konstantnou
vzhl'adom na z. Potom

9
0_8h_8w+8w8u N ou 3;”1.
- Ox;  Ox;  Oudx; ox; %} '
Nakoniec dostdvame
(2, ) ou + as(w, ) ou bt an(@ ) ou
ai(x,u)=— + as(x,u et ap (T, u)s—
’ 8%1 ’ 8%2 e 837n
Ow. ow ow
ar(,u) ggr + -+ an(z, u) 57 —an+1(T,u) Gy
- ow == dw = an—i—l(x, U) ,
Ju Ou
¢o znamend, Ze funkcia u je rieSenim kvéazilinedrnej rovnice (3.5) &

Priklad 3.2.1. Uvazujme priklad Burgersovej rovnice, ktord predstavuje
kvéazilinedrnu parcidlnu diferencidlnu rovnicu

Burgersova rovnica je priklad rovnice opisujticej stav plynu (hustotu) v
jednorozmernom prostredi z € R a v ¢ase ¢ > 0. Rovnica je dosledkom
uvah v ¢asti 1.1, kde sme odvodili rovnicu kontinuity % + %(vu) = 0. Ak
rychlost’ plynu a jeho expanzie je priamo timernd jeho hustote, napriklad
ak v = u/2, tak dostdvame Burgersovu rovnicu.

Pomocn4 linedrna rovnica je
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a jej charakteristicky systém ODR ma tvar

t=1,
T = u,
uw=0.

Teda u(7) = A je konstanta. Potom i(7) = A, z ¢oho dostdvame z(7) =
AT+ B anapokon t(r) = 7+ C, kde A, B, C st konstanty zavisiace od po-
atoénych podmienok charakteristiky. Upravou ziskame vyjadrenie (1) =
AT+ B = u(r)t+ B = u(r)(t —C) + Batedaz —ut = —AC + B, ¢o
je konstanta vzhl'adom na 7. Jednym rieSenim pomocnej rovnice je preto
funkcia wi (¢, z,u) = x — ut. Zrejme druhym rieSenim pomocnej rovnice je
funkcia wa (¢, z,u) = u. VSeobecné rieSenie pomocnej rovnice je preto fun-
kcia w(t, z,u) = (w1 (¢, z,u), wa(t, z,u)), kde ® 'ubovol'nd hladka funkcia
dvoch premennych. Ak zvolime ®(£,n) = ¢(£) — n, kde ¢ je nejaka fun-
kcia, tak dostaneme w(t, z,u) = ¢(z — ut) — u. Nakoniec uréime rieSenie
u = u(t,z) pomocou tvrdenia Vety 3.3. Vyraz w(t, z, u(t, z)) je konstantny
(napr. rovny nule) vzh'adom na z, ¢ prave vtedy, ked’

u(t,x) = ¢p(x — tu(t, x)).

To znamend, Ze pre kazdé ¢, z je hodnota rieSenia u(t, x) uréend pomocou
rieSenia rovnice zadanej implicitnym vzt'ahom. Poznamenajme, Ze funkcia
¢ urcuje pociatocni podmienku pre funkciu u. Skuto¢ne, pre t = 0 mame

u(0,2) = ¢(x — 0u(0,2)) = ¢(x).
Ak napriklad ¢(z) = z, potom rieSenie mozno néjst’ v tvare

X
14+t

u(t,x) =

Nasleduje ukdzka numerického rieSenia Burgersovej rovnice pre rdzne
pociato¢ne podmienky. Na Obr. 3.8 si vS§imnime, Ze rieSenie u(t,z) ma v
Caset = 1.2 resp. t = 1 tendenciu vytvorit' neodstranitelnt singularitu.
Analyticky sa da ukazat’, Ze v tychto prikladoch skuto¢ne dochddza k vy-
tvaraniu singularit rieSeni v kone¢nom c¢ase. Podstata problému spociva
v tom, Ze pociatocné podmienky nie st rastticimi funkciami. Na druhej
strane, priklad zobrazeny na Obr. 3.7 poukazuje na to, Ze ak pociato¢na
funkcia je rastticou funkciou, tak rieSenie existuje pre kazdé ¢t > 0.

Nakoniec si vS§imnime jednu vel'mi délezita vlastnost’ rieSeni Burger-
sovej rovnice. Predpokladajme, Ze pociato¢na podmienka u(0,z) = ¢(x)
je ohrani¢end funkcia a takd, Ze lim,_,+ ¢(x) = 0. UkdZeme, Ze hodnota

integralu
/ u(t, ) dx

—00
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Obr. 3.8: Riegenie u(t,z) spltiajice u(0,z) = exp(—x?2) (vlavo). Rieenie u(t, z)
spliiajuce u(0, ) = sin(z).

nezavisi od ¢ € [0, 7], kde [0, T je interval, na ktorom rieSenie u(t, z) exis-
tuje. Zvol'me r > 0. Vyuzijtc fakt, Ze funkcia u(t, ) je rieSenim Burgersovej
rovnice potom dostdvame

dar _ L [T9 L2y — ke —
dt/ u(t,z)der = 2/_r(9mu (t,z)dx = 2(u (t,r) —u(t,—r)).

-Tr

Integrovanim cez interval [0, t] dostdvame

/T u(t, ) dz = / (0, 2) dz — % /Ot(u%, r) — u(r, —r)) dr.

-r -
PretoZe ¢ je ohranicena tak aj funkcia © musi byt’ ohranicena a teda

mgr:iloou(t7 JJ) - xgr:iloo (25(.%' B tu(t’ 1’)) - xgr:ilm(b(m) =0

Ked'Zze u(0,x) = ¢(x), tak pre »r — oo nakoniec dostdvame

/_O; u(t,z)dz = /_Z é(z) dz

pre kazdé ¢t € [0,7], t. j. hodnota integrdlu nezavisi od ¢asu t € [0,7].
Poznamenajme, Ze tento vysledok md svoju fyzikdlnu interpretaciu. Bur-
gersova rovnica modeluje priadenie stlacitelného plynu v nekonecne dlhej
trubici a jeho zavislost’ na ¢ase. Hodnota u(t, ) zodpoveda hustote plynu
vbode z € (—o0,00) acaset € [0,T]. Nemennost’ hodnoty horeuvedeného
integralu vyjadruje zachovanie celkovej hmoty plynu pocas ¢asového vy-
voja.

Priklad 3.2.2. UvaZujme priklad transportnej rovnice s rychlost'ou pola
v(x) = z, ktord predstavuje kvazilinedrnu parcidlnu diferencidlnu rovnicu
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Téato rovnica je jednorozmernou analdgiou zakona zachovania hmoty, ktory
sme analyzovali v Kapitole 1.1. Ak derivujeme vyraz podla premennej z,

dostaneme
ou ou
= —U.

— trx =
ot Ox
Pomocnd linedrna rovnica je

ow ow ow

i — —u— =0,
ot " Tor  “ou
a jej charakteristickd rovnica md tvar
=1
T=ux
U= —u.
Postupne dostdavame %(111(:10)) = 1 a tiez %(ln(u)) = —1. Preto vyraz

In(u) + In(z) a teda aj vyraz uz je konstantny vzhl'adom na 7. Stcasne
vyraz In(x) — ¢ je konstantny vzhlI'adom na 7. To znamena, Ze vSeobecnym
rieSenim pomocnej rovnice je funkcia w = w(t,z,u) v tvare w(t,z,u) =
O (In(x)—t, uzx). Ak zvolime ®(&,n) = n—¢(§), tak w(t, z,u) = uz—¢(In(z)—
t). Na zaklade Vety 3.3 je funkcia w(t, z, u(t, z)) konstantnd vzhI'adom na ¢
ax ak u(t,r) = ¢(In(x) — t)/z. Nakoniec eSte ndjdeme funkciu ¢ tak, aby
bola splnena pociato¢nd podmienka u(0, z) = h(z), kde h je zadana pocia-
to¢na podmienka. Zrejme musi platit’ h(z) = u(0,z) = ¢(In(z))/x a teda
#(€) = e*h(e?). RieSenie u je potom dané vzorcom

u(t,r) = e *h(ze™").

V pripade h(z) = e~** dostdvame riesenie, ktorého ¢asovy vyvoj pre t €
[0, 1.5] je zndzorneny na Obr. 3.9.
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Obr. 3.9: Znazornenie rieenia transportnej rovnice.

3.3 Priklady

Priklad 1. Néjdite v8eobecny tvar rieSenia rovnice y? 5% +22 %% = 0. Njdite
také riesenie, ktoré spliia okrajovii podmienku (0, y) =1y.

Priklad 2. Néjdite vSeobecny tvar rieSenia rovnice 9% + gz +9u=0.

Priklad 3. N4jdite vieobecny tvar riesenia rovnice (z+y) 2% et (- y) du 5y =0.
N4jdite také riesenie, ktoré spltia okrajova podmienku u(l,y) = 2y.

Priklad 4. Najdite vSeobecny tvar riedenia rovnice ad% + b =1,kdea,b
st dané konStanty.

Priklad 5. . N4jdite veobecny tvar riesenia rovnice 9% o T y oy = U-

Priklad 6. Najdite vSeobecny tvar rieSenia rovnice a: 2414y d“ =u1ry.

Priklad 7. Néjdite vieobecny tvar rieSenia rovnice 22 J% ‘9“ + y? gZ = u2

Priklad 8 Néjdite vSeobecny tvar rieSenia Burgersove] rovnice s pravou
stranou 2 5t +u8y 1.

Priklad 9. Priklad 3.1.2. sa da vyriesit’ aj inak. Polozme v(z,t) = zu(z,1).
Potom v riesi linedrnu homogénnu rovnicu. UkdZte, Ze tymto postupom
dostanete to isté rieSenie, ako v priklade 3.1.2.

Priklad 10. Najdite riefenie v = u(z,y) rovnice (2 — 2zy)3% + (2zy —
yz)g—z = 0, pre ktoré plati u(2¢,¢) = &6 pre kazdé { € R.
Priklad 11. Zistite, &i existuje rieSenie z = z(z, y) rovnice (2x + y)% + (x +

2y)g—§ = 0, pre ktoré naviac plati z({,§) = £ pre kazdé ¢ € R.

Priklad 12. Néjdite rieSenie 2 = z(z,y) rovnice (z2 + ) %% + Qxyg—z =0,
pre ktoré plati z(0,y) = y.
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Priklad 13. Néjdite vieobecné rieSenie u = u(w, y) rovnice (2% — xy)% +
ou

2y0u _

(zy —y )a*y =0.

Priklad 14. Najdite rieSenie u = u(z, y) rovnice %Z +a:g—;‘ = aqu, pricom plati
u(z,0) =1 prekazdé x > 0aa € R,a # 0 je konstanta.

Priklad 15. Najdite rieSenie u = u(x, y) rovnice 2xyg—g - y2% = 0, pre ktoré

plati u(z,1) = 2x.

Priklad 16. Nech a > 0. N4jdite rieSenie u = u(z,t),z € R,t > 0, rovnice
(x — at)% + u3g—z = 0 v tvare postupujuicej viny, t. j. v tvare u(z,t) =
F(x — at).



Kapitola

Parabolické parcidlne
diferencidlne rovnice

Parabolické parcidlne diferencidlne rovnice sa zvicsa vyskytuji ako mate-
matické modely réznych evolucnych fyzikalnych zakonitosti. V prvej ka-
pitole sme spomenuli, Ze k takymto modelom patri rovnica vedenia tepla,
rovnica diftizie, resp. Black — Scholesova rovnica na oceriovanie derivatov
akcif. Premenné v parabolickych rovniciach sa obvykle tizko viazu s fy-
zikdlnymi premennymi ako st ¢as ¢t > 0 a priestorovd premennd z € R".
Pritomnost’ ¢asovej premennej ¢t poukazuje na evolué¢ny charakter opisova-
ného problému. Medzi zdkladné problémy rieSenia evolu¢nych tloh patri
odpoved’ na otdzku, do akého stavu sa vyvinie rieSenie v danom case t > 0
poznajtc pritom jeho pociato¢ny stav v ¢ase t = 0. Inymi slovami pove-
dané, dloha spociva v najdeni rieSenia u(z,t) pre t > 0, pricom hodnota
pociatoéného rieSenia u(z, 0) je vopred zadana.

Obsah Kapitoly 4 je rozdeleny do dvoch celkov. V prvej podkapitole
4.1 sa zameriame na rieSenie parabolickej rovnice v pripade, Ze priesto-
rové premennd prebieha cely priestor R. Hlavny vysledok tejto ¢asti nam
poskytne explicitny vzorec na to, ako nédjst’ rieSenie linedrnej parabolickej
rovnice na neohrani¢enom intervale. Okrem fyzikdlnych aplikécii v tlo-
héch vedenia tepla ukdZeme, ako tento explicitny vzorec rieSenia moZzno
ucelne aplikovat’ prdve na ziskanie vzorca na oceriovanie derivatov akcit
zaloZeného na Black — Scholesovom modeli.

V druhej podkapitole 4.2 sa zameriame na rieSenie parabolickej rovnice
v pripade, Ze priestorova premennd nélezi ohrani¢enému intervalu. Uka-
Zeme vyznam zadania okrajovych podmienok. Idea hl'adania rieSenia je
zaloZenda na rozvijani nezndmeho rieSenia do funkcionalneho radu (Fou-
rierov trigonometricky rad) a urcenia koeficientov v rozvoji so zadanych
udajov. Hlavnym vysledkom tejto Casti je opat’ poskytnutie vzorca na rie-

46
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Senie parabolickej rovnice na ohrani¢enom intervale. V rdmci aplikécif sa
ststredime najmé na diskusiu o rovnici vedenia tepla v ohranicenej ty¢i.

V oboch podkapitoldch je doraz kladeny na dosledky, ktoré vyplyvaja
Z poznania vzorcov na rieSenie parabolickej rovnice. Medzi tieto dosledky
patria také vlastnosti rieSeni parabolickych rovnic, akymi st: 1) princip po-
rovndvania rieSeni, t. j. rieSenia s usporiadanymi pociato¢nymi podmien-
kami ostant usporiadané pocas ¢asovej evoltcie; 2) zhladzujuci efekt, t. j.
rieSenie s nehladkou pociato¢nou podmienkou sa stane nekone¢ne dife-
rencovatelnym v I'ubovolnom kladnom case); 3) konvergencia rieSeni a
asymptotické spravanie sa rieSeni.

4.1 Metéda Greenovej funkcie pre neohranicent
oblast

4.1.1 Motivacia a hlavnd mySlienka

V tejto podkapitole sa zameriame na hl'adanie rieSenia parabolickej rovnice

%7; — aQ% =0, prevsetky (z,t) € (—o0,00) x (0,T);
(4.1)

u(z,0) = u’(z) pre vietky z € (—o0, 0),

kde premennd x prebieha neohrani¢eny interval vSetkych redlnych ¢isel.
Uloha spotiva v najdeni funkcie u € C*'(R x (0,T)), pri¢om u riesi para-
bolickd PDR (4.1) a splfia po¢iatoént podmienku u° v Case ¢t = 0, ktord je
vopred zadand a zndma. Symbolom C?%! sme oznadili triedu funkcii, ktoré
st dvakrat spojite diferencovatelné v premennej = a raz spojite diferenco-
vatel'né v premennej ¢. Tato tloha sa v literattre oznacuje aj ako Cauchyho
tloha! pre parabolickt rovnicu.

Na zaklade pozndmok v 1. kapitole, hlavnou fyzikdlnou aplikaciou je
problém urcenia rozloZenia teploty v nekonecnej ty¢i, pricom je zndme po-
¢iato¢né rozloZenie teploty.

Ciel'om kapitoly je poskytnat’ explicitny vzorec na vypocet rieSenia
tlohy (4.1). Vzorec musi predstavovat’ funkciu, ktord priradi I'ubovol'nej
podiato¢nej podmienke u rieSenie u = u(x,t) pre kazdy ¢as t > 0 a bod
priestoru x € R.

! Augustin Luis Cauchy (1789-1857) fr. matematik. Vyznamne obohatil najma matema-
tickt analyzu, teériu funkcii, komplexnti premennd, diferencidlne rovnice. Pracoval tieZ v
aplikaciach algebry. Vyznamnou mierou sa zasadil o zavedenie ,epsilon-deltadnalyzy na
vyjadrenia spojitosti funkcii. Vypracoval zdklady teérie holomorfnych funkcii komplexnej
premenne;.
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Idea odvodenia vzorca pre rieSenie (4.1) sa sklada zo Styroch krokov. V
kazdom kroku budeme hl'adat’ vzorec pre stéle Sirsiu triedu pociato¢nych
podmienok - za¢ntc od najjednoduchsej a konéiac pri vseobecnej pociatoc-
nej podmienke.

1.krok

T
spociva v odvodeni vzorca pre charakteristicki funkciu intervalu [0, co)
ako potiatoénej podmienky u°.

2.krok

I c d T

spociva v odvodeni vzorca pre charakteristickt funkciu intervalu [c, d] ako
pociato¢nej podmienky u°.

3.krok R P D —_

G—oe T
spociva v odvodeni vzorca pre jednoducht schodovita funkciu «® (vid’
obrazok).

4.krok VRN /%
i -~

spociva v odvodeni vzorca pre l'ubovol'na po castiach spojitt pociatocnt
podmienku °.

< 1. krok - Elementdrna pociatocnd podmienka. Predpokladajme, Ze pociato¢nd
podmienka je jednoducha Heavisidova funkcia

0 <0,
“O(“"):{l 2>0.

Myslienka odvodenia vzorca pre rieSenie u(x,t) parabolickej rovnice (4.1)
je zaloZena na hl'adani istého Specidlneho typu rieSenia v tvare tzv. samo-
podobnej funkcie. Presnejsie, funkciu u(z, t) budeme hl'adat’ v tvare
x
u(e,t) = £ (55).
kde f : R — R je redlna funkcia redlnej premennej (asponi C? hladka), pri-
¢om parameter o uréime neskor. Pouzitim pravidla o derivovani zloZenej
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funkcie dostaneme

e (E) ot B ()i S (2

Dosadenim tychto vyrazov do rovnice, ktortt ma spliat’ funkcia v ziskame

_ Ou 5 0%u B AN g/ TY 1
0=7 @1 -a g5 =—af (ta> iy <ta> 20
1, 1
= —Oéf/(z)z;—a f”(z)tTaa

kde sme si oznacili z = ;. VSimnime si, Ze ak o = 1/2 tak v oboch ¢lenoch
sa bude vyskytovat' rovnakd mocnina ¢~!. Pre ¢t > 0 moZeme rovnost' 0 =
(---)t~! nésobit' ¢t a dostaneme nakoniec oby¢ajnt diferencidlnu rovnicu
pre funkciu f s novou premennou z

—%f’(z)z —a?f"(2) =0.

Z teérie ODR je zndme, Ze na jednoznacné urcenie funkcie f je potrebné
zadat’ pociatocné, resp. okrajové podmienky. Pripometime, Ze sme zaviedli
novu premennu z, pre ktort zrejme plati

(rez——) ak z <0 tak z — —oco pre t — 0%,
p T41/2 ak >0 tak z — +oo pre t — 0%

Ked’ vyuZijeme $pecidlny tvar pociatoénej podmienky u® dostaneme, Ze
plati pre x < 0:

0=u’(z) = lim u(x,t) = lim f (%) = lim f(z) = f(—00);

t—0t+ t—0t+ Z2—r—00

aprez > 0:

— 0 — 3 j— 1 i — 1 g
L= (@) = lim u(e,t) = lim f (7)) = lm f(z) = f(+00).
Odvodili sme teda, Ze u je rieSenie PDR (4.1) s po¢iato¢nou podmienkou,
ktord je Heavisideovou funkciou u° prave vtedy, ked’ funkcia f je rieSenim

ODR ™ e
_,flzz_afl/Z:O’
{f(—Qoo) =0, f(+oo)=1, (4.2)

so zadanymi okrajovymi podmienkami v foco. Ndjdime rieSenie rovnice
(4.2) pomocou zndmych metdéd rieSenia ODR. Zavedenim novej funkcie

G
9(2) 2a?/

g(z) = f'(z) sa tloha prevedie na ODR v separovanom tvare
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2
ktord po integracii ddva rieSenie g(z) v tvare g(z) = Che” 12, kde C, je
nejakd konstanta. Poznamenajme, Ze pre I'ubovolné —oo < R < z < o0
plati f(z) = f(R)+ [5 f'(£) d€ a teda prechodom k limite R — —oc a bertic
do tvahy, Ze f(—oc0) = 0 dostdvame

—/_;f’(f)df—cl/_;e_“id{'

Konstantu C nakoniec uréime z podmienky f(oo) =1, t.j.

o 2 x
1= f(o0) = 01/ e dE = 2aC’1/ e d¢ = 200,V |
t. ] Cl = \/ﬁ. Teda

1 22
JG) = Vaa2m /—ooe v dg

Vyjadrenie pre hfadané riesenie u = u(x,t) = f(xt~'/?) dostdvame v tvare

1 £
u(m,t) = T 6_4a2 df = e 4a2t dr
4a’m J -0 Y% 4a2
kde sme pouZili substiticiu r = \if Po zavedeni substitticie s = x —r ddva
vzt'ah
(2.1) 1 ® _e=p? d
u\xr - e 4a“t S.
’ V4da?mt Jo

Al

Nakoniec pouZijeme ,,maly trik a vyuzijeme fakt, Ze po¢iato¢nd podmienka
ud(z ) =0prex < 0au’(x) = 1 prex > 0. Tym pddom modZzeme pisat’
Jo o )ds = fo (-+-)0ds + [7°(--)1ds = [7 (---)u’(s)ds. t.].

7(175)2 0
a2t - (s)ds.

1
U(x’t) - v4a27rt 7006

Z dovodu zjednodusenia d’alsich zapisov zaved'me funkciu

1 _ &2
G(fat) = \/me da?t (4.3)

ktord sa nazyva Greenova funkcia parabolickej tilohy na nekone¢nom in-
tervale. S vyuzitim tohto oznacenia mozeme rieSenie u = u(z, t) problému
(4.1) vyjadrit’ ako

u(z,t) = /_OO Gz —s,t) u’(s)ds. 4.4)
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& 2. krok - Pociatocnd podmienka je charakteristickou funkciou intervalu. Najprv
poznamenajme, Ze uZito¢nd vlastnost’ plyntca zo struktiry problému (4.4)
je moznost’ I'ubovol'ného postvania rieSenia v smere osi z. Presnejsie, ak
u = u(z, t) je rieSenie (4.1) s po¢iatoénou podmienkou u® = u°(z), tak do-
sadenim do rovnice u; — uz, = 0 l'ahko preverime, Ze posunutd funkcia
a(x,t) = u(x + ¢, t) opat vyhovuje rovnici u; — g, = 0 a splita potiatoénu
podmienku @°(x) = u®(z + c). Ked'Ze rieSenie v = u(w,t) sa d4 podla
1.kroku vyjadrit’ v tvare integrélu u(z,t) = [ G(x —s,t) u’(s) ds, tak za-
vedenim substittcie s <+ s — ¢ postupne dostaneme @(z,t) = u(x + ¢, t) =
[Z. G+ c—s,t)ul(s)ds = [F Gz —s,t) u'(s +c)ds = [7 Gz —
s,t) 1%(s) ds. Inymi slovami povedané, vzorec (4.4) plati aj pre pociatoént
podmienku v tvare skokovej Heavisideovej funkcie so skokom v I'ubovol'-
nom bode c.

Dalsia uZito¢na vlastnost’ rieseni problému (4.1) je jeho linearita v tom
zmysle, Ze ak

ul(z), uy(z) st dve potiatotné podmienky
4 \ \
ui(x,t), ug(x,t) st zodpovedajtice rieSenia,

tak potom pre I'ubovol'né konstanty «, /3 je rieSenim (4.1) aj

linedrna kombinécia funkcii uq, us: u(z,t) = auy (z,t) + Pus(x,t)
4 4
splfiajtica potiatoént podmienku:  u®(z) = au(x) + fud(z).
(4.5)

Z vlastnosti linearity integrdlu potom ale vyplyva, Ze vzorec (4.4) plati aj
pre podiatoént podmienku v tvare u’(x) = auf(z) + Bul(z), pokial pla-
til pre pociato¢né podmienky v tvare u!(x) resp. u3(z). S pomocou hore-
uvedenych uZito¢nych vlastnosti uz pol'ahky nahliadneme, Ze vzorec (4.4)
plati aj pre rieSenie problému (4.1) v pripade, Ze u” je charakteristickou fun-
kciou nejakého koneéného intervalu (c, d) (pozri obrdzok pri 2.kroku). Sku-
to¢ne, také pociatotnd podmienka sa dé rozpisat’ ako u®(z) = u?(z)—ud(z),
kde uY, uY st Heavisideove funkcie so skokmi v bodoch c resp. d. Ked'ze
pociatocnd podmienka je linedrnou kombindciou pociato¢nych podmie-
nok, pre ktoré vzorec (4.4) plati, tak potom (4.4) urCuje rieSenie u(z,t) s

pociatoénou podmienkou u’.

< 3. krok - Pociatocnd podmienka je jednoduchd schodovitd funkcia. Tento pripad
teraz mozZeme vyriesit' vel'mi rychlo préve na zédklade vlastnosti (4.5), t.j. s
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vyuzitim linearity problému (4.1). Skutoc¢ne, kazda jednoducha schodovita
funkcia u° je linedrnou kombinaciou charakteristickych funkcif nejakych
intervalov a teda na zaklade 2. kroku vzorec (4.4) plati aj pre takéto pocia-
to¢né podmienky a urcuje prislusné rieSenie parabolickej rovnice (4.1).

& 4. krok - Pociatocnd podmienka je I'ubovol nd spojitd funkcia, pricom predpo-
kladame, Ze rastie v 00 nanajvys ako exponencidlna funkcia, t. j. existuja
konstanty M, 8 > 0 také, Ze

[u®(z)] < Ml pre vietky z € R. (4.6)

K takej l'ubovolnej spojitej funkcii u’ mozeme skonstruovat’ postupnost’
uY jednoduchych schodovitych funkcif tak, ze u(z) — u’(z) konverguje
bodovo pre vietky = € R, ked’ n — oo. Naviac vyber funkcii v modZzeme
uskuto¢nit’ tak, Ze pre vietky u® plati odhad (4.6) s konstantou M zmene-
nou povedzme na 2M (rozmyslite si preco!).

Pre vSetky n € N plati vzorec (4.4), t. j. rieSenie w,(x,t) prislichajtce
pociato¢nej podmienke u!, sa da vyjadrit’ ako

up(z,t) = /_OO G(x — s,t) ud(s)ds.

Pre pevne zvolené x € Rat > 0 je vd’aka rovnomernému odhadu na u(s)
mozné pouzit' Lebesgueovu vetu o dominovanej konvergencii a nasledne
dokazat Ze postupnost’ funkcii un(x, t) konverguje k funkcii u(z, t), ktord

spiia u(z, t) = [T G(z — s,t) u(s)ds. Uvedomme si, Ze pre pevne zvo-
lené t > 0, l'ubovolnd parcidlna derivécia 2 8§k G t),k = 0,1,---, je opat
funkcia G(&, t) ndsobend nejakym polynémom stupria k. Porovnanim rastu
polynomidlnej a exponencidlnej funkcie I'ahko nahliadneme, Ze urcite exis-
tuja konstanty My, 5y, také, Ze

ora B¢

aé-k(fvt)' < Mye Prlel”, (4.7)
Preto na zaklade tvrdeni o derivovani parametrickych integralov méZeme
vyraz pre funkciu u, (z, t) derivovat’ podl'a « 'ubovol'ne vel'a krat a naviac
moZeme uskutocnit’ limitny prechod pre n — oo. Zhrnieme to do nasle-
dovnej schémy

Fup (x’ t)

Oxk f G$—St) ()dS :foo akiG(I'—S,t)ug(s)ds

895’“ —oo Jxk

pren — oo |

Pu(r,t) =2 [ Gla—st)u(s)ds = [F LC(x—s,1) u'(s)ds.

oxk —oo Ozk
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To ale znamen4, ze a;;ﬁy (z,t) — g%}j(x, t), ked' n — oo, pre kazdé k € N
& oFu >~ 9k@ 0
u(.,t) € C%, k€N, —(z,t) = (x —s,t)u(s)ds. (4.8)

oxk o OzF

Podobne, opit’ s vyuzitim Lebesgueovej vety o dominovanej konvergencii,

8;;? (x,t) — %(CL‘, t), ked' n — oo a pre kazdé k € N

mozeme ukazat’, Ze

ok < gkq
k
u(x,)EC, k‘GN, 7($7t): 700@

otk (x—s,t)u’(s)ds. (4.9)

Pre kazdé n € N funkcia uy,(z,t) rie$i parabolickt rovnicu (4.1). Teda s
vyuzitim dokdzanych konvergencii derivacii funkcie u,, k v dostdvame na-
sledovny diagram

2
%Lf(x, t) = a? —88;‘2" (z,t)
U pre n — oo U
2
Gi(@,0) - a3 (1)

¢o implikuje, Ze funkcia u = u(x, t) je rieSenim parabolickej rovnice, pri¢om
u sa dd vyjadrit’ vzorcom (4.4).

Nakoniec edte dokdZeme, Ze funkcia u(z,t) skutoéne splita potiatoént
podmienku u°. Najprv si uvedomme, Ze pre kazdé z € Rat > 0 plati

u(z,t) = \/127? /_00 e €200 (2 — V2a2t€) de.

Ked'ze lim,_,o+ u®(z — V2a%t¢) = u®(x) pre kazdy bod z, ktory je bo-
dom spojitosti funkcie u®, a [*_ e=€/2d¢ = 2r tak napokon dostavame
lim,_,o+ u(x,t) = u’(z). Inak povedané, funkcia u(x,t) moze byt dodefi-
novana aj pre t = 0 a to tak, Ze u(z,0) = u’(z), kde u’(z) je zadanou
pociato¢nou podmienkou.

Vysledkom nasSich odvodzovani je potom nasledovné tvrdenie:

Tvrdenie 4.1. Nech u°(z) je po Castiach spojitd funkcia splitajiica rastovii pod-
mienku (4.6) (t. j. u® nerastie rychlejsie ako exponencidla v +00). Potom existuje
rieSenie u = u(x, t) zaciatocnej (Cauchyho) iilohy

o at

=0
at " 92
spliajtice pociatocmii podmienku v zmysle

li t) = u’
Jim u(z, t) = u'(z),
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pre kazdy bod x € R, ktory je bodom spojitosti funkcie u°(x). Toto rieSenie moze
byt explicitne vyjadrené vzorcom

u(x,t) = / G(z —s,t) u’(s)ds,
kde G je Greenovou funkciou definovanou v (4.3).

Poznamka 4.1. V priebehu odvodzovania sme niekol' kokrdt micky vyuZili po-
znatok, Ze existuje najviac jedno riesenie parabolickej rovnice (4.1), ktorého dokaz
mozno ndjst’ v knihe Arsenina [1].

4.1.2 Princip porovnavania rieSeni

Prvym doblezitym dosledkom poznatku o tvare rieSenia Cauchyho dlohy
(4.1) je princip porovndvania rieSeni pre parabolicktl ilohu na neohranice-
nom intervale. Fyzikalna motivacia k $tidiu principu porovndvania moze
byt nasledovna. Na zdklade Kapitoly 1 vieme, Ze parabolicka rovnica (4.1)
so zadanou pociatoénou podmienkou u° opisuje ¢asovy vyvoj rozloZenia
teploty v nekonecne dlhej ty¢i, pricom stav rozloZenia teploty na zaciatku

= 0 je prave zadand pociato¢na podmienka u". Nech !, u st dve rozne
pociatoéné podmienky, ktoré st usporiadané v tom zmysle, ze ud(z) <
uy(z) pre vietky z € R. Inymi slovami povedané, uvazujeme o dvoch
tepelnych dejoch (dve zahriate tyce), pri ktorych je rozloZenie teploty na
zaliatku v usporiadanom stave, t. j. Ze v danom bode priestoru je tep-
lota v prvej ty¢i mensia alebo rovnd teplote v druhej na tom istom mieste
x € R. Sktsenost’ ndm hovori, Ze rozloZenie teploty v kazdom budticom
Case t > 0 opat’ bude v usporiadanom stave, teda u;(z,t) < ua(z,t), kde
ui(z,t), ug(z, t) st prislusné teploty v bode x € R a ¢ase ¢t > 0.

Pokial je fyzikalny model rozumny, musi sa tato vlastnost’ preniest’ aj
na rieSenia Cauchyho tlohy (4.1) ako adekvatneho modelu pre rozloZenie
teploty. Skutoc¢ne, ak u{(z) < uy(z) pre vietky = € R, tak na zéklade vzorca
(4.4) a s vyuzitim o¢ividného faktu, Ze Greenova funkcia G(¢,t) je vSade
kladn4g, dostdvame

up(z,t) = /_00 G(z —s,t) ud(s)ds < /_OO G(z — s,t) ud(s)ds = ug(z, )

a teda i riesenia u (z,t), u2(x, t) ostdvaju usporiadané v kazdom buddacom
¢ase t > 0. Z kladnosti G' d’alej plynie, Ze rovnost’ moZe nastat’ iba v tom
pripade, Ze v = u. Ziskali sme teda nasledovny princip porovnavania
rieSent:

ak uj(z) < uy(w) auf # uj,

tak uj(x,t) < ug(z,t) prevsetky x € Rt > 0. (4.10)
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t>0

u2(x,t)

Obr. 4.1: Znézornenie principu porovnavania rieSeni. Usporiadané pociatocné
podmienky v zaciato¢nom case (I'avy obrdzok) a stav rieSeni v kladnom budu-
com Case t > 0 (pravy obrazok).

u t>0

u(z,t)

Obr. 4.2: Znazornenie zhladzovacieho efektu. Pociatoénd podmienka je len spoji-
tou funkciou (I'avy obrdzok); v 'ubovolnom budiicom ¢ase je rieSenie uz hladkou
funkciou v priestorovej premennej (pravy obrdzok).

4.1.3 Princip zhladzovania a d’alSie ddsledky

Prvy dosledok vzorca (4.4) sa tyka hladkosti ziskaného rieSenia. Pripo-
merime, Ze na zdklade vzt'ahu (4.8), pre kazdy kladny ¢as ¢ > 0, je rieSe-
nie u(z,t) Cauchyho tlohy (4.1) dané vzorcom (4.4), 'ubovol'ne vel'akrat
diferencovatel'na funkcia v premennej z. Nech by pociato¢nd podmienka
bola ¢o len spojitou funkciu nemajticou derivéciu v kazdom bode. Inymi
slovami povedané, rieSenie u(x, t) sa stdva C* hladkym v I'ubovol'ne krat-
kom case t > 0 hoci takym nemuselo byt na zaciatku. Tejto vlastnosti ho-
vorime zhladzovaci efekt parabolickych rovnic.

Druhy doésledok vzorca (4.4) sa tyka asymptotického spravania sa rie-
Senia parabolickej rovnice. UvaZujme o funkcii - pociato¢nej podmienke,
pre ktort plati

lim «%(x) =0.
T—rFo0
Sktimajme asymptotické spravanie sa zodpovedajticeho rieSenia u(z, t), t.j.
limitu ¢ — oo. Sktisenost’ so zahriatou ty¢ou ndm hovori, Ze teplota bude
postupne klesat’, aZ sa nevyrovnd na vsetkych miestach na isti konstantu.
Ked'Ze uvazujeme nekoneént ty¢ a celkovej tepelnej energie je len kone¢ne
vel'a, musi limitnou konstantou teplotou byt nula. Matematicky dokaz
tohto fyzikalneho pozorovania je jednoduchy. Na zaklade vzorca (4.4) a
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Obr. 4.3: Znazornenie asymptotického spravania sa rieSenia s potiato¢nou pod-
mienkou, ktord ma nulové nevlastné limity. Po¢iato¢na podmienka (I'avy obra-
zok) a rieSenie v 'ubovolnom budiicom ¢ase konvergujtice k nule pre ¢as plyntci
do nekone¢na (pravy obradzok).

vyjadrenia Greenovej funkcie dostdvame, Ze pre rieSenie plati

0= s [ ¢ a0
ulx = € 4at Y (S S
’ 4a’mt J -0 ’

¢o pri pevne zvolenom parametri ¢ > 0 a po zavedeni novej premennej

r—S £
r=— déava
Va2t

u(z,t) = \/1%/ e_TQuO(m —rvV4a?t)dr.

Teraz poznamenajme, Ze funkcia r — u’(z — rv/4a?t) je ohrani¢enou ne-
zévisle od ¢t > 0 a pre kazdé pevne zvolené r € R plati lim; o, ul(x —
rv4a2t) = 0 vd'aka predpokladu na funkciu u°. Podl'a Lebesgueovej vety
o dominovanej konvergencii méZeme zamenit’ poradie limitovania a in-
tegrovania. Potom uz 'ahko nahliadneme, Ze

lim u(z,t) = ! / e lim u’(z — rV4a2t)dr = 0. (4.11)

t—o00 o ﬁ t—o00

4.1.4 Nehomogénne parabolické rovnice
V tejto casti sa budeme zaoberat’ nehomogénnymi parabolickymi tlohami

9u — 204 = f(a,t) pre (x,t) € (—00,00) x (0,T);

4.12)
u(z,0) = u’(z) pre x € (—00,0),

kde, na rozdiel od homogénnej dlohy (4.1), na pravej strane vystupuje
zdrojovy ¢&len - zadand funkcia f = f(z,t). Uloha opat spotiva v naj-
deni hladkej funkcie u € C*1(R x (0,7)), pricom u rie$i parabolickt par-
cidlnu diferencidlnu rovnicu z (4.12) a spiﬁa podiatoént podmienku u° v
¢ase t = 0, ktord je vopred zadand a zndma.



4.1. METODA GREENOVE] FUNKCIE 57

Idea najdenia vzorca pre rieSenie mé svoj korefi v metdéde varidcie kon-
Stant pre rieSenie nehomogénnych obycajnych diferencidlnych rovnic. Pri-
pometime, Ze ak ODR % + Au = 0 s potiatoénou podmienkou u(0) = u’
ma rieSenie u(t) = e~ 0, tak podl'a metédy varidcie konstanty neho-
mogénna tloha 4 + Au = f(t), uw(0) = u’ ma rieSenie v tvare u(t) =

—AtO 4 [ e Al o (1) d7. Analogicky pre rieSenie nehomogénnej PDR
(4 12) bude tlohu r1es1aceho operétora e —Atf zohravat prave vztah (4.4)
pre rieSenie homogénnej tilohy (4.1). Tato analégiu méZeme vystihnat’ dia-

gramom

e homogénna iiloha

(ODR)
% FAu =0, u(0) = u® = u(t) = G, kde G(t) = e~

(PDR)

o Ch—0 w0 = st = [ Gl i) ds

e nehomogénna iiloha
(ODR)

L A= 10, w(0) = > ult) = G0+ [ G- ar

(PDR)

ou  9*u

a_W:f(.,t),u(.,O):uO(.) = u(x,t) / G(z — s,t)u’(s)ds

// Gz — s,t — 7)f(s,7)dsdr

teda rieSenie nehomogénnej parabolickej rovnice (4.12) nachddzame v tvare

wr)= [~ a—soleast [ [ aa—st-nsen dSZig)

O spravnosti odvodeného vzorca (4.13) sa da presvedcit’ aj dosadenim do
rovnice (4.12).
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4.1.5 Pripad viacrozmernej oblasti

Ciel'om tejto Casti je rozsirit’ vzorec rieSenia aj pre pripad parabolickej rov-
nice v R" x (0, 00):

%@” —a?Au=0 prevsetky (z,t) € R" x (0,00),
(4.14)
u(z,0) = u’(z) pre vietky x € R".

Cauchyho tloha opat’ spo¢iva v najdeni funkcie v € C*1(R™ x (0,7)),
ktor4 riesi parabolickt rovnicu z (4.14) a spliia vopred zadant potiatoénu
podmienku u® v ¢ase t = 0. Postup hl'adania vzorca rie$enia je zaloZzeny na
myslienke separdcie premennych = = (21, z2, - - - , ). Predpokladajme, Ze
hl'adané rieSenie sa d4 napisat’ v tvare sti¢inu

U(.’Bl, X2, ,Tn, t) = Ul(l‘l, t)UQ(SUQ, t) T Un(xnu t) .
Ak kazda z funkcif u; = u;(x, t) je rieSenim jednorozmernej rovnice

o i

ot “ 0z2 =9,

tak potom sa pol'ahky dd presvedcit/, Ze funkcia u riesi rovnicu (4.14). S
vyuzitim vzorca rieSenia pre kazdu funkciu u; dostaneme

o0 o0
u(x,t) = / . / G(xy — s1,t) - G(xy — sn,t)u(l](sl) . ug(sn)dsl - -ds,, .

Ked'ze

G(&1, )G (62, t) -+ G(&n, 1) = ————re 1t = Gu(§, 1),
kde [£]? = £F + - - - + £2, tak potom pre rieSenie u dostdvame vyjadrenie
u(zy, -, xp, t) = . Gn(x — s,t)u’(s)ds.
Uvedeny vzorec sme dokézali odvodit’ za predpokladu, Ze aj samotna po-
¢lato¢nd podmienka sa da napisat’ ako sticin
ul(2) = ) (w1)ul(w2) -y ()

Overenie vyssie uvedeného vzorca rieSenia aj v pripade l'ubovol'nej spojitej
pociato¢nej podmienky u°(z), ktord vyhovuje rastovej podmienke (4.6), je
uz vSak analogické ako v jednorozmernom pripade n = 1.
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4.1.6 Aplikacia na Black — Scholesov model

V tejto ¢asti ukaZeme ako uplatnit’ ziskany vzorec na vypocet rieSenia Black
—Scholesovej rovnice na oceriovanie derivatov akcii. Pripomerime, Ze Black
— Scholesova rovnica opisujtica vyvoj ceny opcie na dant akciu vyplaca-
jucu spojité dividendy je parabolickou rovnicou v tvare

%/—f—%(f?SQgQT‘g%—(r—q)S%—rV:O, S>0,tel0,T],
V(S,T)=V(S),S >0,

(4.15)
kde vyznam jednotlivych veli¢in je nasledovny:

e V =V/(S,1)je cenou opcie na akciu, pricom S > 0 je si¢asnou cenou
akcie v ¢ase t € [0,7], T > 0 je Casom vyprsania (expiracie) opcie.

Parametrami tlohy st:

e o volatilita akcie, t. j. Standardna odchylka ¢asového vyvoja ceny ak-
cie,

e 7 Uirokovéa miera,
e ¢ miera spojite vyplacanej dividendy,

e koncova podmienka V(S) je v pripade eurépskej Call opcie zadan4
nasledovne

- _[S—-FE, preS>FE,

V(S)_{O, pre0 < S < E,
kde E je cenou akcie, na ktort je dohodnuty opény obchod v ¢ase T'
(pozri Obr. 4.5 nizsie).

Zéakladnd myslienka rieSenia rovnice (4.15) so zadanou koncovou pod-
mienkou spociva v istej postupnosti transformdcif tejto parabolickej rov-
nice, ktord v kone¢nom doésledku prejde na tvar parabolickej rovnice u; —
Uge = 0, (z,t) € (—00,00) x (0,T) so zadanou pociato¢nou podmienkou.
Vo zvysku tejto ¢asti budeme analyzovat' tieto transformaécie.

¢ 1. krok - Zdmena ¢asu. Spociva v transformovani ¢asu tak, aby plynul

opaénym smerom, t. j. od ¢asu vyprsania expirdcie 7' do pociato¢ného ¢asu

t = 0. Zaved'me preto novi premennti 7 = T' — t. PoloZme
W(S,7)=V(S, T —1)teda V(S,t) = W(S,T —t).
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S vyuzitim vzt'ahu d¢t = —d7 rovnica (4.15) prechadza do tvaru

W 152520W _ (r — q)SW 4+ W =0, S>0, 7€ (0,1),
W(S,0)=V(S), S>0.
(4.16)
& 2. krok - Logaritmickd transformdcia ceny akcie. Spo¢iva v zavedeni substi-

tacie S = e, x = In S a zavedeni novej funkcie

Z(x,7)=W(e*,7)teda W(S,7) = Z(In S, 7).
Poznamenajme, Ze S € (0, 00) prave vtedy, ked’ z € (—o0, 00). Viacndsob-
nym pouzitim pravidla o derivovani zloZenej funkcie dostdvame

0Z oW 927 _ @20*°W OW _ q20*W | 8Z :
SS9, G = S°5q +5%g = S*%Ggr + 55 - Rovnicu (4.16) potom

moZeme prepisat’ nasledovne:

ox

%—502%+<%2—r+q>%+7"Z:0, reR,7€(0,T),

Z(x,0) =V(e*), = €R.
(4.17)
& 3. krok - Transformdcia na zdkladnii rovnicu u; — a?uy, = 0. Clenov Z a %
sa mdZeme zbavit’ prostrednictvom exponencidlnej transformaécie
u(z,7) = T Z(2,7) tj. Z(2,7) = e PTu(x, 7),
kde konstanty «,  budti uréené neskor. Zrejme plati

0Z __ —ax—BT1 (Ou __ 3?7 _ —ax—PBr (Pu ou 2
9z — € (3z OéU), 902 — € 02 20‘8::: tatu),

B = (G )

PDR pre novt funkciu u potom je
%—§%+A%+Bu:0, xeR,T€(0,7),
u(z,0) = eV (e*), v €R,

kde A = a02+%2—r+qa B = (1+a)r—ﬂ—aq—w. Nech konstanty

a, f st uréené tak, Ze vyrazy A, B st nulové. Jednoduché algebraické tp-
ravy nas presvedcia, Ze je to prave vtedy, ked’

r—q 1 _r+q  o* (r—g)?

e e R T

Takato vol'ba «, f ndm teda zaruci, Ze rovnica pre funkciu v nakoniec ma
tvar

(4.18)

1520 — 0, zeR,7e(0,T),
(4.19)
U(.T, 0) = eO‘xV(ex) , T S R7
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& 4. krok - Aplikdcia vzorca na vijpocet rieSenia. Rovnica (4.19) mé na zédklade
Vety 4.1 rieSenie u(x, 7), ktoré sa dd napisat’ v tvare integralu

o (z—s)2

202r u(s,0)ds.

u(x, 7)

1 o
= e
V2olnT /—oo

Postupnost'ou spatnych transformécii v — Z — W — V nakoniec pri-
deme k vzt'ahu

V(S t) = e AT temamSy(In S T — t)

a teda

e—B(T-1) 00 (In S—5)2

=5 e 22(TM-0e*V (e®)ds. (4.20)
\/ 2027T(T — t) —00

Pre eurépsky typ Call opcie je naSou tllohou ur¢it’ rieSenie v ¢ase t = 0, t. .
ako madme v sticasnosti ocenit’ opciu. Pre ¢ = 0 a s vyuzitim tvaru funkcie
V pre Call opciu sa vzt'ah (4.20) da d’alej zjednodusit' a

V(S,t)

V(5,0 = s L [T U e -y
s = — e 20T € e — S.
V202T VT JnE

Po zavedenti substitticie y = s — In S dostaneme
—BT 1 00 2
e v
V(S,0)= —— e (ST~ FeV) dy. (421
50 = oot v Jos 42

Prakticka realizacia vypoctu podl'a horeuvedeného vzorca vsak vyzaduje
d’al$iu Gpravu tak, aby sme cenu V vyjadrili pomocou zndmych a tabelo-
vanych funkcii.

Pripomerime, Ze zvyskova funkcia erf (x) normalneho rozdelenia je de-
finovand pomocou Eulerovho integralu ako

L—erf(z) 1 [* o
2_ﬁA6d6 (4.22)

a splita erf (—x) = —erf (), erf (z) € (—1,1).

Skiimajme teraz integral

—-BT 00 2
I e 1/ e—Q;’TT—F(I—I-a)y dy .

V20 2w S In %

z z . o i . HJ 2 Ares 7
Zavedenim transformiacie £ = NCET 52V 20T s vyuZitim vzt'ahov
(4.18) dostavame

2 2

T
st Aty =€+ (1 +a)T =€+ (BT
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Obr. 4.4: Graf zvyskovej funkcie erf(z) (vI'avo) a kumulativnej distribu¢nej fun-
kcie N(z) (vpravo).

a teda
—r L [% —&?
_[1 = e ﬁ Lia - ln% e df
SV
—r 1 In 2
= ¢ 1—erf -2t % /op2p - "B
2 2 V202T

0.2
e |+ erf 1 (r—g+F)T+ng ‘
2 \/5 O'\/T

Podobne vypocitame integral

2
_ Yy
e 22T T dy

e BT 1 &
et
V202Tﬁ —ln%

pomocou zavedenia transformadcie £ = \/2Z/TT —5$V20%T. Pomocou vzt'ahu
g
o? 2

% 0° = [ —r transformovany integrél opét’ zjednodusime pomocou zvys-
kovej funkcie erf nasledovne

—rT _ ,LQT li
Ig:e - 1 (r—q¢q—%)T+In%
2 V2 o T

VyuZijic hore uvedené vzt'ahy pre integraly I; a I mo6Zeme vzorec (4.21)
pre cenu opcie V' (.S, 0) napokon napisat’ v tvare:

e 1 (r—q+%)T+Ins
V(S,0) = 5 <1+erf (\/5 T

0.2
_Ee_TT 1+ erf 1 (r—¢q—%)T+mh2 .
2 V2 ovT
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50 55 60 65 70 50 55 60 65 70

Obr. 4.5: Koncovéd podmienka Call opcie V (S, T') (vlI'avo). Graf rieSenia ocetiova-
nia opcie V (S, 0) (vpravo).

Poznamenajme, Ze pre zvyskovu funkciu erf plati vzt'ah

% <1+erf (\%)) = \/12?/;652/%5:]\7@)7

kde N (x) je kumulativna distribu¢nd funkcia norméalneho rozdelenia. Preto
cena opcie V(S,0) sa d4 vyjadrit’ aj ako

V(S,0) = Se ' N(dy) — Ee "I N(dy) (4.23)
kde
p _(r—q+%2)T+ln% J _(r—q—”é)T%—ln%
' ovT T oV/T '

Vyjadrenie (4.23) sa nazyva Black — Scholesov vzorec pre ocetiovanie eurép-
skej Call opcie. VSetky konStanty a parametre vystupujtce vo vzorci by
mali byt vopred znédme. Standardny priklad na vypocet ceny opcie je na-
sledovny:

Stcasna cena akcie firmy IBM je S = 58, 5%. Jej ro¢nd volatilita je 0 =
29%, t.j. o = 0,29. Ro¢nd tirokovd miera predstavuje r = 4%, t.j. r = 0, 04.
Uzatvarame op¢ny obchod na cenu tejto akcie £ = 60$ v expiraénej dobe
opcie T'" = 0,3 roku. Dosadenim tychto veli¢in do Black — Scholesovho
vzorca dostdvame, Ze cena opcie V = V(58,5,0) je 3.348%.

Obréazok 4.5 (vIavo) zobrazuje koncovi podmienku V(S,T) = V(S)
v Case expirdcie 7. Obrdzok 4.5 (vpravo) zobrazuje vypocitané rieSenie
V (S,0) pre rdzne hodnoty stcasnej ceny S akcie IBM. Obrazok 4.6 zachy-
tdva vyvoj ceny opcie pre rozne hodnoty expira¢nej doby 7" € (0,001, 0, 3)
roka.
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Obr. 4.6: Graf asového vyvoja ocefiovania opcie.

4.1.7 Priklady

Priklad 1. Najdite rieSenie nasledovnej Cauchyho tlohy pomocou vzorca,
resp. pomocou zdravého tsudku.

gu _ a2% =0 prevsetky (z,t) € (—o0,00) x (0,T);
{u(w, 0)=1 pre vietky « € (—o00,00).
Priklad 2. Néjdite rieSenie nasledovnej Cauchyho tlohy.
gu _ aQ% =0 prevsetky (z,t) € (—oo,00) x (0,T);
{u(:r, 0)=e" pre vietky z € (—o00,00).
Priklad 3. Najdite rieSenie nasledovnej nehomogénnej Cauchyho tlohy
gu QZ% =1 prevsetky (z,t) € (—o0,00) x (0,T);
{u(x, 0) =e” pre vietky z € (—o0,00) .

Priklad 4. Pouzitim Black — Scholesovho vzorca néjdite derivaciu ceny
opcie V(S,0) vzhladom na cenu akcie S. Nacrtnite graf funkcie A(S,0) =
1%

Priklad 5. Néjdite anal6giu Black — Scholesovho vzorca (4.23) (t. j. Call
opcia) aj pre Put opciu, ktora vlastne predstavuje koncovi podmienku v
Black — Scholesovom modeli typu

- _JE-S, pre0<S<FE,
Vour (5) = {0, pre E<S.
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Priklad 6. UkéaZzte, Ze rieSenie Cauchyho tlohy (4.1) ma ta vlastnost, Ze
pokial poc¢iatocnd podmienka je integrovatel'na tak, pre kazdy kladny ¢as
t>0plati [ u(z,t)dz = [*_ u’(z)dz. Vysledok sa pokuste interpreto-
vat’ fyzikélne na zdklade modelu rozloZenia teploty v nekonetnej ty¢i. Co
predstavuje veli¢ina [%_u(xz,t) da?

Priklad 7. Néjdite rieSenie u = u(z,t) rovnice %’; +u = gQ“ r e Rt >

f:(:2/2

0, pricom u(z,0) = e Najdite hodnotu integrélu [*_u(z,t)dz pre

kazdét > 0.

Priklad 8. Nech u = u(z,t) je rieSenie rovnice ‘?97; = %, x e Rt >0,

pricom u(z,0) = e~ I7l. Najdite hodnotu integralu 75 u(x, t) da pre kazdé
t>0.

Priklad 9. Nech z = z(z,t) je rieSenie rovnice gﬁ = g%, x € Rt >0,
ZE

pricom z(z,0) = e~* . Néjdite hodnotu integralu [*_z(x,t) dz pre kazdé

t > 0.

Priklad 10. Nech u = u(z, t) je rieSenie rovnice ‘g”j = gxg +2 7 TRt >0,

pricom u(z,0) = e*/2. Vypotitajte hodnotu u (0, t) pre t > 0.

Priklad 11. Nech u = u(x,t) je rieSenie rovnice %1; = %, r € R,t >0,
pricom u(z,0) = 22907, Ukézte, Ze pre kazdé t > 0 je funkcia u(z, t) rasttica
vV premennej .

Priklad 12. Pomocou transformécie x = Ins najdite rieSenie u = u(s,t)

ou _ 20? N B
rovnice 57 = s*55 + sds, s> 0,t >0, pricom u(s,0) =1, s > 0.

Priklad 13. Ukazte, Ze samotna Greenova funkcia G(z,t) je rieSenim rov-
nice (4.1). S vyuzitim tohto faktu ukézte, Ze u(z,t) = [ G(z—s,t)u’(s)ds
je rieSenim rovnice (4.1).

4.2 Fourierova metéda separacie premennych
pre ohrani¢ent oblast’

421 Motivacia a hlavnd mySlienka

Prvotnou motivéciou je stidium rozloZenia teploty v ohranicenej ty¢i. Na
rozdiel od neohrani¢eného pripadu, vyznamnu tlohu teraz zohrava na-
stavenie teploty na koncoch tyce. Je ocividné, Ze rdznym tzv. okrajovym
podmienkam teploty, budti zodpovedat’ rozne rieSenia.

UvaZzujme pripad, ked’ je ty¢ na koncoch chladena (alebo zahrievana)
tak, Ze sa ndm dari udrZiavat’ konstantnd nulovi teplotu. Ty¢ budeme ché-
pat’ ako ohraniteny interval (c,d) redlnej osi. Na zaciatku v ¢ase ¢t = 0
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Obr. 4.7: Potiato¢né rozloZenie teploty a vyvoj teploty v &ase t > 0

predpokladajme, Ze ty¢ je zahriata tak, Ze rozdelenie teploty je funkciou
u®(z) (pozri Obr. 4.70, ktoré sa nazyva pociatoénd podmienka. Obrazok 4.7
(vlavo) zndzortiuje pociatocné rozloZenie teploty, pricom st splnené aj okra-
jové podmienky. Obrazok 4.7 (vpravo) zachytdva vyvoj rozloZenia teploty
v ohranicenej tyci v kladnom ¢ase t > 0. Naviac poZadujeme splnenie okra-
jovej podmienky u(c,t) = u(d,t) = 0 pre vsetky ¢t > 0. Okrajova pod-
mienka tohto typu sa nazyva Dirichletova okrajovd podmienka.

Poznamka 4.2. Poznamenajme, Ze udrZiavanim nulovej teploty v koncovych bo-
doch dochddza z energetického hl'adiska k odcerpdvaniu tepelnej energie z vniitra
tyce smerom von do okolitého prostredia. To znamend, Ze sa dd ocakdvat’, Ze rieSe-
nie klesd pozdl% smeru vonkajsej normdly v koncovyjch bodoch, t. j. du/dii < 0 v
x=cax=d, aku > 0vintervale (c,d). O

Podobne ako v pripade nekone¢ne dlhej tyce, tak aj v pripade ohrani-
¢enej tyce bude zdkladnou fyzikdlnou rovnicou parabolicka PDR vedenia
tepla. Doplnend bude zaciato¢nou a okrajovymi podmienkami.

9u(p,t) — a?P%(z,t) = 0 pre vietky (z,t) € (¢,d) x (0,T),

ox?
u(e, t) =u(d,t) =0 pre vsetky t € (0,7,
u(z,0) = u%(z) pre vetky = € (¢, d) .

(4.24)
Uloha spotiva v najdeni funkcie u € C?((c,d) x (0,T)) N C([e,d] x (0,T)),
(t.j. u je funkcia dvakrat spojite diferencovatelnd vo vntri oblasti (¢, d) x
(0,T) a je spojitd az do hranice [c, d]), pricom u riesi parabolickd PDR a
splfia okrajové podmienky a potiatoént podmienku. Poznamenajme, Ze
pociatocnd podmienka je vopred zadana a zndma.

4.2.2 Metéda hl'adania rieSenia pomocou separacie premennych

Myslienka metédy separacie premennych pochddza od J.B. Fouriera, idey
rozkladu hl'adanych rieSeni do radov funkcii vSak boli zname aj skor. Z4-
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klad met6dy tvori predpoklad o konstruovani rieSenia pomocou istych z4-
kladnych stavebnych kameniov — funkcii, ktoré sa daji pisat’ v separova-
nom tvare premennych z a t. Hl'adajme preto rieSenie u(x, t) rovnice (4.24)
v tvare

u(z,t) = a(t)p(x), (4.25)

kde funkcie «, ¢ st redlnymi funkciami jednej redlnej premenne;j.
V d’alSom texte prijmeme oznacenie, na zaklade ktorého derivaciu podl'a
t budeme znatit' & = 22 a derivaciu podl'a priestorovej premennej  ako

¢ = %. Potom PDR rovnica v (4.24) sa transformuje nasledovne

Gi(x,t)  —a?Th(xt) =0
Y I 4

a(t)d(z) —aa(t)d'(x) =0.

Z tohto vzt'ahu vSak polahky vyplyva, Ze pokial rieSenie © ma mat’ tvar
(4.25), tak nevyhnutne musi byt splnend rovnost’

La) _ ¢'() w26)

ata(t)  ¢(z)’

pre kazdét > 0ax € (c,d). Teraz si vSimnime, Ze

e l'avé strana je iba funkciou premennej ¢, kym
e pravd strana je iba funkciou premennej .

Ked'Ze premenné x a t na sebe nezdvisia, znamena to, Ze musi existovat’
jedna spolo¢nd konstanta A nezavisld od = a od t taka, ze
1 a(t)

e 9()

—gw =\ azaroven — o)

pre vietky z € (c,d) at > 0. Povodny problém hl'adania funkcie u dvoch

premennych z,t sa teda rozstiepil na dva samostatné problémy pre kazda

z premennych zvlast. Konkrétne, dloha pre funkciu o = a(t) predstavuje
néjst’ rieSenie pociatocnej tilohy pre ODR

at) =-Xa*a(t), t>0,
(P) (4.27)

kde o je potiatoénou podmienkou, ktord uréime neskor.
Na to, aby sme zabezpe¢ili splnenie Dirichletovej okrajovej podmienky
pre funkciu u(z, t), musime vyzadovat/, aby funkcia ¢ spliiala Dirichletove
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okrajové podmienky v bodoch ¢ a d. Funkcia ¢ preto musi byt" (netriviél-
nym) rieSenim okrajovej tlohy pre ODR:

—¢"(x) = Ap(z)
(0) (4.28)
¢(c) = ¢(d) =0.

Zdoraznime, Ze systémy (4.27) a (4.28) st navzajom previazané stéle ne-
zndmou hodnotou parametra .

< Riesenie okrajovej iilohy (O). Zatnime riesit’ okrajov tlohu (O). Hf'adame
netrividlne rieSenie ¢, t. j. funkciu, ktora nie je identicky nulova. Z do-
vodu lepSej ndzornosti vykladu sa obmedzime iba na pripad, ked’ interval
(¢,d) = (0, 1). RieSsenim obycajnej diferencidlnej rovnice druhého radu zis-
time, Ze rieSenie ¢ musi byt nevyhnutne linedrnou kombinaciou funkcif
sin(v/Az) a cos(VAz), t.. ¢(z) = Asin(v/Az) + B cos(v/Ar). Dosadenim po-
ziadavky na splnenie okrajovych podmienok ¢(0) = ¢(1) = 0 dostdvame,
7e B = 0 anevyhnutne A = k%72 pre niektoré prirodzené k € N. Konstanta
A # 0jel'ubovol'nd. Vezmime preto A = 1, t.j.

or(x) = sin(y/Apz) pre z € (0,1), M = k22 (4.29)

pricom indexom £ € N chceme zvyraznit’ ten fakt, Ze existuje spocitatelne
vel'a rieSeni - dvojic (¢, A\;), k € N, ktoré riesia okrajovy problém (O).
V pripade vSeobecného intervalu (c, d) sa Citatel I'ahko presveddi, ze
rieSeniami dlohy (O) sa dvojice (¢, Ak)
]-62
¢r(z) =sin(v/ Me(w =) € (e,d), M= = 0)2”2 . (430)

Poznamenajme, Ze v linedrnej algebre sa tiloha na urcenie netrividlneho
vektora ¢ a ¢isla A takych, Ze Ap = A\¢, kde A je danad matica, nazyva prob-
lém vlastnych hodnét a vlastnych vektorov. Analogicky, ked’ tlohu matice
A preberie operator druhej derivacie, m6Zeme na problém (O) nahliadat’ aj
ako na vlastnohodnotovy problém vo vhodnom priestore funkcii. Na roz-
diel od kone¢norozmernych matic, v naSom pripade existuje spocitatel'ne
nekonecne vel'a vlastnych vektorov ¢, a vlastnych ¢isel A, k € N.

& Riesenie pociatocnej iilohy (P). Poznajic hodnotu konstanty A = A\; mo-
Zeme pristapit’ k vyrieSeniu pociatoénej tlohy (P). T4 je vSak v separova-
nom tvare a tak integraciou pol'ahky dostdvame, Ze rieSenie o = oy, (t) je
dané vzt'ahom

ag(t) = agef)"““% , (4.31)

kde konstanta o je pociato¢nou podmienkou. Potom rieenie u = uy(z, )
ma tvar
0 —)\ka2t
ur(z,) = e gy (). (4.32)
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Tato funkcia je skutone riesenim PDR spliiajica Dirichletovu okrajova
podmienku. VSimnime si jeden podstatny nedostatok tohto rieSenia a to
fakt, ze funkcia u; nemusi vo vSeobecnosti vyhovovat’ pociato¢nej pod-
mienke u(z,0) = u®(z), pretoze podl'a (4.32) je ug(z,0) = ad¢y(z), kde a?
je nejakou konstantou. Teda uy(x, t) je len multiplikativny ndsobok funkcie
sin(kmz).

¢ Riesenie 1ilohy (4.24) pre I'ubovol nii pociatocnii podmienku. Ulohu s 'ubovol-
nou pociato¢nou podmienkou vyrieSime tak, Ze funkcie uy(x,t) budeme
vhodne nésobit’ a s¢itovat’ tak, aby sme v ich stcte ziskali funkciu u(x,t),
ktord uz bude spliiat’ zadant pociatoénii podmienku. Pripomerime, e mdme
stdle k dispozicii vol'bu konstant ag, keN.

Uvazujme opat’ pre jednoduchost’ interval premennej 2 € (c,d) =
(0,1). Predpokladajme, Ze potiatoéna podmienka u°(x) ma td vlastnost,
Ze jej Fourierov trigonometricky rad k nej konverguje bodovo v intervale
(0,1), t.j. u(z) = D°32, alsin(knz) . Pripometime, Ze (nie celkom iba zho-
dou néhod plati) Ay = k%72 a sin(krz) = ¢p(v) a teda

u(x) = afer(z). (4.33)
k=1

pripomerime, Ze kazd4, po ciastkach spojitd funkcia, sa da rozvinat’ do
trigonometrického radu, ktory konverguje k funkcii u°(z) v kazdom bode
spojitosti funkcie u%(z).

VsSeobecna idea konstrukcie rieSenia tlohy (4.24) spoc¢iva v hl'adani
funkcie u(z,t) v tvare trigonometrického radu

u(w,t) = ap(t)or(w) (4.34)
k=1

s Casovo zavislymi koeficientami oy (t). Predpokladajtic, Ze mo6Zeme usku-
tocnit’ vSetky zdmeny sumovania a derivovania, formédlne dosad'me hore-
uvedeny rad do rovnice u; — a’ug, = 0. Dostaneme

ou TR ) ,
% Yol ; (6 (t)pr(z) + a’ap(t) (— i (x)))
=3 ((6n(t) + a*Mean(®))dr()) =0. (4.35)

1

V predposlednej rovnosti sme vyuzili fakt, Ze vlastna funkcia ¢ () riesi
okrajovu dlohu (O). V poslednej rovnosti sme vyuZili fakt, Ze funkcia oy (t)
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rieSi pociato¢nu tlohu (P). Ziskali sme tak (zatial iba formalne) vyraz pre
hl'adané rieSenie v tvare radu

=3 e gy (), (4.36)

k=1

kde koeficienty o st uréené vzt'ahom (4.33).

Zostdva nam preverit’, Ze sme skuto¢ne mohli derivovat' rad (4.36) ¢len
po ¢lene, dvakrat podl'a premennej x a raz podl'a premennej ¢. Trigono-
metricky Fourierov rad f(z) = Y p2, fxsin(knz) funkcie f mozeme p- krat
derivovat’ ¢len po ¢lene pokial je zndme, Ze ¢iselny rad koeficientov | f|
je dominovany konvergentnym radom > ;2 ﬁ V nasom pripade pre
kazdy pevne zvoleny ¢as t > 0 plati, Ze koeficient oy, (t) klesd ako expo-
nencidlna funkcia vzhI'adom na £ pre k& — oo a tym skor klesa rychlejsie
ako I'ubovol'nd mocnina kp—lﬂ To ale znamena, Ze rad (4.36) sme skuto¢ne
mohli derivovat’ ¢len po ¢lene I'ubovol'ne vel'akrat podl'a . Podobny ar-
gument uplatneny vzhl'adom na parameter ¢ v tvare (4.36) ndm umozni
dokazat/, Ze sme mohli derivovat’ aj vzhI'adom na premennt ¢. Tym sme
ukazali, Ze funkcia u(x,t) definovand vzt'ahom (4.36) je skuto¢ne rieSenim
rovnice u; — a%uzy = 0.

Na koniec ndm ostédva este diskutovat’ zmysel splnenia pociato¢nej pod-
mienky u°(z). Ked'Ze ay(0) = of tak podla (4.33) zrejme plati, ze u(z,0") =
lim;_,o+ u(x,t) = u%(z) v bodoch spojitosti funkcie u°(x).

Poznamenajme, Ze ako bo¢ny vysledok analyzy o diferencovani rieSe-
nia u(z,t) sme ukdazali aj jeho vlastnost/, Ze pre kazdé k € N a pevne zvo-
lené t > 0 plati

u(.,t) € C*(c,d). (4.37)

Nakoniec tejto ¢asti uvedieme priklad konkrétneho vypoctu rieSenia
homogénnej parabolickej rovnice.

Priklad 4.2.2.1 Hl'addme rieSenie nasledovnej tilohy Fourierovou metédou
separécie premennych.

%7; —2u_ pre vetky (x,t) € (0,1) x (0,7,

0x2

u(c,t) =u(d,t) =0 prevsetkyt >0, (4.38)

u(z,0) =2(1—z) prevsetkyz € (0,1).

Na zédklade predoslej analyzy je kI'a¢ovym krokom rieSenia urcenie koefi-
cientov o tak, aby u%(z) = Y22, a¥¢y(z). Poznamenajme, Ze plati

! [t : _J1/2 prem =k,
; gbk(w)gzﬁm(a:)da:—/o sin(krz) sin(mrx) da = {O prem £ k.

(4.39)
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To znamen4, Ze ak m4 platit’ trigonometricky rozvoj (4.33) funkcie u%(z),
tak vynasobenim u° funkciou ¢,, a ndslednym integrovanim dostaneme

Jo wO(@)pm(x) da = 352 @ [ ¢p (@) b (z) dz = af,/2, a teda

1 1
0 = O(2) () do = O(z) sin dx. .
a,, 2/0 w ()P (x) dz 2/0 u’(z) sin(mnx) dzx (4.40)

V nagom pripade u’(z) = x(1 — z) a teda, po kratkom vypocte integralu
dostdavame

pre m neparne
pre m parne

1 __8
ad = 2/ (1 — z)sin(mnrzx) da = {0 mim?
0

Nakoniec rieSenie u(x,t) mdZeme pisat’ v tvare trigonometrickej sumy
8 o 1 22
__°SN~ b @) _
u(z,t) = 3 lg_l = 1)36 Ttsin((2l — 1)7x).

&

Sumarizovanim tvrdent tejto ¢asti dostdvame nasledovnii vetu o rieSeni
parabolického problému (4.24) spliajice zadant pociato¢nt podmienku a
nulové Dirichletove okrajové podmienky:.

Tvrdenie 4.2. Nech u®(z) je po Castiach spojitd funkcia na intervale [c, d). Potom
existuje riesenie u = u(x, t) parabolickej 1ilohy

ou 262
% % a2 =0,z € (¢, d),t >0,

vyhovujiice pociatocnej podmienke u(z,07) = u%(z) v bodoch spojitosti funkcie
u® a Dirichletovym okrajovyym podmienkam u(c,t) = u(d,t) = 0 pret > 0.
Toto riesenie moZe byt explicitne vyjadrené v tvare trigonometrického Fourierovho
radu

ia e—Aka2t¢ )

k=1

kde dvojice (¢(x), \i), k € N, sil rieSeniami vlastnohodnotového problému (O)
— (4.28) a sii urc¢ené vzt'ahom (4.30). Koeficienty of) sii Fourierove koeficienty
rozovoja (4.33) funkcie u® a s su dané vzt'ahom (4.40).
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4.2.3 Priklady vypoctu rieSenia pouZzitim Fourierovej metédy

V tejto Casti sa zameriame na konkrétne vycislenie rieSenia u(z, t) pre para-
bolické rovnice. V oboch nizsie uvedenych prikladoch pouZijeme Fourie-
rovu metédu separdcie premennych. Na vypocet Fourierovych koeficien-
tov af, bol pouzity algoritmus na numericky vypocet uréitého integralu
(4.40) nachadzajuci sa v programovom baliku Mathematica.

Priklad 4.2.3.1

%1; - % =0, pre vsetky (z,t) € [0,1] x (0,00),

u(z,0) = f(x) pre vietky = € [0,1], (4.41)
u(0,t) =u(l,t) =0 prevsetky ¢ >0,

kde pociato¢nd podmienka je po Castiach linedrna funkcia zobrazena na
Obr. 4.8-4.9. Numerické rieSenie bolo ziskané Fourierovou metédou se-
parécie premennych, pricom na dostato¢ne dobré aproximovanie rieSenia
bolo vyuzitych iba prvych pat’ ¢lenov Fourierovho radu, t. j. u(z,t) =
22:1 age_kzﬂ% sin(kmz). Jednotlivé koeficienty ag, E =1,---,5, rozvoja
funkcie u(z, t) boli vypo¢itané nasledovne:

af =1,146318, o = 0,202642 o = 0,127368, af = 0, a2 = —0, 04585.

Priklad 4.2.3.2

u_Fu_ pre vietky (z,t) € [0,1] x (0,00),
[0,1],

u(z,0) = f(x) pre vietky z € [0, 1]
u(0,t) =u(l,t) =0 prevsetky t >0,

(4.42)

kde funkcia f(z) = ¢~100(z-0.2)* je zobrazend na Obr. 4.10-4.11. Numerické
rieSenie bolo opéat’ ziskané Fourierovou metédou separdcie premennych za
pouzitia algoritmov numerického integrovania zo systému Mathematica.
Jednotlivé koeficienty 042, k=1,---,5, rozvoja funkcie u(z,t) boli vypoci-
tané nasledovne: o = 0,203340, oY = 0,305562, af = 0,270161, of =
0,140607, af = 0,000249 .

4.2.4 Princip porovnavania rieSeni

Podobne ako v ¢asti 4.1.2 (princip porovnania rieSeni pre Cauchyho tlohu
na neohrani¢enom intervale), méZeme aj pre tlohu (4.24) sformulovat’ po-
dobny vysledok. Nech !, uJ st dve rézne pociatoéné podmienky, ktoré st
usporiadané v tom zmysle, Ze ud(z) < u(x) pre vSetky = € (c,d). Pouzi-
juc fyzikdlnu motivaciu tlohou o rozloZenf teploty v ty¢i kone¢nej dizky
moZeme opat’ uvazovat’ o dvoch tepelnych dejoch (dve zahriate tyce), pri
ktorych je rozloZenie teploty na zaciatku v usporiadanom stave, t. j. Ze v
danom bode priestoru je teplota v prvej ty¢i mensia alebo rovna teplote v
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Obr. 4.8: Znézornenie &asového vyvoja rieSenia parabolickej rovnice (4.41) na
ohrani¢enom intervale so zadanymi Dirichletovymi okrajovymi podmienkami
a pociato¢nou podmienkou. Postupom ¢asu je vidno vyhladenie rieSenia a po-
stupné rozpadanie sa rieenia, t. j. vplyv diftizneho procesu na tvar rieSenia.

Obr. 4.9: Casopriestorovy graf vyvoja ziskaného riesenia.
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Obr. 4.10: Znazornenie asového vyvoja rieSenia parabolickej rovnice (4.42).
Opit’ je mozno pozorovat’ rozpad rieSenia a konvergenciu rieSenia k nule.

Obr. 4.11: Casopriestorovy graf vyvoja ziskaného rieenia.
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Obr. 4.12: Znézornenie principu porovnania rieeni. Usporiadané potiatocné
podmienky v zaciato¢nom case ('avy obrdzok) a stav rieSeni v kladnom budu-
com Case (pravy obrdzok).

druhej na tom istom mieste = € (c,d). T4 ista fyzikdlna sktsenost’ ako pri
odvodzovani principu porovnania v Kapitole 4.1.2, ndm hovori, Ze rozlo-
Zenie teploty v kazdom budticom c¢ase ¢ > 0 bude znovu v usporiadanom
stave, teda ui(z,t) < us(z,t). Ked’ze PDR u; — a?uy, = 0 je linedrna rov-
nica, méZeme sktimat’ rozdiel rieSeni u(z,t) = ua(x,t) —ui(z,t). Cielom je
teda nahliadnut, Ze plati implikdcia:

u(z,0) >0 pre z € (¢,d) = wu(x,t)>0 prekazdé = € (¢,d) a t >0.

(4.43)
Predpokladajme sporom, Ze neplati implikdcia (4.43). To ale znamend, Ze
nastava pripad, ktory je zndzorneny na Obr. 4.13. Teda predpokladdme, Ze
by sa v nejakom kladnom ¢ase t = t3 rieSenie , dotklo"nuly (Obr. 4.13 —
) ) a nasledne by pre nasledujtice ¢asy malo aj zdporné hodnoty. V§im-
nime si ¢as ¢t = t3 a bod z,;, minima funkcie u(.,t) (naznaceny vektor).
V tomto bode musi byt druhd derivacia uyg(Zmin, t3) nevyhnutne neza-
pornd. Ked'Ze plati u; = a’ug,, tak potom je nezdporna aj casovd derivéacia
Ut(Tmin, t3). Preto ,minimum'"nemoze v d’alsom ¢asovom okamihu pokra-
¢ovat’ smerom nadol k zapornym hodnotdm, ale musi naopak sttpat’. Teda
naznacené vektory pohybu st v rozpore s poziadavkou, Ze u(z, t) riesi pa-
rabolicktd rovnicu. To je spor, na zdklade ktorého moZeme usudzovat’, zZe
implikdcia (4.43) plati. Poznamenajme vsak stcasne, Ze geometricky argu-
ment ma svoje nedostatky a predvedeny , dokaz"nie je tplne korektny. Je
vSak nazorny a vystihuje podstatu veci. Presny dokaz sa dd néjst’ v Arse-
ninovej alebo Evansovej knihe [1, 7].

4.2.5 Princip zhladzovania rieSenia

Podobne ako v pripade Cauchyho tlohy na neohrani¢enom intervale (4.1)
sa prvy dosledok ziskania rieSenia v tvare trigonometrickej sumy (4.36)
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Obr. 4.13: Znézornenie sporu pri nedodrzani principu usporiadania rieSeni.
Kladna pociato¢nd podmienka (a), z ktorej sa postupne vytvara rieSenie, ktoré
zmeni znamienko (b)-(d).

u t=0 u t>0

u(z,t)

Obr. 4.14: Znazornenie zhladzovacieho efektu. Potiato¢nd podmienka je iba spo-
jitd funkcia (l'avy obrazok); v I'ubovolnom budicom ¢ase je uz rieSenie hladka
funkcia v priestorovej premennej (pravy obrazok).
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tyka hladkosti rieSenia. Konkrétne si vSimnime vlastnost’ (4.36), ktord nam
hovori, Ze pre kazdy kladny ¢as ¢t > 0 je rieSenie u(x,t) l'ubovolne vela-
krét spojite diferencovatel'né v premennej € (c,d), nech uz pociato¢na
podmienka bola akdkol'vek spojita funkcia.

Efekt zhladzovania rieSenia je dobre badatel'ny aj na priklade 4.2.3.1,
kde poctiato¢nou podmienkou je po castiach linedrna funkcia kym rieSenie
u(x,t),t > 0, je uz hladka funkcia v x (pozri Obr. 4.14).

Druhy dosledok sa tyka asymptotického spravania sa rieSenia pre t —
00. Ked’ formdlne zamenime poradie limitovania a sumovania v rade (4.36)
dostaneme, Ze plati

oo
hm u(x t) = hm Zaoe_’\’“a Lop(x Z hm e e’y (x) =0,

k=1

t. j. rieSenie u(z,t) problému (4.24) bodovo konverguje k nule pre ¢ — .
Konvergencie k nule je zretel'nd aj z druhého numericky vyrieSeného pri-
kladu 4.2.3.2 a Obr. 4.9. Samozrejme si musime byt vedomi formalnosti
predvedeného argumentu o zamene limitovania a sumovania. Presny ar-
gument je zaloZeny na dokaze, Ze integrdl kvadratu parcidlnej derivécie
fcd |luz(z,t)|?dz konverguje k nule pre t — oo (to je dosledok tzv. Parseva-
lovej rovnosti pre Fourierove rady) a nerovnosti

d
max |f(a r</Wf ku<\ﬂd—@lqu¢u

ktora plati pre kazda funkciu f taka, ze f(c) =0

4.2.6 Nehomogénne rovnice

V tejto casti sa budeme zaoberat’ nehomogénnymi parabolickymi rovni-
cami. Konkrétne budeme uvazovat’ parabolicka tlohu

Ou(z,t) — a2 L% (x,t) = f(x,t) previetky (z,t) € (c,d) x (0,T),
u(e,t) =u(d,t) =0 pre vietky t > 0,
u(z,0) = u’(z) pre vietky z € (¢, d),

(4.44)
so zadanou poc¢iato¢nou podmienkou a okrajovymi podmienkami. Na roz-
diel od homogénneho pripadu (4.24), uvazujeme pdsobenie (vo vSeobec-
nosti nenulovej) pravej strany f(x,t).

Myslienka rieSenia je opat’ zaloZend na hl'adani rieSenia v tvare trigo-
nometrického Fourierovho radu

t)=> a(t)gp() (4.45)
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s Casovo zdvislymi koeficientami «(t). Predpokladajme, Ze pozname roz-
klad zadanej funkcie f(x,t) do trigonometrického Fourierovho radu

Fla,t) =" fult)gr()
k=1

pricom predpokladdme, Ze tento Fourierov rad konverguje bodovo v in-
tervale (c, d) s vynimkou kone¢ného poctu bodov. To je napriklad splnené,
ak f(z,t) je po Castiach spojitd funkcia v premennej z € [c,d]. Ak teraz
dosadime funkciu u(z,t) vyjadrent pomocou radu (4.44) do rovnice u; —
a’uy, = f dostaneme

9u (1, 1) 2% (z,t) = flz,t)
\ \ \
i (@(®)r(@) +alar(t)(—p(@) = 221 fu(t)du(@)
4 4 4

Sorei () pr(x) +a®Xean(t)dr(x) = Y32, fult)r(z) .

To ale znamend, Ze jednotlivé koeficienty na l'avej a pravej strane pri kazdej
funkcii ¢, (z) musia byt rovnaké, t. j.

an(t) + a®Apag(t) = fu(t) prekazdék € N. (4.46)

Potiato¢né hodnoty af = ax(0) st uréené na zdklade zadanej pociatoinej
podmienky u(z,0) = u’(z),

ul(z) = afdn(z). (4.47)
k=1
V pripade intervalu (¢, d) = (0,1) mame

1 1
ad = 2/0 u’(z) sin(krx)dz,  fi(t) = 2/0 f(z,t)sin(krx)dz.

Systém rovnic (4.46), spolu s pociatoénymi podmienkami (4.47), predsta-
vuje s¢itatel'ny systém ODR, ktoré modzeme riesit’ integraciou.
Uvedieme konkrétny priklad vypoctu rieSenia nehomogénnej rovnice.

Priklad 4.2.6.1

Qu _ 0u —cos(t)  previetky (z,t) € [0,1] x (0,00),
u(z,0) = sin(7x) pre vietky z € [0, 1], (4.48)

u(0,t) =u(l,t) =0 prevsetky ¢t >0.
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cast1

Obr. 4.15: Casopriestorovy graf ziskaného riedenia.

Zrejme u’(z) = sin(rz) = Y po, alér(x), kde o = 1aa = 0 pre k > 2.
Prava strana f(z,t) = cos(t) sa dd rozvinut’ do radu

Fla,t) = cos(t) = S cos(t) (1~ (~1)})on(a)
k=1

ateda fi(t) = cos(t) 2 (1 — (—1)*). Méme teda riesit ODR
Ay (t) + Apok(t) = fi(t) .

Metédou variacie konstant dostaneme, Ze rieSenie oy (t) je uréené vztahom

t
ag(t) = ageA’“t%—/ e ME=8) 1 (s) ds
0

t
= ade Mt 4 \/2/\7@(1 — (—1)116)/0 e M (5) cos(s) ds

= ageﬂ\kt + i(l - (_1)k) (sin(t) + A cos(t) — )\ke”‘kt) )

1
1+ A7

Jednotlivé ay(t) st potom uréené vzt'ahmi

ar(t) =e M+ =g ;A% (sin(t) + Ap cos(t) — e ™M) k=1,

ag(t) = i}\k 1+1)\i (sin(t) + A cos(t) — Ape M) k nepéarne,

ag(t) =0 k parne.
Pripometime, Ze \;, = k?n2. Potom aproximdcia rieenia u(z,t) do pia-

teho radu rozvoja bude u(x,t) ~ > ,_; ax(t)sin(krz). Nasledovné ob-
razky Obr. 4.16-4.15 zachytavaju grafické znazornenie rieSenia u(z, t).
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Obr. 4.16: Znézornenie ¢asového vyvoja rieSenia parabolickej rovnice (4.48) na
ohrani¢enom intervale so zadanymi Dirichletovymi okrajovymi podmienkami a
pociatoénou podmienkou a nenulovou pravou stranou.



4.2. FOURIEROVA METODA SEPARACIE PREMENNYCH 81

4.2.7 Priklady

Priklad 1. Najdite rieSenie nasledovnej tllohy Fourierovou metédou.

du Py _ pre vietky (z,t) € [0,1] x (0, 00),
u(z,0) =1 pre vsetky z € [0,1],

u(0,t) =u(l,t) =0 prevsetky t > 0.

Nacrtnite graf rieSenia.

Priklad 2. Najdite rieSenie nasledovnej tlohy Fourierovou metédou.

%7; — % =0 pre vsetky (z,t) € [0, 1] x (0,00),
u(z,0) =0 pre vetky z € [0,1],

u(0,t) =0, u(l,t)=1 prevsetky t>0.

Névod: Najprv ndjdite vhodné posunutie w funkcie u tak, aby pre posu-
nuta funkciu v = v — w boli splnené nulové okrajové podmienky.

Priklad 3. Najdite rieSenie nasledovnej tlohy Fourierovou metédou.

%ﬁ - % =0 pre vsetky (z,t) € [0,1] x (0,00),
u(z,0) = sin(mz) pre vietky = € [0, 1],

u(0,t) =sin(t), u(l,t) =1 prevsetky ¢t >0.

Priklad 4. Néjdite rieSenie nasledovnej tilohy s Neumanovou okrajovou

podmienkou
67’“ —_ & — 0 X k
ot oz pre vsetky (Z‘,t) S [07 1] X (07 OO),
u(z,0) =1 pre vietky z € [0, 1],

Nacrtnite graf rieSenia. Navod: Namiesto rozvoja rieSenia do radu sinusov
uvaZujte rozvoj do kosinusového radu u(z, t) = Y22 | oy (t) cos(kmx).

Priklad 5. Nech u(z,t) je rieSenim parabolickej rovnice s Dirichletovou
okrajovou podmienkou

%7; — % =0 pre vietky (z,t) € [0,1] x (0,00),
u(z,0) = u(z) pre vietky z € [0,1],

u(0,t) =0, u(l,t) =0 prevsetky t>0.

Ukédzte, Ze ,energia'rieSenia E(t) = fol |u(z,t)|?dx je nerasttica funkcia v
case t > 0. Dokazte, Ze [;° fol |uz(x,t)|?dz dt < +oo.
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Priklad 6. Nech u(x,t) je rieSenim parabolickej rovnice s Neumanovou
okrajovou podmienkou

du 2y _ pre vietky (z,t) € [0,1] x (0,00),
u(z,0) = u%(z) pre vietky = € [0,1],

uz(0,t) =0, uz(1l,t) =0 prevsetky ¢t >0.

Ukézte, ze ,celkové mnozstvo tepla", t. j. veli¢ina K (t) = fol u(z, t)dx je
konstantna v ¢ase t > 0, t.j. K(t) = K(0) =: K pre vSetky ¢ > 0. Dokézte,
Ze limy_, o u(z,t) = Ko pre kazdé = € (0,1).

Priklad 7. Najdite rieSenie u = u(z,t),z € (0,1),¢ > 0, tlohy
% — @ c (
ot 9z "

u(z,0) = 2sin(rz) cos(2rz), w(0,t) =u(l,t) =0.

0,1),t>0,

Priklad 8. Najdite rieSenie u = u(z,t),z € (0,1),t > 0, dlohy

ou 0%u
— = — 0,1),t>0
8t+u 8x2,:1:€(,), >0,

u(z,0) =1, u(0,t) =u(l,t)=0.
Priklad 9. Najdite rieSenie u = u(x,t),z € (0,1),t > 0, rovnice

o _
ot ox?’

u(z,0) =0, wu(0,t)=1, u(l,t)=t.

z € (0,1),t>0,

Priklad 10. Nech u = u(z, t) je rieSenim rovnice

ou_ o
ot ox?’

w(0,t) =u(l,t) =0, wu(z,0)=1-—x.

z € (0,1),t >0,

Ukézte, Zze Lyapunovov funkciondl energie E(t) = % fol lu(z,t)|> dz je ne-

rasticou funkciou ¢asu, t.j. E'(t) < 0 pre kazdé ¢t > 0.

Priklad 11. Nech u = u(z,t) je rieSenim rovnice

ou 0%u
— = — 0,1),t>0
8t+u axz,we(, ), t >

u(0,t) = u(1,t) =0, wu(z,0)=u’(z).
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Ukazte, ze Lyapunovov funkciondl energie E(t) = % fol |u(z,t)|? dz je ne-

rasticou funkciou ¢asu, t. j. E'(t) < 0 pre kazdé ¢t > 0 a naviac E(t) <
e 2 E(0).

Priklad 12. Najdite rieSenie z = z(x,t),z € (0,1),¢ > 0, rovnice

2
%:%, z € (0,1),t>0,

z(x,0) =z, =2(0,t) =sin(t), z(1,t) = cos(t).
Priklad 13. Najdite rieSenie z = z(x,t),z € (0,1),t > 0, rovnice

2
%:%+6t81n(ﬂ$), z e (0,1),t>0,

z(x,0) =0, z(0,t)=2(1,t)=0.
Priklad 14. Najdite rieSenie z = z(z,t),x € (0,1),¢ > 0, rovnice

0: o
ot Ox?

z(x,0) =0, 2(0,t)=2(1,t) =0.

+ 2sin(7x) cos(2mx), x € (0,1),t >0,



Kapitola

Eliptické parcidlne diferencidlne
rovnice

5.1 Motivacia stadia eliptickych rovnic

Existuje viacero oblasti pouzitia eliptickych parcidlnych diferencidlnych
rovnic. Tento typ rovnic sa vyskytuje najméd v ré6znych modeloch opisu-
jucich staciondrne (t. j. ¢asovo ustalené) stavy fyzikdlnych systémov. Pri-
pomenime, Ze na zdklade Kapitoly 2.3, je tvar linearnej eliptickej parcidlnej
diferencidlnej rovnice s pravou stranou f nasledovny

YA +Zn:b P (5.1)
a;j i=— +cu= .
- Y (9@8% - ’ 8])1 ’
4,7=1 =1
kde a;j, b;, c, f st zadané funkcie n-rozmernej premennej x = (x1,- - , ),

pricom matica A(x) = (a;j(x))i j=1,- » je kladne (resp. zaporne) definitna.
Nezndmou je funkcia u = u(x).

Prikladom eliptickej rovnice je tzv. Poissonova diferencidlna rovnica’
—Au=f, (5.2)

n 9%y
i=1 922"

kde A je tzv. Laplaceov operétor 2 definovany ako Au = >

1Siméon Denis Poisson (1781-1840) fr. matematik a fyzik. Zaoberal sa najmé diferen-
cidlnymi rovnicami, teériou pruznosti a pevnosti, termodynamikou (Poissonov zdkon p v*
=const).

Pierre Simon markiz de Laplace (1749-1827) brit. matematik, fyzik, astroném a filozof.
Zaoberal sa najmd matematickou analyzou, teériou pravdepodobnosti, elektromagnetiz-
mom a nebeskou mechanikou. Vytvoril teériu o vzniku slne¢nej stistavy z rotujtcej hmlo-
viny, analyzoval rovnice pre potenciél elektrického pol'a (Laplaceova rovnica).

84
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Prvym prikladom sltZiacim na motivaciu Stadia eliptickych rovnic je
analyza ustalenych rieSeni parabolickej rovnice

5 Au=f. (5.3)
Pod ustdlenym stavom rozumieme také rieSenie u = u(z,t), ktoré neza-
visi od Casovej premennej, t. j. Ou/0t = 0 pre kazdé ¢ > 0 a teda u =
u(z). Rovnica (5.3) pre ustalené rieSenie u je vlastne Poissonova rovnica
—Au = f. Pripomerime, Ze doleZit tlohu pri urceni rieSenia parabolickej
rovnice (5.3) zohrava zadanie pociato¢nej a okrajovej podmienky. Ked'ze
ustalené rieSenie nemodze zavisiet’ od ¢asu, zadanie pociato¢nej podmienky
pre ustalené rieSenie nema zmysel. Na druhej strane okrajovd podmienka
maé rozhodujuci vyznam pre analyzu rieSenia Poissonovej rovnice s pred-
pisanou okrajovou podmienkou

—Au(z) = f(z) prevsetkyz e Q,
(54)
u(z) = ¢(x) prevsetky x € 0,

kde f : Q@ — R je zadana (zdrojova) funkcia, ¢ : 92 — R je zadand okrajova
podmienka, 2 je oblast’ v R", 012 je jej hranica. Problém néjdenia funkcie
u € C?(Q), spojitej na 2, rieSiacej pritom eliptickd rovnicu s okrajovou
podmienkou (5.4), nazyvame Dirichletova okrajova tiloha pre Poissonovu
rovnicu.

Druhou doleZitou oblast'ou uplatnenia eliptickych PDR je teéria pruz-
nosti a pevnosti. Budeme modelovat’ priehyb tenkej dosky alebo mem-
brany. Vplyvom posobenia zadaného vonkajSieho zat'aZenia silou f sa po-
uZijic Hookov zédkon® podari ukézat/, Ze vertikdlna vychylka u = u(z) :
Q — R tenkej dosky (membrény), ktord sa nachddza v oblasti @ C R? a
je pevne uchytend na okraji 0S2 oblasti €2, vyhovuje Poissonovej rovnici s
Dirichletovou okrajovou podmienkou (5.4). Vo vSeobecnosti st akceptova-
nymi modelmi tedrie pruznosti a pevnosti systémy eliptickych PDR, pri-
¢om nezndmou je vel'kost’ tzv. deformacéného gradientu, ktory predstavuje
viacrozmernu (vektorovi) veli¢inu.

Okrem uvedenych fyzikalnych aplikécii eliptickych PDR existuje vel'a
d’al$ich prikladov ich vyuZitia. Spomerime napr. Maxwellove rovnice elek-
trického a magnetického pola. Statické Maxwellove rovnice* opisujtce elek-

SRobert Hooke (1635-1703) brit. prirodovedec a technik. Zostrojil barometer, zrkadlovy
d’alekohl'ad. Vyslovil tzv. Hookeov zdkon o vzt'ahu medzi napéatim a deforméciou mate-
ridlu.

* James Clerk Maxwell (1831-1879) brit. fyzik. Pracoval v oblasti tedrie elektromagne-
tizmu. Odvodil tzv. Maxwellove rovnice opisujtce vzt'ahy medzi elektrickym a magne-
tickym pol'om, priddom a ndbojom. Vyznamné st vysledky Maxwella v kinetickej teérii
plynov v ramci termodynamiky.
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Obr. 5.1: Pohl'ad zhora na rovnomerne zat'azenti membréanu (vl'avo). Bo¢ny po-
hl'ad na zat'azentt membréanu (vpravo).

trické E a magnetické pole H sta: div E = o, div H = 0. Vyjadruja fy-
zikalny efekt, Ze silociary elektrického pol'a moézu vchadzat’ resp. vycha-
dzat’ z bodov s koncentrovanym elektrickym nabojom o, kym magnetické
pole nemé Ziadne Zriedla vzniku ani body zaniku magetickych silociar.
Predpokladdme potencionalitu uvedenych poli, t. j. existenciu tzv. elek-
trického potencidlu ¢ a magnetického potencidlu ¢ pre vektorové polia
E a H. To znamend Ze ¢, st redlnymi funkciami definovanymi na R?
aE = Vo, H= V1), dostdvame (po tpravach)

A¢ = div(Ve) = div
Ay = div(Vey) = div

I

: (5.5)

=0
=0

a teda funkcie potenciélu ¢ a 1) vyhovujt Poissonovej rovnici resp. Lapla-
ceovej rovnici na celom R3.

Okrem aplikécii vo fyzike sa v8ak rieSenia eliptickych PDR prirodzene
vyskytujt aj v ¢istej matematike. Ako priklad moze slazit' tedria potencialu
alebo tedria holomorfnych funkcii v komplexnej analyze. Predpokladajme,
ze komplexnd funkcia f : 2 C C — Cje holomorfna t. j. existuje jej deriva-

Cla
) — i 1O SC)

E—z §—z

v kazdom bode z € Q2. Funkcia f sa prirodzene dé rozpisat’ na jej redlnu a
imaginarnu Cast’, f(z) = u(z,y)+iv(z, y), kde z = z+iy, pricom u, v : Q —
R st uz redlne funkcie redlnych premennych (z,y) € Q. Z jednoduchého
vypottu derivécie f'(z) pomocou limitovania v dvoch na seba kolmych
smeroch z a y plynt nasledovné dve identity

ou Ov ou ov

T (5.6)
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Q=(—-1,0)u(0,1

Obr. 5.2: Afinna (vl'avo) a po ¢astiach afinna harmonicka funkcia (vpravo).

ktoré st zndme ako Cauchy-Riemannove vzorce’. Ak funkcie u,v st C2
hladké, tak parcidlnym diferencovanim dostdvame, Ze uz; = Vzy = Vyo =
—Uyy. Podobne v, = —wvy, a teda obe funkcie u,v : @ — R vyhovuju
Laplaceovej PDR

9%u @_ 9?v  0%*v

W+8y2_0’ w‘f’@zoa ($,y)€Q. (57)

5.2 Harmonické funkcie

Hoci nasim prvoradym cielom je skiimanie rieSeni Poissonovej PDR so
zadanou pravou stranou f, ukazuje sa, Ze tieto rieSenia méZu byt konstru-
ované pomocou vhodnej kombindcie istych elementdrnych funkcii, ako
tomu bolo napr. pri metéde Greenovej funkcie a ¢i Fourierovej metéde na
rieSenie parabolickej PDR. Pri Poissonovej rovnici tato tlohu zohravaji
tzv. harmonické funkcie, ktoré st rieSeniami Laplaceovej PDR. Presnejsie

Definicia 5.1. Harmonickou funkciou v oblasti @ C R"™ nazveme I'ubovol nii
funkciu u € C?(R) taki, Ze Au = 0 v oblasti Q.

Existuje mnoho prikladov harmonickych funkcii. Najprv si uvedomme,
7e ak Q = (a,b) C R}, tak jedinou harmonickou funkciou je priamka
u(z) = ax + B, kde «, 8 st konstanty (pozri Obr. 5.2). Ak oblast’ Q2 po-
zostava z dvoch disjunktnych intervalov, napr. Q = (—1,0)U (0, 1), tak har-
monickou funkciou na €2 je 'ubovol'na funkcia, ktord je afinna na oboch
podintervaloch (—1,0) a (0, 1) zvlast' (pozri Obr. 5.2).

Ak n > 2, tak opdt’ afinne funkcie typu w(&1, - , &) = &y + -+ +
an&y + B st vzdy rieSeniami rovnice Au = 0 na I'ubovol'nej oblasti 2 C R™.

*Bernhard Riemann (1826-1866) nem. matematik. Fundamentdlnymi vysledkami obo-
hatil teériu funkcii komplexnej premennej, teériu Cisel a geometriu. Znamy je model Rie-
mannovej neeuklidovskej geometrie ako aj najslavnejs$i doteraz otvoreny problém - tzv.
Riemannova hypotéza, ktord tvrdi, Ze vietky korene Riemannovej zeta funkcie leZia na
kritickej priamke komplexnych &isel s redlnou ¢ast'ou 1/2.
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Naproti tomu geometria oblasti 2 = R" — {0} ndm uZ nedovoli konstru-
ovat’ harmonické funkcie tak, ako na Obr. 5.2. M4 v8ak zmysel hl'adat’ Spe-
cidlne harmonické funkcie, napriklad v triede vsetkych radidlne symetric-
kych funkcif na oblasti = R" — {0}.

Oznatme Q° = R™ — {0}. Predpokladajme, Ze funkcia u : Q0 — R je
tzv. radidlne symetricka funkcia, t. j. u = u(&y, - - - , &) zavisi len od vzdia-
lenosti bodu & = (&1, - - - ,&,) od pociatku 0. To znamena, Ze

u(€) = F(r(€)), (&) =l¢l = (T &),
kde F' : (0,00) — R je nejaka hladkd funkcia. Ked'ze 0r/0¢; = &;/r do-
staneme pomocou pravidla o derivovani zloZenej funkcie, ze §%u/0¢? =
F'(r)(1/r—&2/r3)+ F"(r)€2 /r?. Potom s&itanim pre i = 1,-- - ,n a vyuZitim
vztahu r? = 37 | €2 ziskame Au = F”(r) + L F'(r). Riesit' Laplaceovu
rovnicu Au = 0 v triede radidlne symetrickych funkcii vlastne znamena
nédjst’ rieSenie obycajnej diferencidlnej rovnice

n—1

F"(r) + F'(ry=0, r>0.

Zavedenim substittiicie G = F” a pouZitim metédy separdcie premennych
pre ODR sa pol'ahky ukaZe, Ze aZ na multiplikativnu a aditivnu konstantu
je rieSenim funkcia F' : (0, 00) — R definovana ako

2—n >
F(T):{T n>3,

Inr n=2.

Samotné radidlne symetrické rieSenie nakoniec eSte vhodne preskélujeme.
Definujme w,, ako (1/n) krat povrch jednotkovej sféry v R, t.j.

w, = 1 / ds. (5.8)
" JoB(0,1)

Zrejme wy = m,w3 = 47/3, atd’. Poznamenajme, Ze w, je vlastne aj vy-
jadrenim objemu jednotkovej gule v R™. Vyznam tohto $kédlovania je len
technicky. V d’alSom nahliadneme, Ze takto Skalovand funkcia bude vy-
stupovat’ v reprezenticii rieSenia Poissonovej rovnice. Poznamenajme, Ze
pre povrch I'ubovol'nej sféry so stredom x a polomerom ¢ > 0 potom plati

povrch (B(z, o)) = /

o
Definicia 5.2. FunkciuI' : R" — {0} — R, definovanii ako

m@ " n>3,
r(E) = (5.10)
% In([¢£]) n=2,
nazyvame fundamentdlnym normovanym rieSenim Laplaceovej rovnice Au = 0
na oblasti R™ — {0}.

1dS = Qn_l/ 1dS = o" 'nw,. (5.9)
B(CU,Q) BB(O,l)
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Obr. 5.3: Graf fundamentélneho rie$enia v rovine R2.

Na zéver tejto ¢asti skiimajme posunutia fundamentélneho rieSenia I'.
Nech bod z € R" je pevne zvoleny. Posuiime funkciu I' do bodu x. Teda
uvaZujme funkciu

v(€) =T —x), £ eR”—{x}. (5.11)
Potom zrejme plati
Agv(€) =0, £ eR" —{x}, (5.12)
a pre parcidlnu derivéciu

av = 1 17n£i — I . 1 fz — I
%~ ne—mw, G e = e G

pricom uvedené vzt'ahy (5.12) a (5.13) platia pre vSetky & # x.

5.3 Greenov vzorec pre viacrozmernu integraciu per
partes

Pripomenime, Ze pre oblast’ 2 = (a,b) (interval) plati zndmy vzorec pre
integraciu po Castiach (per partes). Pre l'ubovol'né funkcie u,v € C*([a,b])
teda plati fab w(z)v'(x)de = — fab o (z)v(x) dz + u(z)v(z)|%. Uvedomme si
najprv, Ze hrani¢ny ¢len u(x)v(z)|} sa dd chapat’ ako integral |, aq uviidsS
cez hranicu 09 = {a,b} intervalu (a,b), pri¢om 7i(a) = —1,7(b) = 1 je
vektor vonkajsej normaly k hranici intervalu. D4 sa ukéazat' (pozri napr.
[7, 8, 12]) viacrozmernd analdgia vzorca per partes platnd pre oblasti 2 C
R". Nazyva sa Greenov® vzorec

6George Green (1793-1841) brit. matematik. Pracoval v teérii elektromagnetizmu. Na-
siel explicitné vzorce pre rieSenie parcidlnych dif. rovnic (Greenova funkcia). Odvodil tzv.
Greenovu formulu, t. j. metédu per partes pre viacrozmerné integraly.
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Tvrdenie 5.1. (Greenov vzorec). Nech Q2 C R™ je oblast’ s hladkou hranicou 0X2.
Nech u,v : Q — R sii C! hladké funkcie v Q. Potom

ov ou
/Qu(x) oz, (x)dx = — s (x)v(z)dx + /BQ u(z)v(z)n;(z)ds, (5.14)

kde i = (n1,--- ,nm)T je jednotkovy vektor vonkajsej normdly k 92 v bode = €
0.

PouZitim Greenovho vzorca na funkciu v a 9v/9x; dostaneme

9% ou Ov ov
ua—x%dx—— aniaxi”dwr/ag 8:EznldS

a teda

ou v

=1

Nakoniec ak si uvedomime, Ze derivécia funkcie v v smere 7 sa da vyjadrit’
m  Ov _ m  Ou Ov < P

ako 4 dg =2 it1 senia(Vu, Vo) = 3300, g 5%, dostdvame sumovanim od

t=1dom:

1. Greenova formula

/u.Avdz = —/(Vu, Vo) d:c+/ ud—dS (5.15)
Q Q 0N dii

a podobne vzt'ah

/vAudx——/(Vu,Vv)d:c—i—/ v—dS
Q Q oo dn

ktory bol z predoslého ziskany zdmenou mutatis mutandis Gloh funkcif u a
v. Od¢itanim vyssie uvedenych vzt'ahov dostaneme:

2. Greenova formula

/uAv—vAuda::/ u@—v—dS (5.16)
Q oo dn

Poznamenajme, Ze 1. Greenova formula plati, ak funkcia u je C' hladka
v ) a spojitd na Q a funkcia v je C? hladkd v  a jej prvé derivécie st
spojité na Q. Na zaver uved'me este jeden dosledok Greenovho vzorca
(5.14). Nech vektorova funkcia @ : Q@ € R™ — R™ je C! diferencova-
telnd v Q a spojitd v Q. Pripomenime, Ze operator divergencie je defino-
vany ako div @ = )", w;/0z;. PouZijuc vzorec (5.14) pre funkciu u = 1
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hranica 99

3t

Obr. 5.4: Zadand oblast’ so zndzornenym vektorom vonkajej normély v bode na
hranici oblasti.

hranica 09,

Obr. 5.5: Oblast’, ktord vznikla z pdvodnej oblasti vynechanim gule so stredom v
pevne zadanom bode.

(t.j. Ou/O0z; = 0) a v = w;, nasledne s¢itanim rovnosti pre i = 1,--- ,n
dostaneme
/ div @ dz = / Zaw‘ / Zwmz ds = | (m)ds. (517)
6LEZ o0 i—1

Tento vzt'ah sme pouZili pri odvodzovani rovnic zdkona zachovania hmoty
(Kapitola 1.1) a rovnice vedenia tepla (Kapitola 1.2).

5.4 GreenovareprezentaciarieSeni Poissonovej rovnice

V tejto casti je naSim ciel' om odvodit’ formulu, pomocou ktorej by sme do-
kazali reprezentovat’ rieSenie u Poissonovej rovnice Au = f prostrednic-
tvom funkcie pravej strany a oblasti {2 C R", na ktorej je rovnica zadana.
Nech oblast’ Q2 C R" je zadana. Vezmime pevne zvoleny bod = € (2.
Potom pre dostato¢ne malé o > 0 sa gul'a so stredom x a polomerom p
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nachddza v oblasti €. Preto m6Zeme uvaZovat' o oblasti 2, C R", ktora
vznikla z p6vodnej oblasti €2 vynechanim gule B = B(x, p) so stredom
x € lapolomerom 0 < p < 1.

Hranicu 09, novej oblasti 2, = Q — B(x, ¢) tvori jednak hranica p6-
vodnej oblasti 052, ako aj hranica 0B vynechanej gule B = B(z, p). Zd6-
raznime, Ze vektor vonkajSej normdly k ¢asti hranice 012, ktort tvori 0B
smeruje do vnutra gule B (pozri Obr. 5.5).

Dovod zavedenia oblasti (2, je ten, Ze funkcia v(&) definovana prostred-
nictvom posunu fundamentélneho rieSenia do bodu z, t.j. v(§) = T'({ — z)
je dobre definovana v 2, (mdZeme delit’) a naviac A¢v(§) = 0 v oblasti €2,,.
Dolnym indexom £ v Laplaceovom operétore vyjadrujeme skuto¢nost’, Ze
mame na mysli diferencovanie vzhI'adom na premennt ¢ a nie z. PouZijtc
2. Greenovu formulu dostdvame

/ F(f—x)Agu(g)dgz/ v Agudf
Q, Q,

du dv du dv
= Agvd — —u—dS = — —u—d>S. 5.18
/Qg“ ¢v €+/3990dﬁ dii o, di di (5.18)

Analyzujme vzniknuty hrani¢ny integral. Hramca 081, pozostava z dvoch
Casti a preto aj hrani¢ny integral bude sti¢tom hrani¢nych integralov cez

02 a 0B. Teda
/ :/ +/ — I+ J(0).
00, o0 OB(z,0)

Majme na pamiti pozndmku o tom, Ze vektor vonkajsej normély k casti
hranice 0B smeruje do vnitra gule B. Preto druhd ¢ast’ hrani¢ného integ-

ralu je vlastne
du
J(o) = / V— — u — dS
( ) OB (x,0) dn dn

kde 7 je vektor vmitornej normdly ku guli B = B(x, ). Pre bod { € 0B
sa zrejme tento vektor dd vyjadrit ako 7 = (z — §)/|x — &|. Nakreslite si
obrazok! Nage d’alsie snaZenie bude vypo¢itat’ limitu J(p), ked’ o — 0.
Rozpisme integral J(p) na rozdiel J(p) = Ji(0) — J2(0), kde

du dv
Ji(o :/ v—dS Jo(o :/ u—dS.
! ( ) OB(z,0) dn ? ( ) OB(z,0) dn

Pripomenime, Ze
1
v(€) =T —x)=

2—n _
€l = n(2 —n)wy

2—n
PR 0 (5.19)

pre kazdy bod £ € 0B a na zaklade (5.13) s vyuzitim vyjadrenia n; =
(i — €i)/|$ — ¢l ]Plaﬁ

&—xi xi—& 1 -
- _ n 2
Z 96" wn Z |€ —z|? |z —¢] nwn (5:20)
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lebo >0, |& —2i]* = |€ — x| Predpokladdme, Ze funkcia u(€) je C? spojita
v bode z a teda pre malé hodnoty p budt funkéné hodnoty u(€),€ € 0B,
blizko k hodnote u(z). Presnejsie povedané u(§) = u(x) + O(|¢ — z|) =
u(x) + O(p) ked’ ¢ — 0. Podobne pre derivécie tiez plati du(&)/9¢; =
Ju(x)/0&+0(p). To ale znamend, Ze v terminoch Landauovych O-symbolov
moZeme integrély Ji, Jo vyjadrit’ ako

1 n du
J Q:/ vdS—/ > Mg
1( ) OB (z,0) dn 77,(2 - n)wn OB (z,0) dri

- (o) [, o512, (o)

a tiezZ .
Jo(o :/ u—dS——— o' u(€)dsS
2( ) 0B(x,0) dri NWn JoB(x,0) ( )
1
— o () + ) [ 1dS = —u(e) + O(0).
nWn 9B(z,0)

Pri poslednych rovnostiach sme vyuzili vzt'ah (5.9) na vypocet plochy po-
vrchu sféry s polomerom p. Dostdvame, Ze plati

lim J(p) = lim Ji(p) — lim Ja(p) =0 — (—u(z)) = u(x).

0—0t 0—0t 0—0t

Teda hrani¢ny integral |, o9, = Joa+ 15 B ¥ (5.18) konverguje ako

= [ )+ him, aB@,g)(“'):/m“) + lim (4(0) + J2(0)

du dv
= —= —u——=dS
/8 0 Vo T U + u(z) .
To ale znamené, Ze existuje limita pravej strany rovnosti (5.18) a teda musi
existovat’ aj limita 'avej ¢asti rovnosti, ¢o je vlastne lim,_,o+ fﬂg( ) dé =
Jo () dé. Teda plati

du dv
reE—ao)A d¢ = — —u——dS . 5.21
[re-naa@de= [ ofE-ufids tu@. G2
Vrat'me sa teraz k rieSeniu pévodného problému, t. j. k najdeniu re-
prezentacie rieSenia Poissonovej rovnice Au = f, kde f je zadana spojita
funkcia na oblasti 2 C R™. Na zédklade (5.21) m6Zeme sformulovat’ vetu
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Tvrdenie 5.2. (Greenova reprezentdcia rieSenia Poissonovej rovnice) — Nech f :
Q — R je zadand spojitd a ohranicend funkcia. Nech u : Q — R je C? spojité
riesenie Poissonovej rovnice

Au=f

v ohranicenej oblasti Q@ C R", pricom u a vsetky parcidlne derivdcie Ou/0x; st
spojité az do hranice OS). Potom rieSenie w sa dd napisat’ ako suma jedného obje-
mového a dvoch povrchovijch integrdlov

du dr’
uw) = [ T¢-a) fQde~ [ T(e-a) oS+ [ uliic-)ds,
Q o0 n oQ an
(5.22)
kde I je fundamentdlne rieSenie Laplaceovej rovnice definované v (5.10), 7i je vek-
tor vonkajsej normdly k hladkej hranici OS).

Poznamenajme, Ze jednotlivé integraly maju svoje ustdlené nazvy. Pa-
rametricky integral
o z+— [(T(¢—2) f(§)dE sanazyva Newtonov potenciél s hustotou f

o 1z [y,,0(6) (€ —x)dS sanazyva potencial vrstvy s hustotou o

oz [5ou(€) (¢ —x)dS sanazyva potencidl dvojvrstvy s hustotou p.

V naSom pripade p = v a o = du/d.

Poznamka 5.1. Poznamenajme, Ze kaZdy potencidl vrstvy alebo dvojorstvy je
harmonickd funkcia v oblasti Q2. Skutocne, ak oznacime

w(z) = /8 _o©)T(¢ ~a)ds,

tak pre I'ubovol ny vmitorny bod x € Q plati, Ze |{ — x| > € > 0 pre vsetky
body hranice § € 0. Inymi slovami povedané, mozeme delit’ vijrazom |{ — x| a
funkcia & — 1/|€ — x| je ohranicend na 0S). To ale znamend, Ze vysSie uvedeny
parametricky integrdl (parameter je x) moZeme I'ubovol'ne vel akrdt diferencovat’
podl'a parametra . Teda pre A operdtor plati

Ayuw(z) = /@Q () ALT(E — 2)dS = 0

vd'aka vlastnosti (5.12) funkcie I'. Teda potencidl vrstvy je harmonickd funkcia v
Q). Podobne sa ukdZze, Ze aj potencidl dvojorstoy je harmonickd funkcia v Q.

Tto Cast’ ukonéime poznamkou o nekonecénej diferencovatelnosti har-
monickych funkcif. Nech v : 2 — R je harmonickd funkcia, t.j. Au = 0. Na
zéklade vzorca (5.22), v ktorom f = 0 dostdvame pre = € (2

du dl’
u(x):—/aQF(f—x)M(&)ds—k/(mu(f)dﬁ(f—x)ds. (5.23)
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Ked'Ze bod z lezi v oblasti 2 musi mat’ nenulovt vzdialenost’ od hranice
Q. Inak povedané funkcie I'(¢ — z) a W, kde ¢ prebieha 02 st dobre
definované a ohranilené, pretoze mdzeme delit’ vyrazom |{ — z| a teda
st aj I'ubovol'ne vel'akrat spojito diferencovatelné v bode x. MdZeme teda
pouzit’ pravidlo o diferencovani integralu zavisiaceho od parametra (v na-
Som pripade z) a dostaneme, Ze pravé strana rovnosti (5.22) ma 'ubovol'na
parcidlnu derivaciu. Tym padom aj funkcia v musi mat’ vSetky parcidlne
derivécie I'ubovol'ného radu. Ukazali sme teda nasledovny dosledok Gre-

enovej reprezentdcie harmonickej funkcie.

Dosledok 5.1. Nech v : Q@ — R je harmonickd funkcia na ohranicenej ob-
lasti Q). Potom funkcia w md vsetky parcidlne derivdcie 'ubovolného rddu, t. j.
u € C°(Q). Poznamenajme, Ze dolezitym vyuZzitim tohto dosledku je aj tordenie,
Ze redlna ako aj imagindrna cast’ I'ubovol'nej holomorfnej funkcie sii nekonecne
vel'akrdt diferencovatel'né funkcie (pozri (5.7)).

5.5 Princip maxima pre eliptické rovnice

Zacnime opét’ s jednorozmernou motivéciou pre vystihnutie podstaty prin-
cipu maxima pre eliptické PDR. Ak Q = (a,b) C R! je interval, tak kazd4

harmonickd funkcia « na €2 je nevyhnutne afinnou funkciou (pozri. Obr. 5.2).
Zaroven je zrejmé, Ze funkcia © = u(z) nadobtida svoje maximum na hra-

nici 092 = {a, b} oblasti 2. Plati teda,

Sup u(r) = max u(x
xeg ( ) €00 ( )

a analogicky pre minimum

6D = )

Ciel'om bude ukazat/, Ze toto tvrdenie nazyvané princip maxima pre elip-
tické PDR ostdva v platnosti aj v pripade viacrozmernej ohrani¢enej oblasti
QCR™

Skor ako pristipime k odvodeniu principu maxima pre harmonické
funkcie, dokdZeme jedno uzito¢né tvrdenie o tom, Ze hodnotu harmonickej
funkcie v I'ubovol'nom bode z mozno vypocitat’ tak, Ze uréime strednt
hodnotu (t. j. integral) po I'ubovol'nej sfére so stredom préve v bode z. V
pripade n = 1 a Q = (a, b) je toto tvrdenie opat’ zrejmé, pretoze pre kazdu
afinnu funkciu u : (a,b) — R, u(z) = az + B plati u(z) = L (u(z — o) +
u(x + ), kde (z — o,z + 0) C (a,b) je gul'a o polomere p a integrovanie
funkcie u cez hranicu 0B gule B je vlastne horeuvedeny stcet funkénych
hodnoét v bodoch z — pa x + o.
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Doékaz tohto tvrdenia pre l'ubovol'nti harmonickt funkciu v €2 C R” sa
opiera o Greenovu reprezentaciu rieenia (5.22) Poissonovej rovnice. Sku-
tocne, ak Au = 0 v 2 az € (2 je pevne zvoleny bod, tak pre I'ubovolnta
gulu B = B(z, 0) C Q plati

du dv
u(x) = — v_,dS—l—/ u—ds,
() ~/83 dTL OB dn

kde v(§) = I'(§ — x) a 7i je vektor vonkajSej normdly k 0B. Pripomenme
si dva uzito¢né vztahy pre funkciu v(§) odvodené v (5.19) a (5.20), ktoré
platia pre l'ubovolny bod ¢ € 0B(z, 0), t.j. |¢ — x| = p. Na zdklade tychto
vzt'ahov plati

1
n(2 —n)wy,

ov 1
dii. nwp

1—n

o

2—n

o

v(§) =

pri¢om zdodraznime zmenu znamienka v druhej rovnosti oproti (5.20), kde
7 bol opacne orientovany vektor vnttornej normély k 0B. Teda plati

1
u(rfc)z—i1 g“/a @ds+ an/aBudS.

n(2 —n)wy, g di nwn,

Urdit’ hrani¢ny integral [, % dS je vSak jednoduché s prihliadnutim na
1. Greenovu formulu. Ked'Ze predpokladame Au = 0, tak

d
oz/ 1-Aud§:—/(V1,Vu)d§+/ dugg— [ My
B B op dn oB dn

Dokézali sme teda, Ze pre I'ubovolnt harmonickt funkciu v v oblasti 2

plati
u(z) = ! an/ udS. (5.24)
9B(z,0)

NWn,

kde B(z, o) je gula, B(z,p0) C 2 Tento vzorec sa nazyva aj vzorcom o
strednej hodnote harmonickej funkcie.

Teraz mdZeme pristtpit’ k samotnému odvodeniu principu maxima
pre harmonické funkcie. UkdZeme, Ze pre kazdu harmonickd funkciu u
v ohranienej oblasti ), u je spojitd na Q, plati sup,cq u(z) = sup,cgq u(z).
Najprv si uvedomme, Ze sup,cyn u(z) = max,cpq u(z) pretoZe oblast’ €2 je
ohranicend a teda 0f2 je kompaktna mnoZina.

Predpokladajme, Ze funkcia © nadobtida maximum v nejakom vnutor-
nom bode z¢ € €, t.j. u(z) < u(xo) pre vsetky z € Q. Nech B = B(xg, 0) C
(2je gul'a. Ak by pre niektoré ¢ € 0B platila ostrd nerovnost’ u(§) < u(xo),
tak s vyuZzitim spojitosti funkcie v a vzt'ahu (5.24) dostaneme,

1
u(xg) = Ql_”/ udS <
oB

NWy,

1 gl_"u(:po)/ 1dS = u(xo)
OB

Wy,
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Obr. 5.6: Znazornenie postupu pri dokaze konstantnosti riesenia.

na zaklade definicie konstanty w,. To vSak nie je mozné a teda pre kazdy
bod ¢ € Q, |{—x0| = o musi platit’ u(£) = u(z). Ked'Ze polomer p méZeme
postupne zniZovat’ az do 0, znamena to potom, Ze funkcia u je konstantna
na celej guli B(xp, 0). Inak povedané, funkcia u nadobtida svoju maxi-
malnu hodnotu v I'ubovolnom inom bode z; € B(xzy, 0). Predoslé tvahy
moZeme zopakovat’ pre bod z; a dokdZeme, Ze funkcia je konstantnd na
vacsej mnoZzine akou bola gul'a B(z, ¢) (pozri Obr. 5.6).

V kone¢nom désledku tymto postupom vycerpdme celt ohrani¢ent
oblast’ €) (rozmyslite si preco!) a zistime, Ze ak funkcia nadobtida maxi-
mum v nejakom vnitornom bode, tak funkcia musi byt’ konstantnd na €.
V pripade konstantnej funkcie u je v8ak princip maxima ocividny. Ostdva
potom uZ len pripad, Ze funkcia nadobtida maximum v nejakom bode hra-
nice 0.

Tvrdenie 5.3. Nech u : Q@ — R je harmonickd funkcia na ohranicenej oblasti (2,
u je spojitd na Q. Potom plati
p— 1 f = 1 .
Sep () = ), a0 = i)

Dosledkom principu maxima je tvrdenie o porovnavani rieSeni Poisso-
novej rovnice

Dosledok 5.2. Nech f : Q@ — R je zadand funkcia a 2 C R™ ohranicend oblast’.
Nech uy,ug : @ — R sii dve rieSenia Poissonovej rovnice Au = f, ktoré sii spojité
na Q. Potom, ak

ui(z) <wug(x) prekazdéx € 00 tak wy(x) < wug(x) prekazdéx € Q.
Dokaz. Ak oznacime v = u; — us, tak podl'a predpokladu tvrdenia na

hranici 02 plati u(z) < 0. Vyuzijac princip maxima dostavame sup,cq u(x) =
maxgeon u(z) < 0. Teda ui(x) < ug(x) pre kazdé z € Q. &
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5.6 Metddy rieSenia eliptickych rovnic

V tejto Casti uvedieme niektoré z metdd na praktické rieSenie eliptickych
rovnic. Stastredime sa na rieSenie Poissonovej rovnice so zadanou okrajo-
vou podmienkou Dirichletovho typu. Metéda hl'adania rieSenia je zalo-
Zena na rozvoji nezndmej funkcie do Fourierovho radu a nésledného po-
rovnania koeficientov s rozvojom pravej strany rovnice. Podrobnejsie si to
objasnime na nasledovnom priklade.

Priklad 5.6.1. Hl'adajme rieSenie Poissonovej rovnice Au = 1 na $tvorcovej

oblasti Q = (0,1) x (0,1) spliajice nulovt Dirichletovu okrajovt pod-
mienku na 09, t.j.

Au =1 v,

{ v =0 nadf.

Idea rieSenia pomocou Fourierovej metddy spociva v rozvoji hl'adanej fun-
kcie u = u(x1, z2) do Fourierovho radu podl'a tplného ortogonalneho sys-
tému funkcii ¢ : Q — R, pri¢om vietky funkcie ¢j, spltiaji nulovi okra-
jovi podmienku na hranici 99Q2. Takym systémom je napriklad systém

(5.25)

Gmn = sin(mnx) sin(nrz), (5.26)

kde indexy m,n € N. PouZivame dvojité indexy na rozdiel od jednodu-
chého indexovania. Teda funkciu h'addme v tvare

o0

u($1,$2) = Z amn¢mn($lax2)a (5.27)

m,n=1

kde oy, st zatial nezndme konstanty. Derivovanim sa presved¢ime, Ze

Adpn = —2(m% + 1) dn (5.28)
a teda funkciu Awu rozvinieme do radu
Au=—7" 3" amn(m® +n*)dmn , (5.29)
m,n=1

pricom poznamenavame, Ze uvedend rovnost’ plati za predpokladu, Ze vy-
raz na pravej strane je rovhomerne konvergentny rad spojitych funkcii.
Ostdva ndm rozvinat’ funkciu pravej strany f = 1 do toho istého Fourie-

rovho radu, t. .
o0

m,n=1
Zrejme uplatnenim Fubiniho vety o vzt'ahu dvojnych a dvojnasobnych in-
tegralov dostdvame

1 1
/ Grmn®pg dr1das :/ sin(mmxy) sin(pray) d:z:l/ sin(nmxg) sin(qmxs) dzy
Q 0 0
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Obr. 5.7: Graf rieSenia Poissonovej rovnice (5.25).

1 1 L' akm=nan=q
— _ _ — 4 )
= 3 0mpyOng = {0 inak . (5:30)
Teda
> 1
/Qf(lqudx = m;:I fmn /Q Qbmnflqudﬂj = prq- (5-31)

Na druhej strane, integrovanim sa presvedc¢ime, Ze

1,1
1
/ fopg = // sin(prxy) sin(gras) drides = 5 (1= (=1)P)(1—(=1)9).
Q 040 pgm
To znamena, Ze f, = #(1 — (=1)™)(1 — (=1)™) a preto porovnanim

fmn s koeficientom pri ¢y, v (5.29) dostdvame hl'adané rieSenie u v tvare
radu

4 ¢ A== - (=) :
u(zy,x2) = —— sin(mmxy) sin(nmxs) =
1,42 7T4 m’;:I mn(m2 +n2) 1 2
16 [/ sin(mzy) sin(mx
_7T4< ( 1)2 (ma2)
sin(3wxy) sin(rzy)  sin(wz) sin(37xe) Ny )
3-10 3-10

Priklad 5.6.2. Hl'adajme rieSenie Laplaceovej rovnice Au = 0 na Stvorcovej
oblasti 2 = (0,1) x (0,1) spliajtce Dirichletovu okrajovii podmienku na
o0, t.j.

{Au =0 v, (5.32)

u =1 nadf,

kde ©2 = (0,1) x (0, 1) je stvorcova oblast’ a 1) : 92 — R je zadand okrajova
podmienka na hranici €2 $tvorca (pozri Obr. 5.8)

77/)(1'17 0) = Sin(ﬂ—xl)7 77/1(9517 1) = Sin(2’ﬂ'$1), w(O,ﬂﬁz) = 07 ¢(1;$2) =0.
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Obr. 5.8: Zadana okrajova podmienka Dirichletovho typu.

Idea rieSenia tlohy s nehomogénnou okrajovou podmienkou 7 # 0 je
nasledovna:

& 1. krok - Posunutie rieSenia. Spo¢iva v ndjdeni takej funkcie w : Q — R, Ze
novozavedend funkcia v = u — w splita nulovt okrajovti podmienku, t. j.
v = 0na 0 prave vtedy, ked’ funkcia v = 1) na 9Q. Lahko sa presved¢ime,
Ze ak polozime

w(zy,x2) = (1 — x2) sin(mz1) + z2sin(27xy) ,

tak v = u — w splia v = 0 na 99, pokial u = 1) na IQ. Inak povedané, nasli
sme funkciu (jednu z mnohych takych funkcii!) w : 2 — R takd, Ze w = 9
na 0.

& 2. krok - Posun v pravej strane rovnice. Teraz ndjdeme PDR, ktord musi
spliiat’ novozavedend funkcia v = u—w. Zrejme Av = Au—Aw = 0—-Aw =
72(1 — x9) sin(rx1) + 4r2x9 sin(2mwy) =: f(z1,72). Teda

Av=f v, a v=0naodf. (5.33)

Dalej postupujeme ako v predoglom priklade. Ak funkcia f sa d4 rozvinat
do Fourierovho radu f = Z;’no’n:l fran®mn podla funkcii ¢y, , tak podl'a
(5.31) dostavame:

1,1
fn = 4/9 fémndaidzy = 4n? /0/0 ((1 — zo) sin(mzy) + 4xg sin(27wz1)) X

x sin(mmzy) sin(nrze) dridry

1 1. (=1 1 akm=1aneN
= 47281 — — 1672 =4 _Jn N ;
Tom Tt {—4(_7? akm=2aneN.

Hl'adajme teda rieSenie v Poissonovej rovnice (5.33) v tvare Fourierovho
raduv = Y " | Qmn@mn. Porovnanim koeficientov v rozvoji funkcie Av
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Obr. 5.9: Graf rieSenia Poissonovej rovnice (5.32) s nulovou pravou stranou a ne-
nulovou Dirichletovou okrajovou podmienkou.

a f dostaneme —7%(m? + n?)amn = fnn a teda

9 —m akm=1laneN,
Omn = — —1)"

4m ak m = 2 an e N .
Potom

2 o

v(x1,x0) = - sin(mwzy) ; nd D) sin(nmxsy)
8 = (="
—1—; sin(2mxy) ; n(€4+)n2) sin(nmzs) .
Na zaver uréime v ako u = v + w. Teda
2 — 1
u(xl, IEQ) = Sin(ﬂ'(ﬂl) (1 — T2 — ; 7; m SiIl(?”L?T&CQ))

. 8~ (=D .
+sin(27z) (:132 + - nZ::l w4t nd) sm(mmcg)) .

5.7 Priklady

Priklad 1. Najdite rieSenie Poissonovej rovnice

Au =zx129 VS
v =0 nadf2

na §tvorcovej oblasti Q = (0, 1) x (0, 1), spliiajice nulovt Dirichletovu okra-
jovi podmienku na 0S2.
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Priklad 2. Rieste Poissonovu rovnicu

Au =1 v,
u =1 naodf,

na Stvorcovej oblasti Q = (0,1) x (0, 1) spliiajtice okrajovti podmienku u =
¢ na 02, kde w(xla 0) = ¢(0a 1'2) =0, w(fﬁl, 1) =1, w(la 1'2) =2.

Priklad 3. Rieste Poissonovu rovnicu

Au =z + 229 VI,
u =0 na 0,

na obdiznikovej oblasti Q = (0,1) x (0,2), spltiajice nulovt Dirichletovu
okrajovi podmienku na 0€2. Tt istt rovnicu Studujte na vSeobecnej obdlz-
nikovej oblasti 2 = (0,a) x (0,b).

Priklad 4. Nech Q = (0,1) x (0,1) je $tvorcova oblast'. Pre ktoré redlne A
ma eliptickd PDR s Dirichletovou okrajovou podmienkou

Au =X u v,
v =0 naodf,

netrivialne rieSenie u # 0?

Priklad 5. Predpokladajme, Ze funkcia u = u(x,y) vyhovuje rovnici Au = 1
v oblasti  a u(z,y) = 0 na hranici 99, kde 2 je nejaka oblast’ v rovine R?.
Ukazte, Ze u(z,y) < # pre kazdé (z,y) € Q.

Priklad 6. Nech Q2 C R" je oblast’ s hladkou hranicou. Pomocou Greenovho
vzorca a Cauchy-Schwartzovej nerovnosti ukazZte, Ze pre kazda funkciu

u € C?(Q) a takt, Ze u = 0 na hranici 99 plati interpolaénd nerovnost
Gagliardo-Nirenbergerovho typu:

/|Vu|2dx < \// |u|2dx/ |Au|?dz.
Q Q Q

Priklad 7. Nech Q2 C R" je oblast’ s hladkou hranicou pricom 0 € €. Nech
funkcia u € C%(Q) rie§i Poissonovu rovnicu

Au =1 v,
u =0 naodfl.

Ukézte, Ze plati odhad

/ Vul’dz < 2 |0|diam(Q)?,
Q n
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kde |€2| je Lebesgueova miera oblasti (2 (jej objem) a diam({2) je priemer
mnoziny Q v Euklidovskej metrike.

Navod: Bez ujmy na vSeobecnosti uvaZujte, Ze pociatok suradnicovej
ststavy lezi vo vnutri oblasti €. Ndjdite funkciu w takd, Ze Aw = 1, pou-
zite princip maxima na rozdiel © — w a aplikujte nerovnost’ z predoslého
prikladu na funkciu w.

Priklad 8. Predpokladajme, Ze funkcia u = u(x,y) vyhovuje rovnici
Au = 22 + 3 v Q={(z,y), 2* +y* < 1},
u(z,y) =0 na hranici 0€2 .

Ukézte, ze u(z,y) < % pre kazdé (z,y)" € Q.

Priklad 9. Pre ktoré hodnoty parametra A € R ma rovnica Au = Au netri-
vialne rieSenie u = u(x,y) : (0,1)x(0,1) — R, (t.j. nerovnajtice sa identicky
nule)) a také, Ze u = 0 na hranici $tvorca (0,1) x (0,1).

Priklad 10. Néjdite hodnotu u(0,0) funkcie u = u(z,y), ktord vyhovuje
rovnici Au = 0v B, u(z,y) = x + y na hranici B, kde B C R?je kruh so
stredom (0, 0)” a polomerom 1.

Priklad 11. Najdite radidlne symetrické rieSenie u = u(z1,- - - , x,) tlohy
Au=a?+a3+ - +a2 vQ=DB(0,1),

=0 nadQ,

kde B(0,1) je gul'a v R" so stredom 0 a polomerom 1.



Kapitola

Hyperbolické rovnice

Hyperbolické parcidlne diferencidlne rovnice predstavuju tretiu triedu rov-
nic druhého radu, ktorymi sa v tejto uc¢ebnici budeme zaoberat'. Vlastnosti
ich rieSeni st kvalitativne odlisné od rieSeni parabolickych alebo eliptic-
kych rovnic. Ich zdkladnym fyzikdlnym modelom sa vlnové rovnice, t. j.
rovnice opisujtice aso-priestorové Sirenie vin alebo kmitov. Povaha $ire-
nia vin okrem iného znemoziiuje efekt zhladzovanie riesenia. Problema-
tiku rieSenia hyperbolickych rovnic a ich kvalitativnych vlastnosti podrob-
nejsie rozoberieme v nasledovnych castiach.

6.1 Hyperbolické rovnice na neohrani¢enom intervale

V tejto kapitole budeme Studovat’ rieSenia hyperbolickej vlnovej rovnice
prie¢neho kmitania struny (Kirchhoffova rovnica), ktord ma tvar

O*u 0%

o2~ oa?
Téato rovnica musi byt doplnena zodpovedajicimi pociatocnymi podmien-
kami pre polohu (vychylku) a pre pociato¢nti rychlost’ pohybu. Matema-
ticky sa daju tieto pociatocné podmienky vyjadrit’ v tvare:

ou

u(z,0) = ¢(x), a(m, 0) =¢(z),prekazdé x € R, (6.2)

kde funkcie ¢ a 1) reprezentuja pociato¢na polohu a pociato¢nt rychlost’.

Myslienka rieSenia problému (6.1) je zaloZend na transformaécii premen-
nych z,t. Idea transformécie sa d4 ndzorne vysvetlit' na zaklade analégie
s geometrickymi vlastnost’ami objektov v rovine a ich transforméciach pri
otac¢ani. Mnozina

=0, z€R,t>0. (6.1)

{(z,t) € R?, 2° — a®* = 1}
104
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predstavuje dve ramend hyperboly. Bez ujmy na vSeobecnosti uvaZzujme
a = 1. Vyssie uvedena dvojramenna hyperbola sa oto¢enim o uhol /4
transformuje opdt’ na dvojramennt hyperbolu vyjadrent nasledovne:

{(&m) eR? en=1}.

Otocenie o uhol 7/4 v rovine sa da jednoducho vyjadrit' pomocou trans-
formécie premennych

E=xz—at, n=x+at.

Na zédklade tejto geometrickej myslienky rieSenie u(x,t) vinovej rovnice
(6.1) potom transformujme pomocou funkcie U = U (¢, n) vyjadrenej v no-
vych transformovanych premennych &, 7, t. j.

U,n) = u(z,t), t.j. w(z,t) =U(z — at,z + at).

Pomocou vzorcov o derivovani zloZenej funkcie moéZeme vyjadrit’ par-
cidlne derivécie funkcie u nasledovne:

0%u 0*U 82U 82
@( ) 852 (5’ ) 8577 (5777) (5’ ) )

0*u 5 02U
W(%t) a T{Q(& n) — f
Od¢itanim a”—ndasobku prvej rovnice od druhej potom dostavame, Ze fun-
kcia u(z,t) je rieSenim (6.1) prave vtedy, ked’ funkcia U(§,7) je rieSenim
rovnice

82U
o e + anz &)

2

82
dEIm

pre kazdé {,n € R. To ale znamend, Ze %—g je konstantnd vzhl'adom na
premennt £ a teda

(& n) =

gﬁ(f,n) =g(n),

kde g je nejaka funkcia. Preto sa funkcia U da vyjadrit' nasledovnym vzt'a-
hom:

Ug,n) = FE)+GMm),

pre kazdé &, n € R, kde G'(n) = g(n). Tym padom prichddzame k zaveru,
Ze rieSenie hyperbolickej rovnice (6.1) sa da vyjadrit’ v tvare

u(z,t) = F(x — at) + G(x + at) ,

pre kazdé x € Rat € R, kde F,G : R — R st redlne funkcie redlnej
premennej. Poznamenajme, Ze vyssie uvedeny vzt'ah nam hovori o tom,
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Ze rieSenim u(x, t) hyperbolickej vlnovej rovnice je vlastne linedrna super-
pozicia dvoch rieSeni F'(x — at) a G(x + at), ktoré reprezentuju dve viny
Siriace sa dolava a doprava s rychlostami +a. Ostdva ur¢it’ tieto funkcie
tak, aby boli splnené aj pociato¢né podmienky pre polohu a rychlost/, t. j.

ou

U(I,O) = (ZS(‘T)v E('%O) = T/J(I) :

Z podmienky u(z,0) = ¢(z) vyplyva, Ze pre funkcie F' a G musi platit’
F(z) + G(z) = ¢()

pre kazdé z € R a preto G(x) = ¢(z) — F(z). Z podmienky %(w, 0) =¢(z)
zase vyplyva, Ze
—aF'(x) + aG'(x) = ()

pre kazdé z € R. F(z) = ¢(x) — G(z). Preto G'(z) = 5 (¢(z) + a¢/(z)). To
znamena, ze

1 1 [*
Gla) = 50(a) + 5 | w©d+C.
kde C € R je konstanta. Potom

Fla) = 30(0) — 5. [ w©d-c,

a tak sa dostdvame k explicitnému vzorcu rieSenia:

u(x,t) = +

5 o b(€)de, zeRt>0. (6.3)

d(x+at) + ¢(z —at) 1 /”at

—at

Vzorec (6.3) sa nazyva d’Alembertov vzorec !

vej rovnice (6.1)

rieSenia hyperbolickej vino-

6.1.1 Priklady rieSenia vlnovej rovnice na neohrani¢enom inter-
vale

Ciel'om tejto Casti je ukdzat’ priklady praktického pouzitia d’Alembertovho
vzorca pri stanoveni rieSenia vlnovej rovnice.
Na Obr. 6.1 (vI'avo) vidime ¢aso-priestorové zobrazenie rieSenia u(x, t)
vlnovej rovnice
0*u  0%u
R
Yean Baptiste d’Alembert Le Rond (1717-1783) fr. matematik, fyzik a filozof. Zaoberal

sa matematickou analyzou a diferencidlnym poétom. Zaoberal sa tiezZ pohybom nebeskych
telies. Spolo¢ne s Diderotom vydaval Encyklopédiu.

=0, zeR,t>0,
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Obr. 6.1: Rie$enie vinovej rovnice pre ¢(z) = e~ (vlavo) a ¢(z) = e
2e~(2=0)” (vpravo). V oboch prikladoch je po¢iato¢na rychlost’ ¢(z) = 0.

s pociatoénymi podmienkami pre polohu ¢(z) = e~ anulovi rychlost’
Y(z) = 0. Z obrdzka je zrejmé, Ze rieSenim su dve navzdjom vzd'al'u-
juce sa viny putujtce s rychlostami ¢ = +1. Na Obr. 6.1 (vpravo) mo-
Zeme pozorovat’ jav interferencie vin. Potiatoénd podmienka bola stano-
vena ¢(z) = ¢~ @6)” 4 26 3 y(z) = 0. Putujtica vlna Startujiica s

pociatocnej viny v strede z = —6 a pohybujtica sa s rychlostou a = 1
doprava, sa zhruba v ¢ase ¢t ~ 6 stretdva s vlnou, ktora bola na zaciatku su-
stredend vz = 6, arychlost'ou a = —1 putujicou dol'ava. V bode stretu vin

dochadza k ich interferencii. Po tomto ¢ase vlny postupujii nezmenené vo
svojich smeroch s danymi rychlostami a = +1. Poznamenajme, Ze jav in-
terferencie vin, pri ktorom sa vlny navzajom neovplyvnia a len sa skladaju
je vyluc¢ne vlastnost'ou rieSeni linedrnych rovnic. Z tedrie nelinedrnych vl-
novych rovnic je zndme, Ze v pripade vlnovych rieSeni nelinedrnej vinovej
rovnice mozu vlny navzdjom interagovat’ a ovplyviiovat sa.

Na Obr. 6.2 (vI'avo) je zndzorneny caso-priestorovy priebeh rieSenia vl-
novej rovnice s pociato¢nou podmienkou pre polohu ¢(x) = e~ (@+6)* |
2¢~(=6)” Na rozdiel od Obr. 6.1 (vpravo) je teraz pociato¢nd rychlost’ ne-
nulové, konkrétne ¢ (z) = e~*". V pravej Casti obrazku je zndzorneny 2D
graf hustoty funkcie u(z, t). Zretelne je viditeI'nd interferencia vin postu-
pujtcich dolava a doprava.

Poslednd ukédZka na Obr. 6.3 dokumentuje nezhladzovanie rieSenia vl-
novej rovnice. Funkcia u(x,0) = ¢(z) bola na pociatku iba spojitou fun-
kciou, ktord nebola diferencovatel'nda v bodoch x = —1, 0, 1. T4to vlastnost’
sa prenasa (propaguje) s postupujicim ¢asom a rieSenie je len spojitym a
nie hladkym pre kazdé ¢t > 0.
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Obr. 6.2: RieSenie vinovej rovnice pre ¢(z) = e~ (40" 42~ (@=6)% 3 4(z) = —¢=

(vI'avo hore). Hustotovy graf rieSenia (vpravo hore). Graf pociato¢nej podmienky
u(z, 0) (vI'avo dole) a rieSenie u(x,t) v ¢ase t = 10 (vpravo dole).

6.2 Kvalitativne vlastnosti rieSeni hyperbolickej
rovnice

Hyperbolické rovnice podobne ako parabolické rovnice reprezentujd ma-
tematické rovnice pre ¢aso-priestorovo zdvislé veli¢iny, akymi moézu byt
na jednej strane napr. rozloZenie teploty, resp. cena finan¢ného derivatu
(parabolické rovnice) a na druhej strane vychylka kmitajticej struny alebo
membrany (hyperbolické rovnice).

Na rozdiel od rieSeni parabolickych rovnic je u rieSeni hyperbolickej v1-
novej rovnice jasne badatel'ny rozdiel v nasledovnych dvoch vlastnostiach:

1) RieSenia u(z,t) a u(z,t) nemusia byt navzdjom usporiadané v pri-
pade, Ze ich pociato¢né podmienky boli usporiadané. To znamend, Ze
vo vSeobecnosti z usporiadania pociatoénych podmienok #(x,0) <
u(z,0) pre kazdé x € R nemusi vyplyvat aj usporiadanie rieSeni
u(z,t) <wu(z,t) pre kazdé x € R;

2) RieSenie u(z,t) sa nezhladzuje v x—premennej pre ¢ > 0.

Prva vlastnost’ je dosledkom d’Alembertovho vzorca (6.3). Na priklade
z Obr. 6.2 ukdZeme neplatnost’ porovnavania rieSeni hyperbolickej rovnice.



6.3. ROVNICE NA OHRANICENOM INTERVALE 109

y
!
SO
) s& 0

N
‘s é‘\"‘&h
Y

Obr. 6.3: Riesenie vlnovej rovnice pre pociatotnti polohu ¢, ktord je po Castiach
linedrnou funkciou a ¢(z) = 0.

VIlavo dole je zndzornena pociato¢nd podmienka u(x,0) a vpravo dole je
znazorneny priebeh riesenia u(z,t) v ¢ase t = 10. Po¢iato¢na rychlost’ bola
zvolena ako %(m, 0) = 1h(z) = —e". Je evidentné, Ze rieSenie v Case t =
10 moze nadobudat” ako kladné tak aj zaporné hodnoty. Na druhej strane,
ak vezmeme trividlne rieSenie @(z,t) = 0 splfiajtce trividlne potiato¢né
podmienky u(x,0) =0a %(m, 0) = 0, tak zrejme plati u(x,0) < u(z,0) pre
kazdé x € R, ale u(z,t) & u(x,t).

Druha vlastnost’ je bezprostredne zrejma z d’ Alembertovho vzorca (6.3).
Ak pociatoc¢na funkcia ¢ nie je sama o sebe hladkou funkciou, tak body ne-
hladkosti funkcie ¢ sa propagujt d’alej v rieSeni u(z, t) srychlostoua = +1
dol'ava a doprava. Na Obr. 6.3 je zndzornené takéto propagovanie nedife-
rencovatel'nosti po¢iato¢nej funkcie v bodoch —1, 0,1 v priestore a Case.

Pripomerime, Ze prave vlastnosti 1) a 2) boli typickymi vlastnost'ami
rieSeni parabolickych rovnic.

6.3 Hyperbolické rovnice na ohranicenom intervale

V tejto casti sa budeme zaoberat’ metédou hl'adania rieSenia hyperbolickej
rovnice, ktord je definovand na ohranicenej priestorovej oblasti z € (c, d),
kde (¢,d) C Rje zadany interval. Bez ujmy na vSeobecnosti sa podobne ako
v Kapitole 4.2 obmedzime iba na jednotkovy interval z € (0,1). Budeme
Studovat’ rieSenia nasledovnej nehomogénnej hyperbolickej rovnice:

t)z: 0 pre vsetky t > 0,
u(z,0) = ¢(x) pre véetky z € (0,1),
9u (g 0) = () pre vietky z € (0,1),

(6.4)
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spliiajtce zadané pociatocné podmienky a Dirichletove okrajové podmien-
ky. Myslienka rieSenia je opdt’ zaloZena na hl'adani rieSenia v tvare trigo-
nometrického Fourierovho radu

u(z,t) =Y on(t)n(x) (6.5)
k=1

s Casovo zavislymi koeficientami ay (), kde

r(x) = sin(\/ﬁx) a N\, = k212,

Predpokladajme, Ze pozname rozklad zadanej funkcie f(z,t) do trigono-
metrického Fourierovho radu

Fla,t) = fult)gr()
k=1

pricom predpokladdme, Ze tento Fourierov rad konverguje bodovo v in-
tervale (0, 1). Analogicky ako v Kapitole 4.2.2 sa koeficienty dajt vyjadrit
vzt'ahom:

1
fre(t) = 2/0 f(z,t)sin(kmrx) dz .

To je splnené napriklad ak f(z,t) je po Castiach spojitd funkcia v premennej
z € [0, 1]. Ak teraz dosadime funkciu u(z, t) vyjadrenti pomocou radu (6.5)

. 2 2 P 2
do rovnice % — aQ% = f dostaneme nasledovnu schému:

O (1) —a?P () = fla,t)
U U U
S (@(®)er(z) +atar(t)(—ef(@)) = 352 fu(t)dr(@)
4 4 4

Yo (r(t)dr(x) +a*Apar(t)r(x) = Y52 f(t)gu(z).

Podobne ako v pripade pouZitia Fourierovej metédy pre hl'adanie rieSe-
nia parabolickej rovnice (pozri Kapitolu 4.2) méZeme usudit’, Ze jednotlivé
koeficienty na I'avej a pravej strane pri kazdej bazovej funkcii ¢, (x) musia
byt rovnaké, t.].

an(t) + a*Mpag(t) = fu(t) prekazdék € N. (6.6)
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Pociato¢né hodnoty «j(0) st uréené na zdklade zadanej pociato¢nej pod-
mienky u(zx,0) = ¢(x),

r) =Y ap(0)r(x). 6.7)
k=1

1
0) = 2/0 ¢(z) sin(krx) dz

Na vyrieSenie obycajnej diferencidlnej rovnice druhého radu (6.6) potrebu-
jeme poznat’ nielen hodnotu ay(0), ale aj hodnotu ¢asovej derivécie cy(0).
Tt urc¢ime na zdklade druhej pociatoénej podmienky na u, t. j. pociatocnej
rychlosti 5 94 (z,0) = 1)(z). Z Fourierovho trigonometrického rozvoja (6.5)
funkcie u(w t) dostdvame formalnym diferencovanim podl'a premennej ¢,
Ze plati

a teda

—u x,t) Zak )bk (x (6.8)

a teda pre pociato¢né hodnoty ¢y (0) dostdvame
=3 an(0)6r(a). (6.9)

=1
a teda

1

0) = 2/ (x)sin(krx) dex .
0

Spocitatel'ny systém rovnic (6.6) pre n =€ N, spolu s pociatoénymi pod-
mienkami oy (0), &, (0) mdZeme vyriesit' elementdrnymi metédami riese-
nia obycajnych linedrnych diferencidlnych rovnic druhého rddu so zada-

nymi poc¢iatoénymi podmienkami.

Uvedieme konkrétny priklad vypoctu rieSenia nehomogénnej rovnice.

Priklad 6.2.1
%_aﬂ =1 pre vsetky z € (0,1), t >0,
u(z,0) = sin(mz) pre vietky = € [0, 1], (6.10)
9u(z.0)=0 re vietky x € [0, 1] ’
ot ? p Y € 9 )

u(0,t) =u(l,t) =0 prevsetky ¢ >0.

Postupne dostdvame: u(z,0) = ¢(z) = sin(rz) = > ;2 ox(0)¢r(z), kde
a1(0) = 1 a ax(0) = 0 pre £ > 2. Rozvojom pociato¢nej funkcie ¢(x) = 0
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Obr. 6.4: RieSenie vInovej rovnice pre pociatoénu polohu ¢(z) = sin(rz) a rych-
lost’ ¢ = 0 (vI'avo). Hustotovy graf rieSenia je vpravo.

trividlne dostdvame, Ze plati ¢ (0) = 0 pre k > 1. Prava strana f(z,t) = 1
sa dd rozvinut’ do radu

J=1=) 20— (Do)

k=1

ateda fi(t) = 2 (1 — (—1)*). Madme teda riesit ODR:

g (t) + Apag(t) = fu(t).

V tomto priklade zrejme koeficient f(t) = f nezdvisi na ¢ase t. Metédou
rieSenia ODR pomocou metdédy neurcitych koeficientov dostaneme, Ze rie-
Senie oy (t) je uréené vztahom

t) = Ag cos(v/Mit) + Bisin(v/Aet) + i

Koeficienty Ay, By, uréime pomocou pociatocnych podmienok. Vzhl'adom
na tvar a(0), &, (0) a fx(t) = fr napokon dostdvame

Ak:ak(o)_%7 B, =0.

Pripometime, Ze Ay = k?72. Rie$enie sa preto da vyjadrit' vzorcom

o

u(z,t) = (Ak cos(kmt) +

1L > sin(kmz) . (6.11)
k=1 A

k

Obr. 6.4 graficky zndzornenuje priebeh rieSenia u(z, t) z predoslého pri-
kladu.
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Obr. 6.5: RieSenie vInovej rovnice pre potiatotnu polohu ¢(z) = sin(mz) —
4sin(3wzx) a rychlost’ ¢ = 0 (vI'avo). Hustotovy graf rieSenia je vpravo.

Priklad 6.2.2 UvaZujme podobny priklad rieSenia hyperbolickej rovnice.
Na rozdiel od predoslého prikladu budeme uvaZovat' pociato¢nt pod-
mienku u(z,0) = ¢(z) = sin(rz) — 4sin(3wz). Ostatné parametre tlohy
st zhodné ako v Priklade 6.2.1.

‘?;t 8$ =1 pre vietky x € (0,1), t >0,
u(z,0) = sin(nz) — 4sin(3mx) pre vsetky z € [0, 1],

gu (a:, 0)=0 pre vietky x € [0,1],

u(0,t) =u(1,t) =0 pre vetky ¢ > 0.

(6.12)
RieSenie tlohy je dané rovnakym vzorcom ako (6.11) s tou vynimkou, Ze
a1(0) = 1,a3(0) = —4 a ax(0) = 0 pre ostatné k£ € N. RieSenie u(z,1) je
zobrazené na Obr. 6.5.
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6.4 Priklady

Priklad 1. Néjdite rieSenie z = z(z, t) hyperbolickej rovnice

2 2
O weRi>0
z(z,0) =0, Zj (x,0) = 2,

a vypocitajte limitu limy_, o z(x, t) pre kazdé z € R.

Priklad 2. Nech z = z(z,t) je rieSenie rovnice

0%z 0%z
ﬁ = @, T € R,t > 0,
0z 1
Z(CL‘,O)—O, a(l?,o)—ﬁ
. 2
Ukazte, Ze funkcional energie E(t) = 3 [~ ( ) + (%(m,t)) dx

nezavisi na ¢ > 0 a néjdite jeho c1se1nu hodnotu.
Navod: derivujte funkciondl energie podl'a ¢asu a vyuZite fakt, Ze fun-
kcia u vyhovuje horeuvedenej hyperbolickej rovnici.

Przklad 3 Nech @, ¥ sti zadané funkcie na R také, Ze [, (®'(z))?dz < co a
Jr(¥(z))?dz < co. Nech u = u(z, t) je rieSenie rovnice

Pu  O%u

ge_du R

9 922 reR,t>0,

ou
u(z,0) = &(z), T —(x,0) = ¥(z).

Ukézte, Ze funkcional energie E(t) = 5 [*0_ (% ) + (%Y (z, t))2 dz ne-

zéavisi na t > 0 a ngjdite jeho hodnotu Vy]adrenu prostrednictvom funkcif

o, 0.

Priklad 4. Nech z = z(z,t) je rieSenie rovnice
0%z 0%z
5 = 75> eR,t>0,
oz~ 0a2 "

r0) =0l) o (w0) = (),

pri¢om je zndme, Ze funkcie ¢ (0 spinaju hmz—>:too P(x) = limg_ 100 ¢ (2) =
0. Ukéazte, Ze funkciondl E(t) = 5 f (x,t) dz je linedrnou funkciou v
Ccaset >0
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Priklad 5. Pomocou d’Alembertovho vzorca ndjdite rieSenie z = z(z,t)
rovnice

0?2 0%z
w:@, I’eR,t>O,
0z 1
O :O —_— = —
z(x, ) ) at(wvo) 1+£U2’

a vypocitajte limitu lim;—, 2(z, t).



Kapitola

Niektoré vybrané aplikicie
parcidlnych diferencidlnych
rovnic

Ciel'om tejto prehl'adovej kapitoly je poukédzat’ na potencidl mozného vy-
uzitia parcidlnych diferencidlnych rovnic. V prvej kapitole sme uZ spo-
menuli niektoré, predovsetkym fyzikdlne aplikacie. Uviedli sme aj Black
— Scholesov model oceriovania derivatov cennych papierov. V kapitole o
eliptickych rovniciach sme uviedli niektoré mozné aplikécie eliptickych
parcidlnych diferencidlnych rovnic v oblasti charakterizacie potencidlov a
harmonickych funkcii. V tejto kapitole sa preto zameriame na d’alSie menej
Standardné aplikacie parcidlnych diferencialnych rovnic. Prva aplikécia sa
tyka spracovania jednorozmerného signélu, ktorym moze byt napr. zvuk.
Druha aplikdcia je zamerana na filtraciu obrazu. Napokon, pomocou vy-
sledkov o harmonickych funkcidch, ukdZeme zédkladnt vetu algebry, ktora
nam hovori o tom, Ze kazdy polyném s komplexnymi koeficientami ma v
komplexnych ¢islach korer.

7.1 Parabolické rovnice a filtracia signalu

V tejto Casti sa zameriame na jednu z modernych aplikécii parabolickych
diferencidlnych rovnic, ktord sa pouziva vo filtracii jednorozmernych sig-
nalov, akym moze byt napr. zvukovy signal. Predstavme si, Ze zvukovy
signél je reprezentovany funkciou «° : R — R. Stradnica x moZe repre-
zentovat’ ¢asovu os signélu, kym hodnota u°(z) je amplitada signélu.

Na Obr. 7.1 je vlavo znazorneny priklad origindlneho signalu, akym
mozZe byt napr. zvukovy signdl. V pravej Casti obrdzku ja zachyteny za-
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Obr. 7.1: Originalny neskresleny signal (vl'avo) a zaSumeny signdl (vpravo).

AW
oV \/"’V\,

Obr. 7.2: Vyhladenie zagumeného signalu.

Sumeny signdl, ktory vznikol z origindlneho signalu pridanim Sumu. Sum
je dosledkom skreslenia pri prenose tidajov, resp. posSkodenia anal6gového
zdznamového média ako napr. vinylovd gramofénova platiia. Tento Sum je
moZzné na Obr. 7.1 (vpravo) pozorovat’ ako ndhodné v ¢ase a aj vel'kost'ou
ndhodné pridavky (Sum) k danému origindlnemu signdlu.

Moznost’ vyuzitia zhladzujiceho efektu rieSeni parabolickych rovnic
je zrejma. Pokial' by sme zaSumeny signdl interpretovali ako pociatocnu
podmienku u°(z), tak rieSenie u(z, t) parabolickej rovnice

ou 0%

E:@, $€R,t>0,

je podl'a principu zhladzovania rieSeni uz hladkym pre kazdy kladny ¢as
7 > 0 (pozri Kapitoly 4.1.3 a 4.2.5). V tomto pripade ,¢as"7 nie je redlny cas
priebehu signalu (ktory sme si oznacili ako z), ale 7 > 0 reprezentuje tzv.
,Skalu"pre filtraciu signdlu. RieSenie horeuvedenej parabolickej parcidlnej
diferencidlnej rovnice moZe byt explicitne vyjadrené vzt'ahom

u(z, t) = /OO Gz — 5,t)u’(s) ds , kde G(&, 1) = \/iitexp <_i> @7
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Obr. 7.3: Porovnanie vyhladeného signélu s nezaSumenym (vl'avo) a zaSumenym
signalom (vpravo).

Na Obr. 7.2 mdzeme zretel ne pozorovat/, Ze rieSenie u(z, 7) horeuvede-
nej parabolickej rovnice, ktoré bolo ziskané pomocou vzorca (7.1), je zhla-
dené a naviac nie je prili§ vzdialené od origindlneho signélu. Této vlast-
nost’ bola dosiahnutd pomocou pouZitia relativne nizkej hodnoty ,Skélo-
vacieho ¢asu'r = 1073. Na Obr. 7.3 je zachytené porovnanie zhladeného
signalu s origindlnym nezaSumenym ako aj so zaSumenym signalom.

7.2 Parabolické rovnice a filtracia obrazu

V poslednych rokoch sa vd'aka rozvoju pocitacovej techniky dostava do
popredia tloha filtracie digitdlne zaznamenanych dvoj a trojrozmernych
obrazov. Pojde ndm o odstranenie neZiaducich prejavov poskodenia ob-
razu, akymi st napriklad Sum alebo znecistenie.

Zaklad pochopenia met6dy filtracie obrazu je zaloZeny na vyuziti vlast-
nosti rieSenia istej parabolickej PDR, pricom origindlny obraz, resp. filtro-
vany obraz reprezentujeme ako jej pociatoént podmienku u°(x) resp. jej
rieSenie u(z, t) v kratkom case ¢. Origindlny obraz uréeny na filtraciu moze
byt reprezentovany funkciou

u(-) : [0, Sirka] x [0, Vyska] — [0,1].
Uloha spociva v konstrukcii nového obrazu
u(-,t) : [0, Sirka] x [0, Vyska] — [0, 1]

reprezentujiceho zhladeny (filtrovany) obraz v skéle ¢ € (0, 7]

Na obrazkoch Obr. 7.4 m6Zeme pozorovat/, ako sa dvojrozmerny obraz
da reprezentovat' pomocou funkcie intenzity u°(z) : [0,1] x [0,1] — [0,1].
Pre jednoduchost budeme uvazovat iba ¢iernobiele obrazy, kde vysta¢ime
iba s jednym kanalom pre reprezentéciu obrazu, t.j. u’(x) : [0,1] x [0,1] —
[0,1] anie u’(x) : [0,1] x [0, 1] — [0, 1]® ako by tomu bolo v pripade filtracie
farebnych obrdzkov s tromi farebnymi kandlmi RGB (red /green/blue).
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Hlavna myslienka pouZitia parabolickej parcidlnej diferencidlnej rov-
nice na tulohu filtrdcie obrazov opidt’ vychadza z principu zhladzovania
rieSeni, ktory bol diskutovany v Kapitolach 4.1.3 a 4.2.5 a bol pouZity v
predoslej casti na zhladzovanie - filtraciu jednorozmernych signédlov. Uva-
Zujme preto dvojrozmernti parabolickt rovnicu:

ZZL = Au, u(z,0) =u’(z), ze€Q, (7.2)
kde pociatoénd podmienka reprezentuje poskodeny alebo zaSumeny dvoj-
rozmerny obraz. RieSenie hl'addme tak, aby vyhovovalo Neumanovym
okrajovym podmienkam, t. j.

% =0, na 09.
Pre jednoduchost’ vykladu budeme predpokladat’, Ze dvojrozmerna pries-
torova premennd z = (z1,72)7 nalezi do oblasti 2 = (0,1) x (0,1) a
¢asova premennd t € (0,7). K tejto diferencidlnej rovnici moéZeme po-
I'ahky skon$truovat’ numerickt aproximativnu schému rieSenia. Nume-
rickd aproximécia vychddza z nahradenia spojitého riesenia u(x,t), kde
z € (0,1) x (0,1) c Rt € (0,T) prostrednictvom hodnot u;;, pricom
t = mk,x = (ih,jh) ak > 0, resp. h > 0 st ¢asovy resp. priestorovy dis-
kretizaény krok. Ak nahradime ¢asovi derivaciu kone¢nou diferenciou a

%y , 02

druhé derivéacie 2.0 a
1

vame tak ¢asovo explicitnd metédu kone¢nych diferencii v tvare

8;2” kone¢nymi diferenciami druhého radu, dosté-
2

m+1 m m m m m m
g Wy Witng T Uigen — A+l ulhog

k B h? ’

u

(7.3)

pri¢om diskrétne rieSenie vyhovuje diskretizovanym Neumanovym okra-
jovym podmienkam. Této diskretizacna schéma bola dobre zndma uz aj v
¢asoch K. F. Gaussa.! Dodnes sa tejto schéme v kontexte numerického rie-
Senia diferencidlnych rovnic hovori Gaussov operétor alebo Gaussov filter.
V pripade vol'by pomeru ¢asového a priestorového kroku

k
=<

e (7.4)

DN |

je zndme, Ze vysSie uvedend diskretiza¢nd schéma je stabilnd. Uvedend
podmienka (7.4) sa nazyva Courantova, Fridrichsova a Lewyho podmienka

Karl Friedrich Gauss (1777-1855) nem. matematik, fyzik, astroném a geofyzik. Zaobe-
ral sa najmd matematickou analyzou a algebrou. Dokdzal fundamentalne matematické vy-
sledky ako napr. zdkladnd veta algebry. ZaloZil modernt teériu komplexnych funkcii. Za-
oberal sa teériou chyb. Vypracoval zékladné principy elektromagnetizmu.
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/&%

Obr. 7.4: VIavo je znazorneny obraz a vpravo je jeho funkcia intenzity u° : [0, 1] x
[0,1] — [0,1]. Na dolnych obrdzkoch je zachyteny redlny obraz (P. Brunovsky) a
funkcia intenzity obrazu.

0[0.5] 0
0.5| -1]0.5
0[0.5] 0

Obr. 7.5: Gaussovsky rozmazavaci koneéno — diferenény operator $irky 3.
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Obr. 7.6: Primavera (detail), povodny obrézok so sumom (vl'avo), filtrovany ob-
razok pomocou jednoduchého Gaussovho filtra (vpravo).

stability explicitnej schémy. O r6znych diskretiza¢nych schémach pre rie-
Senie parcidlnych diferencidlnych rovnic sa moZze ¢itatel podrobnejsie do-
zvediet’ v ucebnici [2]. Pre vypocet novej hodnoty rieSenia u%“ v Casovej
vrstve t = (m + 1)k moZeme pouzit’ diskretiza¢nd schému koneénych di-
ferencif zndzornend na Obr. 7.5. V tomto priklade sme pouzili hrani¢nt
vol'bu pomeru % = 1. Potom hodnota u?fj“ sa da spocitat’ ako —1 né-
sobok hodnoty u;"; v predoslej Casovej vrstve t = mk a stcet 1-nasobkov
okolitych hodndt riesenia uy',, kdep=1i—1,i+1,g=j— 1,5+ 1.
Diskretizaciu parabolickej rovnice (7.2) je mozné vytvorit' aj implicit-
nym spdsobom
iyl e — Ayl
k h? '

Na kazdej ¢asovej tirovni je potom nutné riesit’ systém linedrnych rovnic,
ktorého matica mé riedku Struktdaru, pricom v kazdom jej riadku je pat
nenulovych prvkov. Vyhodou implicitnej numerickej schémy jej stabilita,
pri¢om nie je potrebné splnit’' CFL podmienku medzi ¢asovym a priestoro-
vym diskretiza¢nym krokom.

Na obrédzku Obr. 7.6 vidime detail obrazu Primavera, ktorej autorom je
Sandro Filipepi nazyvany Botticelli. VI'avo je poévodny obrdzok so Sumom
a drobnymi necistotatmi, vpravo vidno filtrovany obrdzok pomocou jed-

u

(7.5)
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Obr. 7.7: Primavera (detail), povodny obrézok so sumom (vl'avo), filtrovany ob-
rdzok pomocou nelinedrneho selektivneho Gaussovho filtra (vpravo).

noduchého Gaussovho filtra, ktory vychadza z diskretizacie (7.3) diftiznej
rovnice (7.2). Ako je zretel'né z Obr. 7.6, pri pouziti jednoduchej linedrnej
difaznej rovnice (7.2) ako nastroja na filtrdciu obrazu, dochddza k nezela-
nému rozmazaniu obrazu. Je to vd’aka rovhomernému posobeniu diftzie
vo vSetkych smeroch, bez ohl'adu na to, ¢i ide o potrebna filtraciu (vyhla-
denie Sumu) alebo o neZelané vyhladenie (zretel né rozmazanie hran v ob-
raze). Tento nedostatok jednoduchej met6dy zaloZenej na rieSeni linearnej
diftiznej rovnice (7.2) je mozné odstranit’ pouzitim domyselnejsieho mo-
delu, ktory vychaddza z rieSenia diftiznej rovnice. Myslienka je zaloZena na
selektivnom zhladzovani, pri ktorom zhladzovanie (diftziu) zmensime na
hrandch obrazu, t. j. na jednorozmernych objektoch dvojrozmerného ob-
razu. UvaZujme preto nasledovni modifikaciu linedrnej diftiznej rovnice
(7.2):

ou

rr div (a(x,t)Vu), u(x,0) = u’(x), (7.6)

kde diftizny koeficient a zavisi na vel'’kosti gradientu rieSenia
a(z,t) = g(|Vu(z,t)]).

To znameng, Ze filtraciu budeme realizovat’ prostrednictvom rieSenia neli-
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nearnej parabolickej rovnice

% —div (¢(|Vu|)Vu) =0, u(z,0) = u’(z). (7.7)
Prave vel'kost’ gradientu |Vu(z,t)| je rozhodujicim indikdtorom pritom-
nosti hrany v obraze. Ako funkciu kontrastu ¢ je vhodné pouzit’ funkciu
g(s) = 1/(1 + s?) alebo g(s) = e~*. Pre takto zvolent funkciu kontrastu g
dostaneme, Ze diftzny koeficient a je zanedbatel'ny v bode obrazu, kde je
vel'ka hodnota gradientu |Vu| (indikuje pritomnost’ hrany v jeho okoli) a
blizky k jednotke tam, kde gradient |Vu| je maly.

PouZitie selektivneho Gaussovho filtra na zaSumeny detail obrazu Pri-
mavera je mozné vidiet' na Obr. 7.7. V porovnani s jednoduchou filtraciou
na Obr. 7.6 je mozné vidiet’, Ze hrany obrazu ostavaju zachované, pricom
povodny Sum je do znacnej miery eliminovany. Model filtracie obrazu za-
loZeny na rieSeni nelinedrnej parabolickej rovnice (7.7) bol navrhnuty Pe-
ronom a Malikom (pozri [15]). Numericka analyza numerickej schémy pre
rieSenie Perona-Malikovho modelu viedla k selektivnej filtracii obrazu Pri-
mavera na Obr. 7.7. Obrazok je prevzaty z prehl'adového ¢lanku Kacura a
Mikulu [14].

7.3 Eliptické rovnice a zakladna veta algebry

V tejto casti poukdZeme na moznost’ aplikdcie poznatkov o sprévani sa
rieSeni eliptickych rovnic v algebre, ktora je na prvy pohl'ad vzdialenou
oblast'ou od parcidlnych diferencidlnych rovnic. UkdZeme zdkladnu vetu
algebry, ktora hovori, ze kazdy polyném P(z) s komplexnymi koeficien-
tami m4 koreni v komplexnych ¢islach. Jeho dokaz vSak ide za ramec kla-
sickej algebry a spolieha sa na néstroje, ktoré poskytuje komplexna ana-
lyza. Vd’aka vlastnostiam diferencovatelnych (holomorfnych) komplex-
nych funkcii komplexnej premennej (Cauchy-Riemannove vzorce) uvede-
nych v Kapitole 6, budeme schopni studovat’ vlastnosti prostrednictvom
vlastnosti ich redlnych a imagindrnych ¢asti, ktoré, ako uz vieme, st har-
monické funkcie.

Skor ako pristipime k ddkazu Zdikladnej vety algebry, potrebujeme
uviest’ jedno tvrdenie, ktoré charakterizuje ohrani¢ené harmonické fun-
kcie.

Tvrdenie 7.1. Nech u : R™ — R je ohranicend harmonickd funkcia, t. j. existuje
konstanta M > 0 takd, Ze

Au(z) =0, lu(z)] < M pre kazdé x € R".

Potom funkcia u je konstantnd v R™, t. j. u(x) = const pre kazdé x € R".
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Dokaz. Bez ujmy na vSeobecnosti budeme dokaz robit’ v dimenziin = 2.
Pren > 3 treba len pozmenit’ tvar fundamentédlneho rieSenia I"' Laplaceovej
rovnice. Nech 2 C R? je 'ubovoln4 ohrani¢en4 oblast’ s hladkou hranicou.
Budeme vychddzat' zo vzorca (5.23), ktory charakterizuje kazdt harmo-
nickd funkciu, t. j.

du ar
uw) = [ 10 F@ds+ [ u© Fe-ods

pre x € ). Ak dosadime fundamentalne rieSenie I' dané vzt'ahom (5.10),
tak dostaneme

ZJ 1§ — j)ny

2 € — xf?

u(w) = 5 [ Wl —al) Se(©)ds + Lu(e) dS .
0 n

271'3

Pre derivaciu funkcie u podl'a premennej x; potom médme vzt'ah

Ou B 1 x; — & du 1 n;
0" = Tar fnle—aP a9 T ax fpg fe— a9 40
Z] 1(& — @5)n;

(z; — &)u(§) dS

21 Jog £ — x|t

Nech = B(z,r) je gul'a so stredom x a polomerom r > 0. Potom pre
£ e oNplati|{ —z| =rateda

ou 1 du 1

) =~ /m@:i—si)dﬁ(é)ds—w /aﬂmu(ﬁ) s
2

=N ONCR ~&)u(e) d

Z 2.Greenovej formuly (5.16) dostavame: [, u(§)Av(€) —v(§)Au(E) dE =

Jaq u(€) % (€)—wv(€) 4 9%(¢) dS, kde zvolime za druhd funkciu v(§) = z; — &;.
Potom

du
/m(l‘i — &) %(f) ds = /69 niu(§) dS

a teda

ou 2
(@) =~ / Z — &)u(e) d

Ked'ze | Y7 (& —aj)n;| < € — 2| =rale; — & < |6 — x| =7, tak

du 2 ) M oM
< d <— ds =—
axi@)'—w/m”“( )| ds [ a5 =2
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nakol'ko [,,dS = 2mr a podl'a predpokladu vety |u(z)| < M. To ale zna-
mend, Ze pre limitu r — oo dostaneme

ou

=0 kazdéz € R?.
oz, pre kazdex

()

To znamend, Ze funkcia u(x) je konstantna v R?. Dokaz pre dimenzie n > 3
je podobny. &

Teraz modZeme pristapit’ k dokazu zdkladnej vety algebry. Nech P :
C — Cje nejaky polynoém, t.j.

P(z) = apz" + An_12" 1+ a1z + ag,

kde ag,a1,--- ,a, € C st jeho koeficienty, a,, # 0. Ideme ukézat/, Ze tento
polyném musi mat’ koreni v komplexnych ¢islach C. Predpokladajme spo-

rom, Ze by P(z) # 0 pre kazdé komplexné ¢islo z € C. Potom by ale kom-
plexnd funkcia f komplexnej premennej definovand ako

Z M2

bola dobre definovana pre kazdé komplexné ¢islo, pretoZe menovatel’ P(z)
je rozny od nuly. Naviac tato funkcia je nekonecne vel'akrat diferenco-
vatelnd komplexnd funkcia komplexnej premennej. Napriklad, f'(z) =
—P'(z)/P(2)*. Naviac lim|,|_,, | f(z)| = 0. Teda funkcia f je ohraniena,
t.j. existuje konstanta M > 0 tak4, Ze

|f(2)] < M prekazdé z € C.

Ak zapiSeme komplexntd funkciu prostrednictvom redlnej a imaginarnej
zlozky, f(2) = u(z)+iv(z), kde 2 = x1 +ize a u,v : R? — R, tak potom fun-
kcie u, v st ohrani¢ené v R? tou istou kladnou konstantou M > 0. Ked'Ze
funkcia f md derivaciu v kazdom komplexnom ¢isle z € C, tak jej redlna a
imagindrna zlozka st harmonické funkcie. Presnejsie, podl'a vztahu (5.7)
vieme, Ze plati

Au(z) =0, Av(zr)=0 prekazdé = c R

Podl'a Vety 7.1 st funkcie u,v : R? — R konstantné a tym padom aj kom-
plexné funkcia f je konstantnd. Potom polyném P musi byt taktieZ kon-
Stantnou funkciou premennej z, ¢o je v8ak o¢ividny spor. Dokazali sme tak
nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 7.2. ( Zdkladna veta algebry). Nech P : C — C je nejaky komplexny
polyném, t. j. P(2) = anz" + ap—12""1 + -+ + a1z + ap, kde ap, a1, ,a, €
C,a, # 0,n > 1, su jeho koeficienty. Potom existuje koreti z. € C tohto poly-
nému, t. j. P(z) = 0.
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Postupom ddkazu Zéakladnej vety algebry sme vSak ukazali aj iné do-
lezité tvrdenie komplexnej analyzy.

Tvrdenie 7.3. Nech f : C — C je komplexnd funkcia komplexnej premennej,
ktord je diferencovatel'nd (holomorfnd) v celej komplexnej rovine C. Naviac pred-
pokladajme, Ze funkcia f je aj ohranicend, t.j existuje konstanta M > 0 takd, Ze
|f(2)| < M pre kazdé = € C. Potom f je nevyhnutne konstantnd funkcia.

Toto tvrdenie bolo dokazané Liouvilleom. 2

Joseph Liouville, (1809-1882) fr. matematik. Pracoval v oblasti matematickej analyzy a
diferencidlnych rovnic. V komplexnej analyze sa zaoberal teériou konformnych zobrazeni.
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