




Parciálne diferenciálne
rovnice a ich aplikácie

Daniel Ševčovič
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Úvod

Aký matematický objekt predstavujú parciálne diferenciálne rovnice? To
je prirodzená otázka, ktorá napadne asi každého, kto sa začína obozna-
movat’ s touto rozsiahlou oblast’ou matematiky. Nuž vel’mi zjednodušene
povedané, sú to rovnice, v ktorých okrem hl’adanej funkcie viac premenných vy-
stupujú aj jej parciálne derivácie rôznych rádov a podl’a rôznych premenných.
Ciel’om tohto textu je poskytnút’ základné znalosti z metód riešenia par-
ciálnych diferenciálnych rovníc. Pokúsime sa predstavit’ tieto rovnice ako
rozumné modely rôznych, najmä fyzikálnych zákonitostí a javov. Zároveň
je aj ciel’om poskytnút’ čitatel’ovi základné metódy riešenia rôznych ty-
pov parciálnych diferenciálnych rovníc. Snahou pri písaní tohto textu bolo
nájst’ vyváženú mieru medzi matematickým detailom a presnost’ou na jed-
nej strane a názornost’ou výkladu na strane druhej. Autorovi išlo predov-
šetkým o podanie presvedčivého argumentu a o rozvíjanie fyzikálnej in-
tuície pri predkladaní jednotlivých častí teórie parciálnych diferenciálnych
rovníc.

V každom úvode do problematiky by nemala chýbat’ motivácia prečo
vôbec študovat’ ten, či onen matematický predmet. Parciálne diferenciálne
rovnice nám poskytujú možnost’ elegantného skĺbenia rozvíjanej teórie s
pozorovanou realitou. Dôraz pri písaní textu bol teda kladený aj na zhrnu-
tie základných metód a myšlienok, o ktoré sa opiera matematické modelo-
vanie fyzikálnych procesov a tak zvýraznit’ účelnost’ štúdia PDR.

Teraz si niečo bližšie povedzme o usporiadaní tohto textu. V Kapi-
tole 1 sa zaoberáme odvodzovaním niektorých matematických modelov,
ktoré opisujú rôzne (väčšinou) fyzikálne javy, akými sú zákon zachova-
nia hmoty, problém vedenia tepla, priečne kmity struny či Black – Scho-
lesov model oceňovania derivátov finančných aktív. Ciel’om časti je po-
skytnút’ motiváciu a rozumné príklady na štúdium parciálnych diferen-
ciálnych rovníc. V druhej kapitole sa sústredíme na klasifikáciu PDR. Vy-
svetlíme pojem rádu rovnice, čo je to lineárna a kvázilineárna rovnica pr-
vého rádu, klasifikujeme lineárne rovnice druhého rádu. V Kapitole 3 sa
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zameriame na analýzu rovníc prvého rádu. Najprv objasníme geometrický
význam lineárnych homogénnych rovníc prvého rádu, ktorého dôsledkom
je nájdenie efektívne metódy ako riešit’ takéto rovnice. V kapitole sa za-
oberáme ako lineárnymi, tak aj kvázilineárnymi rovnicami prvého rádu.
Kapitoly 4,5,6 sú zamerané na štúdium lineárnych rovníc druhého rádu.
V Kapitole 4 sa najprv zaoberáme parabolickými rovnicami, pričom obsah
kapitoly je rozdelený do dvoch samostatných celkov. V prvom celku sa za-
oberáme parabolickými rovnicami s neohraničenou priestorovou premen-
nou. Odvodíme explicitný vzorec poskytujúci explicitné vyjadrenie rieše-
nia rovnice. Zvláštnu pozornost’ venujeme odvodeniu vzorca pre oceňo-
vanie európskej kúpnej opcie, ktorý je založený na parabolickej Black –
Scholesovej rovnici. V druhom celku je pozornost’ sústredená na parabo-
lické rovnice s ohraničenou priestorovou premennou. Základom odvode-
nia vzorca pre tvar riešenia je Fourierova metóda separácie premenných.
V oboch celkoch sa zameriavame aj na skúmanie kvalitatívnych vlastností
riešení parabolických rovníc, akými sú: princíp usporiadania riešení, prin-
cíp zhladzovania riešení a asymptotické vlastnosti riešení. Ako prototyp a
motív týchto princípov uvádzame vždy parabolickú rovnicu vedenia tepla
a jej fyzikálny význam. V Kapitole 5 sa zameriavame na eliptické rovnice.
Ich základným fyzikálnym prototypom sú stacionárne úlohy, t. j. fyzikálne
deje nezávislé od času alebo v čase už ustálené - nemenné. Najprv sa za-
oberáme istými špeciálnymi riešeniami tzv. Laplaceovej rovnice. Tieto rie-
šenia sa nazývajú harmonické funkcie a ich význam tkvie v tom, že po-
mocou nich a istých integrálnych transformácií (potenciálov) dokážeme
konštruovat’ aj riešenia zložitejších, napr. nehomogénnych eliptických rov-
níc. Opät’ je pozornost’ venovaná kvalitatívnym vlastnostiam riešení ako
napríklad princíp maxima, vlastnost’ strednej hodnoty harmonických fun-
kcií, hladkost’ riešenia eliptickej rovnice a jeho rozklad na objemové a po-
vrchové potenciály. V Kapitole 6 študujeme hyperbolické rovnice. V prvom
rade poskytneme explicitný vzorec pre riešenie priečneho kmitania neko-
nečnej struny - tzv. d’Alembertov vzorec. V druhej časti kapitoly rozobe-
ráme riešenie hyperbolickej rovnice na ohraničenom intervale. Podobne
ako v Kapitole 4 základnou metódou riešenia je Fourierova metóda sepa-
rácie premenných. Ciel’om analýzy riešení je aj poukázat’ na kvalitatívny
rozdiel medzi riešeniami parabolických a hyperbolických rovníc. Zhruba
povedané, ukážeme, že kým parabolické rovnice majú zhladzovací efekt
ako aj efekt postupného zabúdania informácie o počiatočnej podmienke,
tak v prípade hyperbolických rovníc ani jeden z týchto princípov neplatí
a ich riešenia sú s postupom času tak hladké či nehladké, akými boli na
počiatku. V poslednej Kapitole 7 uvedieme niekol’ko aplikácií poznatkov
o kvalitatívnych vlastnostiach riešení parciálnych diferenciálnych rovníc.

Kapitoly sú dopĺňané riešenými príkladmi ako aj príkladmi určenými
na samostatnú prácu čitatel’a. Názornost’ výkladu je podporená grafickými
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výstupmi znázorňujúcimi riešenia skúmaných rovníc. Všetky obrázky rie-
šení ako aj riešenia samotné boli získané za podpory matematického sys-
tému symbolického a numerického výpočtu Mathematica c©.

Od čitatel’a nasledujúceho textu sa vyžadujú iba základné znalosti z
matematickej analýzy funkcií viacerých premenných. Istá fyzikálna intu-
ícia a schopnost’ porozumiet’ fyzikálnemu javu sú vítané, hoci tento text
nemá ambíciu zastupovat’ príručku matematického modelovania fyzikál-
nych procesov. Jednotlivé kapitoly sa dajú čítat’ samostatne.

Obsah tohto textu bol prednášaný v rámci prednášky z parciálnych di-
ferenciálnych rovníc pre študentov tretieho resp. štvrtého ročníka odboru
Ekonomická a finančná matematika na Fakulte matematiky, fyziky a infor-
matiky Univerzity Komenského v Bratislave. Rozsahom pokrýva 12 týž-
dňový cyklus dvojhodinových prednášok.

Autor je vd’ačný všetkým kolegom a študentom, ktorí prispeli k vy-
lepšeniu tohto textu. Obzvlášt’ d’akujem recenzentovi dr. E. Viszusovi za
starostlivé preštudovanie materiálu a cenné pripomienky.

Daniel Ševčovič, Bratislava, január 2008.



Kapitola 1
Parciálne diferenciálne rovnice a
matematické modelovanie

V tejto kapitole ukážeme význam parciálnych diferenciálnych rovníc v ma-
tematickom modelovaní rôznych väčšinou fyzikálnych zákonitostí. Všade
tam, kde do úvah vstupujú neznáme funkcie - fyzikálne veličiny - závi-
siace na viacerých premenných, je možné očakávat’, že matematický mo-
del bude v sebe obsahovat’ parciálne derivácie hl’adanej funkcie podl’a jed-
notlivých premenných. Uvedením týchto príkladov matematického mode-
lovania chceme súčasne zdôraznit’ význam matematických aparátov ana-
lýzy funkcií viac premenných, najmä s ohl’adom na integrovanie funkcií
viac premenných. Prirodzene sa ukáže význam pojmov, akými sú naprí-
klad divergencia, gradient, či Laplaceov operátor.

Prvým fyzikálnym modelom bude zákon zachovania hmoty. Odvodíme
matematickú formuláciu tohto zákona. Ďalej sa venujeme modelovaniu ší-
renia tepla, ako i matematickému opisu kmitania struny. Z iných, nefyzi-
kálnych aplikácií sa zameriame na Black – Scholesov model oceňovania
derivátov akcií. Význam konkrétnych modelov tkvie aj v tom, aby si čita-
tel’ uvedomil fyzikálne rozmery jednotlivých veličín a aké sú medzi nimi a
ich vzt’ah k hl’adanému riešeniu.

Je zrejmé, že na takom malom priestore, akým je predkladaný úvod
do problematiky, nie je možné postihnút’ všetky aspekty matematického
modelovania. Okrem nutných matematických zručností treba mat’ aj roz-
vinutú fyzikálnu intuíciu a cit pre vystihnutie podstaty modelu. Práve po-
chopenie, čo je v modeli podstatné a čo je možné zanedbat’, nám umožňuje
konštruovat’ rozumné matematické modely, ktoré sa budú približovat’ k
pozorovanej realite. Väčšina fyzikálnych, a nielen fyzikálnych modelov,
má v sebe obsiahnutý fenomenologický aspekt v takom zmysle, že ciel’om
úspešného modelovania má byt’ taký model, ktorý je schopný postihnút’ a
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Obr. 1.1: Oblast’ s naznačenými vektormi prúdenia kvapaliny zvnútra a do
vnútra oblasti.

vysvetlit’ fyzikálne pozorované javy - fenomény. Druhá funkcia modelova-
nia je jeho predikčná schopnost’, teda možnost’ predpovedat’ dosial’ nepo-
zorované javy, ktoré môžu potencionálne vznikat’ vo fyzikálnej realite. Nie
je výnimkou, že práve na základe toho, aké javy model úspešne zahŕňa
a na druhej strane, ktoré javy nepostihuje, sa rozhodujeme medzi tým či
oným modelom. Inak povedané, vo všeobecnosti nejestvuje univerzálny
matematický model. Môžu existovat’ len viac či menej dobré priblíženia
reality a zdôrazňujeme, že ide o priblíženia z rôznych uhlov pohl’adu.

1.1 Zákon zachovania hmoty

Medzi základné fyzikálne zákony sa bezpochyby radí zákon zachovania
hmoty, ktorý nám hovorí, že celkové množstvo látky (hmoty) je nemenné
- konštantné.1 V tejto časti sa pokúsime matematicky sformulovat’ zákon
zachovania hmoty. Ako uvidíme neskôr, matematická formulácia vedie na
parciálnu diferenciálnu rovnicu. Z dôvodu geometrickej názornosti bu-
deme zákon skúmat’ v zjednodušenom prípade rovinnej geometrie. Spô-
sob prenesenia výsledkov do trojrozmernej geometrie sa ukáže ako pria-
močiary. Obmedzíme sa preto na Euklidovský priestor Rn, n = 2.

Predpokladajme, že čiastočky hmoty sú unášané v rovine pozdĺž vekto-
rového pol’a ~v. Pod pojmom vektorové pole rozumieme vektorovú funkciu
~v : Rn → Rn, ktorá každému bodu priestoru ~x = (x1, · · · , xn) priradí smer
(vektor) ~v = ~v(~x)T , v ktorom sa má pohybovat’ častica hmoty nachádza-
júca sa na počiatku pohybu v bode ~x (pozri Obr. 1.1).

Na obrázku je súčasne zachytená aj oblast’ Ω ⊂ Rn, do ktorej istá čast’
hmoty „vtekáä istá čast’ „vyteká". Označme:

1Michail V. Lomonosov (1711-1765) ruský encyklopedista. Filozof, básnik, prírodove-
dec. Zakladatel’ ruskej fyzikálnej chémie. Astronóm, objavil atmosféru Venuše. Vyslovil a
dokázal fundamentálny zákon zachovania hmoty.
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Obr. 1.2: Čast’ hranice s výtokom kvapaliny v smere vektora rýchlosti. Projekcia
vektora dráhy kvapaliny za elementárny čas na vektor vonkajšej normály.

• ~v = ~v(~x, t) - zadané vektorové pole ~v(., t) : Rn → Rn v bode ~x a čase
t ≥ 0,

• % = %(~x, t) - hl’adaná hustota hmoty v bode ~x a čase t ≥ 0.

Našim ciel’om je vyjadrit’ zákonitost’, podl’a ktorej je možné určit’ hus-
totu % v l’ubovol’nom bode ~x a čase t > 0. Verbálne vyjadrenie zákona
zachovania hmoty je, že množstvo hmoty, ktoré do oblasti Ω vtečie cez hra-
nicu ∂Ω, zmenšené o hmotu, ktorá vytečie cez hranicu za čas ∆t, sa musí v
konečnom dôsledku rovnat’ zmene množstva hmoty vo vnútri oblasti Ω za
čas ∆t. Pozrime sa bližšie na niektorý bod ~x hranice ∂Ω. V tomto bode je
zadaný vektor rýchlosti ~v(~x, t) a to znamená, že za malý čas ∆t sa čiastočka
hmoty z bodu ~x prenesie do bodu ~x+ ~v∆t (pozri Obr. 1.2).

Objem hmoty, ktorý vytečie za čas ∆t cez plôšku dS, je potom zrejme
objem orezaného valca s podstavou dS a výškou rovnajúcou sa kolmému
priemetu vektora ~v∆t na vektor normály ~n k plôške dS v bode ~x. Zrejme
vel’kost’ tohto priemetu je daná vzt’ahom (~v, ~n)∆t, kde (~v, ~n) je Euklidov-
ský skalárny súčin vektora rýchlosti a jednotkového vektora normály, t. j.

(~v, ~n) =

n∑
i=1

vini.

Potom celkové množstvo hmoty (hmota = hustota × objem) vytečenej,
resp. vtečenej cez plôšku dS sa potom rovná

%.(~v, ~n)∆tdS .

Celková bilancia Q1 (výtok - vtok) prestupu látky hranicou ∂Ω je potom
integrál cez celú hranicu ∂Ω, t. j.

Q1 =

∫
∂Ω
%.(~v, ~n)∆tdS = ∆t

∫
∂Ω
%.(~v, ~n)dS .

HodnotaQ1 preto reprezentuje rozdiel medzi vtečenou a vytečenou látkou
cez hranicu ∂Ω. Poznamenajme, že kladné znamienko Q1 nám hovorí, že
viacej látky z oblasti vytečie ako do nej vtečie.
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Na základe zákona zachovania hmoty musí byt’ množstvo hmoty Q1

kompenzované zmenou množstva hmoty Q2 vo vnútri oblasti Ω za čas
∆t. Ked’že množstvo hmoty v oblasti Ω je rovné

∫
Ω %dx (hmota=hustota ×

objem), potom sa táto zmena dá vyjadrit’ ako

Q2 =
d
dt

(hmota)∆t =
d
dt

(∫
Ω
%dx

)
∆t .

Kladné znamienko hodnoty Q2 znamená, že za čas ∆t došlo k zvýšeniu
množstva hmoty v Ω. S ohl’adom na diskutovaný zmysel znamienok Q1 a
Q2 je potom zákon zachovania hmoty vyjadrený rovnost’ou

Q1 +Q2 = 0 .

Túto rovnost’ môžeme však d’alej upravit’ a tak dostaneme

∆t
d
dt

∫
Ω
%dx+ ∆t

∫
∂Ω
%.(~v, ~n)dS = 0

a teda použijúc pravidlo o derivovaní parametrického integrálu získavame

∆t

∫
Ω

∂%

∂t
dx+ ∆t

∫
∂Ω
%.(~v, ~n)dS = 0 . (1.1)

Čomu je však rovný druhý integrál po hranici ∂Ω? V Kapitole 5 sa s použi-
tím Greenovho vzorca integrovania per partes pre funkcie viac premenných
nakoniec podarí odvodit’ rovnost’∫

Ω
div ~w dx =

∫
Ω

n∑
i=1

∂wi
∂xi

dx =

∫
∂Ω

n∑
i=1

wini dS =

∫
∂Ω

(~w,~n) dS ,

ktorá platí pre každú hladkú vektorovú funkciu ~w : Rn → Rn (pozri vzorec
(5.17)). V našom prípade zvolíme ~w = %~v. Potom dostávame∫

Ω
div (%~v) dx =

∫
∂Ω
%(~v, ~n) dS ,

kde pripomíname, že div je operátor divergencie definovaný ako div ~w =∑n
i=1

∂wi
∂xi

. Potom sa vzt’ah (1.1) po vynásobení (∆t)−1 redukuje na rovnicu∫
Ω

∂%

∂t
dx+

∫
Ω

div (%~v) dx = 0

teda ∫
Ω

(
∂%

∂t
+ div (%~v)

)
dx = 0 . (1.2)
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Na tomto mieste zdôraznime, že oblast’ Ω ⊂ Rn bola zvolená l’ubovol’ne.
Teraz si uvedomme, že ak spojitá funkcia φ : Rn → R vyhovuje rovnosti∫

Ω φdx = 0 pre l’ubovol’nú oblast’ Ω ⊂ Rn, tak nevyhnutne φ = 0. Ro-
zmyslite si prečo! Zo vzt’ahu (1.2) vyplýva, že hl’adaná funkcia hustoty
% = %(~x, t) vyhovuje rovnici

∂%

∂t
+ div (%~v) = 0 pre všetky x ∈ Rn, t > 0 . (1.3)

Pripomeňme, že ~v = ~v(~x, t) je zadané vektorové pole, ktoré môže závisiet’
aj od času t > 0. Poznamenajme, že rovnica (1.3) môže byt’ „po súradni-
ciach"zapísaná v tvare

∂%

∂t
+

n∑
i=1

∂

∂xi
(%vi) = 0 . (1.4)

Táto rovnica je vskutku parciálna diferenciálna rovnica, pričom neznámou
je funkcia hustoty % = %(x1, · · · , xn, t) : Rn × R+ → R. Rovnica (1.3) sa
niekedy nazýva aj rovnica kontinuity.

Poznámka 1.1. Rovnica (1.3) resp. (1.4) riadi správanie sa vo všeobecnosti stlači-
tel’nej látky (napr. plyn). Ak však uvažujeme iba nestlačitel’né látky (napr. voda),
tak nevyhnutne hustota je konštantná a teda ∂%

∂t = 0 a ∂
∂xi

(%vi) = % ∂vi∂xi
. Ma-

tematické vyjadrenie zákona o zachovaní hmoty (1.4) potom predstavuje určité
obmedzenie na vôl’u výberu vektorového pol’a ~v. Konkrétne pre nestlačitel’né látky
dostávame, že vektorové pole ~v, ktoré unáša danú látku vyhovuje rovnici

div (~v) = 0 pre všetky x ∈ Rn, t > 0 . (1.5)

Príkladmi vektorových polí, ktoré vyhovujú rovnici (1.5) a tým pádom môžu po-
tenciálne slúžit’ ako vektorové polia unášajúce nestlačitel’né látky, sú napríklad
• ~v = (x2,−x1)T pozri Obr. 1.3 vl’avo,
• ~v = (x1 sin(x2), cos(x2))T pozri Obr. 1.3 vpravo

a vo všeobecnosti l’ubovol’né vektorové pole ~v tvare ~v(x1, x2) = ( ∂φ∂x2 ,−
∂φ
∂x1

)T ,
kde φ : R2 → R je nejaká skalárna, dvakrát spojite diferencovatel’ná funkcia.

Poznámka 1.2. Geometrický zmysel divergencie. Na základe predošlej poznámky
je jasné, že jedinými pol’ami, ktoré môžu byt’ vektorovými poliami prenosu nes-
tlačitel’ných látok sú také, ktoré vyhovujú rovnici (1.5). Ked’že nestlačitel’ná látka
nemôže nikde vznikat’ a ani zanikat’, musí byt’ prenosové pole ~v také, že nikde
nemá body vzniku (žriedla) a ani body zániku. Také pole nazývame nežriedlové
pole alebo aj solenoidálne pole. A teda, ak divergencia vektorového pol’a je nulová
v nejakej podoblasti, tak v nej toto pole nemá ani body vzniku, ani body zániku.
Naopak, jedinými kandidátmi na žriedla vektorového pol’a sú práve tie body, v kto-
rých je jeho divergencia nenulová. Odtial’ je aj zrejmý význam pomenovania tohto
operátora ako divergencia, teda výtok.
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Obr. 1.3: Príklady vektorových polí.

1.2 Rovnica vedenia tepla

Ciel’om tejto časti je matematicky objasnit’ a popísat’ fyzikálny jav vedenia
tepla. Uvažujme o nekonečnej rovinnej doske, ktorú stotožníme s Eukli-
dovským priestorom Rn, n = 2. Zovšeobecnenie do dimenzie n = 3 je
opät’ priamočiare. Každému bodu priestoru Rn a času t ≥ 0 zodpovedá
nejaká hodnota teploty u(~x, t) v tomto mieste. Naša úloha spočíva v náj-
dení matematickej rovnice, ktorá by opisovala vývoj rozloženia teploty v
priestore a čase. Podobne ako v predošlej kapitole východiskom odvodzo-
vania bude opät’ bilančná analýza. V tomto prípade budeme bilancovat’
tepelnú energiu systému.

Pripomenieme jeden fyzikálny princíp, na základe ktorého tepelný tok
prestupuje z miest s vyššou teplotu do miest s nižšou teplotou. Presnejšie,
hustota tepelného toku w z bodu A do bodu B (t. j. množstvo tepla za jed-
notku času) je úmerné rozdielu teplôt u1 − u2 v bodoch A resp. B. Zrejme
úlohu rozdielu (gradientu) teplôt v smere ~n = B − A bude zohrávat’ sme-
rová derivácia du

d~n = (∇u, ~n). Teda pre hustotu tepelného tokuw dostávame
zákonitost’

w = −kdu
d~n

. (1.6)

Konštanta k > 0 je konštantou tepelnej vodivosti materiálu a záporné zna-
mienko pred k signalizuje spomenutý fakt, že teplo má tendenciu prestu-
povat’ z miest teplejších do miest chladnejších. Zákon (1.6) sa nazýva Fou-
rierov zákon podl’a mena svojho objavitel’a.2

Uvažujme nejakú oblast’ Ω ⊂ Rn s hladkou hranicou ∂Ω (pozri Obr. 1.4).
Skúmajme prestup tepla čast’ou hranice dS, ktorej zodpovedá jednotkový

2Jean Baptiste Fourier (1768-1830) fr. matematik. Zaoberal sa fyzikou tepelnej vodivosti
(Fourierov zákon). Venoval sa aj teórii funkcií, študoval integrálne transformácie (Fourie-
rova transformácia), s čím úzko súvisí aj možnost’ rozvoja funkcií do tzv. Fourierovho radu.



16

-��������)

6

���

�
�
�
�/

u1

u2

Ω
x2

x1

~n

teplota

teplotny′ gradient

A

B

Obr. 1.4: Zobrazenie teplotného gradientu medzi teplejším miestom vo vnútri
oblasti a chladnejším bodom mimo oblasti.

normálový vektor ~n k hranici ∂Ω. Označme Q1 množstvo tepla, ktoré z ob-
lasti prúdi von cez hranicu za čas ∆t zmenšené o teplo, ktoré do oblasti
prúdi dnu cez hranicu. Potom Q1 je vlastne súčtom (integrálom) jednotli-
vých vtečení resp. vytečení cez ∂Ω, t. j.

Q1 =

∫
∂Ω
w∆tdS = ∆t

∫
∂Ω
w dS .

Na základe Fourierovho zákona (1.6) napokon dostávame

Q1 = −∆t

∫
∂Ω
k
du

d~n
dS . (1.7)

Poznamenajme, že kladné znamienko Q1 nám signalizuje, že viac tepla z
oblasti vytieklo, ako do nej vtieklo.

Teraz sa bližšie venujme bilancii tepelných zmien vo vnútri oblasti Ω.
OznačmeQ2 množstvo tepla potrebného na zmenu teploty o ∆u za čas ∆t.
Zrejme pre malé hodnoty ∆ � 1 bude platit’ ∆u/∆t ≈ ∂u

∂t a teda ∆u ≈
∂u
∂t∆t. Ak označíme

• % > 0 - hustotu látky a

• c > 0 - tepelnú kapacitu látky, t. j. množstvo tepla potrebného na
zahriatie 1kg látky o jeden stupeň Kelvina,

tak objem látky ∆x (a teda množstvo hmoty %∆x) potrebuje na zahriatie
o ∆u stupňov množstvo tepla rovnajúce sa ∆Q = c∆u%∆x ≈ c%∂u∂t∆t∆x.
Preto celkové množstvo tepla bude integrál z funkcie ∆Q cez celú oblast’
Ω, t. j.

Q2 =

∫
Ω
c%
∂u

∂t
∆tdx = ∆t

∫
Ω
c%
∂u

∂t
dx . (1.8)

Celková tepelná energia spotrebovaná za čas ∆t na prestup tepla hranicou
teda Q1, a na zahriatie vnútra oblasti Q2 je potom prirodzene ich súčtom
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Q1 +Q2. Táto spotrebovaná tepelná energia sa však musí vyrovnat’ (vybi-
lancovat’) s dodanou energiou vonkajších zdrojov Q3, t. j.

Q1 +Q2 = Q3 . (1.9)

Ak označíme

• f = f(~x, t) - hustotu tepelného zdroja, t. j. množstvo dodaného tepla
v bode ~x a čase t > 0 za jednotku času,

tak
Q3 =

∫
Ω
f(~x, t) ∆tdx = ∆t

∫
Ω
f(~x, t) dx . (1.10)

Sumarizujme získané vzt’ahy (1.8)-(1.10) a dostaneme, že musí byt’ splnená
rovnost’

−∆t.

∫
∂Ω
k
du

d~n
dS + ∆t

∫
Ω
c%
∂u

∂t
dx = ∆t

∫
Ω
f(~x, t) dx . (1.11)

Podobne ako v predošlej kapitole využijeme dôsledok Greenovho vzorca
na určenie integrálu cez hranicu. Na základe vzorca (5.17) platí∫

Ω
div ~w dx =

∫
Ω

n∑
i=1

∂wi
∂xi

dx =

∫
∂Ω

n∑
i=1

wini dS =

∫
∂Ω

(~w,~n) dS ,

pre každú vektorovú funkciu ~w : Rn → Rn. V našom prípade zvolíme ~w =
k∇u. Potom pre hladkú funkciu teploty u platí: (~w,~n) = k(∇u, ~n) = k dud~n a
teda ∫

∂Ω
k

du
d~n

dS =

∫
Ω

div (k∇u) dx .

Po vynásobení s (∆t)−1 sa rovnost’ (1.11) redukuje na rovnicu∫
Ω

(
c%
∂u

∂t
− div (k∇u) − f(~x, t)

)
dx = 0 . (1.12)

Nakoniec zdôraznime, že oblast’ Ω bola l’ubovol’ná a preto ten istý argu-
ment ako v predošlej časti nám umožní dedukovat’, že integrovaná funkcia
v (1.12) musí byt’ nevyhnutne identicky nulová. To je ekvivalentné tvrde-
niu, že funkcia rozloženia teploty u = u(~x, t) musí vyhovovat’ parciálnej
diferenciálnej rovnici

c%
∂u

∂t
− div (k∇u) = f(~x, t) , (1.13)

ktorá sa nazýva rovnica vedenia tepla.
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Poznámka 1.3. Ak je koeficient k > 0 konštanta, tak div (k∇u) = k div (∇u) =

k
∑n

i=1
∂
∂xi

(
∂u
∂xi

)
= k

∑n
i=1

∂2u
∂x2i

= k∆u, kde ∆u je Laplaceov operátor. Potom
rovnica vedenia tepla sa redukuje na tvar

∂u

∂t
− a2∆u = f̃(~x, t) , (1.14)

kde a2 = k
c% a f̃ = f

c% .

Poznámka 1.4. Niekedy je užitočné uvažovat’ o jednorozmernom zjednodušení
rovinnej geometrie. Namiesto rovinnej dosky s premennými polohy (x, y) ∈ R2

budeme uvažovat’ jednorozmernú tyč s premennou polohy x ∈ R. Takúto tyč je
možné stotožnit’ aj s doskou, ktorej jeden rozmer y je zanedbatel’ne malý a preto
v smere y nedochádza k prestupu tepla, teda ∂u

∂y = ∂2u
∂y2

= 0. Rovnica vedenia
tepla sa potom redukuje na parciálnu diferenciálnu rovnicu s jednou priestorovou
x ∈ R a časovou t > 0 premennou

c%
∂u

∂t
− ∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
= f(x, t) , (1.15)

resp. ak k > 0 je konštantná, na rovnicu

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= f̃(x, t) . (1.16)

Podrobnejšie sa o riešení týchto rovníc vedenia tepla zmienime v Kapitole 4.

1.3 Rovnica priečneho kmitania struny

V tejto časti naznačíme odvodenie parciálnej diferenciálnej rovnice, ktorá
opisuje priečne kmitanie struny. Presnejšie, nájdeme rovnicu, ktorá vysti-
huje správanie sa výchylky u = u(x, t) kmitajúcej struny od rovnovážnej
polohy u = 0 (pozri Obr. 1.5). Pôjde nám skôr o intuitívne odvodenie a
preto je potrebné poznamenat’, že rigorózne odvodenie sa dá nájst’ v rôz-
nych učebniciach fyziky, napríklad v Arseninovej knihe [1].

Východiskom pre odvodenie pohybovej rovnice bude tretí Newtonov
zákon, ktorý nám hovorí, že zrýchlenie a pohybujúceho sa bodu je propor-
cionálne sile F , ktorá na bod pôsobí.3 Presnejšie,

m · a = F , (1.17)
3sir Issac Newton (1643-1727) brit. matematik, fyzik a astronóm. Jeden z posledných po-

lyhistorov tohto sveta. Výrazne obohatil matematiku (infinitezimálny počet), mechaniku
(pohybové rovnice), astronómiu (nebeská mechanika a teória gravitácie). Hlavné dielo: Phi-
losophiae Naturalis Principia Mathematica.
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Obr. 1.6: Pôsobenie sily pružnosti na vychýlenú strunu.

kde m je hmotnost’ bodu. Pripomeňme, že pre rýchlost’ v a zrýchlenie a
pohybujúceho sa bodu, ktorý je opísaný polohou u = u(t) bodu v čase t,
platí

v =
du
dt
, a =

dv
dt

=
d2u

dt2
. (1.18)

Zdôraznime, že v našom probléme kmitania struny sa nejedná o priesto-
rovo oddelené kmitanie samostatných bodov. V danom časovom okamihu
t ≥ 0 pôsobí na bod s priestorovou súradnicou x sila F , ktorá nezávisí od
výchylky u(x, t) v danom bode x, ale len od vzájomnej polohy výchyliek
u(x, t) a u(x±∆x, t) v bode x a v susedných bodoch x±∆x. Vysvetlíme si
to pomocou Obr. 1.6.

Zrejme sila F pôsobiaca na bod s priestorovou súradnicou x bude pro-
porcionálna krivosti struny v danom bode podl’a pravidla: čím väčšia je
krivost’, tým väčšia bude pôsobiaca sila. Pre malé deformácie struny, t. j.
pre malé hodnoty výchylky u, bude krivost’ krivky - funkcie x 7→ u(x, t)

proporcionálna druhej derivácii d2u
dx2

. Rozmyslite si prečo! Ked’že funkcia
u = u(x, t) je funkciou dvoch premenných, musíme použit’ parciálnu deri-
váciu, teda

F = k
∂2u

∂x2
, (1.19)

kde k > 0 je konštanta úmernosti. Kladné znamienko pred k je v súlade
s realitou, pretože napr. druhá derivácia konkávnej funkcie je záporná a
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preto sila pôsobí smerom nadol k rovnovážnej polohe (pozri Obr. 1.6). Na-
koniec, ak použijeme tretí Newtonov zákon (1.17) dostaneme, že zrýchle-
nie pohybu ∂2u

∂t2
je proporcionálne sile, t. j. druhej derivácii ∂

2u
∂x2

. Zo vzt’ahov
(1.18) a (1.19) dostávame tak parciálnu diferenciálnu rovnicu

∂2u

∂t2
= κ2∂

2u

∂x2
, (1.20)

kde κ > 0 je kladná konštanta. Rovnica (1.20) sa nazýva Kirchhoffova rov-
nica alebo rovnica priečnych kmitaní struny.

1.4 Black – Scholesov model oceňovania derivátov
akcií

V tejto časti naznačíme spôsob a hlavné myšlienky odvodenia matema-
tického modelu známeho pod názvom Black – Scholesova rovnica4, ktorá
opisuje časový vývoj ceny derivátu akcie na finančnom trhu. V tomto prí-
pade sa teda už nepôjde o rigorózny fyzikálny model, ale o aplikáciu mate-
matického modelovania v analýze finančných trhov. Ako sa ukáže neskôr,
výsledný model je parciálnou diferenciálnou rovnicou. Zároveň zdôraz-
nime, že na tomto mieste nemáme dostatok priestoru, aby sme vysvetlili
všetky prostriedky, ktoré sú potrebné na dôkladné odvodenie. Konkrétne
máme na mysli teóriu stochastických procesov a stochastické diferenciálne
rovnice. Objem týchto samotných teórií by určite s rezervou prevýšil ka-
pacitu tohto textu. Sústredíme sa preto iba na hlavné body odvodenia a na
intuitívne pochopenie pojmu náhodný proces a na základy stochastického
diferenciálneho počtu.

Vysvetlime si najskôr niekol’ko užitočných pojmov z teórie finančných
trhov európska Call opcia alebo aj kúpna opcia je kontrakt, v ktorom jedna
strana získava právo kúpit’ akciu v presne určenom expiračnom čase t =
T za vopred dohodnutú expiračnú cenu E. Zdôraznime, že daná strana
získava právo, ale nie povinnost’ kúpit’ akciu. Toto právo má teda samo
o sebe istú hodnotu a preto treba zaň v čase uzavretia kontraktu t = 0
zaplatit’ istú prémiu V . Pre obe strany, t. j. pre vypisovatel’a opcie ako aj
držitel’a opcie je zaujímavé vediet’, aká je optimálna hodnota prémie tak,
aby ani jedna zo strán nebola zvýhodnená. Označme
• S - cenu akcie,
• Vec - hodnotu európskej kúpnej opcie,
• T - expiračnú dobu, t. j. termín vypršania opcie,

4F. Black a M. Scholes uverejnili odvodenie svojho modelu na oceňovanie derivátov
akcií v časopise Journal of Political Economy v roku 1973. Ich práca bola ocenená cenou
Švédskej banky za ekonómiu na pamiatku A. Nobela (Nobelovou cenou za ekonómiu).
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• E - expiračnú cenu, t. j. vopred dohodnutú cenu akcie.
Časovú premennú označíme t, pričom t ∈ [0, T ]. Úloha spočíva v nájdení
matematickej rovnice, ktorá by opisovala vzt’ah pre funkciu ceny opcie
V = V (S, t) na akciu v cene S a čase t. Prirodzene potom cena opcie -
prémia bude rovná Vec = V (S, 0).

Odvodenie rovnice pozostáva z troch krokov. V prvom z nich určíme
stochastickú rovnicu, podl’a ktorej sa správa vývoj samotnej ceny akcie S.
V druhom kroku odvodíme stochastickú rovnicu, podl’a ktorej sa správa
funkcia V = V (S, t) od náhodne sa meniacej ceny akcie S. Funkcii V vo
všeobecnosti hovoríme finančný derivát. V tret’om kroku zostavíme tzv.
bezrizikové portfólio vhodnou kombináciou (proporciou) medzi množst-
vom akcií a opcií na danú akciu.

♦ 1. krok - Stochastická diferenciálna rovnica pre vývoj ceny akcie. Na modelo-
vanie náhodného vývoja ceny akcie ako funkcie času S = S(t) sa používa
stochastická diferenciálna rovnica

dS = µSdt+ σSdw , (1.21)

kde dS znamená zmenu ceny akcie za časový okamih dt, µ je očakávaná
návratnost’ akcie, σ je volatilita časového vývoja akcie. Znakom dw sme
označili zmenu tzv. Wienerovho procesu.5 Štandardný Wienerov proces
{w(t), t ≥ 0} je t – parametrický systém náhodných veličín taký, že w(0) =
0, pričom prírastky dw(t) = w(t + dt) − w(t) sú normálne rozdelené ná-
hodn=e premenné a navzájom nekorelované v čase, pričom stredná hod-
nota je nulová, t. j. E(dw) = 0 a variancia je lineárnou funkciou času, t. j.
var(dw) = dt. Vol’ne povedané dw = Φ

√
dt, kde Φ ∼ N(0, 1) je náhodná

premenná s normalizovaným normálnym rozdelením. Dôvod, prečo sa vo
výraze pre dw objavuje odmocnina z časového prírastku dt, je dôsledkom
lineárnej závislosti variancie var(dw) a dt. Tvrdenie, že Φ je náhodná pre-
menná s normálnym rozdelením je založené na využití tzv. centrálnej li-
mitnej vety z matematickej štatistiky.

Poznamenajme, že stochastická rovnica (1.21) sa dá prepísat’ aj do tvaru

dS
S

= µdt+ σdw ,

pričom z tohto zápisu je jasnejšie, že v časovej analýze je podstatnou infor-
máciou iba relatívna zmena dS

S a nie absolútna zmena ceny dS. Rozmyslite
si prečo! Nakoniec poznamenajme, že ak volatilita σ = 0, tak vývoj ceny
S = S(t) je úplne deterministický a ked’že dS = µSdt dostávame integrá-
ciou S(t) = S(0)eµt, čiže cena by narastala exponenciálne podl’a očakáva-
nej návratnosti akcie µ. Teraz, ak volatilita σ 6= 0, tak na túto očakávanú

5Norbert Wiener (1894-1964) amer. matematik. Pracoval v oblasti matematickej analýzy,
teórii pravdepodobnosti a teórii informácie. Založil vedný odbor kybernetika.
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exponenciálnu závislost’ sa moduluje náhodný šum - vopred nepredví-
datel’né výchylky ceny smerom nahor alebo nadol. Grafické znázornenie
náhodného procesu S a podrobnejšiu diskusiu o náhodných procesoch je
možné nájst’ v učebnici [16].

♦ 2. krok - Stochastická diferenciálna rovnica pre vývoj funkcie - derivátu ak-
cie. Úloha je jednoducho formulovatel’ná. Ak funkcia V = V (S, t) je nejaká
hladká funkcia dvoch premenných, pričom premenná S je sama o sebe fun-
kciou času S = S(t) a vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici (1.21),
tak otázka znie: akú stochastickú rovnicu bude spĺňat’ funkcia od premen-
nej S a času t, t. j. derivát V = V (S, t). Odpoved’ na túto otázku nám dáva
dôležitý výsledok z teórie náhodných procesov - Itôova lema.

Tvrdenie 1.1. Itôova lema. Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných, pri-
čom premenná x je riešením stochastickej diferenciálnej rovnice dx = µ(x, t)dt+
σ(x, t)dw, kde w je Wienerov proces. Potom prvý diferenciál df = f(x + dx, t +
dt)− f(x, t) funkcie f je daný vzt’ahom

df =
∂f

∂x
dx+

(
∂f

∂t
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt , (1.22)

dôsledkom čoho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

df =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt+ σ(x, t)

∂f

∂x
dw . (1.23)

Itôovu lemu možno intuitívne dokázat’ rozvinutím funkcie f = f(x, t)
do Taylorovho radu stupňa 2 a združením koeficientov s diferenciálmi dx a
dt. Poznamenajme, že práve vd’aka odmocnine

√
dt v definícii Wienerovho

procesu niektoré členy rozvoja budú obsahovat’ vyššie mocniny dt, napr.
(dt)3/2, (dt)2. Podrobnejší náčrt dôkazu Itôovej lemy sa dá nájst’ v učebnici
[16].

V našom prípade premenná S vyhovuje stochastickej rovnici (1.21), t. j.
dS = µSdt + σSdw a teda µ(S, t) = µS, σ(S, t) = σS. Na základe Itôovej
lemy cena derivátu akcie, teda funkcia V (S, t) náhodného procesu S bude
vyhovovat’ stochastickej diferenciálnej rovnici

dV =

(
∂V

∂t
+ µS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

)
dt+ σS

∂V

∂S
dw . (1.24)

♦ 3. krok - Kombinácia náhodných procesov. Toto je kl’účový krok pri odvodení
Black – Scholesovej rovnice. V tomto kroku budeme simulovat’ prácu zais-
t’ovatel’a, teda človeka, ktorý rozhoduje o skladbe portfólia akcií a opcií na
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dané akcie. Pripomeňme, že oba náhodné procesy, t. j. cena akcie S ako i
cena opcie na akciu V vyhovujú stochastickým diferenciálnym rovniciam

dS = µS dt+ σS dw , (1.25)

dV =

(
∂V

∂t
+ µS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

)
dt+ σS

∂V

∂S
dw . (1.26)

Ciel’om zaist’ovatel’a je skombinovat’ svoje portfólio P z akcií a opcií tak,
aby minimalizoval svoje riziko. Tomu sa hovorí averzia k riziku. Zrejme
jediný rizikový člen je v oboch rovniciach reprezentovaný nepredvídatel’-
ným členom dw náhodného procesu. V každom časovom okamihu sa teda
zaist’ovatel’ rozhoduje skombinovat’ opcie v cene V a akcie v cene S podl’a
určitého pomeru, nazvime ho δ. To znamená, že jeho portfólio P bude dané
vzt’ahom

P = V + δS ,

t. j. na jednu jednotku opcie pripadne δ jednotiek akcií. Sčítanie rovnice
(1.25) s δ násobkom rovnice (1.26) nám dáva stochastickú rovnicu pre port-
fólio P ,

dP =

(
∂V

∂t
+ µS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ δµS

)
dt+

(
σS

∂V

∂S
+ δσS

)
dw .

Majúc na pamäti princíp averzie k riziku, Black a Scholes stanovili pomer δ
tak, aby koeficient pred náhodným členom dw bol anulovaný. To sa podarí
vtedy, ak volíme

δ = −∂V
∂S

. (1.27)

Potom pre cenu portfólia dostávame už diferenciálnu rovnicu (nie stochas-
tickú)

dP =

(
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

)
dt . (1.28)

Na záver poznamenajme, že cena portfólia musí byt’ presne taká istá, akú
by sme dosiahli uložením do banky so spojitým úrokovaním r. Inak by
vznikol priestor pre arbitráž, t. j. bezrizikový zisk, ktorý síce môže v realite
nastat’, ale trvá len vel’mi malú chvíl’u. Pre spojité úrokovanie istiny P platí
zrejmá závislost’ dP

dt = rP , t. j. dP = rPdt. Dosadením vzt’ahu pre dP do
rovnice (1.28) a po skrátení výrazom dt dostávame

rP =
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
.

Ked’že P = V + δS = V − S ∂V∂S nakoniec dostávame rovnicu

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0 , (1.29)
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Obr. 1.7: Koncová podmienka európskej kúpnej Call opcie.

ktorá je známa ako Black – Scholesova parciálna diferenciálna rovnica na
oceňovanie ceny derivátov akcií. Odvodenie tejto rovnice bolo prvýkrát
uvedené v prácach Blacka a Scholesa [5] a Mertona. Vel’mi dobrá referen-
cia je aj novší článok Dewynne a kol. [6], kde sa čitatel’ môže oboznámit’
s rôznymi aspektmi oceňovania nielen európskeho typu opcií, ale aj tzv.
amerických opcií.

Uved’me ešte jedno užitočné zovšeobecnenie Black – Scholesovej rov-
nice pre prípad akcie, ktorá vypláca spojité dividendy. V tomto prípade
držaním akcie v hodnote S získame za čas dt dividendový podiel qSdt,
kde q > 0 je miera vyplácania dividend (percentá p.a.). Teda zmena nášho
portfólia pozostávajúca z jednej opcie a δ akcií bude mat’ za čas dt hodnotu

dP = dV + δdS + δqSdt .

Sledujúc horeuvedený postup odvodenia Black – Scholesovej rovnice v prí-
pade nevyplácania dividend nakoniec prídeme k rovnici

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ (r − q)S∂V

∂S
− rV = 0 , (1.30)

V prípade európskej kúpnej opcie sa k rovnici (1.29) resp. (1.30) dopĺňa
koncová podmienka v čase expirácie T . Jej zmysel je v tom, že ak aktuálna
cena S akcie v čase T prekročí hodnotu E, na ktorú bol uzavretý opčný
obchod v čase t = 0, tak cena opcie - prémie (keby sa za ňu platilo v čase
T ) je zrejme rozdiel medzi aktuálnou cenou S a dohodnutou cenou E, t. j.
S−E. Na druhej strane, pokial’ aktuálna cena akcie neprekročí dohodnutú
cenu E, tak opcia nemá žiadnu hodnotu, pretože ju vôbec neuplatníme. To
znamená, že v čase t = T je vyčíslenie ceny opcie jednoduché a je dané ako
funkcia (pozri Obr. 1.7).

V̄ (S, T ) = max(S − E, 0)

Úlohou analýzy Black – Scholesovej rovnice je poskytnút’ explicitný
vzorec riešenia V = V (S, t) pre l’ubovol’ný čas t ∈ [0, T ]. Konkrétne nás
zaujíma cena opcie na začiatku t = 0, t. j. v dobe uzatvárania opčného
obchodu. Tento vzorec riešenia rovnice (1.29) odvodíme v Kapitole 4.1.6.



Kapitola 2
Klasifikácia a rád parciálnych
diferenciálnych rovníc

Ciel’om kapitoly je objasnit’ pojem parciálnej diferenciálnej rovnice. Jedno-
ducho povedané, parciálna diferenciálna rovnica je funkcionálna rovnica,
v ktorej okrem hl’adanej funkcie viac premenných vystupujú aj jej parciálne
derivácie rôznych rádov a podl’a rôznych premenných. Na rozdiel od oby-
čajných diferenciálnych rovníc pripúšt’ame funkcie viac premenných ako
aj vystupovanie parciálnych derivácií vo vzt’ahu rovnosti. Uved’me jedno-
duché príklady parciálnych diferenciálnych rovníc. Všetky uvádzané prí-
klady boli uvedené v predošlej kapitole ako modely fyzikálnych javov a
finančných derivátových trhov.
• ∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2

- rovnica priečnych kmitov struny (1.20). Neznámou je funkcia dvoch pre-
menných u = u(x, t),

• ∂%
∂t +

∑n
i=1

∂
∂xi

(%vi) = 0

- rovnica zákona zachovania hmoty (1.4). Neznámou je funkcia štyroch
premenných % = %(~x, t),

• ∂u
∂t − a

2∆u = f̃(~x, t)

- rovnica vedenia tepla (1.14). Neznámou je funkcia n+ 1 premenných u =
u(~x, t) = u(x1, · · · , xn, t),

• ∂V
∂t + 1

2σ
2S2 ∂2V

∂S2 + rS ∂V∂S − rV = 0

- Black – Scholesova rovnica (1.29) na oceňovanie ceny derivátov akcií. Ne-
známou je funkcia V = V (S, t) dvoch premenných S a t.

Skôr, ako pristúpime ku klasifikácii parciálnych diferenciálnych rovníc,
zaved’me užitočné zjednodušenie zápisov parciálnych derivácií pomocou
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diferenciálnych symbolov. Nech u : Ω ⊂ Rn → R je k-krát diferencovatel’ná
funkcia. Označme
• α = (α1, · · · , αn)

- multiindex celých čísel αi ≥ 0,
• |α| = α1 + · · ·+ αn
- dĺžku multiindexu α,
• Dαu(x) = ∂|α|u

∂α1x1∂α2x2···∂αnxn
- parciálnu deriváciu funkcie u podl’a multiindexu α, kde |α| ≤ k.

Príkladom môžu byt’ parciálne derivácie
∂2u
∂x21

= Dαu, kde α = (2, 0),
∂2u

∂x1∂x2
= Dαu, kde α = (1, 1),

∂3u
∂x1∂x23

= Dαu, kde α = (1, 0, 2),
u = Dαu, kde α = (0, · · · , 0).

Definícia 2.1. Pod parciálnou diferenciálnou rovnicou rozumieme funkcionálnu
rovnicu, t. j. rovnicu, v ktorej ako neznáma vystupuje funkcia u : Ω ⊂ Rn → R,
ktorá má vo všeobecnosti tvar

F (x, u,D(1,0,··· ,0)u,D(0,1,··· ,0)u,D(0,0,··· ,1)u, · · · , D(2,0,··· ,0)u, · · · , Dαu) = 0 ,

kde F : Ω×Rκ → R je hladká funkcia a α je multiindex s dĺžkou nepresahujúcou
číslo k, ktoré sa nazýva rád parciálnej diferenciálnej rovnice.

Uvedomme, si že všetky uvedené príklady boli parciálnymi diferen-
ciálnymi rovnicami.

2.1 Rád lineárnej parciálnej diferenciálnej rovnice

Definícia 2.1 je už na prvý pohl’ad neprehl’adná, pretože má ambíciu posti-
hnút’ vel’mi širokú triedu parciálnych diferenciálnych rovníc. V tejto časti
zúžime svoj pohl’ad iba na istú špeciálnu triedu parciálnych diferenciál-
nych rovníc, a to rovníc, v ktorých je funkcia F z Definície 2.1 lineárna,
resp. afínna vo všetkých premenných, ktoré obsahujú výraz Dαu. Takým
rovniciam budeme hovorit’ lineárne parciálne diferenciálne rovnice.

Definícia 2.2. Pod lineárnou parciálnou diferenciálnou rovnicou rozumieme rov-
nicu, ktorá má tvar ∑

|α|≤k

aα(x)Dαu(x) = f(x) ,
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kde aα : Ω ⊂ Rn → R a f : Ω → R sú zadané funkcie. Suma sa uvažuje cez
všetky multiindexy α, ktorých dĺžka nepresiahne k. Ak pravá strana f = 0, tak
hovoríme o homogénnej lineárnej rovnici. Rovnica má rád k, ak pre každé x ∈ Ω∑
|α|=k |aα(x)| 6= 0, t. j. ak sa vždy nájde aspoň jedna funkcie aα, |α| = k, taký,

že aα(x) 6= 0.

Príklady.
1) Rovnica zákona zachovania hmoty ∂%

∂t +
∑n

i=1
∂
∂xi

(%vi) = 0 je príkladom
rovnice prvého rádu, pretože sa dá prepísat’ do tvaru ∂%

∂t +
∑n

i=1 vi(x) ∂%∂xi +

%
∑n

i=1
∂vi
∂xi

= 0.

2) Rovnice:

∂u

∂t
− a2

n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

= f(x1, · · · , xn, t) ,

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 ,

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0 ,

sú rovnicami druhého rádu.

2.2 Rovnice prvého rádu

V tejto časti sa budeme zaoberat’ rovnicami prvého rádu, t. j. takými par-
ciálnymi diferenciálnymi rovnicami, v ktorých vystupujú derivácie najviac
prvého rádu.

Definícia 2.3. Pod lineárnou parciálnou diferenciálnou rovnicou prvého rádu
rozumieme rovnicu, ktorá má tvar

n∑
i=1

ai(x)
∂u

∂xi
(x) + b(x)u(x) = f(x) ,

kde ai, b, f : Ω ⊂ Rn → R, i = 1, · · · , n, sú zadané koeficienty také, že pre každé
x ∈ Ω je

∑n
i=1 |ai(x)| 6= 0.

Uvedenú charakterizáciu lineárnych rovníc rozšírime na väčšiu triedu
rovníc prvého rádu, ktoré budeme nazývat’ kvázilineárne rovnice.
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Definícia 2.4. Pod kvázilineárnou parciálnou diferenciálnou rovnicou prvého rádu
rozumieme rovnicu, ktorá má tvar

n∑
i=1

ai(x, u(x))
∂u

∂xi
(x) = an+1(x, u(x)) , (2.1)

kde ai : Ω × R → R, i = 1, · · · , n + 1, sú funkcie, ktoré vo všeobecnosti môžu
závisiet’ na hodnote hl’adanej funkcie u, nie však na jej parciálnych deriváciach.

Príklady.
Ako už bolo spomenuté, lineárna rovnica prvého rádu je napr. rovnica

zákona zachovania hmoty prepísaná v tvare

∂%

∂t
+

n∑
i=1

vi(x)
∂%

∂xi
+ %

n∑
i=1

∂vi
∂xi

= 0 .

Kvázilineárna rovnica prvého rádu je napríklad Burgersova rovnica opi-
sujúca časo-priestorový vývoj hustoty stlačitel’ného plynu v adiabatickom
režime

∂%

∂t
+

1

2

∂

∂x
(%2) = 0 .

Skutočne, úpravou dostaneme, že Burgersova rovnica je ekvivalentná rov-
nici

∂%

∂t
+ %

∂%

∂x
= 0 ,

čo je kvázilineárna rovnica prvého rádu.

O spôsoboch a metódach riešenia, ako i o geometrickej interpretácii
parciálnych diferenciálnych rovníc prvého rádu, sa podrobnejšie zmienime
v Kapitole 3.

2.3 Klasifikácia rovníc druhého rádu

Z Definície 2.2 plynie, že lineárne rovnice druhého rádu majú vo všeobec-
nosti tvar

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
(x) +

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
(x) + c(x)u(x) = f(x) , (2.2)

kde aij , bi, c, f : Ω ⊂ Rn → R, i = 1, · · · , n, sú zadané koeficienty.
Ciel’om tejto časti je poskytnút’ klasifikáciu lineárnych rovníc druhého

rádu. Táto klasifikácia je založená na analýze tzv. hlavnej časti diferenciál-
nej rovnice (2.2), t. j. členoch rovnice, ktoré obsahujú najvyššie parciálne
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derivácie, v našom prípade rádu 2. Hlavná čast’ rovnice (2.2) je potom vý-
raz

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
(x) .

Pre každý bod x ∈ Ω ⊂ Rn zostavme n× n maticu A(x),

A(x) = (aij(x))i,j=1,··· ,n .

Bez ujmy na všeobecnosti zápisu hlavnej časti môžeme predpokladat’, že
matica A je symetrická. Skutočne, ak by napríklad hlavná čast’ mala tvar
∂2u
∂x21

+ 4 ∂2u
∂x1∂x2

+ ∂2u
∂x22

, tak pre hladkú funkciu u zrejme túto hlavnú čas mô-

žeme prepísat’ na tvar: ∂
2u
∂x21

+ 2 ∂2u
∂x1∂x2

+ 2 ∂2u
∂x2∂x1

+ ∂2u
∂x22

a teda a11 = a22 =

1, a12 = a21 = 2.
Každá symetrická matica A má spektrum pozostávajúce len z reálnych

vlastných čísel. Označme λi = λi(x) ∈ R pre i = 1, · · · , n, vlastné čísla
matice A(x). Na základe vlastností týchto vlastných čísel klasifikujeme li-
neárne parciálne diferenciálne rovnice nasledovne:

Definícia 2.5.

1) Ak všetky vlastné čísla λi(x), i = 1, · · · , n, sú nenulové a majú rov-
naké znamienko, tak rovnicu (2.2) nazývame eliptická parciálna diferen-
ciálna rovnica.

2) Ak všetky vlastné čísla λi(x), i = 1, · · · , n, sú nenulové a ich neprázdna
podmnožina má kladné znamienka a neprázdna podmnožina má záporné
znamienka, tak rovnicu (2.2) nazývame hyperbolická parciálna diferenciálna
rovnica.

3) Nech jedno z vlastných čísel λi je nulové a všetky ostatné vlastné čísla
λj(x), j 6= i, sú nenulové a majú rovnaké znamienko. Ak po transformácii
premenných x = Qη sa rovnica (2.2) transformuje na rovnicu s diagonál-
nou maticou a = diag(λ1, · · · , λn) a príslušný transformovaný koeficient
b̃i(η) odpovedajúci derivácii prvého rádu je nenulový, tak rovnicu (2.2) na-
zývame parabolická parciálna diferenciálna rovnica.

Na základe tejto klasifikácie môžeme l’ahko klasifikovat’ nasledovné
rovnice druhého rádu.
• ∂2u

∂x21
+ ∂2u

∂x22
= 0

je eliptická rovnica,

• ∂2u
∂t2

= a2 ∂2u
∂x2

,
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t. j. rovnica priečnych kmitov struny (1.20) je hyperbolická rovnica,

• ∂u
∂t − a

2∆u = f(x, t),
t. j. rovnica vedenia tepla (1.14) je parabolická rovnica,

• ∂V
∂t + 1

2σ
2S2 ∂2V

∂S2 + rS ∂V∂S − rV = 0,
t. j. Black – Scholesova rovnica (1.29) je parabolická rovnica pre S 6= 0.



Kapitola 3
Parciálne diferenciálne rovnice
prvého rádu

Lineárne parciálne diferenciálne rovnice prvého rádu zväčša modelujú rô-
zne fyzikálne zákonitosti súvisiace so zákonmi zachovania. Typickým prí-
kladom rovnice prvého rádu je rovnica zákona zachovania hmoty odvo-
dená v Kapitole 1.1. Ciel’om tejto časti je poskytnút’ metódy na riešenie ho-
mogénnych ako i nehomogénnych a nelineárnych rovníc prvého rádu. Te-
ória rovníc prvého rádu je dost’ špecifická oblast’ v rámci teórie parciálnych
diferenciálnych rovníc. Ako neskôr nahliadneme, používané techniky (me-
tóda charakteristík) na ich riešenie patria skôr do oblasti obyčajných dife-
renciálnych rovníc.

3.1 Homogénne rovnice prvého rádu

V tejto časti sa budeme zaoberat’ homogénnymi rovnicami prvého rádu.
Na základe klasifikácie rovníc podl’a rádu je lineárnou homogénnou par-
ciálnou diferenciálnou rovnicou rovnica v tvare

a1(x)
∂u

∂x1
+ a2(x)

∂u

∂x2
+ · · ·+ an(x)

∂u

∂xn
= 0 , (3.1)

kde a1, · · · , an : Ω ⊂ Rn → R sú zadané spojite diferencovatel’né funkcie.
Úloha spočíva v nájdení C1 funkcie u : Ω ⊂ Rn → R takej, že v každom
bode x ∈ Ω je splnená rovnost’ (3.1). Homogénnost’ rovnice (3.1) je vy-
jadrená nulovost’ou pravej strany rovnice, linearita spočíva vo vlastnosti,
že pokial’ u1, u2 riešia (3.1), tak potom ich lineárna kombinácia αu1 + βu2,
kde α, β ∈ R, opät’ rieši (3.1). Zdôraznime, že na základe schémy klasi-
fikácie lineárnych rovníc by sa vo všeobecnej rovnici prvého rádu mohol

31
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Obr. 3.1: Graf zadaného vektorového pol’a.

vyskytovat’ aj člen obsahujúci funkciu u. Napriek tomu v tejto časti bu-
deme uvažovat’ iba rovnice prvého rádu, ktoré obsahujú len hlavnú čast’
pozostávajúcu z prvých derivácií. Metódu ako previest’ rovnicu s výrazom
u na rovnicu typu (3.1) opíšeme v Kapitole 3.2.

Poznamenajme, že rovnicu (3.1) možno vyjadrit’ vektorovým zápisom
nasledovne: označme vektorovú funkciu ~a : Ω ⊂ Rn → Rn definovanú ako
~a(x) = (a1(x), · · · , an(x))T . Ked’že gradient ∇u je vektor ( ∂u∂x1 , · · · ,

∂u
∂xn

)T ,
tak rovnica (3.1) je vlastne rovnost’ (∇u(x),~a(x)) = 0. Vektory ~a a∇u sú na
seba kolmé a teda

∇u(x) ⊥ ~a(x) pre každé x ∈ Ω . (3.2)

Pokúsme sa teraz vysvetlit’ geometrický význam rovnice (3.1), resp. (3.2).

♦Geometrický význam koeficientov a1, · · · , an. Zadaním koeficientov ai : Ω ⊂
Rn → R pre i = 1, · · · , n, zadávame vektorovú funkciu ~a : Ω ⊂ Rn →
Rn definovanú ako ~a(x) = (a1, (x), · · · , an(x))T . Funkciu ~a tiež nazývame
vektorové pole v Rn. Príklad vektorového pol’a v rovine R2 je funkcia ~a :
R2 → R2, ~a(x1, x2) = (x2,−x1)T , t. j. a1(x1, x2) = x2, a2(x1, x2) = −x1

(pozri Obr. 3.1).

♦ Geometrický význam gradientu funkcie. Z analýzy funkcií viac premenných
pripomeňme definíciu úrovňovej množiny funkcie. Nech u : Rn → R je
hladká funkcia. Množinu

Ec = {x ∈ Rn, u(x) = c } (3.3)

nazývame úrovňová množina zodpovedajúca hodnote c ∈ R. V typickom
prípade je úrovňová množina Ec plocha dimenzie n − 1. V prípade R2 je
to teda krivka, resp. zjednotenie kriviek. Ak uvažujeme príklad funkcie
u(x1, x2) = x2

1 + x2
2, tak úrovňové množiny Ec, c > 0, sú kružnice s polo-

merom
√
c (Obr. 3.2).
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Obr. 3.2: Graf úrovňových rovín funkcie u (vl’avo). Úrovňové roviny funkcie u a
jej gradient (vpravo).
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Obr. 3.3: Znázornenie vektorového pol’a dotýkajúceho sa úrovňových rovín
(vl’avo). Zadané vektorové pole, úrovňové roviny (vpravo).

Jediný (až na násobok) vektor kolmý na všetky krivky ležiace v úrovňo-
vej množine a ktoré prechádzajú bodom x ∈ Ec je práve vektor gradientu
∇u(x). Preto geometricky zmysel gradientu ∇u(x) funkcie u tkvie v jeho
normálovosti k úrovňovej množine prechádzajúcej bodom x.

♦ Geometrický význam rovnice (3.2). Na základe predošlého výkladu je te-
raz už zrejmé, že geometrická rovnica (3.2) platí práve vtedy, ked’ vek-
torové pole ~a je kolmé na vektor gradientu ∇u(x) a teda pole ~a sa „do-
týka"úrovňových množín Ec (pozri Obr. 3.3).

Obr. 3.3 nám ukazuje súčasné zobrazenie úrovňových rovín (kružnice),
vektorového pol’a ~a (dotykové pole) a gradientného pol’a ∇u (pole kolmé
na úrovňové roviny).

Ako však konštruovat’ funkciu u tak, aby sa zadané vektorové pole do-
týkalo úrovňových rovín Ec? Idea je založená na konštrukcii pomocného
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systému obyčajných diferenciálnych rovníc v Rn
ẋ(τ) = ~a(x(τ)), τ ∈ R ,

x(0) = x0 ∈ Rn ,
(3.4)

ktorý sa nazýva charakteristický systém. Vzhl’adom na to, že predpokla-
dáme spojitú diferencovatel’nost’ funkcií ai, tento systém má jedniné rie-
šenie. Bodkou ẋ(τ) sme označili deriváciu dx

dτ podl’a parametra τ , ktorý
parametrizuje získanú krivku riešenia {x(τ), τ ∈ R}. Riešenia tohto sys-
tému majú tú vlastnost’, že dotykový vektor ẋ(τ) pre τ = 0 ku krivke
{x(τ), τ ∈ R} je zhodný s vektorom ~a(x) v bode x = x0. To znamená,
že ak požadujeme, aby vektorové pole ~a bolo dotykové k úrovňovým ro-
vinám nejakej funkcie u, tak je nutné a stačí, aby každé riešenie (3.4) ležalo
v nejakej úrovňovej rovine Ec. Inými slovami povedané, dostávame tvrde-
nie:

Tvrdenie 3.1. Funkcia u : Rn → R je riešením rovnice (3.1) práve vtedy, ked’
funkcia u je konštantná na každej charakteristike, t. j. na každom riešení charakte-
ristického systému.

Dôkaz tohto tvrdenia je založení na derivovaní zloženej funkcie h(τ) =
u(x1(τ), · · · , xn(τ)). Ked’že h′(τ) =

∑n
i=1

∂u
∂xi

(x(τ)ẋi(τ) a ak x = x(τ) je rie-
šením charakteristického systému, tak h′(τ) = 0 a teda h(τ) je konštantná
na každej charakteristike. Naopak, ak u je konštantné na každej charakte-
ristike, tak h′(τ) = 0 a teda dosadením τ = 0 dostávame, že u rieši lineárnu
homogénnu rovnicu v bode x0. Ked’že x0 bol l’ubovolný bod, tak dôkaz
tvrdenia je dokončený.

Príklad 3.1.1. Uvažujme príklad diferenciálnej rovnice

x2
∂u

∂x1
− x1

∂u

∂x2
= 0 ,

t. j. príklad vektorového pol’a ~a(x1, x2) = (x2,−x1)T , ktoré bolo zobrazené
na Obr. 3.1. Charakteristický systém je sústava ODR

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,
x1(0) = x0

1, x2(0) = x0
2 ,

ktorého všeobecným riešením je dvojica

x1(τ) = A cos(τ) +B sin(τ), x2(τ) = −A sin(τ) +B cos(τ) ,

kde konštanty A,B závisia len od zvolenej počiatočnej podmienky x0. Jed-
noduchá algebra nám dáva, že x2

1(τ) + x2
2(τ) = A2 +B2 pre každé τ ∈ R a



3.1. HOMOGÉNNE ROVNICE PRVÉHO RÁDU 35

teda funkcia u = u(x1, x2) = x2
1 +x2

2 ostáva konštantná vzhl’adom na τ pre
každú charakteristiku, t. j. riešenie charakteristického systému. Na základe
Vety 3.1 funkcia u je riešením našej parciálnej diferenciálnej rovnice, o čom
sa je možné presvedčit’ aj dosadením do rovnice.

Poznámka 3.1. Všimnime si, že tvar funkcie u sme mohli získat’ aj bez expli-
citného riešenia charakteristického systému. Myšlienka je založená na hl’adaní is-
tého invariantu pre charakteristickú rovnicu. Skutočne, ak násobíme prvú rovnicu
x1 a druhú s x2 a následne ich sčítame, tak dostaneme x1ẋ1 + x2ẋ2 = 0 čiže
d
dτ (x2

1 + x2
2) = 0 pre každé τ a teda opät’ vidíme, že funkcia u(x1, x2) = x2

1 + x2
2

je konštantná na každej charakteristike. Zapamätajme si tento postup!

Poznámka 3.2. Získaná funkcia u = x2
1 + x2

2 je len jednou z mnohých fun-
kcií, ktoré sú konštantné na charakteristikách. Zrejme takou bude aj zložená fun-
kcia u(x1, x2) = f(x2

1 + x2
2), kde f : R → R je l’ubovol’ná C1 hladká fun-

kcia. Skutočne, argument x2
1 + x2

2 tejto funkcie je konštantný na charakteristi-
kách a teda aj zložená funkcia bude na nich konštantná. Táto črta sa dá využit’
napríklad pri úlohe riešit’ rovnice prvého rádu so zadanou okrajovou podmien-
kou. Napríklad, od riešenia u naviac požadujeme, aby u(x1, 0) = x3

1 + 5. Hl’a-
dáme teda funkciu f tak, aby bola splnená zadaná podmienka. Zrejme musí platit’
x3

1 + 5 = u(x1, 0) = f(x2
1 + 0) = f(x2

1) a teda f(ξ) = ξ3/2 + 5. Riešením je
potom funkcia u(x1, x2) = (x2

1 + x2
2)3/2 + 5.

Tvrdenie 3.2. Predpokladajme, že funkcie uk : Rn → R sú riešením rovnice (3.1)
pre k = 1, · · · ,m. Nech Φ : Rm → R je spojite diferencovatel’ná funkcia. Potom
funkcia u(x) = Φ(u1(x), · · · , um(x)) je riešením rovnice (3.1).

Dôkaz vychádza z faktu, že ∂u
∂xi

=
∑m

k=1
∂Φ
∂uk

∂uk
∂xi

a teda

n∑
i=1

ai
∂u

∂xi
=

n∑
i=1

aisum
m
k=1

∂Φ

∂uk

∂uk
∂xi

= 0.

Príklad 3.1.2. Nájdime všeobecný tvar riešenia rovnice

ex2
∂u

∂x1
− x1

∂u

∂x2
= 0 .

Charakteristický systém je sústava ODR

ẋ1 = ex2 ,

ẋ2 = −x1, x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

2 .
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Obr. 3.4: Graf zadaného vektorového pol’a (vl’avo). Úrovňové roviny riešenia u a
jeho gradientné pole (vpravo).
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Obr. 3.5: Znázornenie vektorového pol’a dotýkajúceho sa úrovňových rovín
(vl’avo). Zadané vektorové pole, úrovňové roviny riešenia a jeho gradient
(vpravo).

Potom derivovaním prvej rovnice dostávame ẍ1 = ex2 ẋ2 = ẋ1(−x1) =
−1

2
d
dτ (x2

1). Teda d
dτ (ẋ1 + 1

2x
2
1) = 0, čo znamená, že výraz ẋ1 + 1

2x
2
1 je kon-

štantný vzhl’adom na τ . S využitím prvej rovnice ẋ1 = ex2 dostávame, že
výraz ex2(τ) + 1

2x
2
1(τ) je konštantný v τ . Všeobecným riešením je potom

funkcia u(x1, x2) = f(ex2 + 1
2x

2
1), kde f : R → R je l’ubovol’ná hladká fun-

kcia. Ak naviac požadujeme, aby napríklad riešenie spĺňalo okrajovú pod-
mienku u(0, x2) = x2, tak nevyhnutne f(ξ) = ln(ξ) a riešenie je u(x1, x2) =
ln(ex2 + 1

2x
2
1). Pozri Obr. 3.4, 3.5, 3.6.

Príklad 3.1.3. Nájdime všeobecný tvar riešenia rovnice

∂u

∂x
+ xz

∂u

∂y
− xy∂u

∂z
= 0 .
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Obr. 3.6: Graf riešenia spĺňajúce zadanú okrajovú podmienku.

Charakteristickým systémom je sústava ODR
ẋ = 1
ẏ = xz
ż = −xy
x(0) = x0, y(0) = y0 z(0) = z0 .

Násobiac druhú rovnicu premennou y a tretiu z, následne ich sčítaním do-
staneme yẏ + zż = 0 čiže d

dτ (y2 + z2) = 0 pre každé τ . Funkcia

u1(x, y, z) = y2 + z2

je preto riešením rovnice, o čom sa je možné presvedčit’ opät’ aj dosade-
ním. Nás však zaujíma otázka nájst’ d’alšie riešenie u2, ktoré by nebolo iba
triviálnou kompozíciou funkcie u1 s nejakou funkciou f , ako je to opísané
v Poznámke 3.2.

Vysvetlime si metódu ako hl’adat’ d’alšie riešenia. Zaved’me substitúciu

x̄ = x, ȳ = y2 + z2, z̄ = z ,

t. j. y =
√
ȳ − z̄2. Položme w(x̄, ȳ, z̄) = u(x, y, z), teda u(x, y, z) = w(x, y2 +

z2, z). Zdôraznime, že horeuvedená substitúcia bola zavedená práve s ohl’a-
dom na už získanú funkciu riešenia u1 = y2 + z2. Pre parciálne derivácie
funkcie u platí

∂u

∂x
=
∂w

∂x̄
,

∂u

∂y
=
∂w

∂ȳ
2y,

∂u

∂z
=
∂w

∂ȳ
2z +

∂w

∂z̄
.

Pôvodná rovnica pre funkciu u sa potom transformuje na rovnicu pre w

∂w

∂x̄
− x̄
√
ȳ − z̄2

∂w

∂z̄
= 0 .
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Získali sme teda novú rovnicu prew, ktorá však obsahuje iba dve nezávislé
premenné x̄, z̄ a jeden parameter ȳ. Jej charakteristická rovnica je{

˙̄x = 1
˙̄z = −x̄

√
ȳ − z̄2

Potom x̄(τ) = τ +A a dz̄√
ȳ−z̄2

= −x̄ = −τ −A a teda
∫

dz̄√
ȳ−z̄2

= −1
2τ

2−Aτ .

Integráciou získavame

arcsin

(
z̄√
ȳ

)
= −τ

2

2
−Aτ+B = −(x̄−A)2

2
−A(x̄−A)+B = − x̄

2

2
+
A2

2
+B ,

pričom našou snahou bolo eliminovat’ premennú τ z výrazu. Dostali sme

arcsin

(
z̄√
ȳ

)
+
x̄2

2
=
A2

2
+B = const .

Preto funkcia w(x̄, z̄) = arcsin
(

z̄√
ȳ

)
+ x̄2

2 je druhým riešením pomocnej
rovnice. Prechodom k pôvodným premenným x, y, z dostaneme, že fun-
kcia

u2(x, y, z) = arcsin

(
z√

y2 + z2

)
+
x2

2

je druhým riešením pôvodnej rovnice.
Podl’a predošlého tvrdenia, všeobecné riešenie zadanej rovnice potom

môžeme hl’adat’ ako kompozíciu už nájdených funkcií u1, u2 s l’ubovol’nou
hladkou funkciou dvoch premenných Φ(ξ, η), t. j.

u(x, y, z) = Φ(u1(x, y, z), u2(x, y, z)).

Ak požadujeme, aby riešenie spĺňalo okrajovú podmienku u(x, y, 0) = x2+
y2, tak potrebujeme zvolit’ Φ(ξ, η) = ξ + 2η, t. j.

u(x, y, z) = y2 + z2 + 2 arcsin

(
z√

y2 + z2

)
+ x2 .

♦

Poznámka 3.3. Uvedený postup má všeobecné použitie. Ak sme už našli jedno
riešenie u1 = u1(x1, x2, · · · , xn) rovnice (3.1), tak zavedením substitúcie

x̄1 = u1(x1, x2, · · · , xn), x̄i = xi, i = 2, 3, · · · , n,

môžeme d’alšie riešenie u rovnice (3.1) hl’adat’ v tvare

u(x1, x2, · · · , xn) = v(x̄1, x̄2, · · · , x̄n) = v(u1(x1, x2, · · · , xn), x2, · · · , xn) .
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Potom dostaneme

∂u

∂x1
=

∂v

∂x̄1

∂u1

∂x1
,

∂u

∂xi
=

∂v

∂x̄1

∂u1

∂xi
+
∂v

∂x̄i
, i = 2, 3, · · · , n .

Využitím poznatku, že funkcia u1 rieši (3.1) pol’ahky odvodíme, že funkcia u je
riešením (3.1) práve vtedy, ked’ funkcia v vyhovuje rovnici

a2(x̄)
∂v

∂x̄2
+ a3(x̄)

∂v

∂x̄3
+ · · ·+ an(x̄)

∂v

∂x̄n
= 0 ,

ktorá predstavuje rovnicu obsahujúcu iba n − 1 premenných x̄2, · · · , x̄n a jeden
parameter x̄1. Znížili sme teda rád rovnice o jedna.

3.2 Nehomogénne a kvázilineárne rovnice
prvého rádu

V tejto časti sa zameriame na riešenie kvázilineárnej rovnice prvého rádu
v tvare

a1(x, u)
∂u

∂x1
+ a2(x, u)

∂u

∂x2
+ · · ·+ an(x, u)

∂u

∂xn
= an+1(x, u) , (3.5)

kde a1, · · · , an : Rn × R → R sú zadané spojité funkcie. Úloha spočíva v
nájdení C1 funkcie u : Ω ⊂ Rn → R takej, že v každom bode x ∈ Ω je spl-
nená rovnost’ (3.5). Na rozdiel od rovnice (3.1) pripúšt’ame, že koeficienty
ai môžu závisiet’ aj na samotnej hl’adanej funkcii u. Naviac pripúšt’ame aj
nenulovú pravú stranu an+1(x, u), ktorá taktiež môže závisiet’ od hl’adanej
funkcie u. Skúmaná rovnica (3.5) je teda vo všeobecnosti nelineárna.

Idea riešenia nelineárnej rovnice (3.5) spočíva v konštrukcii pomocnej
lineárnej rovnice v tvare (3.1). Uvažujme rovnicu

a1(x, u)
∂w

∂x1
+ a2(x, u)

∂w

∂x2
+ · · ·+ an(x, u)

∂w

∂xn
+ an+1(x, u)

∂w

∂u
= 0 . (3.6)

Zdôraznime, že v rovnici (3.6) je neznámou funkcia w : Rn × R → R, w =
w(x1, · · · , xn, u). Aký je však súvis medzi riešeniami rovnice (3.6) a (3.5)?
Poskytne nám ho nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 3.3. Nech w = w(x, u) : Rn × R→ R je C1 hladké riešenie pomocnej
rovnice (3.6). Nech u : Rn → R je C1 hladká funkcia taká, že

• w(x, u(x)) = const pre každé x ∈ Ω ⊂ Rn,

• ∂w
∂u (x, u(x)) 6= 0 pre každé x ∈ Ω ⊂ Rn.
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Obr. 3.7: Zobrazenie riešenia Burgersovej rovnice pre počiatočnú podmienku
u(0, x) = φ(x) = arctan (x).

Potom u je riešením rovnice (3.5) v oblasti Ω.

Dôkaz. Funkcia h(x) = w(x, u(x)) je podl’a predpokladu konštantnou
vzhl’adom na x. Potom

0 =
∂h

∂xi
=
∂w

∂xi
+
∂w

∂u

∂u

∂xi
⇒ ∂u

∂xi
= −

∂w
∂xi
∂w
∂u

.

Nakoniec dostávame

a1(x, u)
∂u

∂x1
+ a2(x, u)

∂u

∂x2
+ · · ·+ an(x, u)

∂u

∂xn

= −
a1(x, u) ∂w∂x1 + · · ·+ an(x, u) ∂w∂xn

∂w
∂u

= −
−an+1(x, u)∂w∂u

∂w
∂u

= an+1(x, u) ,

čo znamená, že funkcia u je riešením kvázilineárnej rovnice (3.5) ♦

Príklad 3.2.1. Uvažujme príklad Burgersovej rovnice, ktorá predstavuje
kvázilineárnu parciálnu diferenciálnu rovnicu

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 .

Burgersova rovnica je príklad rovnice opisujúcej stav plynu (hustotu) v
jednorozmernom prostredí x ∈ R a v čase t > 0. Rovnica je dôsledkom
úvah v časti 1.1, kde sme odvodili rovnicu kontinuity ∂u

∂t + ∂
∂x(vu) = 0. Ak

rýchlost’ plynu a jeho expanzie je priamo úmerná jeho hustote, napríklad
ak v = u/2, tak dostávame Burgersovu rovnicu.

Pomocná lineárna rovnica je

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ 0

∂w

∂u
= 0 ,
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a jej charakteristický systém ODR má tvar
ṫ = 1,
ẋ = u,
u̇ = 0 .

Teda u(τ) = A je konštanta. Potom ẋ(τ) = A, z čoho dostávame x(τ) =
Aτ +B a napokon t(τ) = τ +C, kde A,B,C sú konštanty závisiace od po-
čiatočných podmienok charakteristiky. Úpravou získame vyjadrenie x(τ) =
Aτ + B = u(τ)τ + B = u(τ)(t − C) + B a teda x − ut = −AC + B, čo
je konštanta vzhl’adom na τ . Jedným riešením pomocnej rovnice je preto
funkcia w1(t, x, u) = x− ut. Zrejme druhým riešením pomocnej rovnice je
funkcia w2(t, x, u) = u. Všeobecné riešenie pomocnej rovnice je preto fun-
kcia w(t, x, u) = Φ(w1(t, x, u), w2(t, x, u)), kde Φ l’ubovol’ná hladká funkcia
dvoch premenných. Ak zvolíme Φ(ξ, η) = φ(ξ) − η, kde φ je nejaká fun-
kcia, tak dostaneme w(t, x, u) = φ(x − ut) − u. Nakoniec určíme riešenie
u = u(t, x) pomocou tvrdenia Vety 3.3. Výraz w(t, x, u(t, x)) je konštantný
(napr. rovný nule) vzhl’adom na x, t práve vtedy, ked’

u(t, x) = φ(x− tu(t, x)).

To znamená, že pre každé t, x je hodnota riešenia u(t, x) určená pomocou
riešenia rovnice zadanej implicitným vzt’ahom. Poznamenajme, že funkcia
φ určuje počiatočnú podmienku pre funkciu u. Skutočne, pre t = 0 máme

u(0, x) = φ(x− 0u(0, x)) = φ(x).

Ak napríklad φ(x) = x, potom riešenie možno nájst’ v tvare

u(t, x) =
x

1 + t
.

Nasleduje ukážka numerického riešenia Burgersovej rovnice pre rôzne
počiatočne podmienky. Na Obr. 3.8 si všimnime, že riešenie u(t, x) má v
čase t = 1.2 resp. t = 1 tendenciu vytvorit’ neodstránitel’nú singularitu.
Analyticky sa dá ukázat’, že v týchto príkladoch skutočne dochádza k vy-
tváraniu singularít riešení v konečnom čase. Podstata problému spočíva
v tom, že počiatočné podmienky nie sú rastúcimi funkciami. Na druhej
strane, príklad zobrazený na Obr. 3.7 poukazuje na to, že ak počiatočná
funkcia je rastúcou funkciou, tak riešenie existuje pre každé t > 0.

Nakoniec si všimnime jednu vel’mi dôležitú vlastnost’ riešení Burger-
sovej rovnice. Predpokladajme, že počiatočná podmienka u(0, x) = φ(x)
je ohraničená funkcia a taká, že limx→±∞ φ(x) = 0. Ukážeme, že hodnota
integrálu ∫ ∞

−∞
u(t, x) dx
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Obr. 3.8: Riešenie u(t, x) spĺňajúce u(0, x) = exp(−x2) (vl’avo). Riešenie u(t, x)
spĺňajúce u(0, x) = sin(x).

nezávisí od t ∈ [0, T ], kde [0, T ] je interval, na ktorom riešenie u(t, x) exis-
tuje. Zvol’me r > 0. Využijúc fakt, že funkcia u(t, x) je riešením Burgersovej
rovnice potom dostávame

d
dt

∫ r

−r
u(t, x) dx = −1

2

∫ r

−r

∂

∂x
u2(t, x) dx = −1

2
(u2(t, r)− u2(t,−r)) .

Integrovaním cez interval [0, t] dostávame∫ r

−r
u(t, x) dx =

∫ r

−r
u(0, x) dx− 1

2

∫ t

0
(u2(τ, r)− u2(τ,−r)) dτ .

Pretože φ je ohraničená tak aj funkcia u musí byt’ ohraničená a teda

lim
x→±∞

u(t, x) = lim
x→±∞

φ(x− tu(t, x)) = lim
x→±∞

φ(x) = 0 .

Ked’že u(0, x) = φ(x), tak pre r →∞ nakoniec dostávame∫ ∞
−∞

u(t, x) dx =

∫ ∞
−∞

φ(x) dx

pre každé t ∈ [0, T ], t. j. hodnota integrálu nezávisí od času t ∈ [0, T ].
Poznamenajme, že tento výsledok má svoju fyzikálnu interpretáciu. Bur-
gersova rovnica modeluje prúdenie stlačitel’ného plynu v nekonečne dlhej
trubici a jeho závislost’ na čase. Hodnota u(t, x) zodpovedá hustote plynu
v bode x ∈ (−∞,∞) a čase t ∈ [0, T ]. Nemennost’ hodnoty horeuvedeného
integrálu vyjadruje zachovanie celkovej hmoty plynu počas časového vý-
voja.

Príklad 3.2.2. Uvažujme príklad transportnej rovnice s rýchlost’ou pol’a
v(x) = x, ktorá predstavuje kvázilineárnu parciálnu diferenciálnu rovnicu

∂u

∂t
+

∂

∂x
(xu) = 0 .
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Táto rovnica je jednorozmernou analógiou zákona zachovania hmoty, ktorý
sme analyzovali v Kapitole 1.1. Ak derivujeme výraz podl’a premennej x,
dostaneme

∂u

∂t
+ x

∂u

∂x
= −u .

Pomocná lineárna rovnica je

∂w

∂t
+ x

∂w

∂x
− u∂w

∂u
= 0 ,

a jej charakteristická rovnica má tvar
ṫ = 1
ẋ = x
u̇ = −u .

Postupne dostávame d
dτ (ln(x)) = 1 a tiež d

dτ (ln(u)) = −1. Preto výraz
ln(u) + ln(x) a teda aj výraz ux je konštantný vzhl’adom na τ . Súčasne
výraz ln(x)− t je konštantný vzhl’adom na τ . To znamená, že všeobecným
riešením pomocnej rovnice je funkcia w = w(t, x, u) v tvare w(t, x, u) =
Φ(ln(x)−t, ux). Ak zvolíme Φ(ξ, η) = η−φ(ξ), takw(t, x, u) = ux−φ(ln(x)−
t). Na základe Vety 3.3 je funkcia w(t, x, u(t, x)) konštantná vzhl’adom na t
a x ak u(t, x) = φ(ln(x) − t)/x. Nakoniec ešte nájdeme funkciu φ tak, aby
bola splnená počiatočná podmienka u(0, x) = h(x), kde h je zadaná počia-
točná podmienka. Zrejme musí platit’ h(x) = u(0, x) = φ(ln(x))/x a teda
φ(ξ) = eξh(eξ). Riešenie u je potom dané vzorcom

u(t, x) = e−th(xe−t) .

V prípade h(x) = e−x
2

dostávame riešenie, ktorého časový vývoj pre t ∈
[0, 1.5] je znázornený na Obr. 3.9.



44

-10

-5

0

5

10

x

0

0.5

1

1.5

t

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

-10

-5

0

5x

Obr. 3.9: Znázornenie riešenia transportnej rovnice.

3.3 Príklady

Príklad 1. Nájdite všeobecný tvar riešenia rovnice y2 ∂u
∂x+x2 ∂u

∂y = 0 .Nájdite
také riešenie, ktoré spĺňa okrajovú podmienku u(0, y) = y.

Príklad 2. Nájdite všeobecný tvar riešenia rovnice ∂u
∂x + ∂u

∂y + ∂u
∂z = 0 .

Príklad 3. Nájdite všeobecný tvar riešenia rovnice (x+y)∂u∂x+(x−y)∂u∂y = 0 .

Nájdite také riešenie, ktoré spĺňa okrajovú podmienku u(1, y) = 2y.

Príklad 4. Nájdite všeobecný tvar riešenia rovnice a∂u∂x + b∂u∂y = 1, kde a, b
sú dané konštanty.

Príklad 5. . Nájdite všeobecný tvar riešenia rovnice x∂u∂x + y ∂u∂y = u .

Príklad 6. Nájdite všeobecný tvar riešenia rovnice x∂u∂x +
√

1 + y2 ∂u
∂y = xy .

Príklad 7. Nájdite všeobecný tvar riešenia rovnice x2 ∂u
∂x + y2 ∂u

∂y = u2 .

Príklad 8. Nájdite všeobecný tvar riešenia Burgersovej rovnice s pravou
stranou ∂u

∂t + u∂u∂y = 1 .

Príklad 9. Príklad 3.1.2. sa dá vyriešit’ aj inak. Položme v(x, t) = xu(x, t).
Potom v rieši lineárnu homogénnu rovnicu. Ukážte, že týmto postupom
dostanete to isté riešenie, ako v príklade 3.1.2.

Príklad 10. Nájdite riešenie u = u(x, y) rovnice (x2 − 2xy)∂u∂x + (2xy −
y2)∂u∂y = 0 , pre ktoré platí u(2ξ, ξ) = ξ6 pre každé ξ ∈ R.

Príklad 11. Zistite, či existuje riešenie z = z(x, y) rovnice (2x+ y) ∂z∂x + (x+

2y)∂z∂y = 0 , pre ktoré naviac platí z(ξ, ξ) = ξ pre každé ξ ∈ R.

Príklad 12. Nájdite riešenie z = z(x, y) rovnice (x2 + y2) ∂z∂x + 2xy ∂z∂y = 0 ,
pre ktoré platí z(0, y) = y.
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Príklad 13. Nájdite všeobecné riešenie u = u(x, y) rovnice (x2 − xy)∂u∂x +

(xy − y2)∂u∂y = 0 .

Príklad 14. Nájdite riešenie u = u(x, y) rovnice ∂u
∂x +x∂u∂y = au, pričom platí

u(x, 0) = 1 pre každé x > 0 a a ∈ R, a 6= 0 je konštanta.

Príklad 15. Nájdite riešenie u = u(x, y) rovnice 2xy ∂u∂x−y
2 ∂u
∂y = 0, pre ktoré

platí u(x, 1) = 2x.

Príklad 16. Nech a > 0. Nájdite riešenie u = u(x, t), x ∈ R, t > 0, rovnice
(x − at)∂u∂t + u3 ∂u

∂x = 0 v tvare postupujúcej vlny, t. j. v tvare u(x, t) =
F (x− at).



Kapitola 4
Parabolické parciálne
diferenciálne rovnice

Parabolické parciálne diferenciálne rovnice sa zväčša vyskytujú ako mate-
matické modely rôznych evolučných fyzikálnych zákonitostí. V prvej ka-
pitole sme spomenuli, že k takýmto modelom patrí rovnica vedenia tepla,
rovnica difúzie, resp. Black – Scholesova rovnica na oceňovanie derivátov
akcií. Premenné v parabolických rovniciach sa obvykle úzko viažu s fy-
zikálnymi premennými ako sú čas t > 0 a priestorová premenná x ∈ Rn.
Prítomnost’ časovej premennej t poukazuje na evolučný charakter opisova-
ného problému. Medzi základné problémy riešenia evolučných úloh patrí
odpoved’ na otázku, do akého stavu sa vyvinie riešenie v danom čase t > 0
poznajúc pritom jeho počiatočný stav v čase t = 0. Inými slovami pove-
dané, úloha spočíva v nájdení riešenia u(x, t) pre t > 0, pričom hodnota
počiatočného riešenia u(x, 0) je vopred zadaná.

Obsah Kapitoly 4 je rozdelený do dvoch celkov. V prvej podkapitole
4.1 sa zameriame na riešenie parabolickej rovnice v prípade, že priesto-
rová premenná prebieha celý priestor R. Hlavný výsledok tejto časti nám
poskytne explicitný vzorec na to, ako nájst’ riešenie lineárnej parabolickej
rovnice na neohraničenom intervale. Okrem fyzikálnych aplikácií v úlo-
hách vedenia tepla ukážeme, ako tento explicitný vzorec riešenia možno
účelne aplikovat’ práve na získanie vzorca na oceňovanie derivátov akcií
založeného na Black – Scholesovom modeli.

V druhej podkapitole 4.2 sa zameriame na riešenie parabolickej rovnice
v prípade, že priestorová premenná náleží ohraničenému intervalu. Uká-
žeme význam zadania okrajových podmienok. Idea hl’adania riešenia je
založená na rozvíjaní neznámeho riešenia do funkcionálneho radu (Fou-
rierov trigonometrický rad) a určenia koeficientov v rozvoji so zadaných
údajov. Hlavným výsledkom tejto časti je opät’ poskytnutie vzorca na rie-

46
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šenie parabolickej rovnice na ohraničenom intervale. V rámci aplikácií sa
sústredíme najmä na diskusiu o rovnici vedenia tepla v ohraničenej tyči.

V oboch podkapitolách je dôraz kladený na dôsledky, ktoré vyplývajú
z poznania vzorcov na riešenie parabolickej rovnice. Medzi tieto dôsledky
patria také vlastnosti riešení parabolických rovníc, akými sú: 1) princíp po-
rovnávania riešení, t. j. riešenia s usporiadanými počiatočnými podmien-
kami ostanú usporiadané počas časovej evolúcie; 2) zhladzujúci efekt, t. j.
riešenie s nehladkou počiatočnou podmienkou sa stane nekonečne dife-
rencovatel’ným v l’ubovol’nom kladnom čase); 3) konvergencia riešení a
asymptotické správanie sa riešení.

4.1 Metóda Greenovej funkcie pre neohraničenú
oblast’

4.1.1 Motivácia a hlavná myšlienka

V tejto podkapitole sa zameriame na hl’adanie riešenia parabolickej rovnice
∂u
∂t − a

2 ∂2u
∂x2

= 0 , pre všetky (x, t) ∈ (−∞,∞)× (0, T );

u(x, 0) = u0(x) pre všetky x ∈ (−∞,∞) ,

(4.1)

kde premenná x prebieha neohraničený interval všetkých reálnych čísel.
Úloha spočíva v nájdení funkcie u ∈ C2,1(R × (0, T )), pričom u rieši para-
bolickú PDR (4.1) a spĺňa počiatočnú podmienku u0 v čase t = 0, ktorá je
vopred zadaná a známa. Symbolom C2,1 sme označili triedu funkcií, ktoré
sú dvakrát spojite diferencovatel’né v premennej x a raz spojite diferenco-
vatel’né v premennej t. Táto úloha sa v literatúre označuje aj ako Cauchyho
úloha1 pre parabolickú rovnicu.

Na základe poznámok v 1. kapitole, hlavnou fyzikálnou aplikáciou je
problém určenia rozloženia teploty v nekonečnej tyči, pričom je známe po-
čiatočné rozloženie teploty.

Ciel’om kapitoly je poskytnút’ explicitný vzorec na výpočet riešenia
úlohy (4.1). Vzorec musí predstavovat’ funkciu, ktorá priradí l’ubovol’nej
počiatočnej podmienke u0 riešenie u = u(x, t) pre každý čas t > 0 a bod
priestoru x ∈ R.

1Augustin Luis Cauchy (1789-1857) fr. matematik. Významne obohatil najmä matema-
tickú analýzu, teóriu funkcii, komplexnú premennú, diferenciálne rovnice. Pracoval tiež v
aplikáciách algebry. Významnou mierou sa zasadil o zavedenie „epsilon-deltaänalýzy na
vyjadrenia spojitosti funkcií. Vypracoval základy teórie holomorfných funkcií komplexnej
premennej.
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Idea odvodenia vzorca pre riešenie (4.1) sa skladá zo štyroch krokov. V
každom kroku budeme hl’adat’ vzorec pre stále širšiu triedu počiatočných
podmienok - začnúc od najjednoduchšej a končiac pri všeobecnej počiatoč-
nej podmienke.

1.krok
-

6

b
r1

x

spočíva v odvodení vzorca pre charakteristickú funkciu intervalu [0,∞)
ako počiatočnej podmienky u0.

2.krok
-

6

b b
r r

xc d

spočíva v odvodení vzorca pre charakteristickú funkciu intervalu [c, d] ako
počiatočnej podmienky u0.

3.krok
-

6

x

b b b b b
b br r r r r r
r

spočíva v odvodení vzorca pre jednoduchú schodovitú funkciu u0 (vid’
obrázok).

4.krok
-

6

x

spočíva v odvodení vzorca pre l’ubovol’nú po častiach spojitú počiatočnú
podmienku u0.
♦ 1. krok - Elementárna počiatočná podmienka. Predpokladajme, že počiatočná
podmienka je jednoduchá Heavisidova funkcia

u0(x) =

{
0 x < 0 ,
1 x ≥ 0 .

Myšlienka odvodenia vzorca pre riešenie u(x, t) parabolickej rovnice (4.1)
je založená na hl’adaní istého špeciálneho typu riešenia v tvare tzv. samo-
podobnej funkcie. Presnejšie, funkciu u(x, t) budeme hl’adat’ v tvare

u(x, t) = f
( x
tα

)
,

kde f : R → R je reálna funkcia reálnej premennej (aspoň C2 hladká), pri-
čom parameter α určíme neskôr. Použitím pravidla o derivovaní zloženej
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funkcie dostaneme

∂u

∂t
= f ′

( x
tα

)
(−α)xt−α−1,

∂u

∂x
= f ′

( x
tα

)
t−α,

∂2u

∂x2
= f ′′

( x
tα

)
t−2α .

Dosadením týchto výrazov do rovnice, ktorú má spĺňat’ funkcia u získame

0 =
∂u

∂t
(x, t)− a2∂

2u

∂x2
(x, t) = −αf ′

( x
tα

) x

tα
1

t
− a2f ′′

( x
tα

) 1

t2α

= −αf ′(z)z 1

t
− a2f ′′(z)

1

t2α
,

kde sme si označili z = x
tα . Všimnime si, že ak α = 1/2 tak v oboch členoch

sa bude vyskytovat’ rovnaká mocnina t−1. Pre t > 0 môžeme rovnost’ 0 =
(· · · )t−1 násobit’ t a dostaneme nakoniec obyčajnú diferenciálnu rovnicu
pre funkciu f s novou premennou z

−1

2
f ′(z)z − a2f ′′(z) = 0 .

Z teórie ODR je známe, že na jednoznačné určenie funkcie f je potrebné
zadat’ počiatočné, resp. okrajové podmienky. Pripomeňme, že sme zaviedli
novú premennú z, pre ktorú zrejme platí(

pre z =
x

t1/2

) ak x < 0 tak z → −∞ pre t→ 0+ ,
ak x > 0 tak z → +∞ pre t→ 0+ .

Ked’ využijeme špeciálny tvar počiatočnej podmienky u0 dostaneme, že
platí pre x < 0:

0 = u0(x) = lim
t→0+

u(x, t) = lim
t→0+

f
( x

t1/2

)
= lim

z→−∞
f(z) = f(−∞) ;

a pre x > 0:

1 = u0(x) = lim
t→0+

u(x, t) = lim
t→0+

f
( x

t1/2

)
= lim

z→+∞
f(z) = f(+∞) .

Odvodili sme teda, že u je riešenie PDR (4.1) s počiatočnou podmienkou,
ktorá je Heavisideovou funkciou u0 práve vtedy, ked’ funkcia f je riešením
ODR {

−1
2f
′(z)z − a2f ′′(z) = 0 ,

f(−∞) = 0, f(+∞) = 1 ,
(4.2)

so zadanými okrajovými podmienkami v ±∞. Nájdime riešenie rovnice
(4.2) pomocou známych metód riešenia ODR. Zavedením novej funkcie
g(z) = f ′(z) sa úloha prevedie na ODR v separovanom tvare g′(z)

g(z) = − z
2a2

,
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ktorá po integrácii dáva riešenie g(z) v tvare g(z) = C1e
− z2

4a2 , kde C1 je
nejaká konštanta. Poznamenajme, že pre l’ubovol’né −∞ < R < z < ∞
platí f(z) = f(R)+

∫ z
R f
′(ξ) dξ a teda prechodom k limite R→ −∞ a berúc

do úvahy, že f(−∞) = 0 dostávame

f(z) =

∫ z

−∞
f ′(ξ) dξ = C1

∫ z

−∞
e−

ξ2

4a2 dξ .

Konštantu C1 nakoniec určíme z podmienky f(∞) = 1, t. j.

1 = f(∞) = C1

∫ ∞
−∞

e−
ξ2

4a2 dξ = 2aC1

∫ ∞
−∞

e−r
2

dξ = 2aC1

√
π ,

t. j. C1 = 1√
4a2π

. Teda

f(z) =
1√

4a2π

∫ z

−∞
e−

ξ2

4a2 dξ .

Vyjadrenie pre hl’adané riešenie u = u(x, t) = f(xt−1/2) dostávame v tvare

u(x, t) =
1√

4a2π

∫ x√
t

−∞
e−

ξ2

4a2 dξ =
1√

4a2πt

∫ x

−∞
e−

r2

4a2t dr ,

kde sme použili substitúciu r = x√
t
. Po zavedení substitúcie s = x− r dáva

vzt’ah

u(x, t) =
1√

4a2πt

∫ ∞
0

e−
(x−s)2

4a2t ds .

Nakoniec použijeme „malý"trik a využijeme fakt, že počiatočná podmienka
u0(x) = 0 pre x < 0 a u0(x) = 1 pre x > 0. Tým pádom môžeme písat’∫∞

0 (· · · )ds =
∫ 0
−∞(· · · )0ds+

∫∞
0 (· · · )1ds =

∫∞
−∞(· · · )u0(s)ds. t. j.

u(x, t) =
1√

4a2πt

∫ ∞
−∞

e−
(x−s)2

4a2t u0(s) ds .

Z dôvodu zjednodušenia d’alších zápisov zaved’me funkciu

G(ξ, t) =
1√

4a2πt
e−

ξ2

4a2t , (4.3)

ktorá sa nazýva Greenova funkcia parabolickej úlohy na nekonečnom in-
tervale. S využitím tohto označenia môžeme riešenie u = u(x, t) problému
(4.1) vyjadrit’ ako

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− s, t) u0(s) ds . (4.4)
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♦ 2. krok - Počiatočná podmienka je charakteristickou funkciou intervalu. Najprv
poznamenajme, že užitočná vlastnost’ plynúca zo štruktúry problému (4.4)
je možnost’ l’ubovol’ného posúvania riešenia v smere osi x. Presnejšie, ak
u = u(x, t) je riešenie (4.1) s počiatočnou podmienkou u0 = u0(x), tak do-
sadením do rovnice ut − uxx = 0 l’ahko preveríme, že posunutá funkcia
ũ(x, t) = u(x+ c, t) opät’ vyhovuje rovnici ut − uxx = 0 a spĺňa počiatočnú
podmienku ũ0(x) = u0(x + c). Ked’že riešenie u = u(x, t) sa dá podl’a
1.kroku vyjadrit’ v tvare integrálu u(x, t) =

∫∞
−∞G(x−s, t) u0(s) ds, tak za-

vedením substitúcie s↔ s− c postupne dostaneme ũ(x, t) = u(x+ c, t) =∫∞
−∞G(x + c − s, t) u0(s) ds =

∫∞
−∞G(x − s, t) u0(s + c) ds =

∫∞
−∞G(x −

s, t) ũ0(s) ds. Inými slovami povedané, vzorec (4.4) platí aj pre počiatočnú
podmienku v tvare skokovej Heavisideovej funkcie so skokom v l’ubovol’-
nom bode c.

Ďalšia užitočná vlastnost’ riešení problému (4.1) je jeho linearita v tom
zmysle, že ak

u0
1(x), u0

2(x) sú dve počiatočné podmienky

⇓ ⇓ ⇓

u1(x, t), u2(x, t) sú zodpovedajúce riešenia,

tak potom pre l’ubovol’né konštanty α, β je riešením (4.1) aj

lineárna kombinácia funkcií u1, u2: u(x, t) = αu1(x, t) + βu2(x, t)

⇓ ⇓

spĺňajúca počiatočnú podmienku: u0(x) = αu0
1(x) + βu0

2(x) .
(4.5)

Z vlastnosti linearity integrálu potom ale vyplýva, že vzorec (4.4) platí aj
pre počiatočnú podmienku v tvare u0(x) = αu0

1(x) + βu0
2(x), pokial’ pla-

til pre počiatočné podmienky v tvare u0
1(x) resp. u0

2(x). S pomocou hore-
uvedených užitočných vlastností už pol’ahky nahliadneme, že vzorec (4.4)
platí aj pre riešenie problému (4.1) v prípade, že u0 je charakteristickou fun-
kciou nejakého konečného intervalu (c, d) (pozri obrázok pri 2.kroku). Sku-
točne, taká počiatočná podmienka sa dá rozpísat’ ako u0(x) = u0

c(x)−u0
d(x),

kde u0
c , u

0
d sú Heavisideove funkcie so skokmi v bodoch c resp. d. Ked’že

počiatočná podmienka je lineárnou kombináciou počiatočných podmie-
nok, pre ktoré vzorec (4.4) platí, tak potom (4.4) určuje riešenie u(x, t) s
počiatočnou podmienkou u0.

♦ 3. krok - Počiatočná podmienka je jednoduchá schodovitá funkcia. Tento prípad
teraz môžeme vyriešit’ vel’mi rýchlo práve na základe vlastnosti (4.5), t. j. s
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využitím linearity problému (4.1). Skutočne, každá jednoduchá schodovitá
funkcia u0 je lineárnou kombináciou charakteristických funkcií nejakých
intervalov a teda na základe 2. kroku vzorec (4.4) platí aj pre takéto počia-
točné podmienky a určuje príslušné riešenie parabolickej rovnice (4.1).

♦ 4. krok - Počiatočná podmienka je l’ubovol’ná spojitá funkcia, pričom predpo-
kladáme, že rastie v ±∞ nanajvýš ako exponenciálna funkcia, t. j. existujú
konštanty M,β > 0 také, že

|u0(x)| ≤Meβ|x| pre všetky x ∈ R . (4.6)

K takej l’ubovol’nej spojitej funkcii u0 môžeme skonštruovat’ postupnost’
u0
n jednoduchých schodovitých funkcií tak, že u0

n(x) → u0(x) konverguje
bodovo pre všetky x ∈ R, ked’ n → ∞. Naviac výber funkcií u0

n môžeme
uskutočnit’ tak, že pre všetky u0

n platí odhad (4.6) s konštantou M zmene-
nou povedzme na 2M (rozmyslite si prečo!).

Pre všetky n ∈ N platí vzorec (4.4), t. j. riešenie un(x, t) prislúchajúce
počiatočnej podmienke u0

n sa dá vyjadrit’ ako

un(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− s, t) u0
n(s) ds .

Pre pevne zvolené x ∈ R a t > 0 je vd’aka rovnomernému odhadu na u0
n(s)

možné použit’ Lebesgueovu vetu o dominovanej konvergencii a následne
dokázat’, že postupnost’ funkcií un(x, t) konverguje k funkcii u(x, t), ktorá
spĺňa u(x, t) =

∫∞
−∞G(x − s, t) u0(s) ds. Uvedomme si, že pre pevne zvo-

lené t > 0, l’ubovol’ná parciálna derivácia ∂kG
∂ξk

(ξ, t), k = 0, 1, · · · , je opät’
funkciaG(ξ, t) násobená nejakým polynómom stupňa k. Porovnaním rastu
polynomiálnej a exponenciálnej funkcie l’ahko nahliadneme, že určite exis-
tujú konštanty Mk, βk také, že∣∣∣∣∂kG∂ξk (ξ, t)

∣∣∣∣ ≤Mke
−βk|ξ|2 . (4.7)

Preto na základe tvrdení o derivovaní parametrických integrálov môžeme
výraz pre funkciu un(x, t) derivovat’ podl’a x l’ubovol’ne vel’a krát a naviac
môžeme uskutočnit’ limitný prechod pre n → ∞. Zhrnieme to do nasle-
dovnej schémy

∂kun
∂xk

(x, t) = ∂k

∂xk

∫∞
−∞G(x− s, t) u0

n(s) ds =
∫∞
−∞

∂kG
∂xk

(x− s, t) u0
n(s) ds

pre n→∞ ⇓

∂ku
∂xk

(x, t) = ∂k

∂xk

∫∞
−∞G(x− s, t) u0(s) ds =

∫∞
−∞

∂kG
∂xk

(x− s, t) u0(s) ds .
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To ale znamená, že ∂kun
∂xk

(x, t)→ ∂ku
∂xk

(x, t), ked’ n→∞, pre každé k ∈ N

u(., t) ∈ Ck, k ∈ N, ∂ku

∂xk
(x, t) =

∫ ∞
−∞

∂kG

∂xk
(x− s, t) u0(s) ds . (4.8)

Podobne, opät’ s využitím Lebesgueovej vety o dominovanej konvergencii,
môžeme ukázat’, že ∂kun

∂tk
(x, t)→ ∂ku

∂tk
(x, t), ked’ n→∞ a pre každé k ∈ N

u(x, .) ∈ Ck, k ∈ N, ∂ku

∂tk
(x, t) =

∫ ∞
−∞

∂kG

∂tk
(x− s, t) u0(s) ds . (4.9)

Pre každé n ∈ N funkcia un(x, t) rieši parabolickú rovnicu (4.1). Teda s
využitím dokázaných konvergencií derivácií funkcie un k u dostávame na-
sledovný diagram

∂un
∂t (x, t) = a2 ∂2un

∂x2
(x, t)

⇓ pre n→∞ ⇓

∂u
∂t (x, t) = a2 ∂2u

∂x2
(x, t)

čo implikuje, že funkcia u = u(x, t) je riešením parabolickej rovnice, pričom
u sa dá vyjadrit’ vzorcom (4.4).

Nakoniec ešte dokážeme, že funkcia u(x, t) skutočne spĺňa počiatočnú
podmienku u0. Najprv si uvedomme, že pre každé x ∈ R a t > 0 platí

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−ξ
2/2u0(x−

√
2a2tξ) dξ.

Ked’že limt→0+ u
0(x −

√
2a2tξ) = u0(x) pre každý bod x, ktorý je bo-

dom spojitosti funkcie u0, a
∫∞
−∞ e

−ξ2/2dξ =
√

2π tak napokon dostávame
limt→0+ u(x, t) = u0(x). Inak povedané, funkcia u(x, t) môže byt’ dodefi-
novaná aj pre t = 0 a to tak, že u(x, 0) = u0(x), kde u0(x) je zadanou
počiatočnou podmienkou.

Výsledkom našich odvodzovaní je potom nasledovné tvrdenie:

Tvrdenie 4.1. Nech u0(x) je po častiach spojitá funkcia spĺňajúca rastovú pod-
mienku (4.6) (t. j. u0 nerastie rýchlejšie ako exponenciála v ±∞). Potom existuje
riešenie u = u(x, t) začiatočnej (Cauchyho) úlohy

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0

spĺňajúce počiatočnú podmienku v zmysle

lim
t→0+

u(x, t) = u0(x) ,
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pre každý bod x ∈ R, ktorý je bodom spojitosti funkcie u0(x). Toto riešenie môže
byt’ explicitne vyjadrené vzorcom

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− s, t) u0(s) ds ,

kde G je Greenovou funkciou definovanou v (4.3).

Poznámka 4.1. V priebehu odvodzovania sme niekol’kokrát mlčky využili po-
znatok, že existuje najviac jedno riešenie parabolickej rovnice (4.1), ktorého dôkaz
možno nájst’ v knihe Arsenina [1].

4.1.2 Princíp porovnávania riešení

Prvým dôležitým dôsledkom poznatku o tvare riešenia Cauchyho úlohy
(4.1) je princíp porovnávania riešení pre parabolickú úlohu na neohraniče-
nom intervale. Fyzikálna motivácia k štúdiu princípu porovnávania môže
byt’ nasledovná. Na základe Kapitoly 1 vieme, že parabolická rovnica (4.1)
so zadanou počiatočnou podmienkou u0 opisuje časový vývoj rozloženia
teploty v nekonečne dlhej tyči, pričom stav rozloženia teploty na začiatku
t = 0 je práve zadaná počiatočná podmienka u0. Nech u0

1, u
0
2 sú dve rôzne

počiatočné podmienky, ktoré sú usporiadané v tom zmysle, že u0
1(x) ≤

u0
2(x) pre všetky x ∈ R. Inými slovami povedané, uvažujeme o dvoch

tepelných dejoch (dve zahriate tyče), pri ktorých je rozloženie teploty na
začiatku v usporiadanom stave, t. j. že v danom bode priestoru je tep-
lota v prvej tyči menšia alebo rovná teplote v druhej na tom istom mieste
x ∈ R. Skúsenost’ nám hovorí, že rozloženie teploty v každom budúcom
čase t > 0 opät’ bude v usporiadanom stave, teda u1(x, t) ≤ u2(x, t), kde
u1(x, t), u2(x, t) sú príslušné teploty v bode x ∈ R a čase t > 0.

Pokial’ je fyzikálny model rozumný, musí sa táto vlastnost’ preniest’ aj
na riešenia Cauchyho úlohy (4.1) ako adekvátneho modelu pre rozloženie
teploty. Skutočne, ak u0

1(x) ≤ u0
2(x) pre všetky x ∈ R, tak na základe vzorca

(4.4) a s využitím očividného faktu, že Greenova funkcia G(ξ, t) je všade
kladná, dostávame

u1(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− s, t) u0
1(s) ds ≤

∫ ∞
−∞

G(x− s, t) u0
2(s) ds = u2(x, t)

a teda i riešenia u1(x, t), u2(x, t) ostávajú usporiadané v každom budúcom
čase t > 0. Z kladnosti G d’alej plynie, že rovnost’ môže nastat’ iba v tom
prípade, že u0

1 ≡ u0
2. Získali sme teda nasledovný princíp porovnávania

riešení:
ak u0

1(x) ≤ u0
2(x) a u0

1 6≡ u0
2,

tak u1(x, t) < u2(x, t) pre všetky x ∈ R, t > 0 . (4.10)
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Obr. 4.1: Znázornenie princípu porovnávania riešení. Usporiadané počiatočné
podmienky v začiatočnom čase (l’avý obrázok) a stav riešení v kladnom budú-
com čase t > 0 (pravý obrázok).
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Obr. 4.2: Znázornenie zhladzovacieho efektu. Počiatočná podmienka je len spoji-
tou funkciou (l’avý obrázok); v l’ubovol’nom budúcom čase je riešenie už hladkou
funkciou v priestorovej premennej (pravý obrázok).

4.1.3 Princíp zhladzovania a d’alšie dôsledky

Prvý dôsledok vzorca (4.4) sa týka hladkosti získaného riešenia. Pripo-
meňme, že na základe vzt’ahu (4.8), pre každý kladný čas t > 0, je rieše-
nie u(x, t) Cauchyho úlohy (4.1) dané vzorcom (4.4), l’ubovol’ne vel’akrát
diferencovatel’ná funkcia v premennej x. Nech by počiatočná podmienka
bola čo len spojitou funkciu nemajúcou deriváciu v každom bode. Inými
slovami povedané, riešenie u(x, t) sa stáva C∞ hladkým v l’ubovol’ne krát-
kom čase t > 0 hoci takým nemuselo byt’ na začiatku. Tejto vlastnosti ho-
voríme zhladzovací efekt parabolických rovníc.

Druhý dôsledok vzorca (4.4) sa týka asymptotického správania sa rie-
šenia parabolickej rovnice. Uvažujme o funkcii - počiatočnej podmienke,
pre ktorú platí

lim
x→±∞

u0(x) = 0 .

Skúmajme asymptotické správanie sa zodpovedajúceho riešenia u(x, t), t. j.
limitu t → ∞. Skúsenost’ so zahriatou tyčou nám hovorí, že teplota bude
postupne klesat’, až sa nevyrovná na všetkých miestach na istú konštantu.
Ked’že uvažujeme nekonečnú tyč a celkovej tepelnej energie je len konečne
vel’a, musí limitnou konštantou teplotou byt’ nula. Matematicky dôkaz
tohto fyzikálneho pozorovania je jednoduchý. Na základe vzorca (4.4) a
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Obr. 4.3: Znázornenie asymptotického správania sa riešenia s počiatočnou pod-
mienkou, ktorá má nulové nevlastné limity. Počiatočná podmienka (l’avý obrá-
zok) a riešenie v l’ubovol’nom budúcom čase konvergujúce k nule pre čas plynúci
do nekonečna (pravý obrázok).

vyjadrenia Greenovej funkcie dostávame, že pre riešenie platí

u(x, t) =
1√

4a2πt

∫ ∞
−∞

e−
(x−s)2

4a2t u0(s) ds ,

čo pri pevne zvolenom parametri t > 0 a po zavedení novej premennej
r = − x−s√

4a2t
dáva

u(x, t) =
1√
π

∫ ∞
−∞

e−r
2
u0(x− r

√
4a2t) dr .

Teraz poznamenajme, že funkcia r 7→ u0(x − r
√

4a2t) je ohraničenou ne-
závisle od t > 0 a pre každé pevne zvolené r ∈ R platí limt→∞ u

0(x −
r
√

4a2t) = 0 vd’aka predpokladu na funkciu u0. Podl’a Lebesgueovej vety
o dominovanej konvergencii môžeme zamenit’ poradie limitovania a in-
tegrovania. Potom už l’ahko nahliadneme, že

lim
t→∞

u(x, t) =
1√
π

∫ ∞
−∞

e−r
2

lim
t→∞

u0(x− r
√

4a2t) dr = 0 . (4.11)

4.1.4 Nehomogénne parabolické rovnice

V tejto časti sa budeme zaoberat’ nehomogénnymi parabolickými úlohami
∂u
∂t − a

2 ∂2u
∂x2

= f(x, t) pre (x, t) ∈ (−∞,∞)× (0, T );

u(x, 0) = u0(x) pre x ∈ (−∞,∞) ,

(4.12)

kde, na rozdiel od homogénnej úlohy (4.1), na pravej strane vystupuje
zdrojový člen - zadaná funkcia f = f(x, t). Úloha opät’ spočíva v náj-
dení hladkej funkcie u ∈ C2,1(R × (0, T )), pričom u rieši parabolickú par-
ciálnu diferenciálnu rovnicu z (4.12) a spĺňa počiatočnú podmienku u0 v
čase t = 0, ktorá je vopred zadaná a známa.
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Idea nájdenia vzorca pre riešenie má svoj koreň v metóde variácie kon-
štánt pre riešenie nehomogénnych obyčajných diferenciálnych rovníc. Pri-
pomeňme, že ak ODR du

dt + Au = 0 s počiatočnou podmienkou u(0) = u0

má riešenie u(t) = e−Atu0, tak podl’a metódy variácie konštanty neho-
mogénna úloha du

dt + Au = f(t), u(0) = u0 má riešenie v tvare u(t) =

e−Atu0 +
∫ t

0 e
−A(t−τ)f(τ) dτ . Analogicky pre riešenie nehomogénnej PDR

(4.12) bude úlohu riešiaceho operátora e−Atf zohrávat’ práve vzt’ah (4.4)
pre riešenie homogénnej úlohy (4.1). Túto analógiu môžeme vystihnút’ dia-
gramom

• homogénna úloha

(ODR)

du

dt
+Au = 0, u(0) = u0 ⇒ u(t) = G(t)u0, kde G(t) = e−At

(PDR)

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, u(., 0) = u0(.)⇒ u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− s, t)u0(s) ds

• nehomogénna úloha

(ODR)

du
dt

+Au = f(t), u(0) = u0 ⇒ u(t) = G(t)u0 +

∫ t

0
G(t− τ)f(τ) dτ

(PDR)

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f(., t), u(., 0) = u0(.) ⇒ u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− s, t)u0(s) ds

+

∫ t

0

∫ ∞
−∞

G(x− s, t− τ)f(s, τ) dsdτ

teda riešenie nehomogénnej parabolickej rovnice (4.12) nachádzame v tvare

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− s, t)u0(s) ds+

∫ t

0

∫ ∞
−∞

G(x− s, t− τ)f(s, τ) dsdτ .

(4.13)
O správnosti odvodeného vzorca (4.13) sa dá presvedčit’ aj dosadením do
rovnice (4.12).
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4.1.5 Prípad viacrozmernej oblasti

Ciel’om tejto časti je rozšírit’ vzorec riešenia aj pre prípad parabolickej rov-
nice v Rn × (0,∞):

∂u
∂t − a

2∆u = 0 pre všetky (x, t) ∈ Rn × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) pre všetky x ∈ Rn.
(4.14)

Cauchyho úloha opät’ spočíva v nájdení funkcie u ∈ C2,1(Rn × (0, T )),
ktorá rieši parabolickú rovnicu z (4.14) a spĺňa vopred zadanú počiatočnú
podmienku u0 v čase t = 0. Postup hl’adania vzorca riešenia je založený na
myšlienke separácie premenných x = (x1, x2, · · · , xn). Predpokladajme, že
hl’adané riešenie sa dá napísat’ v tvare súčinu

u(x1, x2, · · · , xn, t) = u1(x1, t)u2(x2, t) · · ·un(xn, t) .

Ak každá z funkcií ui = ui(x, t) je riešením jednorozmernej rovnice

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0 ,

tak potom sa pol’ahky dá presvedčit’, že funkcia u rieši rovnicu (4.14). S
využitím vzorca riešenia pre každú funkciu ui dostaneme

u(x, t) =

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞
G(x1 − s1, t) · · ·G(xn − sn, t)u0

1(s1) · · ·u0
n(sn)ds1 · · ·dsn .

Ked’že

G(ξ1, t)G(ξ2, t) · · ·G(ξn, t) =
1

(4a2πt)
n
2

e−
|ξ|2

4a2t =: Gn(ξ, t) ,

kde |ξ|2 = ξ2
1 + · · ·+ ξ2

n, tak potom pre riešenie u dostávame vyjadrenie

u(x1, · · · , xn, t) =

∫
Rn
Gn(x− s, t)u0(s)ds.

Uvedený vzorec sme dokázali odvodit’ za predpokladu, že aj samotná po-
čiatočná podmienka sa dá napísat’ ako súčin

u0(x) = u0
1(x1)u0

2(x2) · · ·u0
n(xn) .

Overenie vyššie uvedeného vzorca riešenia aj v prípade l’ubovol’nej spojitej
počiatočnej podmienky u0(x), ktorá vyhovuje rastovej podmienke (4.6), je
už však analogické ako v jednorozmernom prípade n = 1.
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4.1.6 Aplikácia na Black – Scholesov model

V tejto časti ukážeme ako uplatnit’ získaný vzorec na výpočet riešenia Black
– Scholesovej rovnice na oceňovanie derivátov akcií. Pripomeňme, že Black
– Scholesova rovnica opisujúca vývoj ceny opcie na danú akciu vypláca-
júcu spojité dividendy je parabolickou rovnicou v tvare

∂V
∂t + 1

2σ
2S2 ∂2V

∂S2 + (r − q)S ∂V∂S − rV = 0, S > 0, t ∈ [0, T ] ,

V (S, T ) = V̄ (S), S > 0 ,
(4.15)

kde význam jednotlivých veličín je nasledovný:

• V = V (S, t) je cenou opcie na akciu, pričom S > 0 je súčasnou cenou
akcie v čase t ∈ [0, T ], T > 0 je časom vypršania (expirácie) opcie.

Parametrami úlohy sú:

• σ volatilita akcie, t. j. štandardná odchýlka časového vývoja ceny ak-
cie,

• r úroková miera,

• q miera spojite vyplácanej dividendy,

• koncová podmienka V̄ (S) je v prípade európskej Call opcie zadaná
nasledovne

V̄ (S) =

{
S − E , pre S ≥ E,
0, pre 0 < S < E ,

kde E je cenou akcie, na ktorú je dohodnutý opčný obchod v čase T
(pozri Obr. 4.5 nižšie).

Základná myšlienka riešenia rovnice (4.15) so zadanou koncovou pod-
mienkou spočíva v istej postupnosti transformácií tejto parabolickej rov-
nice, ktorá v konečnom dôsledku prejde na tvar parabolickej rovnice ut −
uxx = 0, (x, t) ∈ (−∞,∞) × (0, T ) so zadanou počiatočnou podmienkou.
Vo zvyšku tejto časti budeme analyzovat’ tieto transformácie.

♦ 1. krok - Zámena času. Spočíva v transformovaní času tak, aby plynul
opačným smerom, t. j. od času vypršania expirácie T do počiatočného času
t = 0. Zaved’me preto novú premennú τ = T − t. Položme

W (S, τ) = V (S, T − τ) teda V (S, t) = W (S, T − t).
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S využitím vzt’ahu dt = −dτ rovnica (4.15) prechádza do tvaru
∂W
∂τ −

1
2σ

2S2 ∂2W
∂S2 − (r − q)S ∂W∂S + rW = 0, S > 0, τ ∈ (0, T ) ,

W (S, 0) = V̄ (S) , S > 0 .
(4.16)

♦ 2. krok - Logaritmická transformácia ceny akcie. Spočíva v zavedení substi-

túcie S = ex, x = lnS a zavedení novej funkcie
Z(x, τ) = W (ex, τ) teda W (S, τ) = Z(lnS, τ).

Poznamenajme, že S ∈ (0,∞) práve vtedy, ked’ x ∈ (−∞,∞). Viacnásob-
ným použitím pravidla o derivovaní zloženej funkcie dostávame

∂Z
∂x = S ∂W∂S , ∂

2Z
∂x2

= S2 ∂2W
∂S2 +S ∂W∂S = S2 ∂2W

∂S2 + ∂Z
∂x . Rovnicu (4.16) potom

môžeme prepísat’ nasledovne:
∂Z
∂τ −

1
2σ

2 ∂2Z
∂x2

+
(
σ2

2 − r + q
)
∂Z
∂x + rZ = 0 , x ∈ R, τ ∈ (0, T ) ,

Z(x, 0) = V̄ (ex) , x ∈ R .
(4.17)

♦ 3. krok - Transformácia na základnú rovnicu ut − a2uxx = 0. Členov Z a ∂Z
∂x

sa môžeme zbavit’ prostredníctvom exponenciálnej transformácie
u(x, τ) = eαx+βτZ(x, τ) t. j. Z(x, τ) = e−αx−βτu(x, τ),

kde konštanty α, β budú určené neskôr. Zrejme platí
∂Z
∂x = e−αx−βτ

(
∂u
∂x − αu

)
, ∂2Z

∂x2
= e−αx−βτ

(
∂2u
∂x2
− 2α∂u∂x + α2u

)
,

∂Z
∂τ = e−αx−βτ

(
∂u
∂τ − βu

)
.

PDR pre novú funkciu u potom je
∂u
∂τ −

σ2

2
∂2u
∂x2

+A∂u
∂x +Bu = 0 , x ∈ R, τ ∈ (0, T ) ,

u(x, 0) = eαxV̄ (ex) , x ∈ R ,

kdeA = ασ2 + σ2

2 −r+q aB = (1+α)r−β−αq− α2σ2+ασ2

2 . Nech konštanty
α, β sú určené tak, že výrazy A,B sú nulové. Jednoduché algebraické úp-
ravy nás presvedčia, že je to práve vtedy, ked’

α =
r − q
σ2
− 1

2
, β =

r + q

2
+
σ2

8
+

(r − q)2

2σ2
. (4.18)

Takáto vol’ba α, β nám teda zaručí, že rovnica pre funkciu u nakoniec má
tvar 

∂u
∂τ −

1
2σ

2 ∂2u
∂x2

= 0 , x ∈ R, τ ∈ (0, T ) ,

u(x, 0) = eαxV̄ (ex) , x ∈ R ,
(4.19)
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♦ 4. krok - Aplikácia vzorca na výpočet riešenia. Rovnica (4.19) má na základe
Vety 4.1 riešenie u(x, τ), ktoré sa dá napísat’ v tvare integrálu

u(x, τ) =
1√

2σ2πτ

∫ ∞
−∞

e−
(x−s)2

2σ2τ u(s, 0) ds .

Postupnost’ou spätných transformácií u 7→ Z 7→ W 7→ V nakoniec prí-
deme k vzt’ahu

V (S, t) = e−β(T−t)e−α lnSu(lnS, T − t)

a teda

V (S, t) =
e−β(T−t)√

2σ2π(T − t)
S−α

∫ ∞
−∞

e
− (lnS−s)2

2σ2(T−t) eαsV̄ (es) ds . (4.20)

Pre európsky typ Call opcie je našou úlohou určit’ riešenie v čase t = 0, t. j.
ako máme v súčasnosti ocenit’ opciu. Pre t = 0 a s využitím tvaru funkcie
V̄ pre Call opciu sa vzt’ah (4.20) dá d’alej zjednodušit’ a

V (S, 0) =
e−βT√
2σ2T

S−α
1√
π

∫ ∞
lnE

e−
(lnS−s)2

2σ2T eαs(es − E) ds .

Po zavedení substitúcie y = s− lnS dostaneme

V (S, 0) =
e−βT√
2σ2T

1√
π

∫ ∞
− ln S

E

e−
y2

2σ2T

(
Se(1+α)y − Eeαy

)
dy . (4.21)

Praktická realizácia výpočtu podl’a horeuvedeného vzorca však vyžaduje
d’alšiu úpravu tak, aby sme cenu V vyjadrili pomocou známych a tabelo-
vaných funkcií.

Pripomeňme, že zvyšková funkcia erf (x) normálneho rozdelenia je de-
finovaná pomocou Eulerovho integrálu ako

1− erf (x)

2
=

1√
π

∫ ∞
x

e−ξ
2

dξ (4.22)

a spĺňa erf (−x) = −erf (x), erf (x) ∈ (−1, 1).

Skúmajme teraz integrál

I1 =
e−βT√
2σ2T

1√
π

∫ ∞
− ln S

E

e−
y2

2σ2T
+(1+α)y dy .

Zavedením transformácie ξ = y√
2σ2T

− 1+α
2

√
2σ2T s využitím vzt’ahov

(4.18) dostávame

− y2

2σ2T
+ (1 + α)y = −ξ2 + (1 + α)2σ

2T

2
= −ξ2 + (β − q)T
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Obr. 4.4: Graf zvyškovej funkcie erf(x) (vl’avo) a kumulatívnej distribučnej fun-
kcie N(x) (vpravo).

a teda

I1 = e−qT
1√
π

∫ ∞
− 1+α

2

√
2σ2T−

ln S
E√

2σ2T

e−ξ
2

dξ

=
e−qT

2

(
1− erf

(
−1 + α

2

√
2σ2T −

ln S
E√

2σ2T

))

=
e−qT

2

(
1 + erf

(
1√
2

(r − q + σ2

2 )T + ln S
E

σ
√
T

))
.

Podobne vypočítame integrál

I2 =
e−βT√
2σ2T

1√
π

∫ ∞
− ln S

E

e−
y2

2σ2T
+αy dy

pomocou zavedenia transformácie ξ = y√
2σ2T
− α

2

√
2σ2T . Pomocou vzt’ahu

α2

2 σ
2 = β − r transformovaný integrál opät’ zjednodušíme pomocou zvyš-

kovej funkcie erf nasledovne

I2 =
e−rT

2

(
1 + erf

(
1√
2

(r − q − σ2

2 )T + ln S
E

σ
√
T

))

Využijúc hore uvedené vzt’ahy pre integrály I1 a I2 môžeme vzorec (4.21)
pre cenu opcie V (S, 0) napokon napísat’ v tvare:

V (S, 0) =
Se−qT

2

(
1 + erf

(
1√
2

(r − q + σ2

2 )T + ln S
E

σ
√
T

))

−Ee
−rT

2

(
1 + erf

(
1√
2

(r − q − σ2

2 )T + ln S
E

σ
√
T

))
.
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Obr. 4.5: Koncová podmienka Call opcie V (S, T ) (vl’avo). Graf riešenia oceňova-
nia opcie V (S, 0) (vpravo).

Poznamenajme, že pre zvyškovú funkciu erf platí vzt’ah

1

2

(
1 + erf

(
x√
2

))
=

1√
2π

∫ x

−∞
e−ξ

2/2dξ = N(x) ,

kdeN(x) je kumulatívna distribučná funkcia normálneho rozdelenia. Preto
cena opcie V (S, 0) sa dá vyjadrit’ aj ako

V (S, 0) = Se−qTN(d1)− Ee−rTN(d2) (4.23)

kde

d1 =
(r − q + σ2

2 )T + ln S
E

σ
√
T

, d2 =
(r − q − σ2

2 )T + ln S
E

σ
√
T

.

Vyjadrenie (4.23) sa nazýva Black – Scholesov vzorec pre oceňovanie európ-
skej Call opcie. Všetky konštanty a parametre vystupujúce vo vzorci by
mali byt’ vopred známe. Štandardný príklad na výpočet ceny opcie je na-
sledovný:

Súčasná cena akcie firmy IBM je S = 58, 5$. Jej ročná volatilita je σ =
29%, t. j. σ = 0, 29. Ročná úroková miera predstavuje r = 4%, t. j. r = 0, 04.
Uzatvárame opčný obchod na cenu tejto akcie E = 60$ v expiračnej dobe
opcie T = 0, 3 roku. Dosadením týchto veličín do Black – Scholesovho
vzorca dostávame, že cena opcie V = V (58, 5, 0) je 3.348$.

Obrázok 4.5 (vl’avo) zobrazuje koncovú podmienku V (S, T ) = V̄ (S)
v čase expirácie T . Obrázok 4.5 (vpravo) zobrazuje vypočítané riešenie
V (S, 0) pre rôzne hodnoty súčasnej ceny S akcie IBM. Obrázok 4.6 zachy-
táva vývoj ceny opcie pre rôzne hodnoty expiračnej doby T ∈ (0, 001, 0, 3)
roka.
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Obr. 4.6: Graf časového vývoja oceňovania opcie.

4.1.7 Príklady

Príklad 1. Nájdite riešenie nasledovnej Cauchyho úlohy pomocou vzorca,
resp. pomocou zdravého úsudku.

∂u
∂t − a

2 ∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ (−∞,∞)× (0, T );

u(x, 0) = 1 pre všetky x ∈ (−∞,∞) .

Príklad 2. Nájdite riešenie nasledovnej Cauchyho úlohy.
∂u
∂t − a

2 ∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ (−∞,∞)× (0, T );

u(x, 0) = ex pre všetky x ∈ (−∞,∞) .

Príklad 3. Nájdite riešenie nasledovnej nehomogénnej Cauchyho úlohy
∂u
∂t − a

2 ∂2u
∂x2

= 1 pre všetky (x, t) ∈ (−∞,∞)× (0, T );

u(x, 0) = ex pre všetky x ∈ (−∞,∞) .

Príklad 4. Použitím Black – Scholesovho vzorca nájdite deriváciu ceny
opcie V (S, 0) vzhl’adom na cenu akcie S. Načrtnite graf funkcie ∆(S, 0) =
∂V
∂S (S, 0).

Príklad 5. Nájdite analógiu Black – Scholesovho vzorca (4.23) (t. j. Call
opcia) aj pre Put opciu, ktorá vlastne predstavuje koncovú podmienku v
Black – Scholesovom modeli typu

V̄put(S) =

{
E − S, pre 0 < S ≤ E ,
0, pre E < S .
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Príklad 6. Ukážte, že riešenie Cauchyho úlohy (4.1) má tú vlastnost’, že
pokial’ počiatočná podmienka je integrovatel’ná tak, pre každý kladný čas
t > 0 platí

∫∞
−∞ u(x, t) dx =

∫∞
−∞ u

0(x) dx. Výsledok sa pokúste interpreto-
vat’ fyzikálne na základe modelu rozloženia teploty v nekonečnej tyči. Čo
predstavuje veličina

∫∞
−∞ u(x, t) dx?

Príklad 7. Nájdite riešenie u = u(x, t) rovnice ∂u
∂t + u = ∂2u

∂x2
, x ∈ R, t >

0, pričom u(x, 0) = e−x
2/2. Nájdite hodnotu integrálu

∫∞
−∞ u(x, t) dx pre

každé t > 0.

Príklad 8. Nech u = u(x, t) je riešenie rovnice ∂u
∂t = ∂2u

∂x2
, x ∈ R, t > 0,

pričom u(x, 0) = e−|x|. Nájdite hodnotu integrálu
∫∞
−∞ u(x, t) dx pre každé

t > 0.

Príklad 9. Nech z = z(x, t) je riešenie rovnice ∂z
∂t = ∂2z

∂x2
, x ∈ R, t > 0,

pričom z(x, 0) = e−x
2
. Nájdite hodnotu integrálu

∫∞
−∞ z(x, t) dx pre každé

t > 0.

Príklad 10. Nech u = u(x, t) je riešenie rovnice ∂u
∂t = ∂2u

∂x2
+ ∂u

∂x , x ∈ R, t > 0,
pričom u(x, 0) = ex/2. Vypočítajte hodnotu u(0, t) pre t > 0.

Príklad 11. Nech u = u(x, t) je riešenie rovnice ∂u
∂t = ∂2u

∂x2
, x ∈ R, t > 0,

pričom u(x, 0) = x2007. Ukážte, že pre každé t > 0 je funkcia u(x, t) rastúca
v premennej x.

Príklad 12. Pomocou transformácie x = ln s nájdite riešenie u = u(s, t)

rovnice ∂u
∂t = s2 ∂2u

∂s2
+ s∂u∂s , s > 0, t > 0, pričom u(s, 0) = 1, s > 0.

Príklad 13. Ukážte, že samotná Greenova funkcia G(x, t) je riešením rov-
nice (4.1). S využitím tohto faktu ukážte, že u(x, t) =

∫∞
−∞G(x−s, t)u0(s)ds

je riešením rovnice (4.1).

4.2 Fourierova metóda separácie premenných
pre ohraničenú oblast’

4.2.1 Motivácia a hlavná myšlienka

Prvotnou motiváciou je štúdium rozloženia teploty v ohraničenej tyči. Na
rozdiel od neohraničeného prípadu, významnú úlohu teraz zohráva na-
stavenie teploty na koncoch tyče. Je očividné, že rôznym tzv. okrajovým
podmienkam teploty, budú zodpovedat’ rôzne riešenia.

Uvažujme prípad, ked’ je tyč na koncoch chladená (alebo zahrievaná)
tak, že sa nám darí udržiavat’ konštantnú nulovú teplotu. Tyč budeme chá-
pat’ ako ohraničený interval (c, d) reálnej osi. Na začiatku v čase t = 0



66

-

6
u0

c d x

u

-

6
u(.,t)

c d x

u

Obr. 4.7: Počiatočné rozloženie teploty a vývoj teploty v čase t > 0

predpokladajme, že tyč je zahriata tak, že rozdelenie teploty je funkciou
u0(x) (pozri Obr. 4.70, ktorá sa nazýva počiatočná podmienka. Obrázok 4.7
(vl’avo) znázorňuje počiatočné rozloženie teploty, pričom sú splnené aj okra-
jové podmienky. Obrázok 4.7 (vpravo) zachytáva vývoj rozloženia teploty
v ohraničenej tyči v kladnom čase t > 0. Naviac požadujeme splnenie okra-
jovej podmienky u(c, t) = u(d, t) = 0 pre všetky t > 0. Okrajová pod-
mienka tohto typu sa nazýva Dirichletova okrajová podmienka.

Poznámka 4.2. Poznamenajme, že udržiavaním nulovej teploty v koncových bo-
doch dochádza z energetického hl’adiska k odčerpávaniu tepelnej energie z vnútra
tyče smerom von do okolitého prostredia. To znamená, že sa dá očakávat’, že rieše-
nie klesá pozdĺž smeru vonkajšej normály v koncových bodoch, t. j. du/d~n < 0 v
x = c a x = d, ak u > 0 v intervale (c, d). ♦

Podobne ako v prípade nekonečne dlhej tyče, tak aj v prípade ohrani-
čenej tyče bude základnou fyzikálnou rovnicou parabolická PDR vedenia
tepla. Doplnená bude začiatočnou a okrajovými podmienkami.


∂u
∂t (x, t)− a2 ∂2u

∂x2
(x, t) = 0 pre všetky (x, t) ∈ (c, d)× (0, T ) ,

u(c, t) = u(d, t) = 0 pre všetky t ∈ (0, T ) ,

u(x, 0) = u0(x) pre všetky x ∈ (c, d) .
(4.24)

Úloha spočíva v nájdení funkcie u ∈ C2((c, d)× (0, T )) ∩ C([c, d]× (0, T )),
(t. j. u je funkcia dvakrát spojite diferencovatel’ná vo vnútri oblasti (c, d)×
(0, T ) a je spojitá až do hranice [c, d]), pričom u rieši parabolickú PDR a
spĺňa okrajové podmienky a počiatočnú podmienku. Poznamenajme, že
počiatočná podmienka je vopred zadaná a známa.

4.2.2 Metóda hl’adania riešenia pomocou separácie premenných

Myšlienka metódy separácie premenných pochádza od J.B. Fouriera, idey
rozkladu hl’adaných riešení do radov funkcií však boli známe aj skôr. Zá-
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klad metódy tvorí predpoklad o konštruovaní riešenia pomocou istých zá-
kladných stavebných kameňov – funkcií, ktoré sa dajú písat’ v separova-
nom tvare premenných x a t. Hl’adajme preto riešenie u(x, t) rovnice (4.24)
v tvare

u(x, t) = α(t)φ(x), (4.25)

kde funkcie α, φ sú reálnymi funkciami jednej reálnej premennej.
V d’alšom texte prijmeme označenie, na základe ktorého deriváciu podl’a

t budeme značit’ α̇ = dα
dt a deriváciu podl’a priestorovej premennej x ako

φ′ = dφ
dx . Potom PDR rovnica v (4.24) sa transformuje nasledovne

∂u
∂t (x, t) −a2 ∂2u

∂x2
(x, t) = 0

⇓ ⇓ ⇓

α̇(t)φ(x) −a2α(t)φ′′(x) = 0 .

Z tohto vzt’ahu však pol’ahky vyplýva, že pokial’ riešenie u má mat’ tvar
(4.25), tak nevyhnutne musí byt’ splnená rovnost’

− 1

a2

α̇(t)

α(t)
= −φ

′′(x)

φ(x)
, (4.26)

pre každé t > 0 a x ∈ (c, d). Teraz si všimnime, že

• l’avá strana je iba funkciou premennej t, kým

• pravá strana je iba funkciou premennej x.

Ked’že premenné x a t na sebe nezávisia, znamená to, že musí existovat’
jedna spoločná konštanta λ nezávislá od x a od t taká, že

− 1

a2

α̇(t)

α(t)
= λ a zároveň − φ′′(x)

φ(x)
= λ ,

pre všetky x ∈ (c, d) a t > 0. Pôvodný problém hl’adania funkcie u dvoch
premenných x, t sa teda rozštiepil na dva samostatné problémy pre každú
z premenných zvlášt’. Konkrétne, úloha pre funkciu α = α(t) predstavuje
nájst’ riešenie počiatočnej úlohy pre ODR

(P )


α̇(t) = −λa2α(t) , t > 0 ,

α(0) = α0 ,
(4.27)

kde α0 je počiatočnou podmienkou, ktorú určíme neskôr.
Na to, aby sme zabezpečili splnenie Dirichletovej okrajovej podmienky

pre funkciu u(x, t), musíme vyžadovat’, aby funkcia φ spĺňala Dirichletove
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okrajové podmienky v bodoch c a d. Funkcia φ preto musí byt’ (netriviál-
nym) riešením okrajovej úlohy pre ODR:

(O)


−φ′′(x) = λφ(x) ,

φ(c) = φ(d) = 0 .
(4.28)

Zdôraznime, že systémy (4.27) a (4.28) sú navzájom previazané stále ne-
známou hodnotou parametra λ.
♦ Riešenie okrajovej úlohy (O). Začnime riešit’ okrajovú úlohu (O). Hl’adáme
netriviálne riešenie φ, t. j. funkciu, ktorá nie je identicky nulová. Z dô-
vodu lepšej názornosti výkladu sa obmedzíme iba na prípad, ked’ interval
(c, d) = (0, 1). Riešením obyčajnej diferenciálnej rovnice druhého rádu zis-
tíme, že riešenie φ musí byt’ nevyhnutne lineárnou kombináciou funkcií
sin(
√
λx) a cos(

√
λx), t. j. φ(x) = A sin(

√
λx) +B cos(

√
λx). Dosadením po-

žiadavky na splnenie okrajových podmienok φ(0) = φ(1) = 0 dostávame,
žeB = 0 a nevyhnutne λ = k2π2 pre niektoré prirodzené k ∈ N . Konštanta
A 6= 0 je l’ubovol’ná. Vezmime preto A = 1, t. j.

φk(x) = sin(
√
λkx) pre x ∈ (0, 1), λk = k2π2 , (4.29)

pričom indexom k ∈ N chceme zvýraznit’ ten fakt, že existuje spočítatel’ne
vel’a riešení - dvojíc (φk, λk), k ∈ N, ktoré riešia okrajový problém (O).

V prípade všeobecného intervalu (c, d) sa čitatel’ l’ahko presvedčí, že
riešeniami úlohy (O) sú dvojice (φk, λk)

φk(x) = sin(
√
λk(x− c)) x ∈ (c, d), λk =

k2

(d− c)2
π2 . (4.30)

Poznamenajme, že v lineárnej algebre sa úloha na určenie netriviálneho
vektora φ a čísla λ takých, že Aφ = λφ, kde A je daná matica, nazýva prob-
lém vlastných hodnôt a vlastných vektorov. Analogicky, ked’ úlohu matice
A preberie operátor druhej derivácie, môžeme na problém (O) nahliadat’ aj
ako na vlastnohodnotový problém vo vhodnom priestore funkcií. Na roz-
diel od konečnorozmerných matíc, v našom prípade existuje spočítatel’ne
nekonečne vel’a vlastných vektorov φk a vlastných čísel λk, k ∈ N.

♦ Riešenie počiatočnej úlohy (P). Poznajúc hodnotu konštanty λ = λk mô-
žeme pristúpit’ k vyriešeniu počiatočnej úlohy (P). Tá je však v separova-
nom tvare a tak integráciou pol’ahky dostávame, že riešenie α = αk(t) je
dané vzt’ahom

αk(t) = α0
ke
−λka2t , (4.31)

kde konštanta α0
k je počiatočnou podmienkou. Potom riešenie u = uk(x, t)

má tvar
uk(x, t) = α0

ke
−λka2tφk(x) . (4.32)
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Táto funkcia je skutočne riešením PDR spĺňajúca Dirichletovu okrajovú
podmienku. Všimnime si jeden podstatný nedostatok tohto riešenia a to
fakt, že funkcia uk nemusí vo všeobecnosti vyhovovat’ počiatočnej pod-
mienke u(x, 0) = u0(x), pretože podl’a (4.32) je uk(x, 0) = α0

kφk(x), kde α0
k

je nejakou konštantou. Teda uk(x, t) je len multiplikatívny násobok funkcie
sin(kπx).

♦ Riešenie úlohy (4.24) pre l’ubovol’nú počiatočnú podmienku. Úlohu s l’ubovol-
nou počiatočnou podmienkou vyriešime tak, že funkcie uk(x, t) budeme
vhodne násobit’ a sčitovat’ tak, aby sme v ich súčte získali funkciu u(x, t),
ktorá už bude spĺňat’ zadanú počiatočnú podmienku. Pripomeňme, že máme
stále k dispozícii vol’bu konštánt α0

k, k ∈ N.
Uvažujme opät’ pre jednoduchost’ interval premennej x ∈ (c, d) =

(0, 1). Predpokladajme, že počiatočná podmienka u0(x) má tú vlastnost’,
že jej Fourierov trigonometrický rad k nej konverguje bodovo v intervale
(0, 1), t. j. u0(x) =

∑∞
k=1 α

0
k sin(kπx) . Pripomeňme, že (nie celkom iba zho-

dou náhod platí) λk = k2π2 a sin(kπx) = φk(x) a teda

u0(x) =

∞∑
k=1

α0
kφk(x) . (4.33)

pripomeňme, že každá, po čiastkach spojitá funkcia, sa dá rozvinút’ do
trigonometrického radu, ktorý konverguje k funkcii u0(x) v každom bode
spojitosti funkcie u0(x).

Všeobecná idea konštrukcie riešenia úlohy (4.24) spočíva v hl’adaní
funkcie u(x, t) v tvare trigonometrického radu

u(x, t) =
∞∑
k=1

αk(t)φk(x) (4.34)

s časovo závislými koeficientami αk(t). Predpokladajúc, že môžeme usku-
točnit’ všetky zámeny sumovania a derivovania, formálne dosad’me hore-
uvedený rad do rovnice ut − a2uxx = 0. Dostaneme

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
=

∞∑
k=1

(
α̇k(t)φk(x) + a2αk(t)(−φ′′k(x))

)

=

∞∑
k=1

(
(α̇k(t) + a2λkαk(t))φk(x)

)
= 0 . (4.35)

V predposlednej rovnosti sme využili fakt, že vlastná funkcia φk(x) rieši
okrajovú úlohu (O). V poslednej rovnosti sme využili fakt, že funkcia αk(t)
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rieši počiatočnú úlohu (P). Získali sme tak (zatial’ iba formálne) výraz pre
hl’adané riešenie v tvare radu

u(x, t) =

∞∑
k=1

α0
ke
−λka2tφk(x) , (4.36)

kde koeficienty α0
k sú určené vzt’ahom (4.33).

Zostáva nám preverit’, že sme skutočne mohli derivovat’ rad (4.36) člen
po člene, dvakrát podl’a premennej x a raz podl’a premennej t. Trigono-
metrický Fourierov rad f(x) =

∑∞
k=1 fk sin(kπx) funkcie f môžeme p- krát

derivovat’ člen po člene pokial’ je známe, že číselný rad koeficientov |fk|
je dominovaný konvergentným radom

∑∞
k=1

1
kp+1 . V našom prípade pre

každý pevne zvolený čas t > 0 platí, že koeficient αk(t) klesá ako expo-
nenciálna funkcia vzhl’adom na k pre k → ∞ a tým skôr klesá rýchlejšie
ako l’ubovol’ná mocnina 1

kp+1 . To ale znamená, že rad (4.36) sme skutočne
mohli derivovat’ člen po člene l’ubovol’ne vel’akrát podl’a x. Podobný ar-
gument uplatnený vzhl’adom na parameter t v tvare (4.36) nám umožní
dokázat’, že sme mohli derivovat’ aj vzhl’adom na premennú t. Tým sme
ukázali, že funkcia u(x, t) definovaná vzt’ahom (4.36) je skutočne riešením
rovnice ut − a2uxx = 0.

Na koniec nám ostáva ešte diskutovat’ zmysel splnenia počiatočnej pod-
mienky u0(x). Ked’žeαk(0) = α0

k tak podl’a (4.33) zrejme platí, že u(x, 0+) =
limt→0+ u(x, t) = u0(x) v bodoch spojitosti funkcie u0(x).

Poznamenajme, že ako bočný výsledok analýzy o diferencovaní rieše-
nia u(x, t) sme ukázali aj jeho vlastnost’, že pre každé k ∈ N a pevne zvo-
lené t > 0 platí

u(., t) ∈ Ck(c, d) . (4.37)

Nakoniec tejto časti uvedieme príklad konkrétneho výpočtu riešenia
homogénnej parabolickej rovnice.

Príklad 4.2.2.1 Hl’adáme riešenie nasledovnej úlohy Fourierovou metódou
separácie premenných.

∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ) ,

u(c, t) = u(d, t) = 0 pre všetky t > 0 ,

u(x, 0) = x(1− x) pre všetky x ∈ (0, 1) .

(4.38)

Na základe predošlej analýzy je kl’účovým krokom riešenia určenie koefi-
cientov α0

k tak, aby u0(x) =
∑∞

k=1 α
0
kφk(x). Poznamenajme, že platí∫ 1

0
φk(x)φm(x) dx =

∫ 1

0
sin(kπx) sin(mπx) dx =

{
1/2 pre m = k ,
0 pre m 6= k .

(4.39)
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To znamená, že ak má platit’ trigonometrický rozvoj (4.33) funkcie u0(x),
tak vynásobením u0 funkciou φm a následným integrovaním dostaneme∫ 1

0 u
0(x)φm(x) dx =

∑∞
k=1 α

0
k

∫ 1
0 φk(x)φm(x) dx = α0

m/2 , a teda

α0
m = 2

∫ 1

0
u0(x)φm(x) dx = 2

∫ 1

0
u0(x) sin(mπx) dx . (4.40)

V našom prípade u0(x) = x(1 − x) a teda, po krátkom výpočte integrálu
dostávame

α0
m = 2

∫ 1

0
x(1− x) sin(mπx) dx =

{
− 8
m3π3 pre m nepárne

0 pre m párne

Nakoniec riešenie u(x, t) môžeme písat’ v tvare trigonometrickej sumy

u(x, t) = − 8

π3

∞∑
l=1

1

(2l − 1)3
e−(2l−1)2π2t sin((2l − 1)πx) .

♦

Sumarizovaním tvrdení tejto časti dostávame nasledovnú vetu o riešení
parabolického problému (4.24) spĺňajúce zadanú počiatočnú podmienku a
nulové Dirichletove okrajové podmienky.

Tvrdenie 4.2. Nech u0(x) je po častiach spojitá funkcia na intervale [c, d]. Potom
existuje riešenie u = u(x, t) parabolickej úlohy

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0 , x ∈ (c, d), t > 0 ,

vyhovujúce počiatočnej podmienke u(x, 0+) = u0(x) v bodoch spojitosti funkcie
u0 a Dirichletovym okrajovým podmienkam u(c, t) = u(d, t) = 0 pre t > 0.
Toto riešenie môže byt’ explicitne vyjadrené v tvare trigonometrického Fourierovho
radu

u(x, t) =

∞∑
k=1

α0
ke
−λka2tφk(x) ,

kde dvojice (φk(x), λk), k ∈ N , sú riešeniami vlastnohodnotového problému (O)
– (4.28) a sú určené vzt’ahom (4.30). Koeficienty α0

k sú Fourierove koeficienty
rozvoja (4.33) funkcie u0 a s sú dané vzt’ahom (4.40).
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4.2.3 Príklady výpočtu riešenia použitím Fourierovej metódy

V tejto časti sa zameriame na konkrétne vyčíslenie riešenia u(x, t) pre para-
bolické rovnice. V oboch nižšie uvedených príkladoch použijeme Fourie-
rovu metódu separácie premenných. Na výpočet Fourierových koeficien-
tov α0

m bol použitý algoritmus na numerický výpočet určitého integrálu
(4.40) nachádzajúci sa v programovom balíku Mathematica.

Príklad 4.2.3.1
∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= 0 , pre všetky (x, t) ∈ [0, 1]× (0,∞) ,
u(x, 0) = f(x) pre všetky x ∈ [0, 1] ,
u(0, t) = u(1, t) = 0 pre všetky t > 0 ,

(4.41)

kde počiatočná podmienka je po častiach lineárna funkcia zobrazená na
Obr. 4.8-4.9. Numerické riešenie bolo získané Fourierovou metódou se-
parácie premenných, pričom na dostatočne dobré aproximovanie riešenia
bolo využitých iba prvých pät’ členov Fourierovho radu, t. j. u(x, t) ≈∑5

k=1 α
0
ke
−k2π2t sin(kπx). Jednotlivé koeficienty α0

k, k = 1, · · · , 5, rozvoja
funkcie u(x, t) boli vypočítané nasledovne:

α0
1 = 1, 146318, α0

2 = 0, 202642 α0
3 = 0, 127368, α0

4 = 0, α0
5 = −0, 04585.

Príklad 4.2.3.2
∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ [0, 1]× (0,∞) ,
u(x, 0) = f(x) pre všetky x ∈ [0, 1] ,
u(0, t) = u(1, t) = 0 pre všetky t > 0 ,

(4.42)

kde funkcia f(x) = e−100(x−0,2)2 je zobrazená na Obr. 4.10-4.11. Numerické
riešenie bolo opät’ získané Fourierovou metódou separácie premenných za
použitia algoritmov numerického integrovania zo systému Mathematica.
Jednotlivé koeficienty α0

k, k = 1, · · · , 5, rozvoja funkcie u(x, t) boli vypočí-
tané nasledovne: α0

1 = 0, 203340, α0
2 = 0, 305562, α0

3 = 0, 270161, α0
4 =

0, 140607, α0
5 = 0, 000249 .

4.2.4 Princíp porovnávania riešení

Podobne ako v časti 4.1.2 (princíp porovnania riešení pre Cauchyho úlohu
na neohraničenom intervale), môžeme aj pre úlohu (4.24) sformulovat’ po-
dobný výsledok. Nech u0

1, u
0
2 sú dve rôzne počiatočné podmienky, ktoré sú

usporiadané v tom zmysle, že u0
1(x) ≤ u0

2(x) pre všetky x ∈ (c, d). Použi-
júc fyzikálnu motiváciu úlohou o rozložení teploty v tyči konečnej dĺžky
môžeme opät’ uvažovat’ o dvoch tepelných dejoch (dve zahriate tyče), pri
ktorých je rozloženie teploty na začiatku v usporiadanom stave, t. j. že v
danom bode priestoru je teplota v prvej tyči menšia alebo rovná teplote v
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Obr. 4.8: Znázornenie časového vývoja riešenia parabolickej rovnice (4.41) na
ohraničenom intervale so zadanými Dirichletovymi okrajovými podmienkami
a počiatočnou podmienkou. Postupom času je vidno vyhladenie riešenia a po-
stupné rozpadanie sa riešenia, t. j. vplyv difúzneho procesu na tvar riešenia.
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Obr. 4.9: Časopriestorový graf vývoja získaného riešenia.
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Obr. 4.10: Znázornenie časového vývoja riešenia parabolickej rovnice (4.42).
Opät’ je možno pozorovat’ rozpad riešenia a konvergenciu riešenia k nule.
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Obr. 4.11: Časopriestorový graf vývoja získaného riešenia.
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Obr. 4.12: Znázornenie princípu porovnania riešení. Usporiadané počiatočné
podmienky v začiatočnom čase (l’avý obrázok) a stav riešení v kladnom budú-
com čase (pravý obrázok).

druhej na tom istom mieste x ∈ (c, d). Tá istá fyzikálna skúsenost’ ako pri
odvodzovaní princípu porovnania v Kapitole 4.1.2, nám hovorí, že rozlo-
ženie teploty v každom budúcom čase t > 0 bude znovu v usporiadanom
stave, teda u1(x, t) ≤ u2(x, t). Ked’že PDR ut − a2uxx = 0 je lineárna rov-
nica, môžeme skúmat’ rozdiel riešení u(x, t) = u2(x, t)−u1(x, t). Ciel’om je
teda nahliadnut’, že platí implikácia:

u(x, 0) > 0 pre x ∈ (c, d) ⇒ u(x, t) > 0 pre každé x ∈ (c, d) a t > 0 .
(4.43)

Predpokladajme sporom, že neplatí implikácia (4.43). To ale znamená, že
nastáva prípad, ktorý je znázornený na Obr. 4.13. Teda predpokladáme, že
by sa v nejakom kladnom čase t = t3 riešenie „dotklo"nuly (Obr. 4.13 –
c) ) a následne by pre nasledujúce časy malo aj záporné hodnoty. Všim-
nime si čas t = t3 a bod xmin minima funkcie u(., t) (naznačený vektor).
V tomto bode musí byt’ druhá derivácia uxx(xmin, t3) nevyhnutne nezá-
porná. Ked’že platí ut = a2uxx, tak potom je nezáporná aj časová derivácia
ut(xmin, t3). Preto „minimum"nemôže v d’alšom časovom okamihu pokra-
čovat’ smerom nadol k záporným hodnotám, ale musí naopak stúpat’. Teda
naznačené vektory pohybu sú v rozpore s požiadavkou, že u(x, t) rieši pa-
rabolickú rovnicu. To je spor, na základe ktorého môžeme usudzovat’, že
implikácia (4.43) platí. Poznamenajme však súčasne, že geometrický argu-
ment má svoje nedostatky a predvedený „dôkaz"nie je úplne korektný. Je
však názorný a vystihuje podstatu veci. Presný dôkaz sa dá nájst’ v Arse-
ninovej alebo Evansovej knihe [1, 7].

4.2.5 Princíp zhladzovania riešenia

Podobne ako v prípade Cauchyho úlohy na neohraničenom intervale (4.1)
sa prvý dôsledok získania riešenia v tvare trigonometrickej sumy (4.36)
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Obr. 4.13: Znázornenie sporu pri nedodržaní princípu usporiadania riešení.
Kladná počiatočná podmienka (a), z ktorej sa postupne vytvára riešenie, ktoré
zmení znamienko (b)-(d).
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Obr. 4.14: Znázornenie zhladzovacieho efektu. Počiatočná podmienka je iba spo-
jitá funkcia (l’avý obrázok); v l’ubovol’nom budúcom čase je už riešenie hladká
funkcia v priestorovej premennej (pravý obrázok).
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týka hladkosti riešenia. Konkrétne si všimnime vlastnost’ (4.36), ktorá nám
hovorí, že pre každý kladný čas t > 0 je riešenie u(x, t) l’ubovol’ne vel’a-
krát spojite diferencovatel’né v premennej x ∈ (c, d), nech už počiatočná
podmienka bola akákol’vek spojitá funkcia.

Efekt zhladzovania riešenia je dobre badatel’ný aj na príklade 4.2.3.1,
kde počiatočnou podmienkou je po častiach lineárna funkcia kým riešenie
u(x, t), t > 0, je už hladká funkcia v x (pozri Obr. 4.14).

Druhý dôsledok sa týka asymptotického správania sa riešenia pre t →
∞. Ked’ formálne zameníme poradie limitovania a sumovania v rade (4.36)
dostaneme, že platí

lim
t→∞

u(x, t) = lim
t→∞

∞∑
k=1

α0
ke
−λka2tφk(x) =

∞∑
k=1

α0
k lim
t→∞

e−λka
2tφk(x) = 0 ,

t. j. riešenie u(x, t) problému (4.24) bodovo konverguje k nule pre t → ∞.
Konvergencie k nule je zretel’ná aj z druhého numericky vyriešeného prí-
kladu 4.2.3.2 a Obr. 4.9. Samozrejme si musíme byt’ vedomí formálnosti
predvedeného argumentu o zámene limitovania a sumovania. Presný ar-
gument je založený na dôkaze, že integrál kvadrátu parciálnej derivácie∫ d
c |ux(x, t)|2dx konverguje k nule pre t → ∞ (to je dôsledok tzv. Parseva-

lovej rovnosti pre Fourierove rady) a nerovnosti

max
x∈(c,d)

|f(x)| ≤
∫ d

c
|f ′(x)|dx ≤

√
(d− c)

∫ d

c
|f ′(x)|2dx,

ktorá platí pre každú funkciu f takú, že f(c) = 0.

4.2.6 Nehomogénne rovnice

V tejto časti sa budeme zaoberat’ nehomogénnymi parabolickými rovni-
cami. Konkrétne budeme uvažovat’ parabolickú úlohu

∂u
∂t (x, t)− a2 ∂2u

∂x2
(x, t) = f(x, t) pre všetky (x, t) ∈ (c, d)× (0, T ) ,

u(c, t) = u(d, t) = 0 pre všetky t > 0 ,
u(x, 0) = u0(x) pre všetky x ∈ (c, d) ,

(4.44)
so zadanou počiatočnou podmienkou a okrajovými podmienkami. Na roz-
diel od homogénneho prípadu (4.24), uvažujeme pôsobenie (vo všeobec-
nosti nenulovej) pravej strany f(x, t).

Myšlienka riešenia je opät’ založená na hl’adaní riešenia v tvare trigo-
nometrického Fourierovho radu

u(x, t) =

∞∑
k=1

αk(t)φk(x) (4.45)
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s časovo závislými koeficientami αk(t). Predpokladajme, že poznáme roz-
klad zadanej funkcie f(x, t) do trigonometrického Fourierovho radu

f(x, t) =

∞∑
k=1

fk(t)φk(x) ,

pričom predpokladáme, že tento Fourierov rad konverguje bodovo v in-
tervale (c, d) s výnimkou konečného počtu bodov. To je napríklad splnené,
ak f(x, t) je po častiach spojitá funkcia v premennej x ∈ [c, d]. Ak teraz
dosadíme funkciu u(x, t) vyjadrenú pomocou radu (4.44) do rovnice ut −
a2uxx = f dostaneme

∂u
∂t (x, t) −a2 ∂2u

∂x2
(x, t) = f(x, t)

⇓ ⇓ ⇓∑∞
k=1(α̇k(t)φk(x) +a2αk(t)(−φ′′k(x))) =

∑∞
k=1 fk(t)φk(x)

⇓ ⇓ ⇓∑∞
k=1(α̇k(t)φk(x) +a2λkαk(t)φk(x)) =

∑∞
k=1 fk(t)φk(x) .

To ale znamená, že jednotlivé koeficienty na l’avej a pravej strane pri každej
funkcii φk(x) musia byt’ rovnaké, t. j.

α̇k(t) + a2λkαk(t) = fk(t) pre každé k ∈ N . (4.46)

Počiatočné hodnoty α0
k = αk(0) sú určené na základe zadanej počiatočnej

podmienky u(x, 0) = u0(x),

u0(x) =
∞∑
k=1

α0
kφk(x) . (4.47)

V prípade intervalu (c, d) = (0, 1) máme

α0
k = 2

∫ 1

0
u0(x) sin(kπx)dx, fk(t) = 2

∫ 1

0
f(x, t) sin(kπx)dx.

Systém rovníc (4.46), spolu s počiatočnými podmienkami (4.47), predsta-
vuje sčítatel’ný systém ODR, ktoré môžeme riešit’ integráciou.

Uvedieme konkrétny príklad výpočtu riešenia nehomogénnej rovnice.

Príklad 4.2.6.1
∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= cos(t) pre všetky (x, t) ∈ [0, 1]× (0,∞) ,
u(x, 0) = sin(πx) pre všetky x ∈ [0, 1] ,
u(0, t) = u(1, t) = 0 pre všetky t > 0 .

(4.48)
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Obr. 4.15: Časopriestorový graf získaného riešenia.

Zrejme u0(x) = sin(πx) =
∑∞

k=1 α
0
kφk(x), kde α0

1 = 1 a α0
k = 0 pre k ≥ 2.

Pravá strana f(x, t) = cos(t) sa dá rozvinút’ do radu

f(x, t) = cos(t) =

∞∑
k=1

cos(t)
2

πk
(1− (−1)k)φk(x)

a teda fk(t) = cos(t) 2
πk (1− (−1)k). Máme teda riešit’ ODR

α̇k(t) + λkαk(t) = fk(t) .

Metódou variácie konštánt dostaneme, že riešenie αk(t) je určené vzt’ahom

αk(t) = α0
ke
−λkt +

∫ t

0
e−λk(t−s)fk(s) ds

= α0
ke
−λkt +

2√
λk

(1− (−1)k)

∫ t

0
e−λk(t−s) cos(s) ds

= α0
ke
−λkt +

2√
λk

(1− (−1)k)
1

1 + λ2
k

(sin(t) + λk cos(t)− λke−λkt) .

Jednotlivé αk(t) sú potom určené vzt’ahmi

α1(t) = e−λ1t + 4√
λ1

1
1+λ21

(sin(t) + λ1 cos(t)− λ1e
−λ1t) k = 1 ,

αk(t) = 4√
λk

1
1+λ2k

(sin(t) + λk cos(t)− λke−λkt) k nepárne ,

αk(t) = 0 k párne .

Pripomeňme, že λk = k2π2. Potom aproximácia riešenia u(x, t) do pia-
teho rádu rozvoja bude u(x, t) ≈

∑5
k=1 αk(t) sin(kπx). Nasledovné ob-

rázky Obr. 4.16-4.15 zachytávajú grafické znázornenie riešenia u(x, t).
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Obr. 4.16: Znázornenie časového vývoja riešenia parabolickej rovnice (4.48) na
ohraničenom intervale so zadanými Dirichletovymi okrajovými podmienkami a
počiatočnou podmienkou a nenulovou pravou stranou.
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4.2.7 Príklady

Príklad 1. Nájdite riešenie nasledovnej úlohy Fourierovou metódou.
∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ [0, 1]× (0,∞) ,
u(x, 0) = 1 pre všetky x ∈ [0, 1] ,
u(0, t) = u(1, t) = 0 pre všetky t > 0 .

Načrtnite graf riešenia.

Príklad 2. Nájdite riešenie nasledovnej úlohy Fourierovou metódou.
∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ [0, 1]× (0,∞) ,
u(x, 0) = 0 pre všetky x ∈ [0, 1] ,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 1 pre všetky t > 0 .

Návod: Najprv nájdite vhodné posunutie w funkcie u tak, aby pre posu-
nutú funkciu v = u− w boli splnené nulové okrajové podmienky.

Príklad 3. Nájdite riešenie nasledovnej úlohy Fourierovou metódou.
∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ [0, 1]× (0,∞) ,
u(x, 0) = sin(πx) pre všetky x ∈ [0, 1] ,
u(0, t) = sin(t), u(1, t) = 1 pre všetky t > 0 .

Príklad 4. Nájdite riešenie nasledovnej úlohy s Neumanovou okrajovou

podmienkou
∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ [0, 1]× (0,∞) ,
u(x, 0) = 1 pre všetky x ∈ [0, 1] ,
ux(0, t) = ux(1, t) = 0 pre všetky t > 0 .

Načrtnite graf riešenia. Návod: Namiesto rozvoja riešenia do radu sínusov
uvažujte rozvoj do kosínusového radu u(x, t) =

∑∞
k=1 αk(t) cos(kπx).

Príklad 5. Nech u(x, t) je riešením parabolickej rovnice s Dirichletovou
okrajovou podmienkou

∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ [0, 1]× (0,∞) ,
u(x, 0) = u0(x) pre všetky x ∈ [0, 1] ,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0 pre všetky t > 0 .

Ukážte, že „energia"riešenia E(t) =
∫ 1

0 |u(x, t)|2dx je nerastúca funkcia v
čase t > 0. Dokážte, že

∫∞
0

∫ 1
0 |ux(x, t)|2dxdt < +∞.
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Príklad 6. Nech u(x, t) je riešením parabolickej rovnice s Neumanovou
okrajovou podmienkou

∂u
∂t −

∂2u
∂x2

= 0 pre všetky (x, t) ∈ [0, 1]× (0,∞) ,
u(x, 0) = u0(x) pre všetky x ∈ [0, 1] ,
ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0 pre všetky t > 0 .

Ukážte, že „celkové množstvo tepla", t. j. veličina K(t) =
∫ 1

0 u(x, t)dx je
konštantná v čase t > 0, t. j. K(t) = K(0) =: K0 pre všetky t > 0. Dokážte,
že limt→∞ u(x, t) = K0 pre každé x ∈ (0, 1).

Príklad 7. Nájdite riešenie u = u(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0, úlohy

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, x ∈ (0, 1), t > 0 ,

u(x, 0) = 2 sin(πx) cos(2πx), u(0, t) = u(1, t) = 0 .

Príklad 8. Nájdite riešenie u = u(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0, úlohy

∂u

∂t
+ u =

∂2u

∂x2
, x ∈ (0, 1), t > 0 ,

u(x, 0) = 1, u(0, t) = u(1, t) = 0 .

Príklad 9. Nájdite riešenie u = u(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0, rovnice

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, x ∈ (0, 1), t > 0 ,

u(x, 0) = 0, u(0, t) = 1, u(1, t) = t .

Príklad 10. Nech u = u(x, t) je riešením rovnice

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, x ∈ (0, 1), t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = 1− x .

Ukážte, že Lyapunovov funkcionál energie E(t) = 1
2

∫ 1
0 |u(x, t)|2 dx je ne-

rastúcou funkciou času, t. j. E′(t) ≤ 0 pre každé t > 0.

Príklad 11. Nech u = u(x, t) je riešením rovnice

∂u

∂t
+ u =

∂2u

∂x2
, x ∈ (0, 1), t > 0

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = u0(x) .
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Ukážte, že Lyapunovov funkcionál energie E(t) = 1
2

∫ 1
0 |u(x, t)|2 dx je ne-

rastúcou funkciou času, t. j. E′(t) ≤ 0 pre každé t > 0 a naviac E(t) ≤
e−2tE(0).

Príklad 12. Nájdite riešenie z = z(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0, rovnice

∂z

∂t
=
∂2z

∂x2
, x ∈ (0, 1), t > 0 ,

z(x, 0) = x, z(0, t) = sin(t), z(1, t) = cos(t) .

Príklad 13. Nájdite riešenie z = z(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0, rovnice

∂z

∂t
=
∂2z

∂x2
+ et sin(πx) , x ∈ (0, 1), t > 0 ,

z(x, 0) = 0, z(0, t) = z(1, t) = 0 .

Príklad 14. Nájdite riešenie z = z(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0, rovnice

∂z

∂t
=
∂2z

∂x2
+ 2 sin(πx) cos(2πx) , x ∈ (0, 1), t > 0 ,

z(x, 0) = 0, z(0, t) = z(1, t) = 0 .



Kapitola 5
Eliptické parciálne diferenciálne
rovnice

5.1 Motivácia štúdia eliptických rovníc

Existuje viacero oblastí použitia eliptických parciálnych diferenciálnych
rovníc. Tento typ rovníc sa vyskytuje najmä v rôznych modeloch opisu-
júcich stacionárne (t. j. časovo ustálené) stavy fyzikálnych systémov. Pri-
pomeňme, že na základe Kapitoly 2.3, je tvar lineárnej eliptickej parciálnej
diferenciálnej rovnice s pravou stranou f nasledovný

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = f , (5.1)

kde aij , bi, c, f sú zadané funkcie n-rozmernej premennej x = (x1, · · · , xn),
pričom matica A(x) = (aij(x))i,j=1,··· ,n je kladne (resp. záporne) definitná.
Neznámou je funkcia u = u(x).

Príkladom eliptickej rovnice je tzv. Poissonova diferenciálna rovnica1

−∆u = f , (5.2)

kde ∆ je tzv. Laplaceov operátor 2 definovaný ako ∆u =
∑n

i=1
∂2u
∂x2i

.

1Siméon Denis Poisson (1781-1840) fr. matematik a fyzik. Zaoberal sa najmä diferen-
ciálnymi rovnicami, teóriou pružnosti a pevnosti, termodynamikou (Poissonov zákon p vκ

=const).
2Pierre Simon markíz de Laplace (1749-1827) brit. matematik, fyzik, astronóm a filozof.

Zaoberal sa najmä matematickou analýzou, teóriou pravdepodobnosti, elektromagnetiz-
mom a nebeskou mechanikou. Vytvoril teóriu o vzniku slnečnej sústavy z rotujúcej hmlo-
viny, analyzoval rovnice pre potenciál elektrického pol’a (Laplaceova rovnica).
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Prvým príkladom slúžiacim na motiváciu štúdia eliptických rovníc je
analýza ustálených riešení parabolickej rovnice

∂u

∂t
−∆u = f . (5.3)

Pod ustáleným stavom rozumieme také riešenie u = u(x, t), ktoré nezá-
visí od časovej premennej, t. j. ∂u/∂t = 0 pre každé t > 0 a teda u =
u(x). Rovnica (5.3) pre ustálené riešenie u je vlastne Poissonova rovnica
−∆u = f . Pripomeňme, že dôležitú úlohu pri určení riešenia parabolickej
rovnice (5.3) zohráva zadanie počiatočnej a okrajovej podmienky. Ked’že
ustálené riešenie nemôže závisiet’ od času, zadanie počiatočnej podmienky
pre ustálené riešenie nemá zmysel. Na druhej strane okrajová podmienka
má rozhodujúci význam pre analýzu riešenia Poissonovej rovnice s pred-
písanou okrajovou podmienkou

−∆u(x) = f(x) pre všetky x ∈ Ω ,

u(x) = φ(x) pre všetky x ∈ ∂Ω ,
(5.4)

kde f : Ω→ R je zadaná (zdrojová) funkcia, φ : ∂Ω→ R je zadaná okrajová
podmienka, Ω je oblast’ v Rn, ∂Ω je jej hranica. Problém nájdenia funkcie
u ∈ C2(Ω), spojitej na Ω̄, riešiacej pritom eliptickú rovnicu s okrajovou
podmienkou (5.4), nazývame Dirichletova okrajová úloha pre Poissonovu
rovnicu.

Druhou dôležitou oblast’ou uplatnenia eliptických PDR je teória pruž-
nosti a pevnosti. Budeme modelovat’ priehyb tenkej dosky alebo mem-
brány. Vplyvom pôsobenia zadaného vonkajšieho zat’aženia silou f sa po-
užijúc Hookov zákon3 podarí ukázat’, že vertikálna výchylka u = u(x) :
Ω → R tenkej dosky (membrány), ktorá sa nachádza v oblasti Ω ⊂ R2 a
je pevne uchytená na okraji ∂Ω oblasti Ω, vyhovuje Poissonovej rovnici s
Dirichletovou okrajovou podmienkou (5.4). Vo všeobecnosti sú akceptova-
nými modelmi teórie pružnosti a pevnosti systémy eliptických PDR, pri-
čom neznámou je vel’kost’ tzv. deformačného gradientu, ktorý predstavuje
viacrozmernú (vektorovú) veličinu.

Okrem uvedených fyzikálnych aplikácií eliptických PDR existuje vel’a
d’alších príkladov ich využitia. Spomeňme napr. Maxwellove rovnice elek-
trického a magnetického pol’a. Statické Maxwellove rovnice4 opisujúce elek-

3Robert Hooke (1635-1703) brit. prírodovedec a technik. Zostrojil barometer, zrkadlový
d’alekohl’ad. Vyslovil tzv. Hookeov zákon o vzt’ahu medzi napätím a deformáciou mate-
riálu.

4 James Clerk Maxwell (1831-1879) brit. fyzik. Pracoval v oblasti teórie elektromagne-
tizmu. Odvodil tzv. Maxwellove rovnice opisujúce vzt’ahy medzi elektrickým a magne-
tickým pol’om, prúdom a nábojom. Významné sú výsledky Maxwella v kinetickej teórii
plynov v rámci termodynamiky.
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Obr. 5.1: Pohl’ad zhora na rovnomerne zat’aženú membránu (vl’avo). Bočný po-
hl’ad na zat’aženú membránu (vpravo).

trické ~E a magnetické pole ~H sú: div ~E = σ, div ~H = 0. Vyjadrujú fy-
zikálny efekt, že siločiary elektrického pol’a môžu vchádzat’ resp. vychá-
dzat’ z bodov s koncentrovaným elektrickým nábojom σ, kým magnetické
pole nemá žiadne žriedla vzniku ani body zániku magetických siločiar.
Predpokladáme potencionalitu uvedených polí, t. j. existenciu tzv. elek-
trického potenciálu φ a magnetického potenciálu ψ pre vektorové polia
~E a ~H . To znamená že φ, ψ sú reálnymi funkciami definovanými na R3

a ~E = ∇φ, ~H = ∇ψ, dostávame (po úpravách)

∆φ = div(∇φ) = div ~E = σ ,

∆ψ = div(∇ψ) = div ~H = 0 , (5.5)

a teda funkcie potenciálu φ a ψ vyhovujú Poissonovej rovnici resp. Lapla-
ceovej rovnici na celom R3.

Okrem aplikácií vo fyzike sa však riešenia eliptických PDR prirodzene
vyskytujú aj v čistej matematike. Ako príklad môže slúžit’ teória potenciálu
alebo teória holomorfných funkcií v komplexnej analýze. Predpokladajme,
že komplexná funkcia f : Ω ⊂ C→ C je holomorfná t. j. existuje jej derivá-
cia

f ′(z) = lim
ξ→z

f(ξ)− f(z)

ξ − z
v každom bode z ∈ Ω. Funkcia f sa prirodzene dá rozpísat’ na jej reálnu a
imaginárnu čast’, f(z) = u(x, y)+iv(x, y), kde z = x+iy, pričom u, v : Ω→
R sú už reálne funkcie reálnych premenných (x, y) ∈ Ω. Z jednoduchého
výpočtu derivácie f ′(z) pomocou limitovania v dvoch na seba kolmých
smeroch x a y plynú nasledovné dve identity

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (5.6)
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Obr. 5.2: Afínna (vl’avo) a po častiach afínna harmonická funkcia (vpravo).

ktoré sú známe ako Cauchy-Riemannove vzorce5. Ak funkcie u, v sú C2

hladké, tak parciálnym diferencovaním dostávame, že uxx = vxy = vyx =
−uyy. Podobne vxx = −vyy a teda obe funkcie u, v : Ω → R vyhovujú
Laplaceovej PDR

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 ,

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0 , (x, y) ∈ Ω . (5.7)

5.2 Harmonické funkcie

Hoci našim prvoradým ciel’om je skúmanie riešení Poissonovej PDR so
zadanou pravou stranou f , ukazuje sa, že tieto riešenia môžu byt’ konštru-
ované pomocou vhodnej kombinácie istých elementárnych funkcií, ako
tomu bolo napr. pri metóde Greenovej funkcie a či Fourierovej metóde na
riešenie parabolickej PDR. Pri Poissonovej rovnici túto úlohu zohrávajú
tzv. harmonické funkcie, ktoré sú riešeniami Laplaceovej PDR. Presnejšie

Definícia 5.1. Harmonickou funkciou v oblasti Ω ⊂ Rn nazveme l’ubovol’nú
funkciu u ∈ C2(Ω) takú, že ∆u = 0 v oblasti Ω.

Existuje mnoho príkladov harmonických funkcií. Najprv si uvedomme,
že ak Ω = (a, b) ⊂ R1, tak jedinou harmonickou funkciou je priamka
u(x) = αx + β, kde α, β sú konštanty (pozri Obr. 5.2). Ak oblast’ Ω po-
zostáva z dvoch disjunktných intervalov, napr. Ω = (−1, 0)∪ (0, 1), tak har-
monickou funkciou na Ω je l’ubovol’ná funkcia, ktorá je afínna na oboch
podintervaloch (−1, 0) a (0, 1) zvlášt’ (pozri Obr. 5.2).

Ak n ≥ 2, tak opät’ afínne funkcie typu u(ξ1, · · · , ξn) = α1ξ1 + · · · +
αnξn+β sú vždy riešeniami rovnice ∆u = 0 na l’ubovol’nej oblasti Ω ⊂ Rn.

5Bernhard Riemann (1826-1866) nem. matematik. Fundamentálnymi výsledkami obo-
hatil teóriu funkcií komplexnej premennej, teóriu čísel a geometriu. Známy je model Rie-
mannovej neeuklidovskej geometrie ako aj najslávnejší doteraz otvorený problém - tzv.
Riemannova hypotéza, ktorá tvrdí, že všetky korene Riemannovej zeta funkcie ležia na
kritickej priamke komplexných čísel s reálnou čast’ou 1/2.
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Naproti tomu geometria oblasti Ω = Rn − {0} nám už nedovolí konštru-
ovat’ harmonické funkcie tak, ako na Obr. 5.2. Má však zmysel hl’adat’ špe-
ciálne harmonické funkcie, napríklad v triede všetkých radiálne symetric-
kých funkcií na oblasti Ω = Rn − {0}.

Označme Ω0 = Rn − {0}. Predpokladajme, že funkcia u : Ω0 → R je
tzv. radiálne symetrická funkcia, t. j. u = u(ξ1, · · · , ξn) závisí len od vzdia-
lenosti bodu ξ = (ξ1, · · · , ξn) od počiatku 0. To znamená, že

u(ξ) = F (r(ξ)), r(ξ) = |ξ| = (
∑n

i=1 ξ
2
i )1/2 ,

kde F : (0,∞) → R je nejaká hladká funkcia. Ked’že ∂r/∂ξi = ξi/r do-
staneme pomocou pravidla o derivovaní zloženej funkcie, že ∂2u/∂ξ2

i =
F ′(r)(1/r−ξ2

i /r
3)+F ′′(r)ξ2

i /r
2. Potom sčítaním pre i = 1, · · · , n a využitím

vzt’ahu r2 =
∑n

i=1 ξ
2
i získame ∆u = F ′′(r) + n−1

r F ′(r). Riešit’ Laplaceovu
rovnicu ∆u = 0 v triede radiálne symetrických funkcií vlastne znamená
nájst’ riešenie obyčajnej diferenciálnej rovnice

F ′′(r) +
n− 1

r
F ′(r) = 0, r > 0 .

Zavedením substitúcie G = F ′ a použitím metódy separácie premenných
pre ODR sa pol’ahky ukáže, že až na multiplikatívnu a aditívnu konštantu
je riešením funkcia F : (0,∞)→ R definovaná ako

F (r) =

{
r2−n n ≥ 3 ,
ln r n = 2 .

Samotné radiálne symetrické riešenie nakoniec ešte vhodne preškálujeme.
Definujme ωn ako (1/n) krát povrch jednotkovej sféry v Rn, t. j.

ωn =
1

n

∫
∂B(0,1)

dS . (5.8)

Zrejme ω2 = π, ω3 = 4π/3, atd’. Poznamenajme, že ωn je vlastne aj vy-
jadrením objemu jednotkovej gule v Rn. Význam tohto škálovania je len
technický. V d’alšom nahliadneme, že takto škálovaná funkcia bude vy-
stupovat’ v reprezentácii riešenia Poissonovej rovnice. Poznamenajme, že
pre povrch l’ubovol’nej sféry so stredom x a polomerom % > 0 potom platí

povrch (B(x, %)) =

∫
∂B(x,%)

1 dS = %n−1

∫
∂B(0,1)

1 dS = %n−1nωn . (5.9)

Definícia 5.2. Funkciu Γ : Rn − {0} → R, definovanú ako

Γ(ξ) =


1

n(2−n)ωn
|ξ|2−n n ≥ 3 ,

1
2π ln(|ξ|) n = 2 ,

(5.10)

nazývame fundamentálnym normovaným riešením Laplaceovej rovnice ∆u = 0
na oblasti Rn − {0}.
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Obr. 5.3: Graf fundamentálneho riešenia v rovine R2.

Na záver tejto časti skúmajme posunutia fundamentálneho riešenia Γ.
Nech bod x ∈ Rn je pevne zvolený. Posuňme funkciu Γ do bodu x. Teda
uvažujme funkciu

v(ξ) = Γ(ξ − x), ξ ∈ Rn − {x} . (5.11)

Potom zrejme platí

∆ξv(ξ) = 0, ξ ∈ Rn − {x} , (5.12)

a pre parciálnu deriváciu

∂v

∂ξi
=

1

n(2− n)ωn
(2− n)|ξ − x|1−n ξi − xi

|ξ − x|
=

1

nωn

ξi − xi
|ξ − x|n

, (5.13)

pričom uvedené vzt’ahy (5.12) a (5.13) platia pre všetky ξ 6= x.

5.3 Greenov vzorec pre viacrozmernú integráciu per
partes

Pripomeňme, že pre oblast’ Ω = (a, b) (interval) platí známy vzorec pre
integráciu po častiach (per partes). Pre l’ubovol’né funkcie u, v ∈ C1([a, b])

teda platí
∫ b
a u(x)v′(x) dx = −

∫ b
a u
′(x)v(x) dx + u(x)v(x)|ba. Uvedomme si

najprv, že hraničný člen u(x)v(x)|ba sa dá chápat’ ako integrál
∫
∂Ω uv~ndS

cez hranicu ∂Ω = {a, b} intervalu (a, b), pričom ~n(a) = −1, ~n(b) = 1 je
vektor vonkajšej normály k hranici intervalu. Dá sa ukázat’ (pozri napr.
[7, 8, 12]) viacrozmerná analógia vzorca per partes platná pre oblasti Ω ⊂
Rn. Nazýva sa Greenov6 vzorec

6George Green (1793-1841) brit. matematik. Pracoval v teórii elektromagnetizmu. Na-
šiel explicitné vzorce pre riešenie parciálnych dif. rovníc (Greenova funkcia). Odvodil tzv.
Greenovu formulu, t. j. metódu per partes pre viacrozmerné integrály.
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Tvrdenie 5.1. (Greenov vzorec). Nech Ω ⊂ Rm je oblast’ s hladkou hranicou ∂Ω.
Nech u, v : Ω̄→ R sú C1 hladké funkcie v Ω̄. Potom∫

Ω
u(x)

∂v

∂xi
(x) dx = −

∫
Ω

∂u

∂xi
(x) v(x) dx+

∫
∂Ω
u(x) v(x)ni(x) dS , (5.14)

kde ~n = (n1, · · · , nm)T je jednotkový vektor vonkajšej normály k ∂Ω v bode x ∈
∂Ω.

Použitím Greenovho vzorca na funkciu u a ∂v/∂xi dostaneme∫
Ω
u
∂2v

∂x2
i

dx = −
∫

Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
v dx+

∫
∂Ω
u
∂v

∂xi
ni dS

a teda∫
Ω
u

m∑
i=1

∂2v

∂x2
i

dx = −
∫

Ω

m∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx+

∫
∂Ω
u

m∑
i=1

∂v

∂xi
ni dS .

Nakoniec, ak si uvedomíme, že derivácia funkcie v v smere ~n sa dá vyjadrit’
ako dv

d~n =
∑m

i=1
∂v
∂xi
ni a (∇u,∇v) =

∑m
i=1

∂u
∂xi

∂v
∂xi

, dostávame sumovaním od
i = 1 do m:

1. Greenova formula∫
Ω
u.∆v dx = −

∫
Ω

(∇u,∇v) dx+

∫
∂Ω
u
dv

d~n
dS (5.15)

a podobne vzt’ah∫
Ω
v∆udx = −

∫
Ω

(∇u,∇v) dx+

∫
∂Ω
v
du

d~n
dS ,

ktorý bol z predošlého získaný zámenou mutatis mutandis úloh funkcií u a
v. Odčítaním vyššie uvedených vzt’ahov dostaneme:

2. Greenova formula∫
Ω
u∆v − v∆udx =

∫
∂Ω
u
dv

d~n
− v du

d~n
dS . (5.16)

Poznamenajme, že 1. Greenova formula platí, ak funkcia u je C1 hladká
v Ω a spojitá na Ω̄ a funkcia v je C2 hladká v Ω a jej prvé derivácie sú
spojité na Ω̄. Na záver uved’me ešte jeden dôsledok Greenovho vzorca
(5.14). Nech vektorová funkcia ~w : Ω ⊂ Rm → Rm je C1 diferencova-
tel’ná v Ω a spojitá v Ω̄. Pripomeňme, že operátor divergencie je defino-
vaný ako div ~w =

∑m
i=1 ∂wi/∂xi. Použijúc vzorec (5.14) pre funkciu u = 1
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Obr. 5.4: Zadaná oblast’ so znázorneným vektorom vonkajšej normály v bode na
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Obr. 5.5: Oblast’, ktorá vznikla z pôvodnej oblasti vynechaním gule so stredom v
pevne zadanom bode.

(t. j. ∂u/∂xi = 0) a v = wi, následne sčítaním rovností pre i = 1, · · · , n
dostaneme∫

Ω
div ~w dx =

∫
Ω

m∑
i=1

∂wi
∂xi

dx =

∫
∂Ω

m∑
i=1

wini dS =

∫
∂Ω

(~w,~n) dS . (5.17)

Tento vzt’ah sme použili pri odvodzovaní rovníc zákona zachovania hmoty
(Kapitola 1.1) a rovnice vedenia tepla (Kapitola 1.2).

5.4 Greenova reprezentácia riešení Poissonovej rovnice

V tejto časti je našim ciel’om odvodit’ formulu, pomocou ktorej by sme do-
kázali reprezentovat’ riešenie u Poissonovej rovnice ∆u = f prostredníc-
tvom funkcie pravej strany a oblasti Ω ⊂ Rn, na ktorej je rovnica zadaná.

Nech oblast’ Ω ⊂ Rn je zadaná. Vezmime pevne zvolený bod x ∈ Ω.
Potom pre dostatočne malé % > 0 sa gul’a so stredom x a polomerom %
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nachádza v oblasti Ω. Preto môžeme uvažovat’ o oblasti Ω% ⊂ Rn, ktorá
vznikla z pôvodnej oblasti Ω vynechaním gule B = B(x, %) so stredom
x ∈ Ω a polomerom 0 < %� 1.

Hranicu ∂Ω% novej oblasti Ω% = Ω − B(x, %) tvorí jednak hranica pô-
vodnej oblasti ∂Ω, ako aj hranica ∂B vynechanej gule B = B(x, %). Zdô-
raznime, že vektor vonkajšej normály k časti hranice ∂Ω%, ktorú tvorí ∂B
smeruje do vnútra gule B (pozri Obr. 5.5).

Dôvod zavedenia oblasti Ω% je ten, že funkcia v(ξ) definovaná prostred-
níctvom posunu fundamentálneho riešenia do bodu x, t. j. v(ξ) = Γ(ξ − x)
je dobre definovaná v Ω% (môžeme delit’) a naviac ∆ξv(ξ) = 0 v oblasti Ω%.
Dolným indexom ξ v Laplaceovom operátore vyjadrujeme skutočnost’, že
máme na mysli diferencovanie vzhl’adom na premennú ξ a nie x. Použijúc
2. Greenovu formulu dostávame∫

Ω%

Γ(ξ − x) ∆ξu(ξ) dξ =

∫
Ω%

v∆ξudξ

=

∫
Ω%

u∆ξv dξ +

∫
∂Ω%

v
du

d~n
− u dv

d~n
dS =

∫
∂Ω%

v
du

d~n
− u dv

d~n
dS . (5.18)

Analyzujme vzniknutý hraničný integrál. Hranica ∂Ω% pozostáva z dvoch
častí a preto aj hraničný integrál bude súčtom hraničných integrálov cez
∂Ω a ∂B. Teda ∫

∂Ω%

=

∫
∂Ω

+

∫
∂B(x,%)

=: I + J(%) .

Majme na pamäti poznámku o tom, že vektor vonkajšej normály k časti
hranice ∂B smeruje do vnútra gule B. Preto druhá čast’ hraničného integ-
rálu je vlastne

J(%) =

∫
∂B(x,%)

v
du

d~n
− u dv

d~n
dS ,

kde ~n je vektor vnútornej normály ku guli B = B(x, %). Pre bod ξ ∈ ∂B
sa zrejme tento vektor dá vyjadrit’ ako ~n = (x − ξ)/|x − ξ|. Nakreslite si
obrázok! Naše d’alšie snaženie bude vypočítat’ limitu J(%), ked’ % → 0+.
Rozpíšme integrál J(%) na rozdiel J(%) = J1(%)− J2(%), kde

J1(%) =

∫
∂B(x,%)

v
du

d~n
dS J2(%) =

∫
∂B(x,%)

u
dv

d~n
dS .

Pripomeňme, že

v(ξ) = Γ(ξ − x) =
1

n(2− n)ωn
|ξ − x|2−n =

1

n(2− n)ωn
%2−n (5.19)

pre každý bod ξ ∈ ∂B a na základe (5.13) s využitím vyjadrenia ni =
(xi − ξi)/|x− ξ| platí

dv

d~n
(ξ) =

n∑
i=1

∂v

∂ξi
ni =

1

nωn

n∑
i=1

ξi − xi
|ξ − x|n

xi − ξi
|x− ξ|

= − 1

nωn
%1−n, (5.20)
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lebo
∑n

i=1 |ξi−xi|2 = |ξ−x|2. Predpokladáme, že funkcia u(ξ) je C2 spojitá
v bode x a teda pre malé hodnoty % budú funkčné hodnoty u(ξ), ξ ∈ ∂B,
blízko k hodnote u(x). Presnejšie povedané u(ξ) = u(x) + O(|ξ − x|) =
u(x) + O(%) ked’ % → 0+. Podobne pre derivácie tiež platí ∂u(ξ)/∂ξi =
∂u(x)/∂ξi+O(%). To ale znamená, že v termínoch LandauovychO-symbolov
môžeme integrály J1, J2 vyjadrit’ ako

J1(%) =

∫
∂B(x,%)

v
du

d~n
dS =

1

n(2− n)ωn

∫
∂B(x,%)

%2−n du

d~n
dS

=
1

n(2− n)ωn
%2−n

(
du

d~n
(x) +O(%)

)∫
∂B(x,%)

dS =
%

2− n

(
du

d~n
(x) +O(%)

)
a tiež

J2(%) =

∫
∂B(x,%)

u
dv

d~n
dS = − 1

nωn

∫
∂B(x,%)

%1−n u(ξ) dS

= − 1

nωn
%1−n (u(x) +O(%))

∫
∂B(x,%)

1 dS = −u(x) +O(%) .

Pri posledných rovnostiach sme využili vzt’ah (5.9) na výpočet plochy po-
vrchu sféry s polomerom %. Dostávame, že platí

lim
%→0+

J(%) = lim
%→0+

J1(%)− lim
%→0+

J2(%) = 0− (−u(x)) = u(x) .

Teda hraničný integrál
∫
∂Ω%

=
∫
∂Ω +

∫
∂B(x,%) v (5.18) konverguje ako

lim
%→0+

∫
∂Ω%

v
du

d~n
− u dv

d~n
dS

=

∫
∂Ω

(· · · ) + lim
%→0+

∫
∂B(x,%)

(· · · ) =

∫
∂Ω

(· · · ) + lim
%→0+

(J1(%) + J2(%))

=

∫
∂Ω
v
du

d~n
− u dv

d~n
dS + u(x) .

To ale znamená, že existuje limita pravej strany rovnosti (5.18) a teda musí
existovat’ aj limita l’avej časti rovnosti, čo je vlastne lim%→0+

∫
Ω%

(· · · ) dξ =∫
Ω(· · · ) dξ. Teda platí∫

Ω
Γ(ξ − x) ∆ξu(ξ) dξ =

∫
∂Ω
v
du

d~n
− u dv

d~n
dS + u(x) . (5.21)

Vrát’me sa teraz k riešeniu pôvodného problému, t. j. k nájdeniu re-
prezentácie riešenia Poissonovej rovnice ∆u = f , kde f je zadaná spojitá
funkcia na oblasti Ω ⊂ Rn. Na základe (5.21) môžeme sformulovat’ vetu
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Tvrdenie 5.2. (Greenova reprezentácia riešenia Poissonovej rovnice) Nech f :
Ω → R je zadaná spojitá a ohraničená funkcia. Nech u : Ω → R je C2 spojité
riešenie Poissonovej rovnice

∆u = f

v ohraničenej oblasti Ω ⊂ Rn, pričom u a všetky parciálne derivácie ∂u/∂xi sú
spojité až do hranice ∂Ω. Potom riešenie u sa dá napísat’ ako suma jedného obje-
mového a dvoch povrchových integrálov

u(x) =

∫
Ω

Γ(ξ − x) f(ξ) dξ −
∫
∂Ω

Γ(ξ − x)
du

d~n
(ξ) dS +

∫
∂Ω
u
dΓ

d~n
(ξ − x) dS ,

(5.22)
kde Γ je fundamentálne riešenie Laplaceovej rovnice definované v (5.10), ~n je vek-
tor vonkajšej normály k hladkej hranici ∂Ω.

Poznamenajme, že jednotlivé integrály majú svoje ustálené názvy. Pa-
rametrický integrál
• x 7→

∫
Ω Γ(ξ − x) f(ξ) dξ sa nazýva Newtonov potenciál s hustotou f

• x 7→
∫
∂Ω σ(ξ) Γ(ξ − x) dS sa nazýva potenciál vrstvy s hustotou σ

• x 7→
∫
∂Ω µ(ξ) dΓ

d~n(ξ− x) dS sa nazýva potenciál dvojvrstvy s hustotou µ.

V našom prípade µ = u a σ = du/d~n.

Poznámka 5.1. Poznamenajme, že každý potenciál vrstvy alebo dvojvrstvy je
harmonická funkcia v oblasti Ω. Skutočne, ak označíme

w(x) =

∫
∂Ω
σ(ξ) Γ(ξ − x) dS ,

tak pre l’ubovol’ný vnútorný bod x ∈ Ω platí, že |ξ − x| ≥ ε > 0 pre všetky
body hranice ξ ∈ ∂Ω. Inými slovami povedané, môžeme delit’ výrazom |ξ − x| a
funkcia ξ 7→ 1/|ξ − x| je ohraničená na ∂Ω. To ale znamená, že vyššie uvedený
parametrický integrál (parameter je x) môžeme l’ubovol’ne vel’akrát diferencovat’
podl’a parametra x. Teda pre ∆ operátor platí

∆xw(x) =

∫
∂Ω
σ(ξ) ∆xΓ(ξ − x) dS = 0

vd’aka vlastnosti (5.12) funkcie Γ. Teda potenciál vrstvy je harmonická funkcia v
Ω. Podobne sa ukáže, že aj potenciál dvojvrstvy je harmonická funkcia v Ω.

Túto čast’ ukončíme poznámkou o nekonečnej diferencovatel’nosti har-
monických funkcií. Nech u : Ω→ R je harmonická funkcia, t. j. ∆u = 0. Na
základe vzorca (5.22), v ktorom f = 0 dostávame pre x ∈ Ω:

u(x) = −
∫
∂Ω

Γ(ξ − x)
du

d~n
(ξ) dS +

∫
∂Ω
u(ξ)

dΓ

d~n
(ξ − x) dS . (5.23)
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Ked’že bod x leží v oblasti Ω musí mat’ nenulovú vzdialenost’ od hranice
∂Ω. Inak povedané funkcie Γ(ξ − x) a dΓ(ξ−x)

d~n , kde ξ prebieha ∂Ω sú dobre
definované a ohraničené, pretože môžeme delit’ výrazom |ξ − x| a teda
sú aj l’ubovol’ne vel’akrát spojito diferencovatel’né v bode x. Môžeme teda
použit’ pravidlo o diferencovaní integrálu závisiaceho od parametra (v na-
šom prípade x) a dostaneme, že pravá strana rovnosti (5.22) má l’ubovol’nú
parciálnu deriváciu. Tým pádom aj funkcia u musí mat’ všetky parciálne
derivácie l’ubovol’ného rádu. Ukázali sme teda nasledovný dôsledok Gre-
enovej reprezentácie harmonickej funkcie.

Dôsledok 5.1. Nech u : Ω → R je harmonická funkcia na ohraničenej ob-
lasti Ω. Potom funkcia u má všetky parciálne derivácie l’ubovol’ného rádu, t. j.
u ∈ C∞(Ω). Poznamenajme, že dôležitým využitím tohto dôsledku je aj tvrdenie,
že reálna ako aj imaginárna čast’ l’ubovol’nej holomorfnej funkcie sú nekonečne
vel’akrát diferencovatel’né funkcie (pozri (5.7)).

5.5 Princíp maxima pre eliptické rovnice

Začnime opät’ s jednorozmernou motiváciou pre vystihnutie podstaty prin-
cípu maxima pre eliptické PDR. Ak Ω = (a, b) ⊂ R1 je interval, tak každá
harmonická funkcia u na Ω je nevyhnutne afínnou funkciou (pozri. Obr. 5.2).
Zároveň je zrejmé, že funkcia u = u(x) nadobúda svoje maximum na hra-
nici ∂Ω = {a, b} oblasti Ω. Platí teda,

sup
x∈Ω

u(x) = max
x∈∂Ω

u(x)

a analogicky pre minimum

inf
x∈Ω

u(x) = min
x∈∂Ω

u(x) .

Ciel’om bude ukázat’, že toto tvrdenie nazývané princíp maxima pre elip-
tické PDR ostáva v platnosti aj v prípade viacrozmernej ohraničenej oblasti
Ω ⊂ Rn.

Skôr ako pristúpime k odvodeniu princípu maxima pre harmonické
funkcie, dokážeme jedno užitočné tvrdenie o tom, že hodnotu harmonickej
funkcie v l’ubovol’nom bode x možno vypočítat’ tak, že určíme strednú
hodnotu (t. j. integrál) po l’ubovol’nej sfére so stredom práve v bode x. V
prípade n = 1 a Ω = (a, b) je toto tvrdenie opät’ zrejmé, pretože pre každú
afínnu funkciu u : (a, b) → R, u(x) = αx + β platí u(x) = 1

2(u(x − %) +
u(x + %)), kde (x − %, x + %) ⊂ (a, b) je gul’a o polomere % a integrovanie
funkcie u cez hranicu ∂B gule B je vlastne horeuvedený súčet funkčných
hodnôt v bodoch x− % a x+ %.
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Dôkaz tohto tvrdenia pre l’ubovol’nú harmonickú funkciu v Ω ⊂ Rn sa
opiera o Greenovu reprezentáciu riešenia (5.22) Poissonovej rovnice. Sku-
točne, ak ∆u = 0 v Ω a x ∈ Ω je pevne zvolený bod, tak pre l’ubovol’nú
gul’u B = B(x, %) ⊂ Ω platí

u(x) = −
∫
∂B
v
du

d~n
dS +

∫
∂B
u
dv

d~n
dS ,

kde v(ξ) = Γ(ξ − x) a ~n je vektor vonkajšej normály k ∂B. Pripomeňme
si dva užitočné vzt’ahy pre funkciu v(ξ) odvodené v (5.19) a (5.20), ktoré
platia pre l’ubovol’ný bod ξ ∈ ∂B(x, %), t. j. |ξ − x| = %. Na základe týchto
vzt’ahov platí

v(ξ) =
1

n(2− n)ωn
%2−n,

∂v

d~n
=

1

nωn
%1−n,

pričom zdôraznime zmenu znamienka v druhej rovnosti oproti (5.20), kde
~n bol opačne orientovaný vektor vnútornej normály k ∂B. Teda platí

u(x) = − 1

n(2− n)ωn
%2−n

∫
∂B

du

d~n
dS +

1

nωn
%1−n

∫
∂B
udS .

Určit’ hraničný integrál
∫
∂B

du
d~n dS je však jednoduché s prihliadnutím na

1. Greenovu formulu. Ked’že predpokladáme ∆u = 0, tak

0 =

∫
B

1 ·∆udξ = −
∫
B

(∇1,∇u) dξ +

∫
∂B

du

d~n
dS =

∫
∂B

du

d~n
dS .

Dokázali sme teda, že pre l’ubovol’nú harmonickú funkciu u v oblasti Ω
platí

u(x) =
1

nωn
%1−n

∫
∂B(x,%)

udS . (5.24)

kde B(x, %) je gul’a, B(x, %) ⊂ Ω. Tento vzorec sa nazýva aj vzorcom o
strednej hodnote harmonickej funkcie.

Teraz môžeme pristúpit’ k samotnému odvodeniu princípu maxima
pre harmonické funkcie. Ukážeme, že pre každú harmonickú funkciu u
v ohraničenej oblasti Ω, u je spojitá na Ω̄, platí supx∈Ω u(x) = supx∈∂Ω u(x).
Najprv si uvedomme, že supx∈∂Ω u(x) = maxx∈∂Ω u(x) pretože oblast’ Ω je
ohraničená a teda ∂Ω je kompaktná množina.

Predpokladajme, že funkcia u nadobúda maximum v nejakom vnútor-
nom bode x0 ∈ Ω, t. j. u(x) ≤ u(x0) pre všetky x ∈ Ω. Nech B = B(x0, %) ⊂
Ω je gul’a. Ak by pre niektoré ξ ∈ ∂B platila ostrá nerovnost’ u(ξ) < u(x0),
tak s využitím spojitosti funkcie u a vzt’ahu (5.24) dostaneme,

u(x0) =
1

nωn
%1−n

∫
∂B
udS <

1

nωn
%1−nu(x0)

∫
∂B

1 dS = u(x0)
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Obr. 5.6: Znázornenie postupu pri dôkaze konštantnosti riešenia.

na základe definície konštanty ωn. To však nie je možné a teda pre každý
bod ξ ∈ Ω, |ξ−x0| = %musí platit’ u(ξ) = u(x0). Ked’že polomer %môžeme
postupne znižovat’ až do 0, znamená to potom, že funkcia u je konštantná
na celej guli B(x0, %). Inak povedané, funkcia u nadobúda svoju maxi-
málnu hodnotu v l’ubovol’nom inom bode x1 ∈ B(x0, %). Predošlé úvahy
môžeme zopakovat’ pre bod x1 a dokážeme, že funkcia je konštantná na
väčšej množine akou bola gul’a B(x0, %) (pozri Obr. 5.6).

V konečnom dôsledku týmto postupom vyčerpáme celú ohraničenú
oblast’ Ω (rozmyslite si prečo!) a zistíme, že ak funkcia nadobúda maxi-
mum v nejakom vnútornom bode, tak funkcia musí byt’ konštantná na Ω.
V prípade konštantnej funkcie u je však princíp maxima očividný. Ostáva
potom už len prípad, že funkcia nadobúda maximum v nejakom bode hra-
nice ∂Ω.

Tvrdenie 5.3. Nech u : Ω → R je harmonická funkcia na ohraničenej oblasti Ω,
u je spojitá na Ω̄. Potom platí

sup
x∈Ω

u(x) = max
x∈∂Ω

u(x) , inf
x∈Ω

u(x) = min
x∈∂Ω

u(x) .

Dôsledkom princípu maxima je tvrdenie o porovnávaní riešení Poisso-
novej rovnice

Dôsledok 5.2. Nech f : Ω→ R je zadaná funkcia a Ω ⊂ Rn ohraničená oblast’.
Nech u1, u2 : Ω→ R sú dve riešenia Poissonovej rovnice ∆u = f , ktoré sú spojité
na Ω̄. Potom, ak

u1(x) ≤ u2(x) pre každé x ∈ ∂Ω tak u1(x) ≤ u2(x) pre každé x ∈ Ω .

Dôkaz. Ak označíme u = u1 − u2, tak podl’a predpokladu tvrdenia na
hranici ∂Ω platí u(x) ≤ 0. Využijúc princíp maxima dostávame supx∈Ω u(x) =
maxx∈∂Ω u(x) ≤ 0. Teda u1(x) ≤ u2(x) pre každé x ∈ Ω. ♦
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5.6 Metódy riešenia eliptických rovníc

V tejto časti uvedieme niektoré z metód na praktické riešenie eliptických
rovníc. Sústredíme sa na riešenie Poissonovej rovnice so zadanou okrajo-
vou podmienkou Dirichletovho typu. Metóda hl’adania riešenia je zalo-
žená na rozvoji neznámej funkcie do Fourierovho radu a následného po-
rovnania koeficientov s rozvojom pravej strany rovnice. Podrobnejšie si to
objasníme na nasledovnom príklade.

Príklad 5.6.1. Hl’adajme riešenie Poissonovej rovnice ∆u = 1 na štvorcovej
oblasti Ω = (0, 1) × (0, 1) spĺňajúce nulovú Dirichletovu okrajovú pod-
mienku na ∂Ω, t. j. {

∆u = 1 v Ω,
u = 0 na ∂Ω.

(5.25)

Idea riešenia pomocou Fourierovej metódy spočíva v rozvoji hl’adanej fun-
kcie u = u(x1, x2) do Fourierovho radu podl’a úplného ortogonálneho sys-
tému funkcií φk : Ω → R, pričom všetky funkcie φk spĺňajú nulovú okra-
jovú podmienku na hranici ∂Ω. Takým systémom je napríklad systém

φmn = sin(mπx) sin(nπx) , (5.26)

kde indexy m,n ∈ N. Používame dvojité indexy na rozdiel od jednodu-
chého indexovania. Teda funkciu hl’adáme v tvare

u(x1, x2) =
∞∑

m,n=1

αmnφmn(x1, x2) , (5.27)

kde αmn sú zatial’ neznáme konštanty. Derivovaním sa presvedčíme, že

∆φmn = −π2(m2 + n2)φmn (5.28)

a teda funkciu ∆u rozvinieme do radu

∆u = −π2
∞∑

m,n=1

αmn(m2 + n2)φmn , (5.29)

pričom poznamenávame, že uvedená rovnost’ platí za predpokladu, že vý-
raz na pravej strane je rovnomerne konvergentný rad spojitých funkcií.
Ostáva nám rozvinút’ funkciu pravej strany f = 1 do toho istého Fourie-
rovho radu, t. j.

f =
∞∑

m,n=1

fmnφmn .

Zrejme uplatnením Fubiniho vety o vzt’ahu dvojných a dvojnásobných in-
tegrálov dostávame∫

Ω
φmnφpq dx1dx2 =

∫ 1

0
sin(mπx1) sin(pπx1) dx1

∫ 1

0
sin(nπx2) sin(qπx2) dx2
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Obr. 5.7: Graf riešenia Poissonovej rovnice (5.25).

=
1

2
δmp

1

2
δnq =

{
1
4 ak m = n a n = q ,
0 inak .

(5.30)

Teda ∫
Ω
fφpqdx =

∞∑
m,n=1

fmn

∫
Ω
φmnφpqdx =

1

4
fpq . (5.31)

Na druhej strane, integrovaním sa presvedčíme, že∫
Ω
fφpq =

∫ 1

0

∫ 1

0
sin(pπx1) sin(qπx2) dx1dx2 =

1

pqπ2
(1− (−1)p)(1− (−1)q) .

To znamená, že fmn = 4
mnπ2 (1 − (−1)m)(1 − (−1)n) a preto porovnaním

fmn s koeficientom pri φmn v (5.29) dostávame hl’adané riešenie u v tvare
radu

u(x1, x2) = − 4

π4

∞∑
m,n=1

(1− (−1)m)(1− (−1)n)

mn(m2 + n2)
sin(mπx1) sin(nπx2) =

= −16

π4

(
sin(πx1) sin(πx2)

2

+
sin(3πx1) sin(πx2)

3 · 10
+

sin(πx1) sin(3πx2)

3 · 10
+ · · ·

)
.

Príklad 5.6.2. Hl’adajme riešenie Laplaceovej rovnice ∆u = 0 na štvorcovej
oblasti Ω = (0, 1) × (0, 1) spĺňajúce Dirichletovu okrajovú podmienku na
∂Ω, t. j. {

∆u = 0 v Ω ,
u = ψ na ∂Ω ,

(5.32)

kde Ω = (0, 1)× (0, 1) je štvorcová oblast’ a ψ : ∂Ω→ R je zadaná okrajová
podmienka na hranici ∂Ω štvorca (pozri Obr. 5.8)

ψ(x1, 0) = sin(πx1), ψ(x1, 1) = sin(2πx1), ψ(0, x2) = 0, ψ(1, x2) = 0 .
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Obr. 5.8: Zadaná okrajová podmienka Dirichletovho typu.

Idea riešenia úlohy s nehomogénnou okrajovou podmienkou ψ 6= 0 je
nasledovná:

♦ 1. krok - Posunutie riešenia. Spočíva v nájdení takej funkcie w : Ω→ R, že
novozavedená funkcia v = u − w spĺňa nulovú okrajovú podmienku, t. j.
v = 0 na ∂Ω práve vtedy, ked’ funkcia u = ψ na ∂Ω. L’ahko sa presvedčíme,
že ak položíme

w(x1, x2) = (1− x2) sin(πx1) + x2 sin(2πx1) ,

tak v = u−w spĺňa v = 0 na ∂Ω, pokial’ u = ψ na ∂Ω. Inak povedané, našli
sme funkciu (jednu z mnohých takých funkcií!) w : Ω → R takú, že w = ψ
na ∂Ω.

♦ 2. krok - Posun v pravej strane rovnice. Teraz nájdeme PDR, ktorú musí
spĺňat’ novozavedená funkcia v = u−w. Zrejme ∆v = ∆u−∆w = 0−∆w =
π2(1− x2) sin(πx1) + 4π2x2 sin(2πx1) =: f(x1, x2). Teda

∆v = f v Ω, a v = 0 na ∂Ω . (5.33)

Ďalej postupujeme ako v predošlom príklade. Ak funkcia f sa dá rozvinút’
do Fourierovho radu f =

∑∞
m,n=1 fmnφmn podl’a funkcií φmn , tak podl’a

(5.31) dostávame:

fmn = 4

∫
Ω
fφmndx1dx2 = 4π2

∫ 1

0

∫ 1

0
((1− x2) sin(πx1) + 4x2 sin(2πx1))×

× sin(mπx1) sin(nπx2) dx1dx2

= 4π2δ1m
1

nπ
− 16π2 1

2
δ2m

(−1)n

nπ
=

{ 1
n ak m = 1 a n ∈ N ,

−4 (−1)n

n ak m = 2 a n ∈ N .

Hl’adajme teda riešenie v Poissonovej rovnice (5.33) v tvare Fourierovho
radu v =

∑∞
m,n=1 αmnφmn. Porovnaním koeficientov v rozvoji funkcie ∆v
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Obr. 5.9: Graf riešenia Poissonovej rovnice (5.32) s nulovou pravou stranou a ne-
nulovou Dirichletovou okrajovou podmienkou.

a f dostaneme −π2(m2 + n2)αmn = fmn a teda

αmn =
2

π

{
− 1
n(1+n2)

ak m = 1 a n ∈ N ,

4 (−1)n

n(4+n2)
ak m = 2 a n ∈ N .

Potom

v(x1, x2) = − 2

π
sin(πx1)

∞∑
n=1

1

n(1 + n2)
sin(nπx2)

+
8

π
sin(2πx1)

∞∑
n=1

(−1)n

n(4 + n2)
sin(nπx2) .

Na záver určíme u ako u = v + w. Teda

u(x1, x2) = sin(πx1)

(
1− x2 −

2

π

∞∑
n=1

1

n(1 + n2)
sin(nπx2)

)

+ sin(2πx1)

(
x2 +

8

π

∞∑
n=1

(−1)n

n(4 + n2)
sin(nπx2)

)
.

5.7 Príklady

Príklad 1. Nájdite riešenie Poissonovej rovnice{
∆u = x1x2 v Ω
u = 0 na ∂Ω

na štvorcovej oblasti Ω = (0, 1)×(0, 1), spĺňajúce nulovú Dirichletovu okra-
jovú podmienku na ∂Ω.
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Príklad 2. Riešte Poissonovu rovnicu{
∆u = 1 v Ω,
u = ψ na ∂Ω,

na štvorcovej oblasti Ω = (0, 1)× (0, 1) spĺňajúce okrajovú podmienku u =
ψ na ∂Ω, kde ψ(x1, 0) = ψ(0, x2) = 0, ψ(x1, 1) = 1, ψ(1, x2) = 2.

Príklad 3. Riešte Poissonovu rovnicu{
∆u = x1 + 2x2 v Ω,
u = 0 na ∂Ω,

na obdĺžnikovej oblasti Ω = (0, 1) × (0, 2), spĺňajúce nulovú Dirichletovu
okrajovú podmienku na ∂Ω. Tú istú rovnicu študujte na všeobecnej obdĺž-
nikovej oblasti Ω = (0, a)× (0, b).

Príklad 4. Nech Ω = (0, 1) × (0, 1) je štvorcová oblast’. Pre ktoré reálne λ
má eliptická PDR s Dirichletovou okrajovou podmienkou{

∆u = λu v Ω,
u = 0 na ∂Ω,

netriviálne riešenie u 6= 0?

Príklad 5. Predpokladajme, že funkcia u = u(x, y) vyhovuje rovnici ∆u = 1
v oblasti Ω a u(x, y) = 0 na hranici ∂Ω, kde Ω je nejaká oblast’ v rovine R2.
Ukážte, že u(x, y) ≤ x2+y2

4 pre každé (x, y) ∈ Ω.

Príklad 6. Nech Ω ⊂ Rn je oblast’ s hladkou hranicou. Pomocou Greenovho
vzorca a Cauchy–Schwartzovej nerovnosti ukážte, že pre každú funkciu
u ∈ C2(Ω̄) a takú, že u = 0 na hranici ∂Ω platí interpolačná nerovnost’
Gagliardo-Nirenbergerovho typu:

∫
Ω
|∇u|2dx ≤

√∫
Ω
|u|2dx

∫
Ω
|∆u|2dx.

Príklad 7. Nech Ω ⊂ Rn je oblast’ s hladkou hranicou pričom 0 ∈ Ω. Nech
funkcia u ∈ C2(Ω̄) rieši Poissonovu rovnicu{

∆u = 1 v Ω,
u = 0 na ∂Ω .

Ukážte, že platí odhad∫
Ω
|∇u|2dx ≤ 1

n
|Ω|diam(Ω)2 ,
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kde |Ω| je Lebesgueova miera oblasti Ω (jej objem) a diam(Ω) je priemer
množiny Ω v Euklidovskej metrike.

Návod: Bez ujmy na všeobecnosti uvažujte, že počiatok súradnicovej
sústavy leží vo vnútri oblasti Ω. Nájdite funkciu w takú, že ∆w = 1, pou-
žite princíp maxima na rozdiel u − w a aplikujte nerovnost’ z predošlého
príkladu na funkciu u.

Príklad 8. Predpokladajme, že funkcia u = u(x, y) vyhovuje rovnici

∆u = x2 + y2 v Ω = {(x, y), x4 + y4 < 1},

u(x, y) = 0 na hranici ∂Ω .

Ukážte, že u(x, y) ≤ x4+y4−1
12 pre každé (x, y)T ∈ Ω.

Príklad 9. Pre ktoré hodnoty parametra λ ∈ R má rovnica ∆u = λu netri-
viálne riešenie u = u(x, y) : (0, 1)×(0, 1)→ R, (t. j. nerovnajúce sa identicky
nule)) a také, že u = 0 na hranici štvorca (0, 1)× (0, 1).

Príklad 10. Nájdite hodnotu u(0, 0) funkcie u = u(x, y), ktorá vyhovuje
rovnici ∆u = 0 v B, u(x, y) = x + y na hranici ∂B, kde B ⊂ R2 je kruh so
stredom (0, 0)T a polomerom 1.

Príklad 11. Nájdite radiálne symetrické riešenie u = u(x1, · · · , xn) úlohy

∆u = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n v Ω = B(0, 1) ,

u = 0 na ∂Ω ,

kde B(0, 1) je gul’a v Rn so stredom 0 a polomerom 1.



Kapitola 6
Hyperbolické rovnice

Hyperbolické parciálne diferenciálne rovnice predstavujú tretiu triedu rov-
níc druhého rádu, ktorými sa v tejto učebnici budeme zaoberat’. Vlastnosti
ich riešení sú kvalitatívne odlišné od riešení parabolických alebo eliptic-
kých rovníc. Ich základným fyzikálnym modelom sú vlnové rovnice, t. j.
rovnice opisujúce časo-priestorové šírenie vĺn alebo kmitov. Povaha šíre-
nia vĺn okrem iného znemožňuje efekt zhladzovanie riešenia. Problema-
tiku riešenia hyperbolických rovníc a ich kvalitatívnych vlastností podrob-
nejšie rozoberieme v nasledovných častiach.

6.1 Hyperbolické rovnice na neohraničenom intervale

V tejto kapitole budeme študovat’ riešenia hyperbolickej vlnovej rovnice
priečneho kmitania struny (Kirchhoffova rovnica), ktorá má tvar

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, x ∈ R, t > 0 . (6.1)

Táto rovnica musí byt’ doplnená zodpovedajúcimi počiatočnými podmien-
kami pre polohu (výchylku) a pre počiatočnú rýchlost’ pohybu. Matema-
ticky sa dajú tieto počiatočné podmienky vyjadrit’ v tvare:

u(x, 0) = φ(x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x),pre každé x ∈ R , (6.2)

kde funkcie φ a ψ reprezentujú počiatočnú polohu a počiatočnú rýchlost’.
Myšlienka riešenia problému (6.1) je založená na transformácii premen-

ných x, t. Idea transformácie sa dá názorne vysvetlit’ na základe analógie
s geometrickými vlastnost’ami objektov v rovine a ich transformáciách pri
otáčaní. Množina

{(x, t) ∈ R2, x2 − a2t2 = 1}

104
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predstavuje dve ramená hyperboly. Bez ujmy na všeobecnosti uvažujme
a = 1. Vyššie uvedená dvojramenná hyperbola sa otočením o uhol π/4
transformuje opät’ na dvojramennú hyperbolu vyjadrenú nasledovne:

{(ξ, η) ∈ R2, ξη = 1} .

Otočenie o uhol π/4 v rovine sa dá jednoducho vyjadrit’ pomocou trans-
formácie premenných

ξ = x− at, η = x+ at .

Na základe tejto geometrickej myšlienky riešenie u(x, t) vlnovej rovnice
(6.1) potom transformujme pomocou funkcie U = U(ξ, η) vyjadrenej v no-
vých transformovaných premenných ξ, η, t. j.

U(ξ, η) = u(x, t), t. j. u(x, t) = U(x− at, x+ at) .

Pomocou vzorcov o derivovaní zloženej funkcie môžeme vyjadrit’ par-
ciálne derivácie funkcie u nasledovne:

∂2u

∂x2
(x, t) =

∂2U

∂ξ2
(ξ, η) + 2

∂2U

∂ξη
(ξ, η) +

∂2U

∂η2
(ξ, η) ,

∂2u

∂t2
(x, t) = a2∂

2U

∂ξ2
(ξ, η)− 2a2∂

2U

∂ξη
(ξ, η) + a2∂

2U

∂η2
(ξ, η) .

Odčítaním a2–násobku prvej rovnice od druhej potom dostávame, že fun-
kcia u(x, t) je riešením (6.1) práve vtedy, ked’ funkcia U(ξ, η) je riešením
rovnice

∂2U

∂ξ∂η
(ξ, η) = 0 ,

pre každé ξ, η ∈ R. To ale znamená, že ∂U
∂η je konštantná vzhl’adom na

premennú ξ a teda
∂U

∂η
(ξ, η) = g(η) ,

kde g je nejaká funkcia. Preto sa funkcia U dá vyjadrit’ nasledovným vzt’a-
hom:

U(ξ, η) = F (ξ) +G(η) ,

pre každé ξ, η ∈ R, kde G′(η) = g(η). Tým pádom prichádzame k záveru,
že riešenie hyperbolickej rovnice (6.1) sa dá vyjadrit’ v tvare

u(x, t) = F (x− at) +G(x+ at) ,

pre každé x ∈ R a t ∈ R, kde F,G : R → R sú reálne funkcie reálnej
premennej. Poznamenajme, že vyššie uvedený vzt’ah nám hovorí o tom,
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že riešením u(x, t) hyperbolickej vlnovej rovnice je vlastne lineárna super-
pozícia dvoch riešení F (x − at) a G(x + at), ktoré reprezentujú dve vlny
šíriace sa dol’ava a doprava s rýchlost’ami ±a. Ostáva určit’ tieto funkcie
tak, aby boli splnené aj počiatočné podmienky pre polohu a rýchlost’, t. j.

u(x, 0) = φ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) .

Z podmienky u(x, 0) = φ(x) vyplýva, že pre funkcie F a G musí platit’

F (x) +G(x) = φ(x)

pre každé x ∈ R a preto G(x) = φ(x)−F (x). Z podmienky ∂u
∂t (x, 0) = ψ(x)

zase vyplýva, že
−aF ′(x) + aG′(x) = ψ(x)

pre každé x ∈ R. F (x) = φ(x)−G(x). Preto G′(x) = 1
2a (ψ(x) + aφ′(x)). To

znamená, že

G(x) =
1

2
φ(x) +

1

2a

∫ x

0
ψ(ξ) dξ + C ,

kde C ∈ R je konštanta. Potom

F (x) =
1

2
φ(x)− 1

2a

∫ x

0
ψ(ξ) dξ − C ,

a tak sa dostávame k explicitnému vzorcu riešenia:

u(x, t) =
φ(x+ at) + φ(x− at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ) dξ , x ∈ R, t > 0 . (6.3)

Vzorec (6.3) sa nazýva d’Alembertov vzorec 1 riešenia hyperbolickej vlno-
vej rovnice (6.1)

6.1.1 Príklady riešenia vlnovej rovnice na neohraničenom inter-
vale

Ciel’om tejto časti je ukázat’ príklady praktického použitia d’Alembertovho
vzorca pri stanovení riešenia vlnovej rovnice.

Na Obr. 6.1 (vl’avo) vidíme časo-priestorové zobrazenie riešenia u(x, t)
vlnovej rovnice

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0, x ∈ R, t > 0 ,

1Jean Baptiste d’Alembert Le Rond (1717-1783) fr. matematik, fyzik a filozof. Zaoberal
sa matematickou analýzou a diferenciálnym počtom. Zaoberal sa tiež pohybom nebeských
telies. Spoločne s Diderotom vydával Encyklopédiu.
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Obr. 6.1: Riešenie vlnovej rovnice pre φ(x) = e−x2

(vl’avo) a φ(x) = e−(x+6)2 +

2e−(x−6)2 (vpravo). V oboch príkladoch je počiatočná rýchlost’ ψ(x) ≡ 0.

s počiatočnými podmienkami pre polohu φ(x) = e−x
2

a nulovú rýchlost’
ψ(x) ≡ 0. Z obrázka je zrejmé, že riešením sú dve navzájom vzd’al’u-
júce sa vlny putujúce s rýchlost’ami a = ±1. Na Obr. 6.1 (vpravo) mô-
žeme pozorovat’ jav interferencie vĺn. Počiatočná podmienka bola stano-
vená φ(x) = e−(x+6)2 + 2e−(x−6)2 a ψ(x) ≡ 0. Putujúca vlna štartujúca s
počiatočnej vlny v strede x = −6 a pohybujúca sa s rýchlost’ou a = 1
doprava, sa zhruba v čase t ≈ 6 stretáva s vlnou, ktorá bola na začiatku sú-
stredená v x = 6, a rýchlost’ou a = −1 putujúcou dol’ava. V bode stretu vĺn
dochádza k ich interferencii. Po tomto čase vlny postupujú nezmenené vo
svojich smeroch s danými rýchlost’ami a = ±1. Poznamenajme, že jav in-
terferencie vĺn, pri ktorom sa vlny navzájom neovplyvnia a len sa skladajú
je výlučne vlastnost’ou riešení lineárnych rovníc. Z teórie nelineárnych vl-
nových rovníc je známe, že v prípade vlnových riešení nelineárnej vlnovej
rovnice môžu vlny navzájom interagovat’ a ovplyvňovat’ sa.

Na Obr. 6.2 (vl’avo) je znázornený časo-priestorový priebeh riešenia vl-
novej rovnice s počiatočnou podmienkou pre polohu φ(x) = e−(x+6)2 +

2e−(x−6)2 . Na rozdiel od Obr. 6.1 (vpravo) je teraz počiatočná rýchlost’ ne-
nulová, konkrétne ψ(x) = e−x

2
. V pravej časti obrázku je znázornený 2D

graf hustoty funkcie u(x, t). Zretel’ne je viditel’ná interferencia vĺn postu-
pujúcich dol’ava a doprava.

Posledná ukážka na Obr. 6.3 dokumentuje nezhladzovanie riešenia vl-
novej rovnice. Funkcia u(x, 0) = φ(x) bola na počiatku iba spojitou fun-
kciou, ktorá nebola diferencovatel’ná v bodoch x = −1, 0, 1. Táto vlastnost’
sa prenáša (propaguje) s postupujúcim časom a riešenie je len spojitým a
nie hladkým pre každé t > 0.
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Obr. 6.2: Riešenie vlnovej rovnice pre φ(x) = e−(x+6)2 +2e−(x−6)2 a ψ(x) = −e−x2

(vl’avo hore). Hustotový graf riešenia (vpravo hore). Graf počiatočnej podmienky
u(x, 0) (vl’avo dole) a riešenie u(x, t) v čase t = 10 (vpravo dole).

6.2 Kvalitatívne vlastnosti riešení hyperbolickej
rovnice

Hyperbolické rovnice podobne ako parabolické rovnice reprezentujú ma-
tematické rovnice pre časo-priestorovo závislé veličiny, akými môžu byt’
na jednej strane napr. rozloženie teploty, resp. cena finančného derivátu
(parabolické rovnice) a na druhej strane výchylka kmitajúcej struny alebo
membrány (hyperbolické rovnice).

Na rozdiel od riešení parabolických rovníc je u riešení hyperbolickej vl-
novej rovnice jasne badatel’ný rozdiel v nasledovných dvoch vlastnostiach:

1) Riešenia u(x, t) a ū(x, t) nemusia byt’ navzájom usporiadané v prí-
pade, že ich počiatočné podmienky boli usporiadané. To znamená, že
vo všeobecnosti z usporiadania počiatočných podmienok ū(x, 0) ≤
u(x, 0) pre každé x ∈ R nemusí vyplývat’ aj usporiadanie riešení
ū(x, t) ≤ u(x, t) pre každé x ∈ R;

2) Riešenie u(x, t) sa nezhladzuje v x–premennej pre t > 0.

Prvá vlastnost’ je dôsledkom d’Alembertovho vzorca (6.3). Na príklade
z Obr. 6.2 ukážeme neplatnost’ porovnávania riešení hyperbolickej rovnice.
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Obr. 6.3: Riešenie vlnovej rovnice pre počiatočnú polohu φ, ktorá je po častiach
lineárnou funkciou a ψ(x) ≡ 0.

Vl’avo dole je znázornená počiatočná podmienka u(x, 0) a vpravo dole je
znázornený priebeh riešenia u(x, t) v čase t = 10. Počiatočná rýchlost’ bola
zvolená ako ∂u

∂t (x, 0) = ψ(x) = −e−x2 . Je evidentné, že riešenie v čase t =
10 môže nadobúdat’ ako kladné tak aj záporné hodnoty. Na druhej strane,
ak vezmeme triviálne riešenie ū(x, t) ≡ 0 spĺňajúce triviálne počiatočné
podmienky ū(x, 0) ≡ 0 a ∂ū

∂t (x, 0) ≡ 0, tak zrejme platí ū(x, 0) ≤ u(x, 0) pre
každé x ∈ R, ale ū(x, t) 
 u(x, t).

Druhá vlastnost’ je bezprostredne zrejmá z d’Alembertovho vzorca (6.3).
Ak počiatočná funkcia φ nie je sama o sebe hladkou funkciou, tak body ne-
hladkosti funkcie φ sa propagujú d’alej v riešení u(x, t) s rýchlost’ou a = ±1
dol’ava a doprava. Na Obr. 6.3 je znázornené takéto propagovanie nedife-
rencovatel’nosti počiatočnej funkcie v bodoch −1, 0, 1 v priestore a čase.

Pripomeňme, že práve vlastnosti 1) a 2) boli typickými vlastnost’ami
riešení parabolických rovníc.

6.3 Hyperbolické rovnice na ohraničenom intervale

V tejto časti sa budeme zaoberat’ metódou hl’adania riešenia hyperbolickej
rovnice, ktorá je definovaná na ohraničenej priestorovej oblasti x ∈ (c, d),
kde (c, d) ⊂ R je zadaný interval. Bez ujmy na všeobecnosti sa podobne ako
v Kapitole 4.2 obmedzíme iba na jednotkový interval x ∈ (0, 1). Budeme
študovat’ riešenia nasledovnej nehomogénnej hyperbolickej rovnice:

∂2u
∂t2

(x, t)− a2 ∂2u
∂x2

(x, t) = f(x, t) pre všetky x ∈ (0, 1), t > 0 ,
u(0, t) = u(1, t) = 0 pre všetky t > 0 ,
u(x, 0) = φ(x) pre všetky x ∈ (0, 1) ,
∂u
∂t (x, 0) = ψ(x) pre všetky x ∈ (0, 1) ,

(6.4)
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spĺňajúce zadané počiatočné podmienky a Dirichletove okrajové podmien-
ky. Myšlienka riešenia je opät’ založená na hl’adaní riešenia v tvare trigo-
nometrického Fourierovho radu

u(x, t) =
∞∑
k=1

αk(t)φk(x) , (6.5)

s časovo závislými koeficientami αk(t), kde

φk(x) = sin(
√
λkx) a λk = k2π2 .

Predpokladajme, že poznáme rozklad zadanej funkcie f(x, t) do trigono-
metrického Fourierovho radu

f(x, t) =
∞∑
k=1

fk(t)φk(x) ,

pričom predpokladáme, že tento Fourierov rad konverguje bodovo v in-
tervale (0, 1). Analogicky ako v Kapitole 4.2.2 sa koeficienty dajú vyjadrit’
vzt’ahom:

fk(t) = 2

∫ 1

0
f(x, t) sin(kπx) dx .

To je splnené napríklad ak f(x, t) je po častiach spojitá funkcia v premennej
x ∈ [0, 1]. Ak teraz dosadíme funkciu u(x, t) vyjadrenú pomocou radu (6.5)
do rovnice ∂2u

∂t2
− a2 ∂2u

∂x2
= f dostaneme nasledovnú schému:

∂2u
∂t2

(x, t) −a2 ∂2u
∂x2

(x, t) = f(x, t)

⇓ ⇓ ⇓∑∞
k=1(α̈k(t)φk(x) +a2αk(t)(−φ′′k(x))) =

∑∞
k=1 fk(t)φk(x)

⇓ ⇓ ⇓∑∞
k=1(α̈k(t)φk(x) +a2λkαk(t)φk(x)) =

∑∞
k=1 fk(t)φk(x) .

Podobne ako v prípade použitia Fourierovej metódy pre hl’adanie rieše-
nia parabolickej rovnice (pozri Kapitolu 4.2) môžeme usúdit’, že jednotlivé
koeficienty na l’avej a pravej strane pri každej bázovej funkcii φk(x) musia
byt’ rovnaké, t. j.

α̈k(t) + a2λkαk(t) = fk(t) pre každé k ∈ N . (6.6)
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Počiatočné hodnoty αk(0) sú určené na základe zadanej počiatočnej pod-
mienky u(x, 0) = φ(x),

φ(x) =
∞∑
k=1

αk(0)φk(x) . (6.7)

a teda

αk(0) = 2

∫ 1

0
φ(x) sin(kπx) dx .

Na vyriešenie obyčajnej diferenciálnej rovnice druhého rádu (6.6) potrebu-
jeme poznat’ nielen hodnotu αk(0), ale aj hodnotu časovej derivácie α̇k(0).
Tú určíme na základe druhej počiatočnej podmienky na u, t. j. počiatočnej
rýchlosti ∂u

∂t (x, 0) = ψ(x). Z Fourierovho trigonometrického rozvoja (6.5)
funkcie u(x, t) dostávame formálnym diferencovaním podl’a premennej t,
že platí

∂u

∂t
u(x, t) =

∞∑
k=1

α̇k(t)φk(x) , (6.8)

a teda pre počiatočné hodnoty α̇k(0) dostávame

ψ(x) =

∞∑
k=1

α̇k(0)φk(x) , (6.9)

a teda

α̇k(0) = 2

∫ 1

0
ψ(x) sin(kπx) dx .

Spočítatel’ný systém rovníc (6.6) pre n =∈ N, spolu s počiatočnými pod-
mienkami αk(0), α̇k(0) môžeme vyriešit’ elementárnymi metódami rieše-
nia obyčajných lineárnych diferenciálnych rovníc druhého rádu so zada-
nými počiatočnými podmienkami.

Uvedieme konkrétny príklad výpočtu riešenia nehomogénnej rovnice.

Príklad 6.2.1
∂2u
∂t2
− ∂2u

∂x2
= 1 pre všetky x ∈ (0, 1), t > 0 ,

u(x, 0) = sin(πx) pre všetky x ∈ [0, 1] ,
∂u
∂t (x, 0) = 0 pre všetky x ∈ [0, 1] ,
u(0, t) = u(1, t) = 0 pre všetky t > 0 .

(6.10)

Postupne dostávame: u(x, 0) = φ(x) = sin(πx) =
∑∞

k=1 αk(0)φk(x), kde
α1(0) = 1 a αk(0) = 0 pre k ≥ 2. Rozvojom počiatočnej funkcie ψ(x) ≡ 0
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Obr. 6.4: Riešenie vlnovej rovnice pre počiatočnú polohu φ(x) = sin(πx) a rých-
lost’ ψ = 0 (vl’avo). Hustotový graf riešenia je vpravo.

triviálne dostávame, že platí α̇k(0) = 0 pre k ≥ 1. Pravá strana f(x, t) ≡ 1
sa dá rozvinút’ do radu

f(x, t) ≡ 1 =
∞∑
k=1

2

πk
(1− (−1)k)φk(x)

a teda fk(t) = 2
πk (1− (−1)k). Máme teda riešit’ ODR:

α̈k(t) + λkαk(t) = fk(t) .

V tomto príklade zrejme koeficient fk(t) ≡ fk nezávisí na čase t. Metódou
riešenia ODR pomocou metódy neurčitých koeficientov dostaneme, že rie-
šenie αk(t) je určené vzt’ahom

αk(t) = Ak cos(
√
λkt) +Bk sin(

√
λkt) +

fk
λk

.

Koeficienty Ak, Bk určíme pomocou počiatočných podmienok. Vzhl’adom
na tvar αk(0), α̇k(0) a fk(t) ≡ fk napokon dostávame

Ak = αk(0)− fk
λk
, Bk = 0 .

Pripomeňme, že λk = k2π2. Riešenie sa preto dá vyjadrit’ vzorcom

u(x, t) =

∞∑
k=1

(
Ak cos(kπt) +

fk
λk

)
sin(kπx) . (6.11)

Obr. 6.4 graficky znázorneňuje priebeh riešenia u(x, t) z predošlého prí-
kladu.
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Obr. 6.5: Riešenie vlnovej rovnice pre počiatočnú polohu φ(x) = sin(πx) −
4 sin(3πx) a rýchlost’ ψ = 0 (vl’avo). Hustotový graf riešenia je vpravo.
.

Príklad 6.2.2 Uvažujme podobný príklad riešenia hyperbolickej rovnice.
Na rozdiel od predošlého príkladu budeme uvažovat’ počiatočnú pod-
mienku u(x, 0) = φ(x) = sin(πx) − 4 sin(3πx). Ostatné parametre úlohy
sú zhodné ako v Príklade 6.2.1.

∂2u
∂t2
− ∂2u

∂x2
= 1 pre všetky x ∈ (0, 1), t > 0 ,

u(x, 0) = sin(πx)− 4 sin(3πx) pre všetky x ∈ [0, 1] ,
∂u
∂t (x, 0) = 0 pre všetky x ∈ [0, 1] ,
u(0, t) = u(1, t) = 0 pre všetky t > 0 .

(6.12)
Riešenie úlohy je dané rovnakým vzorcom ako (6.11) s tou výnimkou, že
α1(0) = 1, α3(0) = −4 a αk(0) = 0 pre ostatné k ∈ N. Riešenie u(x, t) je
zobrazené na Obr. 6.5.
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6.4 Príklady

Príklad 1. Nájdite riešenie z = z(x, t) hyperbolickej rovnice

∂2z

∂t2
=
∂2z

∂x2
, x ∈ R, t > 0,

z(x, 0) = 0,
∂z

∂t
(x, 0) = e−x

2
,

a vypočítajte limitu limt→∞ z(x, t) pre každé x ∈ R.

Príklad 2. Nech z = z(x, t) je riešenie rovnice

∂2z

∂t2
=
∂2z

∂x2
, x ∈ R, t > 0,

z(x, 0) = 0,
∂z

∂t
(x, 0) =

1√
1 + x2

.

Ukážte, že funkcionál energie E(t) = 1
2

∫∞
−∞

(
∂z
∂t (x, t)

)2
+
(
∂z
∂x(x, t)

)2 dx
nezávisí na t > 0 a nájdite jeho číselnú hodnotu.

Návod: derivujte funkcionál energie podl’a času a využite fakt, že fun-
kcia u vyhovuje horeuvedenej hyperbolickej rovnici.

Príklad 3. Nech Φ,Ψ sú zadané funkcie na R také, že
∫
R(Φ′(x))2 dx <∞ a∫

R(Ψ(x))2 dx <∞. Nech u = u(x, t) je riešenie rovnice

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = Φ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = Ψ(x) .

Ukážte, že funkcionál energie E(t) = 1
2

∫∞
−∞

(
∂u
∂t (x, t)

)2
+
(
∂u
∂x(x, t)

)2 dx ne-
závisí na t > 0 a nájdite jeho hodnotu vyjadrenú prostredníctvom funkcií
Φ,Ψ.

Príklad 4. Nech z = z(x, t) je riešenie rovnice

∂2z

∂t2
=
∂2z

∂x2
, x ∈ R, t > 0,

z(x, 0) = φ(x),
∂z

∂t
(x, 0) = ψ(x) ,

pričom je známe, že funkcie φ, ψ spĺňajú: limx→±∞ ψ(x) = limx→±∞ φ
′(x) =

0. Ukážte, že funkcionál E(t) = 1
2

∫∞
−∞ z(x, t) dx je lineárnou funkciou v

čase t > 0
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Príklad 5. Pomocou d’Alembertovho vzorca nájdite riešenie z = z(x, t)
rovnice

∂2z

∂t2
=
∂2z

∂x2
, x ∈ R, t > 0,

z(x, 0) = 0,
∂z

∂t
(x, 0) =

1

1 + x2
,

a vypočítajte limitu limt→∞ z(x, t).



Kapitola 7
Niektoré vybrané aplikácie
parciálnych diferenciálnych
rovníc

Ciel’om tejto prehl’adovej kapitoly je poukázat’ na potenciál možného vy-
užitia parciálnych diferenciálnych rovníc. V prvej kapitole sme už spo-
menuli niektoré, predovšetkým fyzikálne aplikácie. Uviedli sme aj Black
– Scholesov model oceňovania derivátov cenných papierov. V kapitole o
eliptických rovniciach sme uviedli niektoré možné aplikácie eliptických
parciálnych diferenciálnych rovníc v oblasti charakterizácie potenciálov a
harmonických funkcií. V tejto kapitole sa preto zameriame na d’alšie menej
štandardné aplikácie parciálnych diferenciálnych rovníc. Prvá aplikácia sa
týka spracovania jednorozmerného signálu, ktorým môže byt’ napr. zvuk.
Druhá aplikácia je zameraná na filtráciu obrazu. Napokon, pomocou vý-
sledkov o harmonických funkciách, ukážeme základnú vetu algebry, ktorá
nám hovorí o tom, že každý polynóm s komplexnými koeficientami má v
komplexných číslach koreň.

7.1 Parabolické rovnice a filtrácia signálu

V tejto časti sa zameriame na jednu z moderných aplikácií parabolických
diferenciálnych rovníc, ktorá sa používa vo filtrácii jednorozmerných sig-
nálov, akým môže byt’ napr. zvukový signál. Predstavme si, že zvukový
signál je reprezentovaný funkciou u0 : R → R. Súradnica x môže repre-
zentovat’ časovú os signálu, kým hodnota u0(x) je amplitúda signálu.

Na Obr. 7.1 je vl’avo znázornený príklad originálneho signálu, akým
môže byt’ napr. zvukový signál. V pravej časti obrázku ja zachytený za-

116
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Obr. 7.1: Originálny neskreslený signál (vl’avo) a zašumený signál (vpravo).
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Obr. 7.2: Vyhladenie zašumeného signálu.

šumený signál, ktorý vznikol z originálneho signálu pridaním šumu. Šum
je dôsledkom skreslenia pri prenose údajov, resp. poškodenia analógového
záznamového média ako napr. vinylová gramofónová platňa. Tento šum je
možné na Obr. 7.1 (vpravo) pozorovat’ ako náhodné v čase a aj vel’kost’ou
náhodné prídavky (šum) k danému originálnemu signálu.

Možnost’ využitia zhladzujúceho efektu riešení parabolických rovníc
je zrejmá. Pokial’ by sme zašumený signál interpretovali ako počiatočnú
podmienku u0(x), tak riešenie u(x, t) parabolickej rovnice

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, x ∈ R, t > 0 ,

je podl’a princípu zhladzovania riešení už hladkým pre každý kladný čas
τ > 0 (pozri Kapitoly 4.1.3 a 4.2.5). V tomto prípade „čas"τ nie je reálny čas
priebehu signálu (ktorý sme si označili ako x), ale τ > 0 reprezentuje tzv.
„škálu"pre filtráciu signálu. Riešenie horeuvedenej parabolickej parciálnej
diferenciálnej rovnice môže byt’ explicitne vyjadrené vzt’ahom

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− s, t)u0(s) ds , kde G(ξ, t) =
1√
4πt

exp

(
−ξ

2

4t

)
. (7.1)
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Obr. 7.3: Porovnanie vyhladeného signálu s nezašumeným (vl’avo) a zašumeným
signálom (vpravo).

Na Obr. 7.2 môžeme zretel’ne pozorovat’, že riešenie u(x, τ) horeuvede-
nej parabolickej rovnice, ktoré bolo získané pomocou vzorca (7.1), je zhla-
dené a naviac nie je príliš vzdialené od originálneho signálu. Táto vlast-
nost’ bola dosiahnutá pomocou použitia relatívne nízkej hodnoty „škálo-
vacieho času"τ = 10−3. Na Obr. 7.3 je zachytené porovnanie zhladeného
signálu s originálnym nezašumeným ako aj so zašumeným signálom.

7.2 Parabolické rovnice a filtrácia obrazu

V posledných rokoch sa vd’aka rozvoju počítačovej techniky dostáva do
popredia úloha filtrácie digitálne zaznamenaných dvoj a trojrozmerných
obrazov. Pôjde nám o odstránenie nežiadúcich prejavov poškodenia ob-
razu, akými sú napríklad šum alebo znečistenie.

Základ pochopenia metódy filtrácie obrazu je založený na využití vlast-
ností riešenia istej parabolickej PDR, pričom originálny obraz, resp. filtro-
vaný obraz reprezentujeme ako jej počiatočnú podmienku u0(x) resp. jej
riešenie u(x, t) v krátkom čase t. Originálny obraz určený na filtráciu môže
byt’ reprezentovaný funkciou

u0(·) : [0, Šírka]× [0,Výška]→ [0, 1] .

Úloha spočíva v konštrukcii nového obrazu

u(·, t) : [0, Šírka]× [0,Výška]→ [0, 1]

reprezentujúceho zhladený (filtrovaný) obraz v škále t ∈ (0, T ]
Na obrázkoch Obr. 7.4 môžeme pozorovat’, ako sa dvojrozmerný obraz

dá reprezentovat’ pomocou funkcie intenzity u0(x) : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1].
Pre jednoduchost’ budeme uvažovat’ iba čiernobiele obrazy, kde vystačíme
iba s jedným kanálom pre reprezentáciu obrazu, t. j. u0(x) : [0, 1]× [0, 1]→
[0, 1] a nie u0(x) : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1]3 ako by tomu bolo v prípade filtrácie
farebných obrázkov s tromi farebnými kanálmi RGB (red/green/blue).
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Hlavná myšlienka použitia parabolickej parciálnej diferenciálnej rov-
nice na úlohu filtrácie obrazov opät’ vychádza z princípu zhladzovania
riešení, ktorý bol diskutovaný v Kapitolách 4.1.3 a 4.2.5 a bol použitý v
predošlej časti na zhladzovanie - filtráciu jednorozmerných signálov. Uva-
žujme preto dvojrozmernú parabolickú rovnicu:

∂u

∂t
= ∆u, u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω , (7.2)

kde počiatočná podmienka reprezentuje poškodený alebo zašumený dvoj-
rozmerný obraz. Riešenie hl’adáme tak, aby vyhovovalo Neumanovym
okrajovým podmienkam, t. j.

du

d~n
= 0, na ∂Ω .

Pre jednoduchost’ výkladu budeme predpokladat’, že dvojrozmerná pries-
torová premenná x = (x1, x2)T náleží do oblasti Ω = (0, 1) × (0, 1) a
časová premenná t ∈ (0, T ). K tejto diferenciálnej rovnici môžeme po-
l’ahky skonštruovat’ numerickú aproximatívnu schému riešenia. Nume-
rická aproximácia vychádza z nahradenia spojitého riešenia u(x, t), kde
x ∈ (0, 1) × (0, 1) ⊂ R2, t ∈ (0, T ) prostredníctvom hodnôt umi,j , pričom
t = mk, x = (ih, jh) a k > 0, resp. h > 0 sú časový resp. priestorový dis-
kretizačný krok. Ak nahradíme časovú deriváciu konečnou diferenciou a
druhé derivácie ∂2u

∂x21
a ∂2u
∂x22

konečnými diferenciami druhého rádu, dostá-
vame tak časovo explicitnú metódu konečných diferencií v tvare

um+1
i,j − umi,j

k
=
umi+1,j + umi,j+1 − 4umi,j + umi−1,j + umi,j−1

h2
, (7.3)

pričom diskrétne riešenie vyhovuje diskretizovaným Neumanovým okra-
jovým podmienkam. Táto diskretizačná schéma bola dobre známa už aj v
časoch K. F. Gaussa.1 Dodnes sa tejto schéme v kontexte numerického rie-
šenia diferenciálnych rovníc hovorí Gaussov operátor alebo Gaussov filter.
V prípade vol’by pomeru časového a priestorového kroku

k

h2
≤ 1

2
(7.4)

je známe, že vyššie uvedená diskretizačná schéma je stabilná. Uvedená
podmienka (7.4) sa nazýva Courantova, Fridrichsova a Lewyho podmienka

1Karl Friedrich Gauss (1777-1855) nem. matematik, fyzik, astronóm a geofyzik. Zaobe-
ral sa najmä matematickou analýzou a algebrou. Dokázal fundamentálne matematické vý-
sledky ako napr. základná veta algebry. Založil modernú teóriu komplexných funkcií. Za-
oberal sa teóriou chýb. Vypracoval základné princípy elektromagnetizmu.
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Obr. 7.4: Vl’avo je znázornený obraz a vpravo je jeho funkcia intenzity u0 : [0, 1]×
[0, 1] → [0, 1]. Na dolných obrázkoch je zachytený reálny obraz (P. Brunovský) a
funkcia intenzity obrazu.

Obr. 7.5: Gaussovský rozmazávací konečno – diferenčný operátor šírky 3.



7.2. PARABOLICKÉ ROVNICE A FILTRÁCIA OBRAZU 121

Obr. 7.6: Primavera (detail), pôvodný obrázok so šumom (vl’avo), filtrovaný ob-
rázok pomocou jednoduchého Gaussovho filtra (vpravo).

stability explicitnej schémy. O rôznych diskretizačných schémach pre rie-
šenie parciálnych diferenciálnych rovníc sa môže čitatel’ podrobnejšie do-
zvediet’ v učebnici [2]. Pre výpočet novej hodnoty riešenia um+1

i,j v časovej
vrstve t = (m + 1)k môžeme použit’ diskretizačnú schému konečných di-
ferencií znázornenú na Obr. 7.5. V tomto príklade sme použili hraničnú
vol’bu pomeru k

h2
= 1

2 . Potom hodnota um+1
i,j sa dá spočítat’ ako −1 ná-

sobok hodnoty umi,j v predošlej časovej vrstve t = mk a súčet 1
2 -násobkov

okolitých hodnôt riešenia ump,q, kde p = i− 1, i+ 1, q = j − 1, j + 1.
Diskretizáciu parabolickej rovnice (7.2) je možné vytvorit’ aj implicit-

ným spôsobom

umi,j − u
m−1
i,j

k
=
umi+1,j + umi,j+1 − 4umi,j + umi−1,j + umi,j−1

h2
. (7.5)

Na každej časovej úrovni je potom nutné riešit’ systém lineárnych rovníc,
ktorého matica má riedku štruktúru, pričom v každom jej riadku je pät’
nenulových prvkov. Výhodou implicitnej numerickej schémy jej stabilita,
pričom nie je potrebné splnit’ CFL podmienku medzi časovým a priestoro-
vým diskretizačným krokom.

Na obrázku Obr. 7.6 vidíme detail obrazu Primavera, ktorej autorom je
Sandro Filipepi nazývaný Botticelli. Vl’avo je pôvodný obrázok so šumom
a drobnými nečistotatmi, vpravo vidno filtrovaný obrázok pomocou jed-
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Obr. 7.7: Primavera (detail), pôvodný obrázok so šumom (vl’avo), filtrovaný ob-
rázok pomocou nelineárneho selektívneho Gaussovho filtra (vpravo).

noduchého Gaussovho filtra, ktorý vychádza z diskretizácie (7.3) difúznej
rovnice (7.2). Ako je zretel’né z Obr. 7.6, pri použití jednoduchej lineárnej
difúznej rovnice (7.2) ako nástroja na filtráciu obrazu, dochádza k nežela-
nému rozmazaniu obrazu. Je to vd’aka rovnomernému pôsobeniu difúzie
vo všetkých smeroch, bez ohl’adu na to, či ide o potrebnú filtráciu (vyhla-
denie šumu) alebo o neželané vyhladenie (zretel’né rozmazanie hrán v ob-
raze). Tento nedostatok jednoduchej metódy založenej na riešení lineárnej
difúznej rovnice (7.2) je možné odstránit’ použitím dômyselnejšieho mo-
delu, ktorý vychádza z riešenia difúznej rovnice. Myšlienka je založená na
selektívnom zhladzovaní, pri ktorom zhladzovanie (difúziu) zmenšíme na
hranách obrazu, t. j. na jednorozmerných objektoch dvojrozmerného ob-
razu. Uvažujme preto nasledovnú modifikáciu lineárnej difúznej rovnice
(7.2):

∂u

∂t
= div (a(x, t)∇u), u(x, 0) = u0(x), (7.6)

kde difúzny koeficient a závisí na vel’kosti gradientu riešenia

a(x, t) = g(|∇u(x, t)|) .

To znamená, že filtráciu budeme realizovat’ prostredníctvom riešenia neli-
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neárnej parabolickej rovnice

∂u

∂t
− div (g(|∇u|)∇u) = 0, u(x, 0) = u0(x) . (7.7)

Práve vel’kost’ gradientu |∇u(x, t)| je rozhodujúcim indikátorom prítom-
nosti hrany v obraze. Ako funkciu kontrastu g je vhodné použit’ funkciu
g(s) = 1/(1 + s2) alebo g(s) = e−s. Pre takto zvolenú funkciu kontrastu g
dostaneme, že difúzny koeficient a je zanedbatel’ný v bode obrazu, kde je
vel’ká hodnota gradientu |∇u| (indikuje prítomnost’ hrany v jeho okolí) a
blízky k jednotke tam, kde gradient |∇u| je malý.

Použitie selektívneho Gaussovho filtra na zašumený detail obrazu Pri-
mavera je možné vidiet’ na Obr. 7.7. V porovnaní s jednoduchou filtráciou
na Obr. 7.6 je možné vidiet’, že hrany obrazu ostávajú zachované, pričom
pôvodný šum je do značnej miery eliminovaný. Model filtrácie obrazu za-
ložený na riešení nelineárnej parabolickej rovnice (7.7) bol navrhnutý Pe-
ronom a Malikom (pozri [15]). Numerická analýza numerickej schémy pre
riešenie Perona-Malikovho modelu viedla k selektívnej filtrácii obrazu Pri-
mavera na Obr. 7.7. Obrázok je prevzatý z prehl’adového článku Kačura a
Mikulu [14].

7.3 Eliptické rovnice a základná veta algebry

V tejto časti poukážeme na možnost’ aplikácie poznatkov o správaní sa
riešení eliptických rovníc v algebre, ktorá je na prvý pohl’ad vzdialenou
oblast’ou od parciálnych diferenciálnych rovníc. Ukážeme základnú vetu
algebry, ktorá hovorí, že každý polynóm P (z) s komplexnými koeficien-
tami má koreň v komplexných číslach. Jeho dôkaz však ide za rámec kla-
sickej algebry a spolieha sa na nástroje, ktoré poskytuje komplexná ana-
lýza. Vd’aka vlastnostiam diferencovatel’ných (holomorfných) komplex-
ných funkcií komplexnej premennej (Cauchy-Riemannove vzorce) uvede-
ných v Kapitole 6, budeme schopní študovat’ vlastnosti prostredníctvom
vlastností ich reálnych a imaginárnych častí, ktoré, ako už vieme, sú har-
monické funkcie.

Skôr ako pristúpime k dôkazu Základnej vety algebry, potrebujeme
uviest’ jedno tvrdenie, ktoré charakterizuje ohraničené harmonické fun-
kcie.

Tvrdenie 7.1. Nech u : Rn → R je ohraničená harmonická funkcia, t. j. existuje
konštanta M > 0 taká, že

∆u(x) = 0, |u(x)| ≤M pre každé x ∈ Rn.

Potom funkcia u je konštantná v Rn, t. j. u(x) = const pre každé x ∈ Rn.
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Dôkaz. Bez ujmy na všeobecnosti budeme dôkaz robit’ v dimenzii n = 2.
Pre n ≥ 3 treba len pozmenit’ tvar fundamentálneho riešenia Γ Laplaceovej
rovnice. Nech Ω ⊂ R2 je l’ubovolná ohraničená oblast’ s hladkou hranicou.
Budeme vychádzat’ zo vzorca (5.23), ktorý charakterizuje každú harmo-
nickú funkciu, t. j.

u(x) = −
∫
∂Ω

Γ(ξ − x)
du

d~n
(ξ) dS +

∫
∂Ω
u(ξ)

dΓ

d~n
(ξ − x) dS

pre x ∈ Ω. Ak dosadíme fundamentálne riešenie Γ dané vzt’ahom (5.10),
tak dostaneme

u(x) = − 1

2π

∫
∂Ω

ln(|ξ − x|) du
d~n

(ξ) dS +
1

2π

∫
∂Ω

∑2
j=1(ξj − xj)nj
|ξ − x|2

u(ξ) dS .

Pre deriváciu funkcie u podl’a premennej xi potom máme vzt’ah

∂u

∂xi
(x) = − 1

2π

∫
∂Ω

xi − ξi
|ξ − x|2

du

d~n
(ξ) dS − 1

2π

∫
∂Ω

ni
|ξ − x|2

u(ξ) dS

− 2

2π

∫
∂Ω

∑2
j=1(ξj − xj)nj
|ξ − x|4

(xi − ξi)u(ξ) dS .

Nech Ω = B(x, r) je gul’a so stredom x a polomerom r > 0. Potom pre
ξ ∈ ∂Ω platí |ξ − x| = r a teda

∂u

∂xi
(x) = − 1

2πr2

∫
∂Ω

(xi − ξi)
du

d~n
(ξ) dS − 1

2πr2

∫
∂Ω
niu(ξ) dS

− 2

2πr4

∫
∂Ω

( 2∑
j=1

(ξj − xj)nj
)
(xi − ξi)u(ξ) dS .

Z 2. Greenovej formuly (5.16) dostávame:
∫

Ω u(ξ)∆v(ξ)− v(ξ)∆u(ξ) dξ =∫
∂Ω u(ξ) dvd~n(ξ)−v(ξ) dud~n(ξ) dS, kde zvolíme za druhú funkciu v(ξ) = xi−ξi.

Potom ∫
∂Ω

(xi − ξi)
du

d~n
(ξ) dS = −

∫
∂Ω
niu(ξ) dS

a teda

∂u

∂xi
(x) = − 2

2πr4

∫
∂Ω

( 2∑
j=1

(ξj − xj)nj
)
(xi − ξi)u(ξ) dS .

Ked’že |
∑2

j=1(ξj − xj)nj | ≤ |ξ − x| = r a |xi − ξi| ≤ |ξ − x| = r, tak∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣ ≤ 2

2πr4

∫
∂Ω
r2|u(ξ)| dS ≤ M

πr2

∫
∂Ω

dS =
2M

r
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nakol’ko
∫
∂Ω dS = 2πr a podl’a predpokladu vety |u(x)| ≤ M . To ale zna-

mená, že pre limitu r →∞ dostaneme∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣ = 0 pre každéx ∈ R2.

To znamená, že funkcia u(x) je konštantná v R2. Dôkaz pre dimenzie n ≥ 3
je podobný. ♦

Teraz môžeme pristúpit’ k dôkazu základnej vety algebry. Nech P :
C→ C je nejaký polynóm, t. j.

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0,

kde a0, a1, · · · , an ∈ C sú jeho koeficienty, an 6= 0. Ideme ukázat’, že tento
polynóm musí mat’ koreň v komplexných číslach C. Predpokladajme spo-
rom, že by P (z) 6= 0 pre každé komplexné číslo z ∈ C. Potom by ale kom-
plexná funkcia f komplexnej premennej definovaná ako

f(z) =
1

P (z)

bola dobre definovaná pre každé komplexné číslo, pretože menovatel’ P (z)
je rôzny od nuly. Naviac táto funkcia je nekonečne vel’akrát diferenco-
vatel’ná komplexná funkcia komplexnej premennej. Napríklad, f ′(z) =
−P ′(z)/P (z)2. Naviac lim|z|→∞ |f(z)| = 0. Teda funkcia f je ohraničená,
t. j. existuje konštanta M > 0 taká, že

|f(z)| ≤M pre každé z ∈ C .

Ak zapíšeme komplexnú funkciu prostredníctvom reálnej a imaginárnej
zložky, f(z) = u(x)+iv(x), kde z = x1+ix2 a u, v : R2 → R, tak potom fun-
kcie u, v sú ohraničené v R2 tou istou kladnou konštantou M > 0. Ked’že
funkcia f má deriváciu v každom komplexnom čísle z ∈ C, tak jej reálna a
imaginárna zložka sú harmonické funkcie. Presnejšie, podl’a vzt’ahu (5.7)
vieme, že platí

∆u(x) = 0, ∆v(x) = 0 pre každé x ∈ R2.

Podl’a Vety 7.1 sú funkcie u, v : R2 → R konštantné a tým pádom aj kom-
plexná funkcia f je konštantná. Potom polynóm P musí byt’ taktiež kon-
štantnou funkciou premennej z, čo je však očividný spor. Dokázali sme tak
nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 7.2. ( Základná veta algebry). Nech P : C→ C je nejaký komplexný
polynóm, t. j. P (z) = anz

n + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0, kde a0, a1, · · · , an ∈

C, an 6= 0, n ≥ 1, sú jeho koeficienty. Potom existuje koreň z∗ ∈ C tohto poly-
nómu, t. j. P (z∗) = 0.
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Postupom dôkazu Základnej vety algebry sme však ukázali aj iné dô-
ležité tvrdenie komplexnej analýzy.

Tvrdenie 7.3. Nech f : C → C je komplexná funkcia komplexnej premennej,
ktorá je diferencovatel’ná (holomorfná) v celej komplexnej rovine C. Naviac pred-
pokladajme, že funkcia f je aj ohraničená, t.j existuje konštanta M > 0 taká, že
|f(z)| ≤M pre každé z ∈ C. Potom f je nevyhnutne konštantná funkcia.

Toto tvrdenie bolo dokázané Liouvilleom. 2

2Joseph Liouville, (1809-1882) fr. matematik. Pracoval v oblasti matematickej analýzy a
diferenciálnych rovníc. V komplexnej analýze sa zaoberal teóriou konformných zobrazení.
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IRIS, Vydavatel’stvo a tlač, s.r.o.
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