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SUHRN
Pril ca sa zeooe ra vyznamom met emenckenc modelova nia v epldemio l6gi i. ROlobera pr incipy deterministickeho modelu

SIR (vnfmavy - I n le k~ny - !mllnny), ktory sa poutlva predov§el kyrn na popls ureme cchcrem detskeho veku a creostevofe
koncept kotektlvnej Imunity v suvtstcsu so z.!ikladnym reprcdukenym crsrom a otkovanfm.

Na prfklade ctvorenehc SIR modelu podavarne vysvetfente z.!ik ladnych ttt ! Irenla ochorenf zanecMvajuclc h trveiu Imunitu
ako su morbil li , eereuuee. vari cella a rubeola.

vyvoj prcpcr cte vnrmevych, Infekt nych a lmunnych ma v nezaotkovanej popul.!icll charakter tlmenych cscuacu. VYkyvy
v prcpcr ctach jedno tlivych skupfn su navz.!i jom prepoje ne. Vplyvom pOrodnost i sa hromadf potet vnfmavyc h a2 ne kriti cku
hodn otu , kedy dOJde k ~v zp l a nu tl u" epldemle, k zvy!eniu prcpcrcle infektnYch. To rna za nasledck prudke mifcvanre pro ­
porcle vnfmavych, tov!ak zarover'ibrzd f !lrenie cchc renta.

Of kovanie z.!isadnym spOsobom ovp lyvnuje vyskyt ochoren l. Ak Ie zaotkovanost nlU ia ako hodnota hranlce kolekUvnel
Imunity, docMdza k obmedzenlu !frenla ochorenla. Prlemerne hodnoty proporcie vnlm avych sa z.!isadnym spOsobom ne­
menla. Ak dOjde veivv cm otkovan la k prekrotenlu t uenice kolekUvnej Imunl ty , podfa modelu sa ochorenle prestava !Irit,
proporcla vnfmavyc h postupne kles.!i.

Na Siovensku sa zo spommenych ochorenl plo! ne ot kuje proti morbill .!im, rubeola a parc tlnde. Sltu.!icla ve vyskyte tychto
echorem [e mcmenraine pri aznlva a okrem menstch lok.!ilnych epidemlf parot ltldy sa tleto ochorenla v poslednych rokoch
na Siovensku u2 nevyskytu ju. Napr lek tomu le nevyhnutne brat do uvahy moine zmeny epidem lologickej situllcie najmli
vahfedcm na narest antlvakclnatnych aktlvtt. Lebo akc Ie aj z na! ej prace zrejme, nahromade nle vnfmavych nad urt lttl
hrentcu predstewle riziko z hradiska znovuvznletenla ecroemn.

KtOtovlt $LOVA
mat ematlcke modelovanie, Infekl ne ochorenia detskehc veku, z.!ik ladne recrcd ukene l lslo, cekc veote

SUMMARY
Mathemat ical modeling of infectious childhood diseases

The article dealswith mat hematical modeling in epidem iology and analyses principles of deterministic SIR model (suscep­
t ible - Infected - resistant) which Is used part icula rly to describe spread of Infect ious childhood diseases and repre sents
a concept of herd Immuni ty in association with a basic reproduct ion number and vaccinat ion.

Using the open SIR model , we can explai n basic featu res of spread of diseases causing permanent Immunity such as
mumps, varicella, measles and rubella.

Development of proportions of susceptible, infected and resistant Individuals in non-vaccinated pop ulation shows a cha­
racter of damped oscilla tions. Oscillat ions of proport ions of individ ual groups are mutually interconnect ed. As an effect
of a birth rate, the number of suscepti ble individuals Increases up to a critical level, when the epidemic out break emerges
followed by increase of proportion 01 Infecte d individuals . This leads to a dramatic decrease of proport ion of susceptible
individuals resulting in decelerat ion of spread of the infec tion.

The vaccinatio n substanti ally inf luences occurre nce of the disease. If t he vaccinat ion rate is below of a th reshold of the
herd immuni ty , spread of Infect ion Is limited. Howeve r, mean values of propor t ions of susceptible individuals are not sig­
nificant ly changed . If the vaccination rat e exceeds the level needed for th e herd Immunity, according to the model, spread
of t he Infect ion Is halted and the proportion of susceptible persons cont inuously decreases.

In Slovakia, with in the above mentioned d iseases, mass vaccination against measles, rubella and mumps is provided.
Situation regarding occurrence of these disease is relat ively favo rable and except minor local outbreaks of mumps they
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almost do not occur in Slovakia. However, we should take mtc account possible cI'IallQU of epidemiological sit uation,
particularly considering increase of anti yaccination activities. As seen in our cont ribution, accumulation of susceptible
lndi yiduals above certain level consti tutes a risk of reemerging of epidemic outbreaks.

• IV WOADS
mathemat ical modeling, infKllous childhood deeeses, basic reproduct ion number. veccrnanon z.

UVOD

Matem ancka epidemiol6gia [e tn terc tscrpnnamv 00­
bor , ktoreho ctetom je modelovar alebo predpovedat
vyskvt ocho renf v popul k ii pomocou matematickych
tech n lk a nas trojcv. re sucasro u ~idej oblas ti akademtc ­
kehc studia nazyvanej biomatematika .

oprcu klasickej epldemiclogtt , ma tematicka epide­
m iolegia skuma vYskyt ocho renf na teoretickej u rovnt .
MOltematicke modely moiu byt vermt odlHne vzavis losti
od toho , fo je ich ctercm. Od upine jednoduchych skcl­
skych modelov, ktore shilia na pochopenie ukladnych
zakoni tostf, ai po kornptexne modely zahff1.1juce rozlirn e
efekty , ktorYch ulo hou je predpovedat budiici vYvoj sf­
renta ochorenta v zavislcsti od nastaventa parametrov.

K.Ude ochoren ie a popuiacia majii svoje specifika a prt
ich modelovani je potrebne postupovat vhodnyrn spOso­
bom. Z tohtc devcdu vzn iklo veJ'ke rnnctsrvc rozlirnych
typov modelov vyuiivanych v matematickej epidemic ­
16gii. 0 Hadnom z nich nie j e moine pcvedat , i e je
naj lepsf, ani neexistuje univerza lny model vhodnv pre
vse tky ochorenia a popu lkie III.

DETSKE IJlFEKtNE OCHOIlENIA
ZANECHAVAJUCE TRVALU IMUNITU

Ochorenia ako varicella (ovcie kiahne), morbilli (osyp­
kvl, parotltfda (mum ps) a rubeola (ru ffenka) maju n ie­
koJ'ko spolocnYchttt:. Su virusoveho pavodu, pramenom
n~kazy je vYlufne clovek (ci ui s m anifestnou alebo
inaparentnou nakazoul. SU vysoko in fekcne, prenos
sa uskutoCiiuje vacslnou prostrednic tvom kvap<X'kovej
lnfekcie, prlpadne pros trednic tvom konuminovanych
predmetov. Vprlpade, ie sa pro tl nim plosne neoekuje,
vyskyruju sa najma u malych deli, v epidemiach, ktore
sUod seb.1 oddelene relati vne dlhYmi obdobiaml niiSieh o
vYskytu . Vafslna dospelych tleto ochorenla prekonala
v deukom veku a je voO nim imunna . Ich prekonanie
zanechava malu imuniru a existuje proti nim uonne
oekovanie [2, 3, 4, sl. Tieto ochorenia jemoblejednodu­
cho a relativne presne popfsa( prostrednietvom rfunych
modi fikacif deterministickeh o SIR modelu II, 61.

MATERIAL A METODIKA

Simulacie boli vykonane v programe Matlab, data boll
spracovane v programe MS [xceI2010.

SIR model
SIR (Susceptible - In fected - Rem oved) model je v epi­

demiol6gii na jstarSf, najpo uiivanejsl a na jfastej sie spo­
m inany model. Vroku 1917autori Kermack a McKendrik

[71zosravili system nettneam vcn obyfajnych dtrerenciat­
n yeh rovnfc SIRmodelu , ktore s6 piliermi ma tematickej
epidemiol6gie.

Vjedneduchom SIRmodeli je moine populadu rozdelit
do troch skupln podla infekcneho sta tusu : 5 - vn frnavi
(Susceptible) - zdravi jedinci , ktc rych je moi ne infiko­
vat, I - infekcn l (In fected) - infi kova n i jedinci , ktcrt
su schopn l ochoren ie pre n.Hat a siri( c:fa lej , R - edolnf ,
Imun nt (Resistant , Recovered, Remo ved) - jedi nci, ktort
su tmannt . nemMu byt infikovanf, a ni ochorenie pre­
nas.a( . Najcastejsie su to jedind po prekonani infekrie,
ktora aanecbava imunitu , alebo po ockovanl.

V tom to type modelu je moine definova( dva typy
prechodov medzi stavmi, e s do I (infikova nie) a z I do R
(recovery, vylietenie, rekonvalescen cta). Predpoklaclajme
homogennu populaciu, v ktorej je rovnaka pra vdepodob­
nest stremutta medz i ktorjrnikorvek dvoma jednotliv­
cam i. Prechod z S do I zahiila preno s ochorenia , ktory
je determlnovanv troma hlavn ymi faktormi : poCtom
infikcvanych, relativnym mnoistvom kontaktov (con"
tact rate) a pravdepodobnostou prenosu (transmission
probability) pri danom kcntakte. Sufi n mncts wa kon­
taktova pravdepodobnosti prenosu sa nazvva prenosow
pa rame ter 6. Inak povedane II je rych lost, ktorou dvaja
~pedfleki jedno tlivd pri chadza ju do efektivneho (och o­
rente sposobiace ho) kcntaktu za jednotku casu [6. 81.

Prechod z I do R je zavisly len od doby in fekfnosti.
Okrern prechodov medzi stavrni S, I a R v otvore nom
model!dochadza aj k zmena m vplyvom demogranckvcn
procesov. Prllev n0vYch vnfmayYch jedineov je zabez­
peceny parodnos tou a konstantna vel'kost populaci e
umrtnos (ou (obr. I).

zJikl .adne reprodukene Cislo
Ktory fa ktor determinuje . ci sa bude ochoren ie si ­

rit. aleho po niekofkych krokoch zanikne? zakLadne
reprodukrne Cislo R" je definovane ako priememy poeet
sekuncUm yeh pnpadov zapnCinenych jednVminfikova­
nVm. ktory vstupil do pine vn £rmvej popul1de . Je jed ­
nou z najd61eiitejsfch epidemiologickych charaktertstik

pixody- - _ _ IfOlccindcio (pJ

~ - ---------- - - - -·re--~-L--,IVnimav; (51 1Q) Infekcni (II $ Imunn; (R)

umrtio ! umrtio ! umrf;o !
Obr. 1. Schema modelu.
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(parametrov) ochorenia z hladiska jeho sfrenia. Ak je
reprodukcne aslo vacsie ako I , dochadza k srrentu ocbo­
ten ia, ale pck iaf je menst e ako I, ochorente sa prestava
sirit. jeho hodnota zavisi nie len od typu cchorenta a jeho
in fekciozi ry, ale ovplvvnuju ho aj n iektore demograflrke
faktory, vidiec ke YS. rnestske prostred ie, strukrura ken ­
taktov a ekonomicka vyspelosf populacie. Rozlicne Iudske
populacie motu byt asoclovane s rozlit"nYmihodnotam i
zaklad neho reprodukf nehn (}sla pre to tste ochorenie.

zakladne reprodukcne cislo je definovane v kontexte
pine vnfmavej pcputacte, to zname na , ze [e ho moine
poui itpri studiu novych infekcii. Ak hovo rimeo imuni­
eujactcn Infekciach , s priebehom epidemie ras tie mnoa­
stvo tmennvcn jedincov. Vtedy dochadza k spcmatentu
siren ia a pocet aktualnvch prenosov bude menst. ako je
zakladne reprodukfne cislo R". Zadefin ujm e efektivne
reprod ukf ne cislo (effective reproduction n umber) R",
akc R."R» , kde Sje proporcia vntmavvch. 'rate rovnlca
ukazuje dolezity vztah medai proporciou vnt rnavvch
v populaclt potrebnej na srrente epidemie a zakladnjm
reprodukc nym (islom. Ak chceme , aby sa ochore nie nesi '
rile, potrebujeme dosiahnu t , aby efektfvne reprodukcne
clslo bolo rnenste ako 1. To je moine dosiahnut vtedv , ak

bude proporcia vnfmavych mensta ako k. Alebo, z opac-
•

ne ho pchjadu , stac i, ak v popul acf bude~ tmunnvcn.

'rate hranica sa nazyva hranicou kolektivnej irn un it v
[9, 10, 11]. V praxi je snaha dosia hnur tu to h ra nicu
ockovanim, abv doslc k zamedzeniu strenta ochoreni
preventabilrrych ockovanlm. Nie [e nevyhnurne , aby
boli zaockovaru vsetc l jedinci na to, aby sa ochorenie
nenrnc . ale [e potrebne dosiahnut hrantcu kolekt ivnej
imunitv (tab. 1). Vtedy su aj neockovan f jedinci chrane­
ni pri tomnostou verkenc mnozstva Imunnvch osdb. To
vsak neenamena . ie ak sa natiodou dostanu do kontaktu
s tntekcnou osobou , ie sa nem6i u nakaztt [UI.

SO zak ladnym reprodukcnym l:islom taktiez suvtst
priemem y vek pri infekcii . tim ie ocho ren ie infekcnejsie
(a rna vacsie zakla dne reprodukcne cislo ), tYro sa rYch ­
lejsie sirl a su viac postih nute n iHie vekove skupiny.
Naopak, pri menej infekcnych ochoreniach je mensia
sanca nakazen ia a tak priemem y vek pri in fekcii ie vySSl.

VYSLEDKY

Poui ime hypotet icke ochorenie, ktore rna z hladiska si­
ren ia vla.stnosti ako predchadz.ajuce sporninane ochorenia
detskeho veku - ie vysoko infekcne , jeho prekonaniez.a­

Tab,1,Zakladn~ reproduk~n~ llslo, hranica kolektlvne] Imunity
a priemerny vek pri infekel! prevybran~ ochoreniadetskl!ho
veku(11].

~l B
~ --
I"'~~'= ~

""" ~~ o:r;:.,ll
Osypky 12-17 92-94 4-6

Mumps 10-12 90-92 6-7

Ovtie klahne 9-10 89-90 7-8

IMienka 7-8 85-88 9-11
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dS
- = 11 (1 - p) - PSI - liS
dt

dl 1
- = PSI - - I - Il l
dt D

dR 1
- = PII +-I - IIR
dt D

Obr. 2. Netemetfcky occis rnooeiu. Popispremenovch je
v tabulke 2.

Tab 2 Premenn~ a paramatre pOll}itev otvorenom SIR modeli

S Proporcie vnimaV'j'ch vznraocm kcenoververkoslicoocrace
, Prooorce infek~nych vzrseoom kcekovei vekosn popctace

R crocorce imunnych vzbreoom k celkovejvelkosti DOPulacie

I C"
S(O) Poeialoena crcccrce vnimaV'j'ch '0%

1(0) Poeialoenacrcccrce infekCnych 0.03%

R Reprcdukt ne CIslo to
, Perooncst «esc. umrtnos{) l%rotne

~ Prenosovv oererreter - I efektivny kontakt
zeden

0 Doha infekCnosti 10dnl

p zacckovaocst 0". 40%.95%

Cas zaCiatku vakcinacle cd zaCialku 30 rokov
simulacie

Casovy horizont predpovede 100 rokov

nec hava trvalu imunit u a existuie proti nemu ockovanie .
Sirenie takehoto ochorenia v dlhodobom me radle moino
v najjednoduchsom pripade popisat prostrednietvom
otvoreneho SIR rnode lu. Rie.senirn sustavy diferencial·
nych rovnie (obr. 2) s konkretnymi parametrami (tab .
2) dostavame vYvoj proparcie vnimav'i'c h , infekcnych
a imunnych v case [I, 6]. Ak eSte k tomu v istom case
zavedieme do modelu ockovanie , naskytne sa moinost
sledovania vplyvu ockovania na v.,rvoj propo rde vnfma­
vYch, in fekcn ych a imunnych v case (graf l).

v-yvoj prepoIcie vnimav.,rch, infekfuych a imunnych rna
pr i takto navol enych vstupnych parametroch charakter
tlmenyc h osciiadL Nedochadza k preruseniu sirenia ,
ochorenie v populadi perzistuje . Vykyvy v propord ach
jednotliv.,rch skupin su navzaj om prepojen e . Vplyvom
porodnost i sa hromadf pocet vnfrnavych ai na kriticku
hodnotu, kedy d6j de k "vzplanutiu" epicternie, k zv9­
seniu proporde in fekcnYch. To rna za nasledok prudke
znH.ovanie propord e vnirnav.,rch, CO vsak zaroveli. brzdi
~irenie ochorenia . V priemere sa proporcia vnirnav.,rch
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ZAVER

Pdca bola pod porovana Agenturou na podporu yfsku­
IOU a vYvoja na zakla.de Zm lu vy t ,APVV - 00~6-12 .

GAM'lli t
::::i
,.­

"o 10 ZO )0 "0

RokyDel •.IIot... .....d".<I.

='"" V( _"",,,--------

11( • • \'"
~ ~... fJ.O'!;'

r------- ._._~:~~..__..__

.~

w.ft

,.~ ---
1'A

w·ft
'A

1•. ft

,ft

, ft
.~ ." . >0

Graf 1. VY'roj procorcie vnimav)'th a infektnyeh v ease.
Simuloicia Pl'ebehla v programe Matlab.
VC(vaccifldtion coverage) - ziJOCkovanosf

Je potrebne skum at vztahy medzi ockovanlm a v'f­
skYlom chorob nielen pomocou sledovania a analYzy
epidemiologiekej situacie, ale i pomocou me t6d mate­
matlckeho modelovan ia . Hocl mA rnodelovanie svoje
obmedzenla , rna svoje opodstatnenie v modernej epide'
rniol6gii . Jeho prednostouje najrna finanena a casova ne­
naroenost a moinos! pouZitia v pri padoch , ked z etiekyeh
alebo faktlckych d6vodov nie ie moine poulit klas lcke
epidem iologieke metOdy. Vfvoj m etOd matematlcke­
ho modelovanla a ich zdokonafovanle mot e pos kyt nut
pln ohodnomy nastroj ufaheujUci rozhodovan ie v otaz­
kaeh ockovan ia.

brat do uvahy moine zm eny epidem iologickej situacie
naj rna vantadom ria na rasr antivakcinacnjch aktivit
a pohybu cbvvarersrva llll. Aka [e aj z nasho prikladu
zrejme, spravne apukcvane matemattcke modelovanie
pos kytuje retevanmv cdhad rizlka Hrenta ecborerua
a vznlku epidemii vyplYvajucieh z prelomeni.l kolekti vnej
irnunity v dos ledk u krttiekeho znifenia zaockovanosti
v n iektor)'eh sk uptnac h pcputacte . TYm sa zdOrazi'iu je
wsnam opatrenf na zachovante vysokej hla diny ZilOC­
kovanosti ako a] alepsuje pripravenost na mo!ne zmeny
epldemiologfe kej simacie.

Jedno u z u loh pediatrov je informovat rodicov 0 dole'
!itosti ockovan ia. Je potrebne, aby leka rl vede li spravne
reagovat na pseudoargumenty zo str an y antlvakcina­
to rov, Jednym z casto pou !lvanyeh argumentov prot i
oekovan lu je prave "neexistencia " kolektl vnej irnu n ity .
sarnozrej rne , u niektorych ochorenl (napr. tetanus)
nema zmysel 0 kolektivnej im uni te uva!ovat ale prave
u spoml'nanye h vysoko Infekcnych detskych ochorenl'
rna veTky vY'znam. Prete pri komun lkacii s rodiem i treba.
zdoraznovat nie len Indivi dualnu stra nku prospesnos ti
oekovania. ale aj jeho vYznam pre vytvaranie priunlvej
epidernlologickej situacie v populaclL

bUB k prevratenej hodnote ukladneho reprodukfnehe
cis la. efek ttvne reprodukcne cis lo osciluje oketo 1.
~kovanie do modelu je moine aavtestprostred n icrvom

zmien vclene zahmajucom pOrodnost. Ak je zaockovanosr
nutcva . vietci jedinci vstu pujuci do populade su vnima.vi.
Ak je Zilockovanost rovna hod ncte p_ (v rczrnedzi 0-100),
tak (100 %0 - P %0) zo vstupujucich do popuUcie su vntmavt .
zvy~nl sa stivaju rovno tmunnt .

Ako vidno z nasho prfkladu , ak [e zaockovanos t nigia
a kc hodncta h rantce kcle ktfvne] imunity , dochadza
k cbmedzeruu siren ia ocn orenta . zmens uje sa pro­
porcia in fekcnyeh oprot i st avu bez cckovant a. Peri6dy
oscnactt sa predlzuju , ale prteme m e hodncty proporcie
vnfrnavvch sa aasacnvm spdsobom nemenia, efektlvne
reprcd ukrne cislo stale osciluje okolo I. Ak dojde vplyvom
ockcvania k prekrccentu hrantce kolektl vnej imunity,
podla m odetu sa ochoreni e prestava slrit , proporcta
vnlmavych postup ne klesa , efektlvne reprodukfne Cislo
je menne ako 1.

Aj napriek rornu. i e ten tc model je zjednodusenv,
celkom dobre popisuje ukladne cny a prindpy Hrenia
ochoreni vvtva rajuctcn trvalu imunitu. je jednc , akou
cestou doch.idza k zmenam v propordi vnlmavych: ci
u! cpriredzenyrn" spOsobom , vplyvom vracajuctcb sa
epldemtf a dorastantm nelmunnej zlozky pcputacre,
atebc Mu melY'm M spOsobom - vplyvom vakctnade . Ak sa.
prcpcrcia vnt mavych zyf!i nad kritieku hOOnotu dana
UkladnY'm reprcdu krnym Cislom Iresp . hranicou kclek­
tfvnej Imunttv), zakonite rnustme ocakavat zwscvante
pOCtu (proporcie) infekcnych.

DISKUSIA

V sucas nosti sa. str etavame s vel'kym napredovanim
v oblasti modelovanla slren ia Infekcnyeh ochoren!.
S rozvojom V'fpoCtovej teeh n lky a narastom jej v)ikonu
sa zvacsuju aj mo!nosti modelovania a rlesenia zlo! l·
tyeh rovnfc . Je moine vytvara t zloil t~ modely s vefkym
poctom vstupnyeh premennyeh, ktore dokazu verne
slm u lovat zmeny epidem io loglckej sltuacie . Preto je
problematika rnod elovania llrenia Infekcnye h ochorenl
vefrni popu larna.

Ak hovorime 0 modelovan l infekcnych ochoren.l det­
skeho veku , je potrebne spomenM modely zaoberajuce sa.
hodnotenlm uonnosti roznyeh zdravomfckych opatreni.
predovietkYm ockovanla na slrenie tY'chto ochoreni [13,
14J. Pred uvadzanim akyehkofvek preventlvnyeh opatrenl
je potrebne nejakY'm spOsobom predpovedat ieh uonok.
Ciul vo forme zniZeni.a poCtu pripadovochorenia . umrti ,
zvy.senia kvaliry !ivota , alebo vo forme u.setrenia financ'
nyeh prostriedkov v porovnani 5 nJ.klad ml. Ako priklad
mafno uviest ekonornicke hodnotenie uCin nosti ocko­
vania proti varicelle vo VeTkej Briranii [lS!. v Nemecku
1161a v inyeh krajin.\eh [17. 18, 191, alebo proti mo rbillam
120 , 211,

ZO spomen utYeh prae (a nle len z n ich) vyplfva , fe oc­
kovanie je jedno z naj ucinnejsfch prevendvnych opatrenl
v bojl proti infekcnY'm choroba m. Na Siovensku sa zo
spomlnan yeh ochorenl plosne ockuje prot i rnorbilla m,
rubeole a p.lrot idde. Situacia vo vYskytetYehtoochorenl je
momentalne priazniva a okrem mens!ch lokalnyeh eplcte­
mil parotltldy sa tieto oeh orenla v poslednych rokoch na
Siovensk u u! nevys kytuj u. Napriek tom u je nevyhnutne
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