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SUHRN

Prdca sa zaoberd vyznamom matematického modelovania v epidemioldgii. Rozoberé principy deterministického modelu
SIR (vnimavy - infekény - imunny), ktory sa pouZiva predovietkym na popis Sirenia ochoreni detského veku a predstavuje
koncept kolektivnej imunity v stvislosti so zdkladnym reprodukénym éislom a oékovanim.

Na priklade otvoreného SIR modelu podavame vysvetlenie zédkladnych éft irenia ochoreni zanechavajucich trvalt imunitu
ako st morbilli, parotitida, varicella a rubeola.

Vyvoj proporcie vnimavych, infekénych a iminnych ma v nezaockovanej populécii charakter timenych oscilacii. Vykyvy
v proporcidch jednotlivych skupin st navzajom prepojené. Vplyvom pérodnosti sa hromadi pocet vnimavych az na kriticku
hodnotu, kedy déjde k ,vzplanutiu® epidémie, k zvy$eniu proporcie infekénych, To ma za nasledok prudké zniZzovanie pro-
porcie vnimavych, ¢o viak zdrovef brzdi Sirenie ochorenia.

Ockovanie zasadnym spdsobom ovplyviiuje vyskyt ochoreni. Ak je zaokovanost nizsia ako hodnota hranice kolektivnej
imunity, dochadza k obmedzeniu Sirenia ochorenia. Priemerné hodnoty proporcie vnimavych sa zasadnym spdsobom ne-
menia. Ak dojde vplyvom ockovania k prekroéeniu hranice kolektivnej imunity, podla modelu sa ochorenie prestava Sirit,
proporcia vnimavych postupne klesa.

Na Slovensku sa zo spominanych ochoreni plo$ne o€kuje proti morbillam, rubeole a parotitide. Situacia vo vyskyte tychto
ochoreni je momentalne priazniva a okrem mensich lokalnych epidémii parotitidy sa tieto ochorenia v poslednych rokoch
na Slovensku uz nevyskytuju. Napriek tomu je nevyhnutné brat do tvahy moZné zmeny epidemiologickej situacie najma
vzhladom na ndrast antivakcinaénych aktivit. Lebo ako je aj z naSej prace zrejmé, nahromadenie vnimavych nad ur€itu
hranicu predstavuje riziko z hladiska znovuvznietenia epidémii.

KLUCOVE SLOVA
matematické modelovanie, infekéné ochorenia detského veku, zakladné reprodukéné éislo, ockovanie

SUMMARY
Mathematical modeling of infectious childhood diseases

The article deals with mathematical modeling in epidemiology and analyses principles of deterministic SIR model (suscep-
tible - infected - resistant) which is used particularly to describe spread of infectious childhood diseases and represents
a concept of herd immunity in association with a basic reproduction number and vaccination.

Using the open SIR model, we can explain basic features of spread of diseases causing permanent immunity such as
mumps, varicella, measles and rubella.

Development of proportions of susceptible, infected and resistant individuals in non-vaccinated population shows a cha-
racter of damped oscillations. Oscillations of proportions of individual groups are mutually interconnected. As an effect
of a birth rate, the number of susceptible individuals increases up to a critical level, when the epidemic outbreak emerges
followed by increase of proportion of infected individuals. This leads to a dramatic decrease of proportion of susceptible
individuals resulting in deceleration of spread of the infection.

The vaccination substantially influences occurrence of the disease. If the vaccination rate is below of a threshold of the
herd immunity, spread of infection is limited. However, mean values of proportions of susceptible individuals are not sig-
nificantly changed. If the vaccination rate exceeds the level needed for the herd immunity, according to the model, spread
of the infection is halted and the proportion of susceptible persons continuously decreases.

In Slovakia, within the above mentioned diseases, mass vaccination against measles, rubella and mumps is provided.
Situation regarding occurrence of these disease is relatively favorable and except minor local outbreaks of mumps they
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almost do not occur in Slovakia. However, we should take into account possible changes of epidemiological situation,
particularly considering increase of antivaccination activities. As seen in our contribution, accumulation of susceptible
individuals above certain level constitutes a risk of reemerging of epidemic outbreaks.

KEY WORDS
mathematical modeling, infectious childhood diseases, basic reproduction number, vaccination s
uvop [7] zostavili systém nelinearnych oby¢ajnych diferencial-

Matematickd epidemiolégia je interdisciplinarny od-
bor, ktorého cielom je modelovat alebo predpovedat
vyskyt ochoreni v populacii pomocou matematickych
technik a nastrojov. Je siicastou §irSej oblasti akademic-
kého §tiidia nazyvanej biomatematika.

Oproti klasickej epidemiolégii, matematicka epide-
miolégia skiima vyskyt ochoreni na teoretickej trovni.
Matematické modely mézu byt velmi odlisné v zavislosti
od toho, ¢o je ich cielom. Od tiplne jednoduchych $kol-
skych modelov, ktoré sliZia na pochopenie ziakladnych
zakonitosti, aZ po komplexné modely zahmajice rozlicné
efekty, ktorych ilohou je predpovedat budici vyvoj Si-
renia ochorenia v zavislosti od nastavenia parametrov.

Kazdé ochorenie a populdcia maju svoje Specifika a pri
ich modelovani je potrebné postupovat vhodnym spdso-
bom. Z tohto dévodu vzniklo velké mnoZstvo rozli¢nych
typov modelov vyuzivanych v matematickej epidemio-
l6gii. O zZiadnom z nich nie je moZné povedat, Ze je
najlepsi, ani neexistuje univerzalny model vhodny pre
vietky ochorenia a populdcie [1].

DETSKE INFEKENE OCHORENIA
ZANECHAVAJUCE TRVALU IMUNITU

Ochorenia ako varicella (ov¢ie kiahne), morbilli (osyp-
ky), parotitida (mumps) a rubeola (ruzienka) maji nie-
kolko spoloénych &ft. S virusového pévodu, pramenom
nakazy je vyluéne clovek (¢i uz s manifestnou alebo
inaparentnou nakazou). Su vysoko infekéné, prenos
sa uskutofniuje vacsinou prostrednictvom kvapéckovej
infekcie, pripadne prostrednictvom kontaminovanych
predmetov. V pripade, Ze sa proti nim plosne neockuje,
vyskytuji sa najma u malych deti, v epidémiach, ktoré
sii od seba oddelené relativne dlhymi obdobiami niZzSieho
vyskytu. Vacsina dospelych tieto ochorenia prekonala
v detskom veku a je vodi nim iminna. Ich prekonanie
zanechdva trvali imunitu a existuje proti nim a¢inné
ockovanie (2, 3, 4, 5]. Tieto ochorenia je moZné jednodu-
cho a relativne presne popisat prostrednictvom réznych
modifikicii deterministického SIR modelu [1, 6].

MATERIAL A METODIKA

Simulacie boli vykonané v programe Matlab, dita boli
spracované v programe MS Excel 2010,

SIR model

SIR (Susceptible - Infected - Removed) model je v epi-
demiol6gii najstarsi, najpouzivanejsi a najcastejsie spo-
minany model. V roku 1927 autori Kermack a McKendrik

nych rovnic SIR modelu, ktoré st piliermi matematickej
epidemiologie.

Vjednoduchom SIR modeli je mozné populdciu rozdelit
do troch skupin podla infekéného statusu: S - vnimavi
(Susceptible) - zdravi jedinci, ktorych je mozné infiko-
vat, I - infekéni (Infected) - infikovani jedinci, krori
st schopni ochorenie prenasat a §irit dalej, R - odolni,
imanni (Resistant, Recovered, Removed) - jedinci, ktori
st iminni, nemé6zZu byt infikovani, ani ochorenie pre-
nasat. Najcastejsie su to jedinci po prekonani infekcie,
ktord zanechdva imunitu, alebo po oékovani.

V tomto type modelu je mozné definovat dva typy
prechodov medzi stavmi, z S do I (infikovanie)azIdoR
(recovery, vylieenie, rekonvalescencia). Predpokladajme
homogénnu populiciu, v ktorej je rovnaka pravdepodob-
nost stretnutia medzi ktorymikolvek dvoma jednotliv-
cami. Prechod z S do I zahffia prenos ochorenia, ktory
je determinovany troma hlavnymi faktormi: poftom
infikovanych, relativnym mnoZstvom kontaktov (con-
tact rate) a pravdepodobnostou prenosu (transmission
probability) pri danom kontakte. Su¢in mnozstva kon-
taktov a pravdepodobnosti prenosu sa nazyva prenosovy
parameter 6. Inak povedané 6 je rychlost, ktorou dvaja
Specificki jednotlivci prichddzajt do efektivneho (ocho-
renie spésobiaceho) kontaktu za jednotku ¢asu [6, 8].

Prechod z I do R je zdvisly len od doby infekénosti.
Okrem prechodov medzi stavmi S, I a R v otvorenom
modeli dochadza aj k zmenam vplyvom demografickych
procesov. Prilev novych vnimavych jedincov je zabez-
peceny porodnostou a konstantna velkost populacie
umrtnostou (obr. 1).

Zikladné reprodukéné éislo

Ktory faktor determinuje, ¢i sa bude ochorenie §i-
rit, alebo po niekolkych krokoch zanikne? Zikladné
reprodukéné Cislo R, je definované ako priemerny pocet
sekundarnych pripadov zapri¢inenych jednym infikova-
nym, ktory vstiipil do plne vnimavej populdcie. Je jed-
nou z najdolezitejSich epidemiologickych charakteristik

Vnimavi (5) Infeként (1) Imdinni (R)

umrtia l umrtia l

Obr. 1. Schéma modelu,
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(parametrov) ochorenia z hladiska jeho Sirenia. Ak je
reprodukéné &islo vicsie ako 1, dochddza k Sireniu ocho-
renia, ale pokial je mensie ako 1, ochorenie sa prestava
§irit. Jeho hodnota zavisi nielen od typu ochorenia a jeho
infekciozity, ale ovplyviiujii ho aj niektoré demografické
faktory, vidiecke vs. mestské prostredie, Struktiira kon-
taktov a ekonomicka vyspelost populacie. Rozli¢né Iudské
populdcie mézu byt asociované s rozliénymi hodnotami
zakladného reprodukéného ¢isla pre to isté ochorenie.
Zakladné reprodukéné ¢islo je definované v kontexte
plne vnimavej populacie, to znamena, Ze je ho mozné
pouzit pri §tidiu novych infekcii. Ak hovorime o imuni-
zujicich infekciach, s priebehom epidémie rastie mnoz-
stvo iminnych jedincov, Vtedy dochadza k spomaleniu
irenia a pocet aktudlnych prenosov bude mensi, ako je
zakladné reprodukéné ¢islo R,. Zadefinujme efektivne
reprodukéné ¢&islo (effective reproduction number) R,
ako R =R S, kde S je proporcia vnimavych. Tato rovnica
ukazuje délezity vztah medzi proporciou vnimavych
v populdcii potrebnej na §irenie epidémie a zakladnym
reprodukénym Cislom, Ak chceme, aby sa ochorenie nesi-
rilo, potrebujeme dosiahnut, aby efektivne reprodukéné
¢islo bolo mensie ako 1. To je moZné dosiahnut vtedy, ak

bude proporcia vnimavych men§ia ako i Alebo, z opac-

ného pohladu, sta¢i, ak v populacii bude ‘%‘1 iminnych.
Tato hranica sa nazyva hranicou kolektivnej imunity
[9, 10, 11]. V praxi je snaha dosiahnut tito hranicu
ockovanim, aby doslo k zamedzeniu Sirenia ochoreni
preventabilnych ockovanim. Nie je nevyhnutné, aby
boli zaoc¢kovani vetci jedinci na to, aby sa ochorenie
nesirilo, ale je potrebné dosiahnut hranicu kolektivnej
imunity (tab. 1). Vtedy st aj neokovani jedinci chrane-
ni pritomnostou velkého mnozstva imunnych oséb. To
vSak neznamena, Ze ak sa ndhodou dostani do kontaktu
s infekénou osobou, Ze sa nemdzu nakazit (12].

So zdkladnym reprodukénym &islom taktiez suvisi
priemerny vek pri infekcii. ¢im je ochorenie infekénejsie
(a ma vicsie zakladné reprodukéné ¢islo), tym sa rych-
lejSie §iri a s viac postihnuté nizsie vekové skupiny.
Naopak, pri menej infekénych ochoreniach je mensia
§anca nakazenia a tak priemerny vek pri infekcii je vy§si,

VYSLEDKY

PouZime hypotetické ochorenie, ktoré ma z hladiska si-
renia vlastnosti ako predchadzajice spominané ochorenia
detského veku - je vysoko infekéné, jeho prekonanie za-

Tab. 1. Zakladné reprodukéné Eislo, hranica kolektivnej imunity
a priemerny vek pri infekcii pre vybrané ochorenia detského
veku [11].

Osypky 12-17 92-94 4-6
Mumps 10-12 90-92 6-7
Ovcie kiahne 9-10 89-90 7-8
Ruzienka 7-8 85-88 g-1
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Obr. 2. Matematicky popis modelu. Popis premennych je
v tabulke 2.

Tab. 2. Premenné a parametre pouZité v otvorenom SIR modeli.

S Proporcia vnimavych vzhladom k celkovej velkosti populdcie

| Proparcia infekénych vzhiadom k celkovej velkosti populacie

R Proporcia imunnych vzhfadom k celkove) velkosti populacie
t Cas
S(0) | Potiato¢na proporcia vnimavych 10 %
I(0) | Potiatotna proporcia infekénych 0,03 %
R, | Reprodukéné tislo 10
u Pérodnost (resp. imrtnost) 1% rocne
‘ ] Prenosovy parameter - 1 efektivny kontakt
zaden
_D Doba infekénosti 10 dni
p Zaockovanost 0%, 40 %, 95 %
Cas zatiatku vakcindcie od zaciatku | 30 rokov
simulacie
Casovy horizont predpovede 100 rokov

nechdva trvald imunitu a existuje proti nemu ockovanie.
Sirenie takéhoto ochorenia v dlhodobom meradle mozno
v najjednoduch$om pripade popisat prostrednictvom
otvoreného SIR modelu. RieSenim sistavy diferencial-
nych rovnic (obr. 2) s konkrétnymi parametrami (tab.
2) dostavame vyvoj proporcie vnimavych, infekénych
a imannych v ¢ase [1, 6]. Ak eSte k tomu v istom case
zavedieme do modelu ockovanie, naskytne sa moznost
sledovania vplyvu ockovania na vyvoj proporcie vnima-
vych, infekénych a iminnych v ¢ase (graf1).

Vyvoj proporcie vnimavych, infekénych a imtinnych ma
pri takto navolenych vstupnych parametroch charakter
tlmenych oscildcii. Nedochadza k preruseniu Sirenia,
ochorenie v populdcii perzistuje. Vykyvy v proporcidch
jednotlivych skupin su navzajom prepojené. Vplyvom
pérodnosti sa hromadi pocet vnimavych aZ na kriticka
hodnotu, kedy déjde k ,vzplanutiu“ epidémie, k zvy-
$eniu proporcie infekénych. To ma za nasledok prudké
zniZovanie proporcie vnimavych, ¢o vak zaroven brzdi
irenie ochorenia, V priemere sa proporcia vnimavych



bliZi k prevratenej hodnote zikladného reprodukéného
¢isla, efektivne reprodukéné cislo osciluje okolo 1.

Ockovanie do modelu je moZné zaviest prostrednictvom
zmien v ¢lene zahfnajicom pdrodnost. Ak je zaockovanost
nulova, vietci jedinci vstupujici do populacie st vnimavi.
Ak je zaofkovanost rovna hodnote p % (v rozmedzi 0-100),
tak (100 % - p %) zo vstupujticich do populacie st vnimavi,
zvysni sa stavaju rovno imunni,

Ako vidno z nasho prikladu, ak je zaockovanost nizsia
ako hodnota hranice kolektivnej imunity, dochadza
k obmedzeniu $irenia ochorenia, zmensuje sa pro-
porcia infekénych oproti stavu bez otkovania. Periody
oscildcif sa predlzuji, ale priemerné hodnoty proporcie
vnimavych sa zasadnym spésobom nemenia, efektivne
reprodukéné cislo stale osciluje okolo 1. Ak dojde vplyvom
ofkovania k prekroceniu hranice kolektivnej imunity,
podla modelu sa ochorenie prestdva $irit, proporcia
vnimavych postupne klesd, efektivne reprodukéné cislo
je mensie ako 1.

Aj napriek tomu, Ze tento model je zjednoduseny,
celkom dobre popisuje zikladné érty a principy Sirenia
ochoreni vytvarajicich trvali imunirtu. Je jedno, akou
cestou dochadza k zmenam v proporcii vnimavych: ¢i
uZ ,prirodzenym* spdsobom, vplyvom vracajtcich sa
epidémii a dorastanim neiminnej zlozZky populicie,
alebo ,,umelym*“ spdsobom - vplyvom vakcindcie. Ak sa
proporcia vnimavych zvysi nad kriticki hodnotu dant
zakladnym reprodukénym ¢islom (resp. hranicou kolek-
tivnej imunity), zikonite musime ofakdvat zvySovanie
poctu (proporcie) infekénych.

DISKUSIA

V sti¢asnosti sa stretdvame s velkym napredovanim
v oblasti modelovania Sirenia infekénych ochoreni.
S rozvojom vypoctovej techniky a narastom jej vykonu
sa zvdcsuju aj moznosti modelovania a rieSenia zloZi-
tych rovnic. Je mozné vytvarat zloZité modely s velkym
poctom vstupnych premennych, ktoré dokazu verne
simulovat zmeny epidemiologickej situicie. Preto je
problematika modelovania Sirenia infekénych ochoreni
velmi populdrna.

Ak hovorime o modelovani infekénych ochoreni det-
ského veku, je potrebné spomeniit modely zaoberajice sa
hodnotenim Géinnosti réznych zdravotnickych opatreni,
predovietkym ockovania na Sirenie tychto ochoreni [13,
14]. Pred zavadzanim akychkolvek preventivnych opatreni
je potrebné nejakym spdsobom predpovedat ich Gaéinok,
€i uz vo forme zniZenia poctu pripadov ochorenia, amrti,
zvySenia kvality Zivota, alebo vo forme uSetrenia finan¢-
nych prostriedkov v porovnani s nikladmi. Ako priklad
mozno uviest ekonomické hodnotenie tiéinnosti ocko-
vania proti varicelle vo Velkej Britdnii [15], v Nemecku
[16] a vinych krajinach [17, 18, 19], alebo proti morbillam
(20, 21].

Zo spomenutych prac (a nie len z nich) vyplyva, Ze o¢-
kovanie je jedno z najicinnejsich preventivnych opatreni
v boji proti infekénym chorobam. Na Slovensku sa zo
spominanych ochoreni plosne ockuje proti morbillam,
rubeole a parotitide. Situdcia vo vyskyte tychto ochoreni je
momentdlne priazniva a okrem mensich lokalnych epidé-
mif parotitidy sa tieto ochorenia v poslednych rokoch na
Slovensku uz nevyskytuji, Napriek tomu je nevyhnutné
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Graf 1. Vyvoj proporcie vnimavych a infekénych v ¢ase.
Simulécia prebehla v programe Matlab.
VC (vaccination coverage) - zaockovanosf

brat do ivahy moZné zmeny epidemiologickej situacie
najma vzhladom na ndrast antivakcinaénych aktivit
a pohybu obyvatelstva [22]. Ako je aj z nasho prikladu
zrejmé, spravne aplikované matematické modelovanie
poskytuje relevantny odhad rizika Sirenia ochorenia
a vzniku epidémii vyplyvajicich z prelomenia kolektivnej
imunity v désledku kritického zniZenia zaoCkovanosti
v niektorych skupinich populicie. Tym sa zdéraziuje
vyznam opatreni na zachovanie vysokej hladiny zaoc-
kovanosti ako aj zlepSuje pripravenost na mozné zmeny
epidemiologickej situdcie.

Jednou z tloh pediatrov je informovat rodicov o déle-
zitosti ofkovania. Je potrebné, aby lekari vedeli spravne
reagovat na pseudoargumenty zo strany antivakcina-
torov. Jednym z ¢asto pouZivanych argumentov proti
ockovaniu je prave ,neexistencia" kolektivnej imunity.
Samozrejme, u niektorych ochoren{ (napr. tetanus)
nema zmysel o kolektivnej imunite uvazovat, ale prave
u spominanych vysoko infekénych detskych ochoreni
ma velky vyznam. Preto pri komunikacii s rodi¢mi treba
zddraznovat nie len individualnu stranku prospesnosti
ockovania, ale aj jeho vyznam pre vytvaranie priaznivej
epidemiologickej situdcie v populdcii.

ZAVER

Je potrebné skimat vztahy medzi ofkovanim a vy-
skytom choréb nielen pomocou sledovania a analyzy
epidemiologickej situdcie, ale i pomocou metéd mate-
matického modelovania. Hoci ma modelovanie svoje
obmedzenia, ma svoje opodstatnenie v modernej epide-
mioldgii. Jeho prednostou je najma finanéna a casova ne-
naroénost a mozZnost pouzitia v pripadoch, ked z etickych
alebo faktickych dévodov nie je mozné pouzit klasické
epidemiologické metédy. Vyvoj metdd matematické-
ho modelovania a ich zdokonalovanie méze poskytnit
plnohodnotny nastroj ulah¢ujici rozhodovanie v otaz-
kach ockovania.
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