Zadania sÕÔaÚnÙch Õloh PrvÙ deÎ

PrÉklad 1. 10b.

Nech {ε_n}^∞_{n=1} je postupnosÔ kladnÙch reÁlnych ÃÉsel takÁ, Úe lim_{n→∞} ε_n = 0. NÁjdite lim_{n→∞}^1_n ∑_n k=1 ln (_k n + ε_n ) , kde ln oznaÃuje prirodzenÙ logaritmus

PrÉklad 2. 10b.

Predpokladajme, Úe rad ∑_∞ n=1 a_n konverguje. KonvergujÕ nasledovnŒ rady?

a) a_1 + a_2 + a_4 + a_3 + a_8 + a_7 + a_6 + a_5 + a_{16} + a_{15} + ... + a_9 + a_{32} + ... b) a_1 + a_2 + a_3 + a_4 + a_5 + a_7 + a_6 + a_8 + a_9 + a_{11} + a_{13} + a_{15} + a_{10} + a_{12} + a_{14} + a_{16} + a_{17} + a_{19} + ...

OdÐvodnite svoju odpoveÄ.

PrÉklad 3. 15b.

Nech A a B sÕ reÁlne n × n matice takŒ, Úe A^2 + B^2 = AB. DokÁÚte, Úe ak BA − AB je invertovateÌnÁ matica, tak nevyhnutne n je deliteÌnŒ 3.

PrÉklad 4. 20b.

Nech α je reÁlne ÃÉslo, 1 < α < 2.

a) UkÁÚte, Úe α mÁ jednoznaÃnÕ reprezentÁciu v tvare nekoneÃnŒho sÕÃinu α = ( 1 +^1_{n1} ) ( 1 +^1_{n2} ) ... kde n_i sÕ prirodzenŒ ÃÉsla spËÎajÕce n^2_i ≤ n_{i+1}.

b) UkÁÚte, Úe α je racionÁlne prÁve vtedy, keÄ jeho nekoneÃnÙ sÕÃin mÁ vlastnosÔ: existuje m takŒ, Úe pre kaÚdŒ k ≥ m platÉ n_{k+1} = n^2_k.

PrÉklad 5. 20b.

Pre prirodzenŒ ÃÉslo n uvaÚujme nadrovinu R^n_0 = {x = (x_1, x_2, ...., x_n) ∈ R^n : ∑_n i=1 x_i = 0} a mnoÚinu mreÚovÙch bodov Z^n_0 = {y ∈ R^n_0 : y_i sÕ celŒ ÃÉsla }. De˛nujme (kvÁzi-) normu v R^n pomocou ‖x‖_p = ( ∑_n i=1 |x_i|^p)^{1/p} keÄ 0 < p < ∞ a ‖x‖_∞ = max_i |x_i|.

a) Nech x ∈ R^n_0 je takŒ, Úe max_i x_i − min_i x_i ≤ 1. Pre kaÚdŒ p ∈ [1, ∞] a y ∈ Z^n_0 dokÁÚte, Úe platÉ ‖x‖_p ≤ ‖x + y‖_p. b) Pre kaÚdŒ p ∈ (0, 1) dokÁÚte, Úe existuje n a x ∈ R^n_0 s vlastnosÔou max_i x_i − min_i x_i ≤ 1 a a y ∈ Z^n_0 takŒ, Úe ‖x‖_p > ‖x + y‖_p.

PrÉklad 6. 25b.

Nech F je mnoÚina pozostÁvajÕca z koneÃnÙch podmnoÚÉn prirodzenÙch ÃÉsel takÁ, Úe A ∩ B ≠ ∅ pre kaÚdŒ A, B ∈ F .

a) Je pravda, Úe existuje koneÃnÁ podmnoÚina Y ⊂ N takÁ, Úe pre kaÚdŒ A, B ∈ F je A ∩ B ∩ Y ≠ ∅ ? b) Je tvrdenie a) pravdivŒ ak naviac predpokladÁme, Úe vÓetky mnoÚiny v F majÕ rovnakÕ veÌkosÔ?

DruhÙ deÎ

PrÉklad 1. 10b.

Nech f je C^3(R) nezÁpornÁ funkcia, f(0) = f^′(0) = 0 < f^{′′}(0). Nech g(x) = (√_{f(x} f0_{(x)} )_′ pre x ≠ 0, g(0) = 0. UkÁÚte, Úe g je ohraniÃenÁ v nejakom okolÉ bodu 0. PlatÉ toto tvrdenie pre funkciu f ∈ C^2(R)?

PrÉklad 2. 15b.

Nech M je invertovateÌnÁ matice rozmeru 2n × 2n reprezentovateÌnÁ v blokovej forme M = ( AB CD ) a M^{−1} = ( EF GH ) . UkÁÚte, Úe det(M). det(H) = det(A).

PrÉklad 3. 15b. UkÁÚte, Úe rad ∑_∞ n=1 (−1)n�1 sin(log n)

nff konverguje prÁve vtedy keÄ α > 0.

PrÉklad 4. 15b.

a) Nech zobrazenie f : M_n → R z priestoru M_n = R^{n2} reÁlnych n × n matÉc do reÁlnych ÃÉsel je lineÁrne, t.j. f(A + B) = f(A) + f(B), f(cA) = cf(A) pre kaÚdŒ A, B ∈ M_n, c ∈ R. DokÁÚte, Úe existuje jedinÁ matica C ∈ M_n takÁ, Úe f(A) = tr(AC) pre vÓetky A ∈ M_n. ( tr(B) je stopa matice B) b) Ak okrem linearity zobrazenia f naviac predpokladÁme, Úe f(A.B) = f(B.A) pre kaÚdŒ A, B ∈ M_n, tak ukÁÚte, Úe existuje λ ∈ R s vlastnosÔou f(A) = λtr(A).

PrÉklad 5. 20b.

Nech X je ÌubovoÌnÁ mnoÚina a nech f : X → X je bijekcia. UkÁÚte, Úe existujÕ zobrazenia g_1, g_2 : X → X takŒ, Úe f = g_1 ∘ g_2 a g_1 ∘ g_1 = id = g_2 ∘ g_2 kde id oznaÃuje identickŒ zobrazenie na X.

PrÉklad 6. 25b.

Nech f : [0, 1] → R je spojitŒ zobrazenie. HovorÉme, Úe funkcia f pretÉna os v bode x ak f(x) = 0 a v kaÚdom okolÉ x existujÕ y, z takŒ, Úe f(y) < 0 < f(z). a) NÁjdite prÉklad spojitej funkcie, ktorÁ pretÉna os nekoneÃne veÌa krÁt. b) MÐÚe spojitÁ funkcia pretÉnaÔ os nespoÃÉtateÌne veÌa krÁt?