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Abstrakt

Gregusova, Slavomira: Geometrickd pravdepodobnost [Bakaldrska précal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra apliko-

vanej matematiky a Statistiky.

Skolitel: RNDr. Bedta Stehlikov4, PhD.

Bakalarska préca obsahuje riesené a neriesené priklady z oblasti geometrickej pravde-
podobnosti. Za vicsinou z riesenych prikladov je uvedenych niekolko prikladov na
samostatné pocitanie. Slizia na pochopenie daného prikladu a na precvicenie postupov,
ktoré sa v rieSeni pouzivaju.

Po ivodnej casti, ktora je venovana vysvetleniu principu geometrickej pravdepodob-
nosti a rieSeniu jednoduchych prikladov, nasleduji kapitoly obsahujice tematicky zo-
radené ulohy - geometrické tilohy, ndhodné ¢isla, stretnutia a rozdelenia. Za nimi nasle-
duji dve kapitoly s prikladmi zaujimavymi z historického hladiska - Buffonova tiloha

a Bertrandov paradox. Na zaver si spomenuté simulacie metédou Monte Carlo.

KIicové slova: geometricka pravdepodobnost, zbierka tloh



Abstract

GregusSova, Slavomira: Geometric probability [Bachelor thesis], Comenius University
Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics, and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics.

Thesis Consultant: RNDr. Beata Stehlikova, PhD.

Bachelor thesis contains solved and unsolved problems in the geometric probability.
After most of the solved problems follows a couple of problems for an independent
work. They serve to understand the example and to practice the procedures used in
solutions.

After the introduction, which is devoted to explaination of the principles of geometric
probability and solving simple examples, follow chapters containing thematically or-
dered problems - geometric problems, random numbers, meetings and divisions. They
are followed by two chapters with interesting examples from the historical point of
view - Buffon needle and Bertrand’s paradox. At the end Monte Carlo simulations are

mentioned.

Keywords: geometric probability, problem book
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1 Uvod

Majme nasledovnd tlohu: Vpisme do kruhu stvorec. Akd je pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrany bod

kruhu bude bodom Stvorca?

Obr. 1: Vpisany stvorec do kruhu

Oznaéme A udalost, Ze bod kruhu bude bodom &tvorca. Klasicka teéria pravdepodobnosti (ak méme
koneény pocet prvkov mnoziny A) hovori, Ze pravdepodobost udalosti A je podiel poétu prvkov
mnoziny A k celkovému poctu moznych vysledkov. Ale ¢o ak mnozina vyhovujuicich rieSeni (mnozina
A) nie je kone¢na? O tom ako sa takdto pravdepodobnost poé¢ita ndm hovori geometrickd pravde-
podobnost. Vratme sa k ndsmu prikladu. Mame uré¢if pravdepodobnost, Ze bod kruhu bude bodom
vpisaného stvorca. Intuitivne, ak by sme chceli zahrnif vsetky vyhovujiice moznosti, tak vezmeme
obsah plochy do ktorej sa treba trafif. Potom pravdepodobnost udalosti A bude podiel obsahu vy-
hovujucej ¢asti ku obsahu ploche vsetkych moznych vysledkov (ozna¢me si tiito plochu S(2)). Teda:
P(A) = 5.

Zovseobecnene nech Q je nejakd podmnozina n-rozmerného Euklidovského priestoru (interval,
plosny tdtvar, objemovy titvar,uhol) s koneénou mierou p a G C Q. (Pod mierou mnoziny budeme rozu-
miet diiku, plosny obsah, objem, velkost uhla.) Elementérne ndhodne javy sii reprezentované bodmi,
ktoré tvoria dany geometricky dtvar. Aka je pravdepodobnost, Ze ndhodne zvoleny bod mnoziny €
padne do mnoziny G? Mnoziny G a €2 st nekoneéné, preto nemozno definovat pravdepodobnost kla-
sicky pomocou poétu prvkov. Je preto prirodzené definovat pravdepodobnost nahodného javu A, Ze
nahodne zvoleny bod padne do mnoziny G, ako podiel miery mnoziny G a mnoziny 2. Je zrejmé,
ze pravdepodobnost, Ze nadhodne zvoleny bod padne do fubovolnej ¢asti mnoziny je imernd velkosti

tejto Casti a nezdvisi od jej tvaru ani polohy v dtvare Q. [1]

Definicia 1.1. Nech Q je podmnozinou n-rozmerného Fuklidovského priestoru s konecnou mierou i
a G C Q. Pravdepodobnost ndhodneho javu A, Ze ndhodne zvoleny bod mnoZiny Q je bodom mmnoZiny
G je potom definovand

w@)

P(A) = m’ (1)

kde 11(G) je miera mnoziny G a () je miera mnoziny Q. [1]

V tomto dvode sme si vysvetlili zakladny teoreticky princip poc¢itania prikladov na geometricku

pravdepodobnost. V nasledujiicej kapitole je na jednoduchych prikladoch vysvetleny postup pocitania



prikladov na tuto tému. V tretej kapitole sa venujeme geometrickym tloham, ¢o znamend, ze budeme
nahodne volif body v roznych geometrickych ttvaroch a skiimat pravdepodobnosti roznych udalosti.
Kapitola §tvrta je venovana ndhodnym éfslam, v ktorej budeme volit ndhodne éisla z uréitého intervalu
a hladat pravdepodobnosti réznych udalosti. V piatej kapitole sa budeme zaoberat prikladmi na
stretnutia. Siesta kapitola bude venované rozdeleniam, kde budeme delif tisecky alebo intervaly na
¢asti a skimat pravdepodobnosti réznych udalosti s tym spojenymi. V kapitole siedmej rozoberieme
priklad Buffonovej ihly a v 6smej kapitole Bertrandovu tlohu, zndmu ako Bertrandov paradox. V
poslednej deviatej kapitole st spomenuté simuldcie pomocou metédy Monte Carlo, ktoré sa daju

vyuzit na priblizné overenie vypoé¢itanej pravdepodobnosti.



2 Jednoduché priklady

V tejto casti vysvetlime princip poc¢itania geometrickej pravdepodobnosti.

2.1 Prerusené telefénne spojenie

Medzi miestami K a L vzdialengmi 10 km bolo prerusené telefénne spojenie. Akd je pravdepodobnost,

Ze miesto poruchy je od miesta K vzdialené menej ako 500 metrov? [2]

RIESENIE:

Oznaéme A udalost, Ze spojenie sa prerusilo na mieste najviac 500 metrov od miesta K. MnozZina
vietkych moznych miest preruSeni, teda mnozina € zo vztahu (1), sit vietky body telefénneho spoje-
nia. Mnozina vyhovujucich miest poruseni, teda mnozina G, je mnozina bodov, ktoré si od miesta K

vzdialené menej ako 500 metrov. Mierou mnozin je dfzka, resp. vzdialenost. Teda

pla) - HC) _ G,

p(€) Q)

Dizka celého telefénneho spojenia, teda 1(Q), je 10 km teda 10 000 m, I(G) je 500 m. Potom

o~

Cu(G@)UG) 500 1
P(4) = w(Q) 1(Q) 10000  20°

Pravdepodobnost, Ze miesto poruchy je od miesta K vzdialené menej ako 500 metrov je %.

2.2 Meteor

Akd je pravdepodobnost, Ze meteor padne na ti cast zemegule, kde je pevnina, ked vieme, Ze 149 mil.

km? povrchu zeme je pevnina a 361 mil. km? je more? [3)

RIESENIE:
Oznaéme A udalost, Ze meteor padne na pevninu. MnoZina vSetkych moZnych miest (mnoZina ), kde
meteor moze dopadnit, si vietky body pevniny aj vietky body mora. Mnozina vyhovujicich miest

dopadu meteoru, teda mnozina G su vsetky body pevniny. Mierou mnozin je obsah. Teda

Ly - 1G) _ S(Q)
u()  S(Q)

Obsah S(2) = (149 + 361) mil. km? = 510 mil. km?. S(G) = 149 mil. km?. Potom

CS(@) 149
P(A) = S = 510 - 022

Pravdepodobnost, Ze meteor dopadne na pevninu je priblizne 0,292.

2.3 Hodiny

Hodiny, ktoré neboli v stanoveni dobu natiahnuté, sa po urcitom case zastavia. Akd je pravdepodob-

nost, Ze sa velkd rucicka zastavi medzi Sestkou a deviatkou? [3]



RIESENIE:
Oznaéme A udalost, 7e sa velkd ruéicka zastavi medzi Sestkou a deviatkou. Mnozina vietkych moznych
miest zastavenia rucicky (mnozina ) su vSetky body cifernika. Mnozina vyhovujicich miest zastave-

nia rucicky, teda mnozina G, su vSetky body cifernika od Sestky po deviatku. Mierou mnozin je dizka.

Teda
L1y 1) _I(©)
n(2)  UQ)

Dizka 1(Q) je dizka celého cifernika, [() = 27r. Dizka I(G), teda dizka cifernika od Sestky po deviatku,

je l(G) = § x 2mr. Teda
( )_l(G)_%x%rr_l
Q) 2 4

Pravdepodobnost, ze velké rucicka sa zastavi medzi Sestkou a deviatkou je 1 .



3 Geometrické tlohy

V tejto kapitole sa budeme zaoberat geometrickymi tlohami. Budeme volit rovnomerne ndhodne
a nezévisle body v roznych geometrickych ttvaroch (kruhu, kruznici, §tvorci) a budeme sktimat pravde-
podobnost réznych udalosti. Rovnhomerne ndhodné volba bodu bude prebiehat tak, Ze pravdepodob-
nost zasiahnutia akéhokolvek daného ttvaru zavisi len od plochy tohoto ttvaru a nie od jeho umiest-

nenia. Nezavisly vyber znamend, ze vyber jedného bodu nijako neovplyvni ! vyber dalsieho bodu.

3.1 Vpisany trojuholnik do kruhu

Vpisme do kruhu rovnostranny trojuholnik. Akd je pravdepodobnost, Ze rovnomerne ndhodne vybrani

bod kruhu, bude bodom trojuholnika?

RIESENIE:

Zaved'me oznatenie podla obrdzku 2: Mdme kruznicu k so stredom S a polomerom r a do nej vpisany
rovnostranny trojuholnik ABC so stranou a a vyskou v. Oznaéme udalost X, Ze ndhodne vybrany bod
kruhu bude bodom do kruhu vpisaného trojuholnika. Mnozina vSetkych moznych umiestneni bodu
(mnozina ), si véetky body v kruhu. Mnozina vyhovujicich umiestneni (mnozina G) st vetky body
vo vpisanom trojuholniku. Mierou je obsah. Teda

_ WG _S(G)
) =@ ~ 5@

Obsah kruhu S(Q) = 7r2. Obsah vpfsaného trojuholnika S(G) vypoécitame nasledovne: Kedze tro-
juholnik je rovnostranny a vpisany do kruznice, tak stred kruZnice je faziskom trojuholnika. Z toho
vyplyva, ze polomer kruznice tvori dve tretiny vysky trojuholnika, t. j. r = %v. Teda vyska tro-
jubholnika je v = %r. Pomocou polomeru kruznice vyjadrime aj dlzku strany trojuholnika. Tro-
juholnik je rovnostranny, teda vsetky vnttorné uhly trojuholnika st zhodné a rovné 60°. KedZe vyska
rovnostranného trojuholnika je zaroven aj osou prislichajiceho uhla, tak uhol, ktory zviera vyska
trojuholnika so zdkladnou trojuholnika, je 30°. Teda stranu trojuholnika uz vyjadrime jednoducho

pomocou funkcie kosinus a polomeru kruznice:
3
a = 2rcos(30°) = 27“% =/3r.

Obsah trojuholnika S(G) potom je
axv \/grx%r_3\/§r2

S(G) = — 2 4

Teda pravdepodobnost udalosti X je

_S(G) P 3v3 .
P(X) = SO " T = a0

Pravdepodobnost, ze ndhodne vybrany bod kruhu bude bodom do kruhu vpisaného trojuholnika, je

priblizne 0,413.

17 nijako neovplyvni”sa d4 definovat aj presne matemeticky, ale priklady na geometricki pravdepodobnost sa poéitaji
na zaciatku predmetu Tedrie pravdepodobnosti, kedy potrebné pojmy eSte nie su zavedené, preto zostdvame pri takomto

intuitivhom vysvetleni.



Obr. 2: Trojuholnik v kruhu

Priklady na precvicenie

1. Vpisme do kruhu rovnostranny Sestuholnik. Akd je pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrany bod

kruhu, bude bodom Sestuholnika? (%)

2. Opisme kruznici s polomerom r rovnostranny trojuholnik. Akd je pravdepodobnost, Ze ndhodne

s

vybrany bod trojuholnika, bude patrit kruhu? ( m)

3.2 Tetiva

Na danej kruznici umiestnime rovnomerne ndhodne a nezdvisle na sebe dva body A, B. Akd je pravde-

podobnost toho, Ze dizka tetivy AB bude kratsia nez polomer tej kruznice? [4]

B
k
r r
60°
869 r A
r r
BY

Obr. 3: Tetiva

RIESENIE:
Zaved'me nasledovné oznaéenie. Na obrazku 3 mame naértnuti kruznicu k so stredom S a polomerom r
a tri body na kruznici A, B, B’. Pre dany bod A hladame také polohy bodu B, pri ktorych dizka tetivy

nebude viésia ako polomer kruznice. Aby to platilo, bod B moézeme volif na obe strany od bodu A



do vzdialenosti r, teda polomeru kruznice. Mnozina takychto bodov zodpovedd kruznicovému obliku
BB’

Oznaéme T udalost, Ze dizka tetivy AB bude mensia, nanajvys rovna polomeru kruznice. Mnozina
vsetkych moznych umiestneni bodu B (mnozina §2) je celd kruznica. Mnozina vyhovujuicich umiestnen{

bodu B, t. j. mnozina G, je kruznicovy oblik BB’. Mierou mnoziny je jej dizka. Teda

Pz - HG) _UG)

p(©)  UuQ)
kde [ je dizka.
Trojuholniky SAB a SAB’ st rovnostranné trojuholniky, preto |[<BSA| = |[<B'SA| = 60°. Celej
kruznici prislicha plny uhol 360°, obliku BB’ prislicha uhol BSB’, ktorého velkost je 120°, ¢o je
tretina plného uhla. Dizka obliku BB’ je teda tretina diiky kruznice. Takze

_we) _1e) _ @) 1
PO=@ "1~ 1@ 3

Pravdepodobnost, ze dlzka tetivy AB bude mensia, nanajvys rovna polomeru kruznice, je %

Priklady na precvicenie

1. Na danej kruznici umiestnime rovnomerne nahodne a nezdvisle na sebe dva body A, B. Ndajdite

pravdepodobnost, ze dizka tetivy AB bude kratsia nez v/2r. (%)

2. Na danej kruznici umiestnime rovnomerne ndhodne a nezdvisle na sebe dva body A, B. Ndjdite

£ in—1 (2
pravdepodobnost, Ze dizka tetivy AB bude dlh$ia ne? gr. (1- W)

3.3 Stvorec

Vo vniitri stvorca so stranou dl/zvk’y a zvolime rovnomerne ndhodne bod.
a) Ay je udalost, Ze ndhodny bod padne blizsie k LaZisku Stvorca ako k najblizsiemu z vrcholov,
b) A je udalost, Ze ndhodny bod padne blizsie k najblizsej zo strdn §tvorca nez k nagbliziej uhlopriecke.

Uréte pravdepodobnost udalosti Ay, As. [5]

RIESENIE:

Zavedme oznacenie podla obrazku 4: mame §tvorec ABC'D so stranou diiky a, stredy stran Stvorca
si E, F, G, H a bod T je tazisko §tvorca, teda prieseénik uhloprieéok AC, BD a takisto prieseénik
useciek HF', EG.

a) Najskor si rozdelime body §tvorca ABCD podla toho, ktory vrchol je k nim najblizsie. Vezmime
dva vrcholy, napriklad A, B. Mnozina bodov, ktoré si rovnako vzdialené od bodov A, B, je os usecky
AB. Té4to os rozdeluje §tvorec na body, ktoré si blizsie k bodu A ako k bodu B, resp. naopak (pozri
obrazok 5). Ked to zopakujeme pre ostatné dvojice vrcholov stvorca ABCD, dostaneme rozdelenie
Stvorca, ktoré je na obrazku 6 .

Ulohou je najst také body, pre ktoré plati, Ze si blizsie k fazisku stvorca ako k najbliz§iemu z vr-

cholov. Najskér ndjdeme body, ktoré majii rovnakt vzdialenost od faZiska T' aj od najblizsieho vrcholu



Obr. 4: Oznacenie k rieseniu prikladu 3.3

Najblizsi vrchol Najblizsi vrchol
jeD jecC

Body blizsie Body blizsie

Hl kAakokB | kBakokA H & F
Najblizsi vrchol Najblizsi vrchol
jeA jeB
A E B A E B
Obr. 5: Vzdialenost bodu §tvorca od vrcholov A,B Obr. 6: Vrchol najblizsi k danému bodu

§tvorca. Nech ten najblizsi vrchol je A. Body, ktoré maji rovnakd vzdialenost od vrcholu A a faziska
T su body na osi tisetky AT. Z nich ale berieme len tie, ktoré lezia v kvadrante obsahujicom body,
pre ktoré je najblizsim vrcholom prave vrchol A, vid obrdzok 7 . Taktto tivahu zopakujeme aj pre os-
tatné vrcholy tvorca. Dostaneme, Ze body, ktoré maji rovnaki vzdialenost od taziska a najblizsicho
vrcholu Stvorca, lezia na obvode §tvorca EFGH , pozri obrézok 8. Body v oblasti AEH na obrazku 8
st také body, ktorych najblizsi vrchol je A a s blizsie k vrcholu ako k fazisku. Body v oblasti ETH
st také body, Ze najblizsi vrchol je A a st blizsie k fazisku ako k vrcholu A. Taktto tivahu zopakujeme
aj pre zvy$né 3 oblasti. My hladdame také body, ktoré su blizsie k fazisku ako k vrcholu §tvorca. Také
body teda lezia vo vnutri stvorca EFGH.

Bod mozZeme volit Tubovolne vo §tvorci, teda mnoZina €2 je mnozina vsetkych bodov §tvorca ABCD.
Oznaéme A; udalost, Ze ndhodny bod padne blizsie k fazisku §tvorca ako k najblizsiemu z vrcholov.
Mnozina vyhovujicich zvoleni{ bodu (mnozina G;) je mnozina vsetkych bodov vpisaného Stvorca
EFGH. Mierou je obsah. Obsah §tvorca EFGH moZno jednoducho vyjadrif ako polovicu stiéinu
uhlopriegok. 2 Dizka jeho uhlopriecky je dizka strany povodného stvorca, t. j. a.

Takze hladana pravdepodobnost bude

_wGy) _S(G) % 1
PAY=") = 5@ —w =20

Pravdepodobnost, Ze ndhodny bod padne blizsie k fazisku stvorca ako k najbliz§iemu z vrcholov je

1
teda 5

20bsah stvorca sa da vyjadrif ako stéet 4 pravouhlych rovnoramennych trojuholnikov, na ktoré ndm uhlopriecky
Lo n
2 2

= = %, kde u je dizka uhlopriecky.

stvorec rozdelia. Teda obsah bude 4 x




H F

Body $tvorca, N
ktorych najblizsi«-
vrchol je A )

A E B

/ Vo .
Body $tvorca, ktorych Body stvorca, ktorych
najblizsi vrchol je A a maja od  najblizsi vrchol je A a maja od
neho mensiu vzdialenost neho vacsiu vzdialenost

ako od taziska T ako od taziska T

Obr. 7: Najblizsf vrchol a vzdialenost bodu od taZiska

Obr. 8: Mnozina Gy

b) Najskér si rozdelime body §tvorca podla toho, ku ktorej strane mé dany bod najmengiu vzdia -
lenost. Vezmime si napriklad strany AB a AD. MnoZina bodov, ktoré si rovnako vzdialené od oboch
useciek je os uhla BAD. Této os rozdeluje §tvorec na body, ktoré su blizsie k strane AB ako k AD
a naopak. Ak to zopakujeme pre zvysné dvojice stran Stvorca, dostaneme rozdelenie Stvorca, ktoré je
na obrazku 9 .

Dalej rozdelime body stvorca podla toho, & je bod blizsie k uhlopriecke AC alebo BD. Zoberme si
oblast ABT. Body, ktoré sii rovnako vzdialené od AT a BT (AT je ¢ast uhlopriecky AC, BT je ¢ast
uhlopriecky BD) st body leziace na osi uhla <AT B. Zopakujeme pre ostatné tri oblasti: BT'C, CT D
a DT A a dostaneme rozdelenie znizornené na obrazku 10 . Hladdme také body, ktorych vzdialenost
k najblizsej strane Stvorca je mensia ako k najblizsej uhlopriecke. Spojenim rozdeleni z obr. 9 a 10
mdme Stvorec rozdeleny na 8 zhodnych ¢asti. Vezmine si napriklad oblast EAT (tu sa nachadzaji
body, pre ktoré je najblizsia strana AB a najblizsia uhlopriecka AC). Body ktoré maju rovnaki
vzdialenost od AT a AE st body na osi uhla <EAT. Os uhla ndm rozdeli EAT na oblasti, kde si
body blizsie k AT ako k AE a naopak (vid obr. 11). Tento postup opakujeme pre zvysnych 7 oblasti.
Dostaneme, ze vyhovujice umiestnenia lezia vo vyfarbenej oblasti na obrazku 12 .

Mnozina €2, teda mnozina vSetkych moznych umiestneni bodu je mnozina vsetkych bodov $tvorca
ABCD. Ozna¢me udalost A,, Ze ndhodny bod padne bliZsie k najbliZsej zo stran Stvorca ako k naj -
blizsej z uhlopriecok. Mnozina vsetkych vyhovujicich umiestnen{ bodu (mnozina Gs) st vietky body

vo vyfarbenej oblasti na obrazku 12. Mierou je obsah.
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. kstraneCD Body blizsie Body blizsie
. KBDako'kAC | kAC‘ako k BD

Body najbliiii\e\xv,’/ Body najblizsic H

k strane AD ‘//,'1_‘,\\1\( strane CB ) ‘ F
Body biissie Body blizsie
Body najblizsie . k AC.ako k BD k BD ako k AC
k strane AB N
A B A E B
Obr. 9: Najblizsia strana stvorca Obr. 10: Porovnanie vzdialenosti bodu od uhlopriec¢ok
D G C
H Fa
ST
Body blizie k :
najbliziej uhloprietke !
AC ako k najbliziej [ ———— !
strane AB
A / E B

Body blizsiek 2
najblizsej strane AB
ako k uhlopriecke AC

Obr. 11: Porovnanie vzdialenost{ bodu od najblizsej strany a od najblizsej uhlopriecky

Teda:

P(4s) = <( -

Vyfarbena oblast sa skladd zo 4 rovnakych trojuholnikov, so stranou dfiky a. Vysku trojuholnika

oznacime v a vyjadrime ju pomocou funkcie tangens:
v="2 tan(22,5°).
2
Obsah vyfarbenej oblasti, teda S(G2), je
S(Go) = 4.% = 2av = 2.ag. tan(22,5°) = a2. tan(22,5°).
Teda pravdepodobnost udalosti As je
S(Gs)  a2.tan(22,5°)

Pravdepodobnost toho, Ze ndhodny bod vo §tvorci padne blizsie k najblizsej strane §tvorca ako k naj -

blizsej uhlopriecke stvorca, je priblizne 0,414.
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Obr. 12: Mnozina Go

Priklady na precvicenie

1. Vo vnatri stvorca so stranou dl/éky a zvolime rovnomerne ndhodne bod. Akd je pravdepodobnost,
Ze ndhodne vybrany bod stvorca bude bliZsie k najblizsej uhlopriecke ako k najblizsej osi strany
Stvorca? (tan(22,5°))

2. Vo vnatri trojuholnika so stranou dl/zvky a zvolime rovnomerne ndhodne bod. Akd je pravdepodob-
nost, Ze ndhodne vybrany bod trojuholnika bude blizsie k taZisku trojuholnika ako k najblizsiemu

vrcholu, trojuholnika? (%)

3.4 Trojuholnik

Na jednotkovej kruznici v rovine zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri body A, B, C. Vypocitajte

pravdepodobnost, Ze trojuholnik ABC bude ostrouhly. [6]

RIESENIE: podla [6]

Obr. 13: Dlzka obliika

Zvolené tri body nebudu tvorit ostrouhly trojuholnik prave vtedy, ak existuje polkruznica na danej
kruznici, na ktorej lezia vSetky tri body. Jeden bod si zvolime pevne, nech je to A. Potom dalsie dva

body B, C su jednoznaéne uréené dizkou oblikov AB a AC meranych v smere hodinovych ruciciek.
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Oznaéme tieto dizky z a y. Dlzka celej kruznice je 2. Na obrézku 13 mame zndzornené dve kruznice
so stredom S, na nich bod A a bod A’, ktory je od bodu A vzdialeny o 7. Medzi bodmi A a A’
st zndzornené body B a o vzdialenost 7 je jeho obraz B’. Aby body A, B, C nelezali na jednej
polkruznici, tak bod C podla obrdzka 13 musime zvolif medzi bodmi A’ a B’. Teda body A, B, C

nebudt lezat na jednej polkruZnici resp. budu tvorit ostrouhly trojuholnik prave vtedy, ked
< A Tly<m4+z

alebo

T >T A z—nm<y<m

Teda mnozina vsetkych moznych umiestneni bodov B, C je: Q = {(z,y) e R2: 0 <z <2m0 <y <
27t}. Oznaéme udalost X, Ze trojuholnik bude ostrouhly. MnoZina vyhovujicich umiestneni bodov B,
Cije: G={(z,y)e0,2n)] : (@ <maAr<y<m+a)V(z>rAz—r<y<n)} Mierou je obsah.

Teda pravdepodobnost udalosti X bude

_op()
P =@ ~ sy

kde S(Q) je obsah stvorca so stranou dizky 27, teda S(Q) = 472, Obsah S(G) vypocitame nasledovne:
V suradnicovej sustave si graficky zndzornime dvojice bodov (z,y), ktoré reprezentuji umiestnenia
bodov B, C. Ak zobrazime mnozinu G v suradnicovej sustave, tak dostaneme dva pravouhlé rovnora-

menné trojuholniky (obrézok 14) s odvesnami s dizkou 7. Teda obsah S(G) je

™.

S(G) = 27 = 772.

Teda pravdepodobnost udalosti X je

_8(G) w2 1
P(X)—m—m—z.

Pravdepodobnost, Ze trojuholnik ABC bude ostrouhly, je %.

Yy
2n
X /
A e
47
pLd /
4
'é‘L
o
S
o
0 e 2 X

Obr. 14: Mnozina G
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Priklady na precvicenie

1. Na jednotkovej kruznici v rovine zvolime mezdvisle rovnomerne mahodne tri body A, B, C.

Vypoéitajte pravdepodobnost, Ze uhol ABC bude tupi. (%)

2. Na jednotkovej kruznici v rovine zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri body A, B, C.
Vypoéitajte pravdepodobnost, Ze:
a) strana AB bude mat dlzku aspori /2, (3)
b) strana AB bude kratsia ako strana AC. (3)

14



4 Nahodné cisla

V tejto kapitole sa budeme zaoberat ndhodnymi éfslami. Budeme volit rovnomerne ndhodne a nezavisle
¢isla z urcitého intervalu a hladaf pravdepodobnosti réznych udalosti. Co znamend nezavisly vyber,
sme vysvetlili v tretej kapitole. Rovnomerne ndhodné volba bodu prebieha tak, Ze pravdepodobnost

vyberu akéhokolvek bodu zavisi len od dizky intervalu.

4.1 Dva body

V intervale (0,1) zvoléime rovnomerne ndhodne a nezdvisle dve éisla x, y. Ndjdite pravdepodobnost, Ze

oba body padni do intervalu (i,% . [5]

RIESENIE:
Situdciu si moéZeme nacértnitf v stiradnicovej sistave. Uvazujme bod (z,y) v rovine. Body x, y volime
rovnomerne nezavisle z intervalu (0,1), takze vSetky moznosti pre body (z,y) st dané Stvorcom
Q={(z,y) eR*:0< 2 <1,0 <y < 1}. Ozna¢me A udalost, Ze oba volené body padnt do intervalu
(1,3). Tejto udalosti zodpovedd mnozina G = {} <z < 3,1 <y < 2}. RieSenim tychto nerovnic si
vietky body nachadzajice sa vo vyfarbenom Stvorci na obrazku 15.

y

1

0.75

0.25

Obr. 15: Mnozina G

Mierou mnoziny je jej obsah. Mnozina 2 je Stvorec so stranou diiky 1, mnozina G je Stvorec s dizkou

strany % Teda pravdepodobnost udalosti A bude

pA) S (3)° 1
Pi4) = w(Q) ~ S(Q) R

Teda pravdepodobnost, ze body z, ¥ padnid do intervalu (%, %), je -

4.2 Sicet a sicin
Rovnomerne ndhodne a nezdvisle zvolime dve &isla x, y z intervalu (0,1). Akd je pravdepodobnost, Ze

ich sucet je mensi ako 1 a ich sicin je vidsi ako 0,097 [3]

RIESENIE:

Situdciu si moZeme naértnitf v stiradnicovej sustave. Uvazujme bod (z,y) v rovine. Body z, y volime
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rovnomerne nezavisle z intervalu (0,1), takze vSetky moznosti pre body (z,y) si dané Stvorcom
Q={(z,y) eR?: 0 <z < 1,0 <y < 1}. Oznacme A udalost, Ze sticet ¢isel z, y je mensi ako 1 a ich
stigin je viaesi ako 0,09. Tejto udalosti zodpovedsd mnozina G' = {(x,y) € R? : 2 +y < 1, xy > 0,09}.
Nerovnosti si zapiSeme v takom tvare, ktory nam umozni zakreslif mnoZinu G v siradnicovej stistave.
Z prvej nerovnice mame:

y<l—uz.
Z druhej nerovnice:

0,09
-

y >

RieSenim nerovnic, je vyfarbend oblast na obrizku 16. Miera je v tomto pripade opit obsah. Teda

pravdepodobnost udalosti A je
w@G) _ 5G)
PA)=—==——=,
W= " s

kde S(£2) je obsah jednotkového stvorca a S(G) je obsah vyfarbenej oblasti na obrdzku 16, ktory

vypocitame pomocou integrdlu. Hranice integralu su z-ové stradnice prieseénikov kriviek

0,09

y:1—$7y= ;
X

t. j. rieSenia rovnice

0,09

1—x= ,

X

cosix; =0,1axzy=0,9. Integrovand funkcia je rozdielom funkcii kriviek, teda 1 — x — O’Iﬂ. Teda

0,9
’ 0,09
S(G) = / (1—w— - >:[x—x2—07091nx}8’?
91 2 ’ 2 ,
1
_ <o,9—0’29 —0,091110,9>—<0,1—0’2 —0,091no,1>
— 0,4-0,091n9.
Takze
S(G 0,4—-0,091n9
pay = @) _ 0420099 _ 4 o910 = 0,202,

S(2) 1
Pravdepodobnost, Ze sti¢et dvoch ndhodnych éisel z intervalu (0,1) je mensi ako 1 a ich siéin je vAcsi
ako 0,09, je priblizne 0,202.

Y4

0.9
08
07
06
05
04
03 ' I B
02 +

0.1

ol
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

Obr. 16: Mnozina G
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Priklady na precvicenie

1. Rovnomerne ndhodne a nezdvisle zvolime dve ¢isla x, y z intervalu (0,1). Akd je pravdepodobnost,

ze bude platit: v +y <1 ay < —4z® +4x? (3—“’2)

2. Rovnomerne ndhodne a nezdvisle zvolime dve éisla x, y z intervalu (0,1). Akd je pravdepodobnost,

Ze ich sucin bude vicési ako 0,08 a ich podiel bude mensi ako 0,59 (0,21 + 0,081n %)

4.3 Tri ndhodné ¢isla

V intervale (0,1) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri éisla a,b, c. Ndjdite pravdepodobnost, Ze

sucet tychto troch cisiel bude mensi ako 1. [5)

RIESENIE:

Situdciu si opét znazornime v stiradnicovej sustave, tentokrat v priestore, ked'Ze mame tri ndhodné
¢isla. Vsetky tri ¢isla volime z intervalu (0, 1), teda mnozinu vsetkych moznych zvoleni reprezentuje
kocka s dizkou hrany 1. Teda mnozina Q = {(a,b,¢) € R? : 0 < a,b, ¢ < 1}. Hladdme pravdepodobnost
udalosti A, ze sucet troch ndhodne zvolenych ¢fsel z intervalu (0,1) bude mensi ako 1. Tejto udalosti
zodpovedd mnozina G = {(a,b,c) € (0,1)> : a4+ b+ ¢ < 1}. Nerovnost a + b+ ¢ < 1 predstavuje
polpriestor. Mnozina G je prienik tohto polpriestoru s kockou 2. To je Stvorsten s vrcholmi v bodoch
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) tak, ako je to znézornené na obrazku 17. V tomto pripade je mierou
objem. Pravdepodobnost udalosti A teda bude

Ly G _V(©)
pE©) V()

kde V() je objem kocky 1 x 1 x 1, V(G) je objem Stvorstena s vyskou 1 a obsahom podstavy 3.

Objem stvorstena vypocitame ako tretinu sic¢inu obsahu podstavy a vysky, takze

V(@) = §%1 - %
Teda
V@) g1
(A4) m 17§

Pravdepodobnost, e st¢et troch ndhodne zvolenych &fsel z intervalu (0,1) bude mensi ako 1, je %.

z

Obr. 17: Mnozina G
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Priklady na precvicenie

1. Vintervale (0,1) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri éisla a,b, c. Ndjdite pravdepodobnost,

Zea+2b+2c < 1. (35)

2. Vintervale (0,2) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri éisla a,b, c. Ndjdite pravdepodobnost
ze:
a) ich sicet je mensi ako 1, (45)

b) ich sucin je mensi ako 1. [7] (%22)2_1118)

4.4 Tri ndhodné ¢isla 2

V intervale (0,1) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri éisla a,b, c. Ndjdite pravdepodobnost, Ze
bude splnend nerovnost

la—bl+1b—c|+|a—c| <1.[9 (2)

RIESENIE:

Vsetky tri ¢isla volime z intervalu (0, 1), teda mnozinu vSetkych moznych zvoleni reprezentuje kocka
s dlzkou hrany 1. Teda mnozina Q = {(a,b,c) € R® : 0 < a,b,c < 1}. Hladdme pravdepodobnost
udalosti As, ze plati: |a — b| + |b — ¢| + |a — ¢| < 1. Tejto udalosti zodpovedd mnozina G = {(a,b,¢c) €
(0,1) : la — b+ |b— c| + |a — ¢| < 1}. Mierou je opét objem.

Pravdepodobnost udalosti A teda bude

kde V() je objem kocky 1 x 1 x 1. Pricom objem V(G) vypocitame nasledovne. Nerovnicu 2 si
rozdelime na 6 pripadov podla toho ako mézu byt éisla a, b, ¢ usporiadané (a < b < ¢, a < ¢ < b,
b<a<eb<c<a,c<b<a,c<a<b). Ak je usporiadanie a < b < ¢, tak z podmienky z nerovnice
zo zadania mame:
(—a+b)+(=b+c)+(—a+c) <1,
—2a+2c<1,
c< 1 + a.
2
To znamend, ze vyhovujice (a, b, c), teda také, ktoré spiﬁajﬁ usporiadanie a vyhovuju podmienke 2,

mobzeme charakterizovat takto:
e o moze byt Tubovolné z intervalu (0,1)= a € (0, 1),

e cmusi byt véicsie ako a (aby bolo splnené usporiadanie), mensie ako a+3 (podmienka zo zadania)

a sticasne mensie ako 1 (lebo vietky si mensie ako 1) = ¢ € [a, min(1,a + 3)],

e b je medzi a a ¢ (z usporiadania) = b € [a, c|.
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Objem takejto mnoziny vypocitame pomocou integralu. Ak a je z intervalu (0, ) tak min(1,a+ 3 )

a+ 3 a ak a je z intervalu (3,1), tak min(1,a + 3) je 1. Teda

m1n1a+ 1/2
// /dbdcdaf/ / /dbdcdaJr/ //dbdcda
1/2

A teraz vypocitame postupne tieto dva integrédly. Prvy sa rovné:

1/2 ratg e /2,1 112 1
/ / / dbdcda = / (¢ —a)dec da = / [ - ac]
0 a a 01 a 0 2 a

a druhy:

1 1 c
/ / / db dc da =
% a a

Teda

mzn1a+ 1/2 3 1
// /dbdcdaf/ / /dbdcda+/ //dbdcda —Jr—f—.
1/2 12

V dlohe tejto trojice (a, b, ¢) sa vystriedaju vsetky permuticie a, b, ¢, teda objem celého telesa, ktory
vymedzuje nerovnica (2) spolu s podmienkou, Ze a,b,c € (0,1), je Sestndsobkom objemu V, t. j.

V(G) =6V = 3. Teda

e
—~
N
S—
I
I
— [rol=
Il
| —

Pravdepodobnost, ze pre tri ndhodné &fsla z intervalu (0,1) plati [a — b + [b—c[ + |a — | < 1, je 3.

Priklady na precvicenie

1. Vintervale (0,2) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri ¢isla a,b, c. Ndjdite pravdepodobnost,

Zela—bl+b—cl+]a—cl <2 (3)

2. Vintervale (0,3) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri éisla a,b, c. Ndjdite pravdepodobnost

Ze |a—b|+|b—c|+\a—0|<%- (%)

4.5 Polynom

V intervale (0,1) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri éisla a, b, c. Ndjdite pravdepodobnost, Ze:
a) polyném % + 2v/bx + ¢ bude mat korene v obore redlnych cisel, [2]

b) polyném ax® + bx + ¢ nebude mat Ziadny redlny koreri. [5]
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RIESENIE:

a) Situdciu si zndzornime v siradnicovej stistave v rovine, pretoze v tejto prvej casti uvazujeme len dve
ndhodné ¢isla. Obe ¢isla volime z intervalu (0, 1), teda mnozinu vsetkych moznych zvoleni reprezentuje
stvorec s dizkou strany 1. Teda mnoZina € = {(b,c) € R?: 0 < b,c < 1}. Hladdme pravdepodobnost
udalosti Ay, ze rovnica 2 4+ 2v/bz + ¢ = 0 bude maf riesenie v obore redlnych éisel. To znamen4, ze
diskriminant tohto polynému musi byt vi¢si, nanajvys rovny nule, teda 4b — 4c > 0. Teda mnozina
G = {(b,c) € (0,1)* : 4b — 4¢ > 0}. Mierou je obsah. Pravdepodobnost udalosti 4; teda bude

pe) SO

kde S(f2) je obsah Stvorca 1 x 1. Obsah S(G;) vypocitame pomocou obrazku. Hladdme takd mozinu,
7e 4b — 4c > 0, teda odtial b > c. Z obrazku 18 vidime, ze mnoZina G je pravouhly rovnoramenny

trojuholnik s odvesnami dlzky 1. Teda

1x1 1
S(Gy) = 5 =3
Teda pravdepodobnost udalosti A; je
_S(Gy _ 5 _1
PA)=%m =17

Pravdepodobnost, ze polyném z2 + 2v/bx + ¢ bude matf riesenie v obore redlnych &isel, je %

c
1

S(Gy)

Obr. 18: Mnozina G1

b) Situdciu si opét znizornime v suradnicove] sistave, teraz v priestore, kedZe mdme tri ndhodné
¢isla. Vsetky tri ¢isla volime z intervalu (0,1), teda mnozinu vSetkych moznych zvoleni reprezentuje
kocka s dizkou hrany 1. Teda mnozina Q = {(a,b,c) € R?: 0 < a,b,c < 1}. Hladdme pravdepodobnost
udalosti Ao, Zze polyném ax? + bx + ¢ nebude mat ziadny redlny koreii. To znamens, ze diskriminant
tohto kvadratického polynému musi byt zaporny, teda b? —4ac < 0. Tejto udalosti zodpoveda mnozina
Ga = {(a,b,c) € (0,1)® : B> — 4ac < 0}. Mierou je opét objem.

Pravdepodobnost udalosti A5 teda bude

w(G2) _ V(G2)
n(©) ~ V(@)

P(Ag) =

kde V(€2) je objem kocky 1 x 1 x 1. Objem V(G3) vypocitame pomocou integralu nasledovne:

Z nerovnice b? — 4ac < 0 vyjadrime b:

b < 2v/ac.
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Potrebujeme rozlisit oblasti, kde budeme integrovat po plochu b = 2v/ac a kde po rovinu b = 1.
Nerovnost 2v/ac < 1 t.j. ¢ < i, vymedzuje ¢ast roviny, kde budeme integrovat po plochu 2,/ac

(oblasti 1 a 2 na obrazku 19), inde (oblast 3 z obrdzka 19) budeme integrovat po 1. Integraéné hranice

premennych a, b, ¢ pre jednotlivé oblasti si (pozri obr. 19):
e oblast 1: a € (0, 1), c € (0,1), b € (0,2\/ac),

e oblast 2: a € (},1), c€ (0,4-), b € (0,2V/ac),

=

e oblast 3: a € (§,1), c€ (£,1), b€ (0,1).

=

V oblasti 1 budeme integrovat v ¢ po 1, v a po i. V oblasti 2 budeme integrovat po krivku ¢ = ﬁ.

Teda
X 1 p2y/ac 1, r2vac 1 1 pl
V(Gg):/ // dbdcda+// / dbdcda—|—/ / /dbdcda
0 0 Jo +Jo 0 1 /L Jo
Kazdy z integralov vypocéitame samostatne:

11 2@ 1 1 9t 1!

/// db dc da = //2\/<Tcdcda=/ 2va da

o Jo Jo o Jo 0 31,
14 3]

L

1 r& r2vac I 1 2¢5 ] %
// / dbdcda = // 2\/%dcda:/2\/5 da
+Jo 0 2 Jo : 3 0
1

- L oge o gl = 22
. Ga 6, T3
4

I

To znamend, ze

1oplopl 11 1 1

1 In2
///dbdcda://ldcda:/[c]i da—{a—lna] :§—n—.
t S Jo t P oy 2

=

Teda
1 In2 3 In2 31 In2
V@ =g+5+i 2 "% &
Takze
V(G) 31 log2 .
P A = e—— = = —_— - = 4 .
(Az) @) V(G) = 55 — =~ =0, 745587

Pravdepodobnost, ze polyném az? + bz + ¢ pre a,b,c € (0,1) nebude mat Ziadny realny koren, je

priblizne 0,745587.
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c=1/(4a)

Obr. 19: Hranice integrovania

c LD

(0:1:0)

Obr. 20: Mnozina G
Priklady na precvicenie

1. Vintervale (0,2) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri ¢isla a,b, c. Ndjdite pravdepodobnost,

ze polyném x* + \/cx — 1(b? — 2b) nemd riesenie v obore redlnych éisel. (%)

2. Vintervale (0,2) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne tri éisla a,b, c. Ndjdite pravdepodobnost

Ze polyndm az? + bx + ¢ md redlne korene.(35 + 1°§2 = 0,2544)

4.6 A+B=C?

V intervale (0,1) zvolime rovnomerne ndhodne a nezdvisle ¢isla a, b. Nech ¢ je sucet ¢isel a, b, nech

A, B, C st nagblizsie celé ¢isla k éislam a, b, c. Akd je pravdepodobnost, e A+B=C? [8]

RIESENIE: podla [8]
Kedze ¢fsla a, b volime z intervalu (0,1), tak sicet A + B moze byt bud 0, 1 alebo 2. Rozlisime tieto

tri pripady a pre kazdu z nich ndjdeme mnoziny zodpovedajice udalosti A + B = C, oznaéime ich

G17G27G3'
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1. C=0
V tomto pripade A =0 aj B = 0. Preto a < %, b < %, a+b< % Mnozina G; = {(a,b) € (0,1)2 :

a<3Ab<iAa+b< 3}

2. C=1

Tento pripad si rozdelime na dva:

(a) A=0

Ked A=0aC=1,tak B=1,tedaa<i,b>3% a+b<3
(b) A=1

Ked A=1aC=1,tak B=0,atedaa>%,b<i a+b<3

MnoZinang{(a,b)6(0,1)2:(a>%/\b<%/\a—|—b<%)\/(a>%/\b<%/\a+b<%)}

3. C=2
Moznost C' = 2 moze nastat len tak, ze A=1a B =1, takze a > 1,b> 3, a+b > 3. Teda
mnozina Gs = {(a,b) € (0,1)* : a > IANb>Lina+b> 3}
Situdciu si zndzornime v siradnicovej sistave v rovine. Uvazujme bod (a,b) v rovine, ktory reprezen-
tuje vyber éisel a, b. Body a, b volime rovnomerne nezdvisle z intervalu (0, 1), takze vSetky moznosti
pre body (a,b) st dané §tvorcom Q = {(a,b) € R? : 0 < a < 1,0 < b < 1}. Oznaéme X udalost, 7e
A+ B = C, pricom A, B, C st najblizsie celé ¢isla k ¢islam a, b, ¢. Tejto udalosti zodpovedd mnozina
G, ktora je zjednotenim mnozin G, Gy a G3. Mierou je obsah. Teda

@) _ S(G)

P(X) =

p(€)  S(Q)
kde S(€) je obsah jednotkového stvorca, teda 1. Obsah S(G) vypocitame nasledovne, pricom si
pomozeme obrazkom 21 . Vyhovujice oblasti tvoria dva rovnaké pravouhlé rovnoramenné trojuholniky

s odvesnami dfzky % a dva rovnaké stvorce s dlzkou strany % Teda

11
=.s 11 3
—_9 22 ZZ=Z
S(G) = 2. 5 +2.2.2 1
Teda pravdepodobnost udalosti X je
()_ﬂQ_i_§
S(Q) 1 4

Obr. 21: Mnozina G
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Priklady na precvicenie

1. Vintervale (0,2) zvolime rovnomerne ndhodne a nezdvisle éisla a, b. Nech c je sucet éisel a, b

nech A, B, C st najblizsie celé éisla k éislam a, b, c. Akd je pravdepodobnost, e A+B=C? (i)

2. Vintervale (0,1) zvolime rovnomerne ndhodne a nezdvisle ¢isla a, b. Nech ¢ je sucin céisel a, b,

nech A, B, C si najbliZsie celé ¢isla k éislam a, b, c. Akd je pravdepodobnost, e A x B = C?

In(2
(G-
4.7 Najblizsie celé ¢islo

V intervale (0,1) zvoléime nezdvisle rovnomerne ndhodne dve éisla x, y. Akd je pravdepodobnost, Ze

nagblizsie celé cislo k 3 je parne? 9]

RIESENIE: podla [9]

Situdciu si moéZeme nacértnit v stiradnicovej sistave. Uvazujme bod (z,y) v rovine. Body x, y volime
rovnomerne nezavisle z intervalu (0,1), takze vSetky moznosti pre body (z,y) st dané Stvorcom
Q= {(z,y) €eR?:0< 2 <1,0 <y <1}. Oznaéme A udalost, Ze najblizsie celé éfslo k %, kde z,y €
(0,1) je parne. Tejto udalosti zodpovedd mnozina G = {x,y € (0,1) : najblizsie celé ¢islo k 5 Je parne}.

Mierou je opét obsah. Teda
n(G) _ S(G)
p(a)y =1 _ %)
W= @ T s@

kde S(Q) je obsah stvorca so stranou dizky 1, teda 1. Obsah S(G) vypoéitame nasledovne. Najblizsie

celé cislo k % je parne prave vtedy ked’

0 < — < - (najblizsie ¢islo k l je 0)
Y

< |8
DN | =

alebo
1 1
M- < <omt = (najblizsie ¢islo k z je 2n)
2y 2 y

pre n > 1. Prva nerovnica sa d4 zapisaf v tvare
0<2x <y,

¢o vytleiiuje cast roviny - trojuholnik s vrcholmi v bodoch (0,0), (0,1), (3, 1), ktorého obsah je 1 (vid

obrazok 22). Druhd nerovnica sa da prepisat nasledovne:

2x A < 2
An + 1 Y~m-1

y >
Tieto nerovnice predstavuji trojuholniky so stiradnicami v bodoch (0, 0), (1, ﬁ), (1, ﬁ), ktorych
obsah je
2 2
g — 4n—1 _ And4l _ 1 . 1
" 2 dn—1 4dn+1

Potom celkovy obsah vyfarbenych trojuholnikov je

S(G):i+<;—;>+<;—;>+<lll—113)...



Vieme ze plati:

T tan 1 /1 dx
— = arctanl = —.
4 0 1+x2

Vyraz % je vlastne stiéet geometrického radu 1 — 2 + z* + ... pre € (0, 1), takze

+a?
= /0((1—x2)+(x4—x6)+(a:8—x10)+ ) da
1 1 1
= — 2?)dx z* — 2%)dx ¥ — 2'%dx + ...
= [a—ate+ [ -t [ )z +
G D G

Tento vztah, ktory sme dostali, je zndmy ako Leibnizova formula [12]. Ak porovname S(G) s Leibni-

zovou formulou pre 7:

PRNE S U U B U S
4 35 7 9 11 1377
dostaneme
T 5—m
S(GY=1+-—-—=
Teda .
S(G) =T 57
(4) S(Q) 1 4
Pravdepodobnost, Ze najblizsie celé &islo k %, je E’TT”.
I 1/2,1
o1 ( )
(1,2/3)
(1,2/5)
(1,2/7)
(1,2/9)
(0,0) (1.0)

Obr. 22: Mnozina G

Priklady na precvicenie

1. Vintervale (0,1) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne dve ¢isla z, y. Akd je pravdepodobnost,

Ze najblizsie celé ¢islo k % je pdrne? (1 — g)

2. Vintervale (0,1) zvolime nezdvisle rovnomerne ndhodne dve éisla x, y. Akd je pravdepodobnost,

Ze nagblizsie celé éislo k ﬁ je parne? (1 — %)
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5 Stretnutia

V tejto kapitole sa budeme venovat klasickym prikladom na geometricki pravdepodobnost, a to

prikladom o stretnutiach.

5.1 Stretnutie Adama a Brana

a) Adam a Bratio si dohovorili schodzku na danom mieste v neurcitom case medzi 12:00 a 13:00.
Kazdyj z nich je ochotni ¢akaf na druhého mazimdine 15 minit. Predpokladdme, Ze pridu nezdvisle
na sebe a okamihy prichodu si rovnako mozné kedykolvek v priebehu uvedenej hodiny. Uréite pravde-

podobnost, Ze sa naozaj stretni. [10]

b) Janko a Marienka sa dohodli, Ze sa stretni na uréitom mieste medzi 8:00 a 9:00 hodinou. Ked
pride prvyj Janko, ¢akd na Marienku 20 minit. Ked pride prvd Marienka, ¢akd na Janka najviac 15
miniit. Predpokladajme, Ze ich prichody si navzdjom nezdvislé a rovnako moiné kedykolvek v priebehu

uvedenej hodiny. Vypocitajte pravdepodobnost, Ze sa stretnii.

RIESENIE:

a) Oznacme Cas prichodu Adama po 12:00 ako t 4, ¢as prichodu Brana po 12:00 ako ¢5. Uvazujme bod
(ta,tp) v rovine. Interval kedy sa maji Adam s Brafom stretnit je jedna hodina, preto (ta,tp) €
(0,1). Oznaé¢me X udalost, ze Adam a Braiio sa stretnd medzi 12:00 a 13:00, ak st obaja ochotni
¢akat 15 minit. MnoZina vSetkych moZnych situdcii (mnozina ), v akych ¢asoch obe osoby pridu
na miesto stretnutia, st vietky body §tvorca Q = {(ta,tp) € R®: 0 <ta < 1,0 < tp < 1}. Mnozinu
vyhovujicich situdcii, teda takych, ze Adam a Bramo sa stretni, ndjdeme nasledovne. Ak pride prvy
Adam, tak casy musia spfﬁat’ podmienky

1
tg—ta>0 A tB_tA§Z7 (3)

pricom prva podmienka hovori, ze prvy prisie Adam. Druhd podmienka nam hovori to, ze Adam je
ochotny ¢akaf na Brana maximalne 15 mintit, ¢o je % hodiny, a teda Brafio by musel prist najneskor

v case t4 + %. Podobne, ak pride Brano prvy, tak
1
ta—tp >0 A tA—tBSZ. (4)

Podmienky (3) a (4) zapfseme tak, aby sme mali vyjadrené tz, ¢o ndm ulahéf kreslenie grafov. Z (3)
dostavame:

1
tp > 1ta A tBStA—I—i.

Podobne z (4) dostavame:

1
tp <ta N tBZtA—i.

Teda mnozina zodpovedajiica vyhovujicim prichodom (mnozina G) je prienik tychto nerovnic, t. j.
G={(ta,tg) € (0,1)%: (tg > taitp <ta+31)V(tg <taAtp >ta—1)}. Mnozina G je zndzornend

na obrazku 23. Mierou je obsah. Teda

PRO= @) T 5@
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kde S(2) je obsah jednotkového §tvorca, teda 1. Obsah S(G) vypocitame tak, ze od obsahu tvorca

odpocitame obsahy nevysrafovanych cast{ S; a So (pozri obrazok 23):

o _-ha-hH 33 o
2 2 32’
G U-DO-D 33 o
2 2 32

Ked'Ze obsah celého §tvorca je 1, tak obsah vysrafovanej oblasti bude

9 9 7
=1- —1-2—=1-—=_—.
S(G) (51 +52) 3 6= 16

Teda :

E.
Pravdepodobnost, ze Adam a Braiio sa stretnd, je %.

tg
1
N
S,
0.75 1 &
S(G >
0.5 v
G
0.25
S,
0
0.25 05 075 1 t,

Obr. 23: Mnozina G

b) Riesime podobne ako v predchddzajicom pripade. Jediny rozdiel je v tom, ze tloha nie je sy-
metricka, teda Janko caka na Marienku dlhsie ako Marienka na Janka. Postup riesenia tlohy je
vsak rovnaky. Oznaéme Cas prichodu Janka po 8:00 ako t;, ¢as prichodu Marienky po 8:00 ako ;.
Uvazujme bod (tpr,ts) v rovine. Interval kedy sa maji Janko s Marienkou stretnif je jedna hod-
ina, preto (tar,ts) € (0,1). Ozna¢me X udalost, ze Janko a Marienka sa stretni. Situdciu si mozeme
zndzornit v stiradnicovej stistave so za¢iatoénym bodom v (0,0), ¢o predstavuje ¢as 8:00. Uvazujme bod
(tar, ty) v rovine. Mnozina vsetkych moznych situdcii (mnozina 2), v akych ¢asoch obe osoby pridu na
miesto stretnutia st vietky body §tvorca na obrazku 24: Q = {(tar,t5) € R?: 0 <ty < 1,0 <ty < 1}.
Mnozinu vyhovujicich rieSeni, teda takych, ze Janko a Marienka sa stretni, ndjdeme nasledovne. Ak

pride prvy Janko, tak ¢asy musia spiﬁat’ podmienky

1
ty—t; 20 A tM—tJﬁga
podobne, ak pride Marienka prva, tak
1
ty—tpy =0 A tJ_tMSZ
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Teda mnozina vyhovujicich prichodov (mnozina G) je prienik tychto nerovnic, t. j. G = {(tn,ts) €
(0,1)%: (tar >ty Atar <ty +2)V (tar <ty Aty >ty — 1)} Mnozina G je znézornend na obrézku

24. Mierou je obsah. Pravdepodobnost udalosti X teda bude

@) _ S(G)

pQ) 8@

P(X) =

kde S(€2) je obsah jednotkového Stvorca, teda 1. Obsah S(G) vypocitame tak, ze od obsahu §tvorca
odpoéitame obsahy nevyfarbenych ¢asti Sy, So (pozri obrdzok 24). Ked'ze obsah celého tvorca je 1,

tak obsah vysrafovanej oblasti bude

(32 (3)? 145 143
S(4) (51 +.52) 2 2 288 ~ 288
Teda s
NG s M3 o7

P(X):W 1 288

Pravdepodobnost, ze Janko a Marienka sa stretni, je priblizne 0, 497.

tm
|
"
S \\X\
0.75 1
\b&
05 S(G) <
1/3
0.25 S,
0 025 05 075 1

Obr. 24: Mnozina G

Priklady na precvicenie

1. Rémeo a Julia maji dohodnuté rande medzi 19:00 a 20:00. Ak pride prvd Julia, je ochotnd

éakat na Rémea 15 minit, potom odide. Ako dlho musi byt ochotny cakat Rémeo na Jiliu aby

V7

pravdepodobnost, Ze sa stretni bola aspor 0.5 (aspoii 1 — 7

minuty)

2. Dva doddvkové automobily doviZaji tovar do toho istého skladu v ¢asovom intervale 12 hodin.
Casy prichodov obidvoch automobilov si vzdjomne nezdvislé. Prvj automobil éakd po zastaveni
na vyloZenie tovaru jednu hodinu, druhiy dve hodiny. Vypoéitajte, akd je pravdepodobnost, Ze

67)

niektory z automobilov bude musiel cakal na druhy. [3] (355
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5.2 Kancelaria

Dvaja kolegovia Andrej a Bohu$ pridu do spoloc¢nej kanceldrie medzi 12-tou a 6-tou hodinou. (Pred-
pokladdme, Ze Andrej a Bohu$ prichddzaji mezdvisle na sebe a prichod kazZdého z nich je rovnako
pravdepodobny pocas celého Sesthodinového intervalu.) Vieme, Ze Andrej sa zdrzi v kanceldrii 1 hodi -
nu a Bohus§ sa zdr#i 2 hodiny. Uréte pravdepodobnost, Ze

a) Andrej a Bohus sa stretni,

b) Andrej odide z kanceldrie skor ako Bohus,

¢) Andrej pride do kanceldrie neskor ako Bohus, ale odide z kanceldrie skor nez Bohus. [5]

RIESENIE:

Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Ozna¢me ¢as prichodu Andreja po dvandstej
hodine ako t 4, ¢as prichodu Bohusa po dvandstej hodine ako tg. Uvazujme bod (t4,tp) v rovine. In-
terval kedy sa maji Andrej a Bohus stretnif je Sest hodin, preto (t4,tp) € (0,6). MnoZina vsetkych
moznych situdcii (mnozina §2), v akych éasoch obe osoby pridu do kanceldrie, st vsetky body stvorca

na obrazku 23: Q = {(ta,tp) € R?: 0 < t4 < 6,0 < tp < 6}.

a) Ozna¢me X; udalost, Ze Andrej a Bohus sa stretnii. MnoZinu vyhovujtcich prichodov, teda takych,
ze Andrej a Bohus sa stretni ndjdeme nasledovne. Ak pride prvy Andrej, tak ¢asy musia spfﬁat’
podmienky

tg—ta>0 A tp—ts<1 (5)
pricom prva podmienka hovori, ze prvy prisiel Andrej. Druhd podmienka vyplyva z toho, ze Andrej
sa zdrzal v kanceldrii jednu hodinu. Aby sa Andrej a Bohus stretli, Bohus musi prist do kancelérie
najneskor v case t4 + 1.

Podobne, ak pride Bohus prvy, stretni sa v pripade, ze
ta—tp >0 N ta—tp < 2. (6)

Z (5) dostévame:
tg >ty AN tp<ta+l1,
a podobne z (6) dostdvame:
tp <ta A tp >ta — 2.
Teda mnozina zodpovedajica vyhovujicim prichodom (mnozina G;) je prienik tychto nerovuic, t. j.
Gy = {(ta,tB) € (0,6): (tg > taAtg <ta+1)V(tp <taAtp >ts—2)}. Mnozina Gy je znazornena

na obrazku 25. Mierou je obsah. Pravdepodobnost teda je

_ w(G1) _ S(Gh)
PEY=") = 5@

kde S(Q) je obsah Stvorca so stranou dizky 6, teda S(€2) = 36. Obsah S(G1) je obsah vyfarbenej

oblasti (z obr. 25), ktory vypocitame tak, ze od obsahu Stvorca odpocitame obsahy nevyfarbenych
cast{ S a Sy (pozri obrazok 25), pricom

6-1)6-1) 25
e N
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(6-2)(6-2) 16 _

8.
2 2

Sy =
Ked'ze obsah celého §tvorca je 36, tak obsah vyfarbenej oblasti bude:

2 2 1
S(Gl):36—(81—1—52):36—;—8:28—?5:3?.

Teda .
S(G1) % 31 .
P(X1) = =2 == 20,431
(X1) S©Q) 36 72

Pravdepodobnost, ze Andrej a Bohus sa stretni, je %

tp

6

5 S //\\
1 W

; S(G) P

Obr. 25: Mnozina G,

b) Ozna¢me X, udalost, Ze Andrej odide z kancelrie skor ako Bohus. MnoZinu G pre tiito udalost
nijdeme nasledovne. Ked'ze Andrej sa zdrz{ v kanceldrii hodinu a Bohu$ dve hodiny, tak ¢as odchodu
Andreja bude t4 + 1, ¢as odchodu Bohusa bude ¢ + 2. Aby platilo, Ze Andrej odide z kancelérie skor
ako Bohus, musi platif nerovnost

ta+1<tp+2,

teda

tg >1ta— 1.

Mnozina Go = {(ta,t5) € (0,6)% : tg > ta — 1} je vyfarbend oblast na obrézku 26. Mierou je obsah.

Teda
( 2) — M(GQ) _ S(GQ)
u(Q) S 7

kde S(Q) je obsah §tvorca so stranou dizky 6, teda S(Q) = 36. Obsah S(G) je obsah vyfarbenej

oblasti, ktory vypocitame tak, ze od obsahu celého stvorca odpocitame obsah trojuholnika so stranou

aj vyskou deky 5. Teda
5x5 47

2 2"

S(G3) =36 —
Teda pravdepodobnost udalosti X, je

CS8(Gy) 4T .
P(X,) = 5@ 367 = 0,653.

Pravdepodobnost, Ze Andrej odide z kanceldrie skor ako Bohus, je %.
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)

4 S(G2)

(oS
3 0]

Obr. 26: Mnozina Go

¢) Oznaéme X3 udalost, ze Andrej pride do kanceldrie neskor ako Bohus, ale odide skor ako Bohus.
Mnozinu vyhovujtcich rieseni pre tito udalost ndjdeme nasledovne. Ked'ze Andrej pride do kanceldrie
neskor ako Bohus, tak t 4 > tg. A zaroven Andrej odide skor ako Bohus, ¢o znamend, zet4+1 < tg+2.
Mnozina vyhovujtcich situdcii (mnozina G = {(ta,tg5) € (0,6)* : ta4 > tpAtp > ta—1}) je vyfarbend

oblast na obrézku 27. Mierou je obsah. Teda

kde S() je obsah stvorca so stranou dizky 6, teda S(€2) = 36. Obsah S(G) je obsah vyfarbenej
oblasti, ktory vypocitame tak, ze od obsahu celého §tvorca odpoc¢itame obsahy dvoch pravouhlych

rovnostrannych trojuholnikov s odvesnami dfzky 5 a 6. Teda

11
S(Gg):36—5><5—6><6

2 2 2
Teda pravdepodobnost udalosti X3 je

S(Gs) _ 5 _ 11,
=2 = =0,153.
S@Q) 36 72

P(X3) =

Pravdepodobnost, Ze Andrej pride do kanceldrie neskor ako Bohus, ale odide skor ako Bohus, je %

tg

6

5

N
\/\\

%)

(G3

[

Obr. 27: Mnozina G35
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Priklady na precvicenie

1. Dve kolegyne Andrea a Barbora pridu do spoloc¢nej kanceldrie medzi 12-tou a 8-ou hodinou.
(Predpokladame, Ze prichddzaji nezdvisle na sebe a prichod kaZdej z nich je rovnako pravde-
podobny pocas celého osemhodinového intervalu.) Vieme, Ze Andrea sa zdrzi v kanceldrii 2 hodiny
a Barbora sa zdrzi 4 hodiny. Urcte pravdepodobnost, Ze
a) Andrea a Barbora sa stretni. (13)

b) Andrea odide z kanceldrie skér ako Barbora. (33 )

¢) Andrea pride do kanceldrie neskér ako Barbora, ale odide z kanceldrie skor neZ Barbora. (3—72)

53 K,L, M

Kolegovia Karol, Lubos a Martin pridu do spoloc¢nej kanceldrie medzi 6smou a §trndstou hodinou.
(Predpokladdme, Ze Karol, Dubos a Martin prichddzaji nezdvisle na sebe a prichod kazdého z nich je
rovnako pravdepodobnyj pocas celého Sesthodinového intervalu.) Vieme, Ze kazdy z tijchto troch kolegov
sa zdr#{ v kanceldrii presne hodinu. Vypodéitajte pravdepodobnost, Ze:

a) Karol sa stretne s Dubosom.

b) Vsetci traja sa stretni.

¢) Aspon jedna dvojica kolegov sa stretne. [5]

RIESENIE

Oznaéme &as prichodu Karola po 8:00 ako tg, ¢as prichodu Lubosa po 8:00 ako t; a €as prichodu
Martina po 8:00 ¢;. Uvazujme bod (tg,tr,tp) v priestore. Interval kedy sa maji Karol, Lubos
a Martin stretnif je Sest hodin, preto (tx,tr,tar) € (0,6)3. Mnozina vietkych moznych situdcif
(mnozina €2), v akych ¢asoch kolegovia pridu do kancelarie, st vietky body kocky s hranou dlzky 6,

t. 3. Q= {(tx,tr,tm) ER?: 0 <tx <6,0 <ty <6,0<ty <6}

a) Oznaéme X udalost, Ze Karol a Lubo§ sa stretnti. Riegime rovnako ako predchddzajiice priklady
11

so stretnutim. Dostaneme, Ze pravdepodobnost, ze Karol sa stretne s LuboSom je %5

b) Oznaé¢me X5 udalost, Ze vietci traja kolegovia sa stretni. Mnozinu vyhovujtcich prichodov najdeme
nasledovne. Kazdy z kolegov sa v kancelarii zdrzi jednu hodinu. Aby sa vsetci traja stretli, musi platit,
ze vzajomné ¢asové rozdiely prichodov vietkych dvojic musia byt v absolitnej hodnote mensie ako 1.

Teda

|tK—tL|<1 AN |tK—tM|<1 N |tL—tM|<1.

Mnozina G = {(tk,tr,ta) € (0,6)3 : [t —tr| < LA|tx —ta| < LA|tL —tp| < 1}. Mierou je objem.

Teda pravdepodobnost je

P(X3) =

kde V() je objem kocky s hranou dizky 6, teda V() = 63 = 216. Objem mnoziny G najdeme

pomocou trojného integralu. Nerovnicu si rozdelime na 6 pripadov podla toho ako moézu byt casy
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pI‘fChOdOV ti, tr, tar usporiadané (tK <tp <ty, tg <ty <tp,tp <tg <tpy, tp <ty < ik,
ty <tlp <tg,ty <tk < tL). Ak je usporiadanie tx <t < tp, tak tpy —tx < 1, teda tpy < tx + 1.
Takze

e tx moze byt lubovolné z intervalu (0,6) = tx € (0,6),

e t)r musi byf viiéSie ako tx (aby bolo splnené usporiadanie), mensie ako tx + 1 (podmienka
stretnutia) a sucasne mensie ako 6 (lebo interval prichodu vsetkych je 6 hodin) = tp €

(tK,min(G,tK + 1)
e t1 je medzi tx a tyr (z usporiadania) = t1, € [tx,ta]

Ak tg je z intervalu (0,5), tak min(6,tx +1) je tx + 1 a ak tx je z intervalu (5,6), tak min(6, tx + 1)
je 6. Teda

6 pmin(6tx+1)  rim 5 ptr+l  ptm 6 6 ptm
V= / / / dty dtyy dixc = / / / dty diyy digc + / / / P
o Jix ti 0 Jix tx A

Kazdy z integralov vypocitame samostatne.

5 ptr+l ptm tx+1 tM2
/ / / dtp, dty dti / / tM — f,K)dtM dtg = / |:2 — th]\/[:|
0 Jtk tx

_ / (b + D te® N [+ DP ot ]
o 2 2 K)TET 6 6 2,
3 1

tr+1

2

6 6 tM 6
/ (tar — txc)dtr dtK:/ [—thM}
tK 5 2 ti 6
tx2 62 3, 6tx? 6%t
(K 6t + >dt [K—K— K]
5

Il
T

6 6 tm
/ / / dty, dtyy di
5 tg Jtg

2
6> 6x6> 6 53 6x5 62x5 1
6

I
T

6 +2 6+ 2 2 6

Teda

min(6,tx+1) tar
vV = / / / dtp, dty dti
ti
B+l ptum 5 1 8
/ / / dtr, dtys dtK+/ / / dtp dtys dtK—i 6:5

V dlohe tejto trojice (tx,tr,tar) sa vystriedaju vSetky permutécie tx, tr, tar, teda objem celého

telesa, ktory vymedzuji nerovnice |t —tr| < 1A |t —tar] < 1A |t —ta| < 1 spolu s podmienkou,

ze (tx,tr,tar) € (0,6), je Sestndsobkom objemu V, t.j. V(G2) = 6V = 6 x 5. Teda

_ V(G _6x5 2 .
P(Xs) = Ty~ @ o %o

Pravdepodobnost, Ze sa vietci traja stretni, je priblizne 0,074.

c¢) Ozna¢me X3 udalost, Ze aspon jedna dvojica kolegov sa stretne. Pravdepodobnost tejto udalosti
uz vypoéitame jednoducho pomocou predchiddzajicich vysledkov. Pravdepodobnost, Ze sa stretni
Karol a Lubo$ je rovnakd ako pravdepodobnost, Ze sa stretni Karol s Martinom a rovnakd ako

pravdepodobnost, ze sa stretne Lubo§ s Martinom. T4 pravdepodobnost je podla ¢asti (a) rovna &t.
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Pravdepodobnost, Ze sa stretni vSetci traja, je podla casti (b) % . Potom pravdepodobnost toho, Ze

sa stretnd aspon dvaja kolegovia je (pomdzeme si mnozinami, pozri obrdzok 28)

11 2 83
P(X3) = 3P(X,) — 2P(X,) = _gx =22
(X3) =3P(X,) (X5) 3><36 X 5 = 108 0,769

Najskor teda vypocitame, Ze sa stretne Karol s Lubom, Karol a Martin, Lubo a Martin. Takto je tam
v8ak zapocitané trikrat, ze sa stretnu vsetci traja. Teda odéitame dvojnédsobok pravdepodobnosti, ze
sa vsetci stretnu.

Pravdepodobnost, Ze sa aspoii dvaja kolegovia stretnt je priblizne 0,769.

M

Obr. 28: Mnoziny znézoriiujiice prichody Karola, Luboga a Martina

Priklady na precvicenie

1. Kolegyne Katka, Lucia a Marienka pridu do spoloénej kanceldrie medzi desiatou a osemndstou
hodinou. (Predpokladdme, Ze prichddzaji nezdvisle na sebe a prichod kazdej z nich je rovnako
pravdepodobny pocas celého osemhodinového intervalu.) Vieme, Ze Katka sa zdrzi v kanceldrii
hodinu, Lucia dve hodiny a Marienka tri hodiny. Vypocitajte pravdepodobnost, Ze:

a) Katka a Lucia sa stretni, (7o

b) Katka a Marienka sa stretni, (%)

¢) Lucia a Marienka sa stretni, (L% )

d) vsetky tri sa stretnd, ()

15)

e) aspori jedna dvogica kolegyn sa stretne. (35
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6 Rozdelenia

V tejto kapitole sa budeme venovaf rozdeleniam useéick a ty&f. To znamens ze budeme ndhodne
rozdelovat tisecky alebo tyce na ¢asti a budeme skiimat pravdepodobnosti réznych udalosti. Ndhodne
rozdelovaf znamend, ze na tsecke, resp. ty¢ budeme volif rovhomerne nghodne a nezévisle body. Co

znamend takyto vyber je vysvetlené v kapitole 3.

6.1 Dvojmetrova tyc

Duvojmetrovd tyc¢ je ndhodne rozdelend na tri diely. Uréte pravdepodobnost, Ze aspori jeden diel bude

nagviac 20cm dihy. [11]

RIESENIE:

Oznaéme udalost A, ze aspoii jeden diel je kratsf ako 20 centimetrov. Oznaéme z, y ako vzdialenosti
od zagiatotného bodu tyée po ndhodne zvolené body na tyéi. Mdme dve moznosti: bud je x < y alebo
naopak. Na obrazkoch 29, 30 st nakreslené tyce dfiky 200 cm a na nich znazornené diiky jednotlivych
dielov pre oba pripady. Uvazujme bod (z,y) v rovine. Tento bod ndm reprezentuje jedno rozdelenie
tyce. Kedze body z, y si oba z intervalu (0,200), tak mnozina vSetkych moznych delenf tyce, teda
mnozina €2, bude §tvorec so stranou dizky 200. Teda Q = {(z,7) € R : 0 < < 200;0 < y < 200}.
Mnozinu vyhovujucich rieseni, teda takych, ze aspon jeden diel bude kratsi ako 20 cm, nidjdeme nasle-

dovne. Rozdelime si to na tri éasti podla toho, ktord ¢ast bude mensia ako 20 cm.

X y-x 200-y Yy X-y 200-x

0 x y 200 0 y X 200
Obr. 29: Dfiky usekov v pripade, ze x < y Obr. 30: Dfiky usekov v pripade, ze x >y

1. Prvy usek je mensi ako 20 cm, ak = < 20 alebo y < 20. Tomu zodpovedd mnozina:

Gy = {(x,y) € (0,200)?: 2z <20V y < 20}. Pozri obrdzok 31.

2. Druhy tsek je mensi ako 20 cm, ak |z — y| < 20. Tomu zodpovedd mnozina:

G2 = {(z,y) € (0,200)%: |x — y| < 20}. Pozri obrazok 32.

3. Treti tsek je mensi ako 20 cm, ak x > 180 alebo y > 180. Tomu zodpovedd mnozina:

G3 = {(z,y) € (0,200) : 2 > 180 V y > 180}. Pozri obrazok 33.

Potom mnozina G, teda mnozina vyhovujicich rieseni je zjednotenim mnozin G, G2, G3. Teda

_wG) _8(G)
PA= @ = s@

kde S(2) je obsah Stvorca so stranou dizky 200, teda S(£2) = 200% a obsah mnoziny G vypocitame
nasledovne pomocou obrazkov: Na¢rtneme si mnoziny G; (obr. 31), Ga (obr. 32), G5 (obr. 33)

v sturadnicovej sustave. Mnozina G je zjednotenim mnozin G1, G2, G3, teda dostavame obrazok 34.
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Obsah S(G) vypocitame tak, ze od obsahu stvorca odpocitame dvojndsobok obsahu pravouhlého

rovnoramenného trojuholnika s odvesnami diiky 140. Teda

S(G) = 200% — 2.

Potom pravdepodobnost udalosti A je

2
1407 _ 2002 — 1402 = 20400.
S(G) 20400
P(A) =L = =0,51.
(4) S(Q 2002 0,5

Pravdepodobnost, Ze aspon jeden diel bude kratsi ako 20 cm, je priblizne 0,51.

y y y
200 200, 00|
180 180 180
160 160 160
140 140 140
120 120 120
100 100 G 100
80 80 80
60 60 60
40 40 40
2 G 20 | 20 ‘ G3
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 X 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 X 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 X
Obr. 31: Mnozina Gy Obr. 32: Mnozina Go Obr. 33: Mnozina G3
y
200
180
160
140
140 120
100 G
80
60
40
20
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 X

Priklady na precvicenie

140

Obr. 34: Mnozina G

Tyé dihd 200mm je ndhodne rozrezand na tri éasti. S akou pravdepodobnostou je niektord z tyjchto

troch ¢asti kratsia ako 10 mm? (

nej) éasti bude vicsia nez dve

289
100)

tretiny dizky tyce pred jej rozlomenim. (3) [11]
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6.2 Najkratsia tisecka

Usecku dl/zvky 1 meter ndhodne rozdelend na tri éasti. Urcéte pravdepodobnost, Ze najkratsia z troch

vzniknutych dseciek bude mensia ako + metra. [5]

RIESENIE:

Oznaéme A udalost, Ze najkratsia zo vzniknutych tseciek bude mensia ako %. Jednoduchsie sa bude
pocitat pravdepodobnost, Ze najkratsia usecka bude vigcsia alebo rovnd ako i ¢o je vlastne opacna
udalost k udalosti A. Oznaéme tito udalost A’. Dalej si uvedomime, 7e to, Ze najkratsia tsecka bude
vécsia alebo rovnd ako % znamena, ze vsetky tsecky budu vécsie ako %.

Vysledni pravdepodobnost potom vypoéitame ako P(A) = 1 — P(A’). Oznaéme si x ako vzdia -
lenost jedného voleného bodu od 0, y ako vzdialenost druhého nahodne voleného bodu od 0. Ked'ze
oba body st volené z intervalu (0,1), tak mnozina vSetkych moznych zvolen{ (mnozina ) je Stvorec
s dlzkou strany 1. Teda Q = {(z,y) € R? : 0 < z < 1;0 < y < 1}. Mnozinu vyhovujicich riesen{

(mnozinu G) ndjdeme v dvoch krokoch, samostatne rozoberieme pripady = < y a y < .

1. z < y (pozri obrdzok 35)

Obr. 35: Diiky usekov v pripade, ze x < y

Vsetky tsecky maji byt dlhsie nanajvys rovnako dlhé ako i.

Odtial dostdvame tieto podmienky:

T >

=

Po uprave:

8
Y
] =

Teda mnozina G1 = {(z,y) € (0,1)> 12 > 1 Ay > 2+ 1 Ay < 2}. Na obrazku 37 je to lavy horny

vyfarbeny trojuholnik.

2. y < x (pozri obrazok 36)

Obr. 36: DiZky usekov v pripade, ze y < x

Vsetky tsecky maji byt viicSie nanajvys rovné i. Odtial dostdvame tieto podmienky:

1 1
A\ T—y > — A 1—z>-.

>
y= 1 1

1=
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Po uprave:

>

<

A\

8

[

I

>

8

IN
| o

Teda mnozina Gz = {(z,y) € (0,1)> : y > 1 Ay < x— ; Az < 3}. Na obrdzku 37 je to pravy dolny

vyfarbeny trojuholnik.

Obr. 37: Mnozina G

Mnozina G je teda zjednotenim mnozin G; a G5. Potom

n_ wG) _5(G)
P =) T 5@

kde S(€) je obsah stvorca s dizkou strany 1, teda S(€2) = 1. S(G) je obsah vyfarbenej Easti na obrazku
37, ¢o je dvakrat obsah pravouhlého rovnostranného trojuholnika s odvesnami dfzky i.

Teda pravdepodobnost udalosti A’ bude

S(G) x2 1
PA) = = 2 = —
(4) S(Q2) 1 16
Potom pravdepodobnost udalosti A bude
1 15
PA=1-PA)Y=1-—=="= .
(A4) (A" 6= 16 0,9375

Pravdepodobnost, Ze najkratsia zo vzniknutych tse¢iek bude mensia ako i, je 0,9375.

Priklady na precvicenie

1. Usecku dl,zvky 1 meter ndhodne rozdelime na tri ¢asti. Urcte pravdepodobnost, Ze najkratsia z troch

vzniknutyjch dseciek bude mensia ako } metra. (2)

2. Usecku dl/z'ky 2 metre ndhodne rozdelime na tri ¢asti. Urcte pravdepodobnost, Ze najkratsia z troch

vzniknutyjch dseciek bude mensia ako § metra. (32)

38



6.3 Trojuholnik

Usecku dl/zvky 1 ndhodne rozdelime na tri ¢asti. Akd je pravdepodobnost, Ze zo vzniknutijch troch dielov

sa dd zostavit trojuholnik? [10]

RIESENIE:

Oznaéme A udalost, Ze zo vzniknutych troch ¢asti sa dd zostrojif trojuholnik. Ozna¢me z, y vzdia -
lenosti od zac¢iatoéného bodu usecky po zvolené body. Body z, y si oba volené z intervalu (0,1),
teda mnozina € je §tvorec so stranou dizky 1. Q = {(z,y) e R?: 0 < 2 < 1;0 < y < 1}. Mnozinu

vyhovujticich vyberov bodov najdeme tak, Ze budeme uvazovat dva mozné pripady: z <y a x > y.

l.z<y
Dizky jednotlivych tseéiek st: z, y —x, 1 —y (pozri obrézok 35, priklad 6.2). Aby vznikol trojuholnik,

musi platif trojuholnikova nerovnost, a teda
z+(y—2x)>1—-y AN z+(1-y>y—xz AN (y—z)+{1—-y) >z

Po uprave:

>1/\ <+1/\ <1
) y=TTy TSy

Teda mnozina G1 = {(z,y) € (0,1)2:y > i Ay<z+ 1Az <3}

2.z >y
Dizky jednotlivych tseciek st: y, z — y, 1 — (pozri obrazok 36, priklad 6.2). Opit, aby vznikol

trojuholnik, musi platit trojuholnikova nerovnost, a teda
y+x—y)>l-2 A y+(1d-2)>z-y A (z—-y)+QQ—-2z)>vy.

Po uprave:
> L AN > L A < L
x> = T— = =
2 Y 2 v=3

Teda mnozina G = {(z,y) € (0,1)?: 2> Ay>z— 3 Ay < 3}

y
1
S
Ly
< R,
05 y=0,5
2
¥"w
0 0,5 1 X

Obr. 38: Mnozina G
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Mnozina G je potom zjednotenim mnozin G a Gs. Teda:

=
8

_ 16 _
PA= @ " sy

kde S(2) =1 a S(G) vypocitame ako dvojnidsobok obsahu pravouhlého rovnostranného trojuholnika

s odvesnami dlzky % (pozri obrazok 38). Teda

1,1
_o,2%3 1
S(G) =2 x 5 1

Pravdepodobnost udalosti A je )
S@G 3 1
P) =3 Q) 1 4
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7 Buffonova uloha

V rovine je dany nekonecény systém navzdjom rovnobeznijch priamok vo vzdialenosti L. Na tito rovinu

hddzeme ihlu dl/zvky I (1< L). Akd je pravdepodobnost toho, Ze ihla pretne niektori z rovnobeZiek? [4]

RIESENIE (podla [4]):

Oznaéme A udalost, Ze ihla pretne niektori z rovnobeziek. Kazdej polohe ihly priradime dve stiradnice:
vzdialenost x ako vzdialenost od stredu ihly k najblizsej priamke a uhol ¢ ihly s danym systémom
priamok. Vzdialenost x méze byt z intervalu (0, %), uhol ¢ je z intervalu (0, 7). Vidime, Ze ihla pretne
priamku vtedy (obrdzok 39), ak

z < g.sincp,

¢o je graficky zndzornené na obrazku 40. Mnozina vSetkych moznych pol6h, teda mnozina € je obdlznik
Q={(z,9) ER?:0 <2 <%,0<¢<n} Mnozina vyhovujicich poloh, teda mnozina G = {(z, p) €
(0,£) x (0,7) : < $sinp}. Mierou je obsah. Teda:

_u(@G) _ S(G
PA= L) = s@

kde S(€2) je obsah obdiznika so stranami 7 a 1L, teda

L

™

1

a S(G) vypocitame pomocou integralu. Pomozeme si obrdzkom 40. Teda hranice integrédlu budi od 0

po 7 a integrovana funkcia ésin ®.

S = [ (grsinte)) = g eos(lf = 52 =1

Teda pravdepodobnost udalosti A bude:

Obr. 39: Buffonova ihla
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A
x=I/2sing

Obr. 40: Buffonova ihla 2

Vztah pre vypoéet tejto pravdepodobnosti sa d4 pouZif ako jedna z metéd na odhad konstanty 7
tak, Ze sa urobi niekolko pokusov hodeni ihly na systém rovnobeziek. Oznaéme poéet pokusov n a pocet
priaznivych vysledkov ako m. Potom pravdepodobnost, ze ihla pretne rovnobezku je P(A) ~ 2. Ked'ze

poznéme pravdepodobnost, vzdialenost rovnobeziek a dlzku ihly, uz lahko vypoéitame 7 zo vztahu:

Zo slabého zakona velkych ¢isel (Bernoulliova veta) plynie, Ze vyraz % predstavuje veli¢inu, ktord
pre n — oo konverguje v pravdepodobnosti k hodnote 7.

V minulosti boli zachytené nasledujice tidaje o realizdcii Buffonovej tilohy, vid tabulka 1:

Experimentator | Rok | Pocet hodou ihlou | Experimentalna hodnota w
Volf 1850 5000 3,1596
Smith 1855 3204 3,1553
Fox 1894 1120 3,1419
Laccarini 1901 3408 3,1415929

Tabulka 1: Tabulka realizécii Buffonovej ulohy [13]

Dalsf pokus s Buffonovou ihlou experimentélne zopakovali studenti Gymnézia, Zborovska 45, Praha
5, Dagmar Podand a Véclav Subrta. K experimentu pouzivali ihlu dfiky 6,5 cm a vodorovnt sklenent
dosku 100 cm x 100 cm so ststavou rovnobeznych &iar vo vzajonych vzdialenostiach 9,9 cm. Nahodnost
bola relativne zaistend tym, Ze ihlu ptstali z vysky priblizne jedem meter. Thla vzdy smerovala $pickou
dolu, takze po dopade este niekolkokrat odskocila réznymi smermi. Pri hddzani sa striedali po 250
pokusoch a hody realizovali z roznych miest okolo dosky, aby vyluéili vplyvy, ktoré by mohli vzniknut
Tudskym zavinenim (stereotypom). Celkovo previedli 5000 pokusov. Studenti dostali po 5000 pokusoch
hodnotu pre 7 3,135462. [13]
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8 Bertrandov paradox

Pri rieSeni prikladov z oblasti geometrickej pravdepodobnosti je dolezité povedat, ¢o znamens pojem
nahodny vyber. V predchadzajicich kapitolach bolo vzdy jednoznacne dané, ¢o znamena, ze volim
bod rovnomerne nadhodne, alebo rovnomerne ndhodne a nezdvisle volim niekolko bodov/éisel. Ak viak
nie je jednoznaéne uréené, ¢o znamena nahodnd volba, moze to viest k roznym vysledkom pre t1 isti
ulohu. Typickym prikladom je tloha zndma ako Bertrandov paradox. Ulohou je najst pravdepodob-
nost, Ze dlzka tetivy v kruznici so stredom S a polomerom R bude dlh$ia nez dlzka strany do kruhu

vpisaného trojuholnika. [14]

RIESENIE: [14]

Problém tejto tlohy spoéiva v tom, Ze nie je jasné, ¢o znamena predpoklad ndhodnej volby. Uloha
sa d4 ponat aspoii troma roéznymi spdsobmi. Oznaéme A udalost, Ze tetiva bude dlhsia ako strana
vpisaného trojuholnika. Zavedme oznacenie podla obrazku 41. Do kruznice K so stredom S a polom-
erom R je vpisany trojuholnik ABC, ktorého stranu ozna¢me a. Kruznicu vpisani do trojuholnika

oznacme k a jej polomer 7.

1. Tetivu uréime jej stredom. (obr. 41 )

Poloha tetivy je jednoznaéne uréend polohou jej stredu. Ndhodni volbu mozme previest tak,
ze zvolime nahodne bod vnutri kruhu. Teda mnozina vsetkych moznych poloh stredov tetiv
(mnozina ) si vietky body kruhu. Hladdme pravdepodobnost, Ze tetiva bude dlhsia ako strana
vpisaného trojuholnika, teda tetiva bude dlhsia ako v/3R. ® Mnozina stredov tetiv, ktoré s dlhsie
ako V3R, teda mnozina G, st véetky body vo vnitri kruhu vpisaného do trojuholnika. Polomer
tohto kruhu je %R. 4 Pravdepodobnost, Ze tetiva bude dlhsia nez strana rovnostranného tro-
juholnika vpisaného kruznici sa potom rovna pravdepodobnosti, ze stred tetivy padne do vnutra
kruznice vpisanej tomuto trojuholniku. Hladand pravdepodobnost sa teda v tomto pripade
rovna:

WG S@G  w? w1

TuQ) T S(Q)  7R? T aRZ 4

P(A)

, odtial

Tole

3Trojuholnik je rovnostranny, teda taznica, resp. vyska trojuholnika je aj osou uhla. Teda cos(30°) =
a = V/3R. Pozri obr. 41.

45in(30°) = %, odtial r = 1 R. Pozri obr. 41.
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Obr. 41: Obréazok k rieseniu 1.

2. Dizka tetivy je uréena vzdialenostou stredu tetivy od stredu kruznice (obr. 42)
Dizka tetivy je jednoznaéne uréend vzdialenostou jej stredu od stredu kruznice S. M6zme pred-
pokladat, Ze stred tetivy leZ{ na danom polomeri kruznice (vdaka symetrii), a 7e stred tetivy
mé na tomto polomeri rovnomerné rozdelenie. Teda mnozina 2 v tomto pripade je mnozina
vsetkych bodov na polomeri kruznice K. Oznac¢me U stred strany AB. Tetiva bude dlhsia ako
strana rovnstranného trojuholnika (ako strana AB), ked jej stred padne na tsecku SU. Teda
mnozina G je mnozina vSetkych bodov tsecky SU. Dizka usecky SU je g (ukdzali sme v prvom

riesn{). Mierou je dizka. Hladan4 pravdepodobnost pre tento pripad teda je:

Obr. 42: Obrazok k rieseniu 2.

3. Najskor urcéime jeden z krajnych bodov tetivy (obr. 43)
7 dovodu symetrie mdzeme predpokladat, Ze jeden koncovy bod tetivy je pevny, nech je to bod
C. Druhy zvolime ndhodne na kruznici. Teda mnozina €2 si vSetky body kruznice K. Dizka tetivy
AC, ako aj AB je V/3R. Vsetky tetivy, ktoré zacinaji v bode C' a konéia vo vyznaéenom obliku
na obr. 42 st dlhsie ako v/3R. Teda mnozina G st vietky body na vyznacenom obliku. Mierou je

dizka. Ked'ze uhol ASB je 120°, ¢o je tretina plného uhla, tak dizka vyznaceného kruznicového
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oblika bude tretina z celého obvodu kruznice K. Hladans pravdepodobnost pre treti pripad

teda je
(@) UG F2mr 1
P4) = Q) UQ) preail ¥

Obr. 43: Obréazok k rieseniu 3.

Bertrandov paradox, ktory pochadza z roku 1889, je paradoxom preto, ze pre jednu a tu istu ulohu
existuje niekolko rdéznych rieseni. Je to sposobené tym, Ze nie je jednoznaéne dané, ako prebiecha
ndhodn4 volba. A teda kazdé riesenie popisuje iny pokus s inym ponatim ,ndhodného* umiestiiovania

tetivy.
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9 Simulacie

Niektoré priklady z oblasti geometrickej pravdepodobnosti si ¢asto narotné na numerické pocitanie.
Preto si ¢asto nie sme ist{, ¢i sme dant pravdepodobnost vypoéitali spravne. Existuje vak jednoduchy
sposob ako si to overit.

Pozrime sa opéf na priklad 5.3b) kde sme mali vypocitat pravdepodobnost, 7ze kolegovia Kamil,
Lubo$ a Martin sa stretni v kanceldrii medzi 6smou a §trndstou hodinou, pri¢om kazdy sa v kanceldrii
zdrzal maximalne jednu hodinu. Pri rieSeni tohto prikladu bolo treba vypoéitat objem mnoziny G =
{(tr,tr,tam) € (0,6)3 1 |t —tr] < LA |tx —tm| < 1At — tau| < 1}, ktord sme vypoéitali (nie
jednoducho) pomocou trojného integralu, preto nie je tazké sa v takomto vypocte pomylit.

Tento priklad sa d4 nasimulovat pomocou metédy Monte Carlo. 5. Uveden4 Pravdepodobnost sa d4
odhadnuf prostrednictvom relativnej poéetnosti, na zéklade zhodnotenia prevedenych pokusov. Teda
P ~ 7, kde m je pocet vsetkych trojic patriacich do mnoziny GG a n pocet vSetkych vygenerovanych
trojic éasov. Pomocou generdtora nahodnych &fsel v programe matlab sme vygenerovali niekolko (n)
trojic ¢asov pre prichody kolegov Kamila, Luboga a Martina. Potom sme spoéitali, kolko (m) z tychto
trojic patri do mnoziny G.

PA)~

V tomto priklade sme generovali 5000 nahodnych trojic ¢asov prichodov kolegov K, L, M.

Zdrojovy kéd z Matlabu:

p=5000;
k=rand (p) *6;
l=rand(p)*6;
m=rand (p) *6;
pocet=0;
for i=1:p
if (abs(k(i)-1(i))<1)&(abs(1(i)-m(i))<1)&(abs(k(i)-m(i))<1)
pocet=pocet+l;
end
end

pravdepodobnost=pocet/p

Kde p je pocet generovani, k,l,m si ¢asy prichodu kolegov K, L, M a pocet je pocet priaznivych

vysledkov a pravdepodobnost, je vysledna pravdepodobnost pomocou metédy Monte Carlo.

5Pod pojmom metéda Monte Carlo sa rozumeji véetky postupy numerického riesenia matematickych, fyzikalnych a

inych problémov, realizované pomocou mnohokrat opakovanych ndhodnych pokusov. [13]
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Tu je niekolko vystupov z matlabu:

pravdepodobnost=0,0764
pravdepodobnost=0,0727
pravdepodobnost=0,0680
pravdepodobnost=0,0722
pravdepodobnost=0,0696
pravdepodobnost=0,0758
pravdepodobnost=0,0788
pravdepodobnost=0,0742
pravdepodobnost=0,0806

pravdepodobnost=0,0714

My sme v priklade 5.3b) vypoé&itali, Ze pravdepodobnost, Ze sa vsetci traja kolegovia stretni je
% = 0,074. Teda vidime, ze pravdepodobnosti ziskané metédou Monte Carlo sa pohybuju okolo
tejto hodnoty. Této metdda nie je presnd, no so zvySovanim poctu pokusov (pre n — co) sa pravde-

podobnost ziskand touto metédou blizi k skutoénej hodnote.

47



10 Zaver

Zostavili sme zbierku prikladov z oblasti geometrickej pravdepodobnosti. Po tivode a jednoduchych
prikladoch su v kazdej z kapitol 3, 4, 5, 6 uvedené riesené priklady podobného typu a k nim priklady
na precvi¢enie. V kapitoldch 7, 8 st tilohy zaujimavé z historického hladiska - Buffonova ihla a Bertran-
dov paradox. Posledna kapitola je venovand simuldcidm metédou Monte Carlo, ktora slizi na pri-
blizné overenie vypocitanej pravdepodobnosti. Difame ze zbierka bude pouzitd ako studijny material
pre studentov. Budeme radi, ak nam Studenti, ktori z nej budi poéitat poradia, éo by sa na nej dalo

vylepsit.
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