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Abstrakt

TRAJOVA, Jana: Matematika vo filmoch a romanoch [Bakalarska pracal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikova-
nej matematiky a Statistiky; Skolitel: RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2012,
51 s.

Cielom naSej prace je poukazat na matematiku ako zaujimavy a zabavny predmet
prostrednictvom ukazok z filmov a romanov. Ukézky st naviac doplnené o podrobnejsie
vypocty a vysvetlenia. Takyto netradicny pohlad méZze byt motivaciou pre Stadium

matematiky.

Kruacové slova: Fibonacciho postupnost, tedria hier, diferencialny a integralny

pocet, diferencialne rovnice



Abstract

TRAJOVA, Jana: Mathematics in films and novels [Bachelor Thesis|, Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Beéata Stehlikova, PhD.,
Bratislava, 2012, 51p.

The goal of our work is to present mathematics as an interesting and funny subject
via snippets of films and novels. The snippets are accompanied by detailed calcula-
tions and explanations. This unorthodox view can be a motivation to the study of

mathematics.

Keywords: Fibonacci sequence, game theory, differential and integral calculus,

diferential equations
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Predhovor

Mathematics may not teach us how to add love
or how to minus hate, but it gives us at least

one great hope that every problem has a solution.

(Unknown)

Matematika je jednou z najfascinujicejsich vied. Tam, kde iné nevedia ako dalej, ona
najde riesenie. Zial’, v priebehu rokov bola prezentovana ako naro¢ny, abstraktny pred-
met pisany nezrozumitelnymi znakmi v obsiahlych skriptach a uloZeny na najvyssich
policiach kniznic. Pre bezného ¢loveka nedosiahnutelna. Ci chceme alebo nechceme,
stale je okolo nés. Neskryva sa. Je i tam, kde by ju nik nehl'adal. V knihéch, roméanoch,
filmoch. A tu ruca predsudky o svojej strohosti, suchoparnosti.

Tato praca je pokrac¢ovanim minuloro¢nej bakalarskej prace Martiny Duratnej, kto-
rej cielom bolo prostrednictvom nevSednych a zaujimavych matematickych prikladov z
knih a filmov, vzbudit zdujem, motivovat I'udi k tiadiu matematiky. Naga praca doplia
niektoré kapitoly o nové zaujimavé priklady, ale obsahuje i nové témy. Ciel sa nemeni.
Nadalej chceme pritiahnut Tudi ku kralovnej vSetkych vied, k matematike.

Racte vstupit do sveta integralov, derivacii, Fibonacciho ¢isel, hier, do sveta mate-

matiky!



Uvod

Matematika nie je oblibeny predmet. Vyrok, ktorému moézme priradit pravdivostni
hodnotu jedna. Je kralovnou vied, fascinuje Tudi starocia, ale presne tol'ko rokov ich
aj desi. Opravnene?

Tato bakalarska praca je tym elementom, ktorého tlohou nie je demotivovat Tudi
od studia matematiky. Naopak, na zaujimavych prikladoch, ale nie zo skript ¢i uceb-
nic, ale z filmov a knih, vynechajic strohy $tyl a definicie, chce vzbudit zaujem o jej
studium.

Vybrané motivacné priklady st rozdelené do troch kapitol.

Prva kapitola sa venuje Fibonacciho postupnosti a jej spojeniu s Pascalovym troj-
uholnikom ¢i zlatym rezom. Zaver kapitoly patri diferencialnym rovniciam.

V druhej kapitole sa oboznamime s najslavnejsimi priekopnikmi teérie hier, a to
Johnom F. Nashom a Johnom von Neumannom a najmé pojmami, Nashovo ekvilib-
rium, resp. minimax, ktoré ich preslavili.

Tretia, posledné kapitola je venovana prevazne integrdlom a metdédam na ich riese-

nie.



1 Diferenc¢né a diferenciadlne rovnice

Diferen¢né a diferencidlne rovnice st nastrojom na popis javov v Zivej i nezivej

prirode nevynimajic ani tie, ktoré sa objavuji v knihach ¢i filmoch.

1.1 Fibonacciho nesmrtel'ni kralici

Anagramy, symboly, Sifry, kIi¢ k pradavnemu tajomstvu, gralu. 13 —3 —2 — 2 —
1—1—1—-8—5. To zanechava umierajici kurator Louvra, Jacques Sauniére, vo filme
Da Vinciho kod [36]. Odhalit identitu jeho vraha poméha aj univerzitny profesor a
Specialista na symboly, Robert Langdon a kryptologicka Sofie Nevenova. Préave ta zisti,
ze osem zdanlivo nesuvisiacich ¢isel st ¢lenmi najslavnejsej matematickej postupnosti,
Fibonacciho postupnost celych ¢isel. O krok blizsie k odkrytiu tajomstva, o krok blizsie

k svatému gralu.

Obr. 1: Fibonacciho postupnost vo filme Da Vinciho kod [36]

Nez matematicky definujeme Fibonacciho postupnost, na¢rime do historie, kon-
krétne do roku 1202. V tomto roku Leonardo z Pisy, prezyvany Fibonacci, vydéava
knihu Liber Abaci, ktora zosumarizovala vtedajSie poznatky z oblasti algebry, arit-
metiky, tedrie ¢isel a obsahovala i demonstrujiace priklady, ako napriklad nasledujici

problém tykajuci sa populécie kralikov:

Dospelyj par krdlikov sa pdri raz do mesiaca. Na zaciatku roka mdame jeden
par novonarodenych krdalikov. Na konci prvého mesiaca tento pdr dospeje.
Na konci druhého mesiaca tento pdar splodi novy mlady pdar. Proces dospie-

vania a plodenia pokracuje. Akoby zdzrakom Ziadny krdlik neumrie. [15]
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Obr. 2: Uloha o kralikoch v Liber Abaci [15]

Fibonacciho zaujimalo, kolko parov kralikov bude na konci roka. NuZ spocitajme ne-

smrtelnych kralikov z prikladu :

e v prvom a druhom mesiaci méme jeden par, ktory dospieva a mdze sa v druhom

mesiaci rozmnozovat,
e v trefom mesiaci st uz 2 pary, péovodny a novy mlady par,

e v Stvrtom mesiaci mame poévodny krali¢i par, ktory mé opat nové potomstvo a

par z prvého vrhu, ¢ize 3 pary,

e v piatom mesiaci mame povodny par s novym potomstvom a potomstvom z

druhého vrhu, par z prvého vrhu a jeho potomstvo, 5 parov kréalikov.

Pocet kralikov zac¢iatkom mesiaca je teda 1, 1, 2, 3, 5 .. (obr.3).
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Obr. 3: Fibonacciho kralici

Fibonacciho postupnost ¢isel je definovana rekurentnym vztahom:

E,=F, +F, 9n>2ncN, (1)

F=1F=1.

To znamend, ze kazdy c¢len postupnosti je stc¢tom predchadzajicich dvoch clenov.

Vsimnime si, ze (1) popisuje situdciu s kralié¢imi parmi: pocet krali¢ich parov na
konci n-tého roka, (F),), je rovny suctu krali¢ich parov na konci (n — 1)-vého roka
(F,—1) a novonarodenych krali¢ich parov, ktoré sa narodia krali¢im parom starsim ako
dva mesiace (F,,_2).

Odpovedou na Fibonacciho otazku, kolko krali¢ich parov bude na konci roka, je
dvanasty ¢len Fibonacciho postupnosti Fis. Jeho hodnotu pouzitim (1) Tahko spoci-
tame, je nou ¢islo 144.

Dalsou moznostou ako vyjadrit n-ty ¢len postupnosti je explicitné vyjadrenie, t. j.

priamy vzorec, Binetova formula [26]:
1+v5)  [1-v5\

Tato skaredo vyzerajica formula naozaj dava celoc¢iselné ¢leny Fibonacciho postup-

S
V5

E, =

nosti. Dokaz urobime matematickou indukciou.

12



Pre n =1 a pre n = 2 rovnost plati, pretoze :

F_i_1+\/51_ 1_\/51-_L%_1

-+ 2 2 VAU
F—~L_1+¢52— Lw@Q-_i_1+%@+&%+%f—5
VS 2 2 IV 4

_ L (4

-l -

Predpokladajme, ze (2) plati pre 1,2,...,n — 1,n (indukény predpoklad). Ukazeme,
ze potom plati aj pre ¢len Fj,, ;. Dosadenim indukéného predpokladu do rekurentného

predpisu (1) dostavame :

P%+& ::P%'+ Ph—l

1+v3)" (1=v8\"T 1 |1+ [1-v3\"
2 a 2 T 2 B 2

Clen F, prepiSeme tak, aby obsahoval také vyrazy ako F),_q:

n—1 n—1
1 1++/5 1++/5 15 1-+/5
NG 2 2 2 2

1 (1evB) (1-vB\"
T 2 B 2

Dalsimi elementarnymi tipravami dostaneme ¢len Fj,q:

1

V5

F%+1::

L+ vs T (145 -5\ [1-v5
o[ ) ()
[ (1B T (1evB) (1-vE\"T (1-vB)
VG 2 2 a 2 2

R AN AN
NG 2 Bl 2

Binetova formula je tymto dokézana.
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Zlaty rez

Ostanme este pri Fibonacciho postupnosti. Uvazujme podiely dvoch po sebe idtcich

¢isel Fibonacciho postupnosti, t. j. "*1 kde F,, je n-té Fibonacciho ¢islo. Postupnost
mozme znazornit graficky (obr. 4, pre leps1u nazornost sme body reprezentujice Cleny

postupnosti pospajali).

F(n+1)/ F(n)
o 25000
g
0
° 2000 —%
T
I 15000 -
=
2 10000 1€
E == F(n+1)/ Fin)
T 0,5000
=
E 0,000 .
o
a o 10 20 30
F(n)

Obr. 4: Graf postupnosti F'(n+ 1)/F(n)

Vidime, Ze pomer ¢&isel s rastucim n sa priblizuje k istej hodnote. Spocitajme ju.

Jednym zo sposobov je pouzitie Binetovej formuly (2):

1 <1+\/>)n+1 <1 \/g)'rH*l
Fn+1 V5 2
lim = lim -
5 =
Citatela aj menovatela zlomku prenasobime vyrazom <1+2‘/5>

(1+2«/5) (E 'ff);:l

. Fy . -

L G ®)
]_ - (1+2\/5)n

1-v5
Zlomok El - fg = };f —0, 382 je v absoltatnej hodnote mensi ako 1, preto limita

jeho n-tej mocniny s n iddcim do nekonecna je rovna 0. Limita postupnosti nadobtida

hodnotu %5 = 1,61803398. Oznacuje sa tiez ¢!, ale najslavnejSie pomenovanie pre

Loznacenie ¢ je na pocet Feidiasa, antického sochara [23]
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%5 je zlaty rez. [23|

Zlaty rez, antickymi myslitelmi oznacovany ako najkrajsi pomer ¢i ideal krasy.
Johannes Kepler dokonca prehlésil: ,,Geometria md dva poklady: Pytagorovu vetu a
zlaty rez. To prvé md cenu zlata, to druhé pripomina skor drahocenny kameri."[23]
Jeho priblizna hodnotu vypoéital okolo roku 300 pred n.l. Euklides [2], ked sa zaoberal
otazkou, ako rozdelit danu tsecku na dve Casti tak, aby pomer celej tsecky k vicsej
casti bol rovnaky ako pomer vicsej casti k mensej.

Ak oznac¢ime dizku tsecky d a jej dlhsiu ¢ast po rozdeleni z, plati:

Po tprave dostaneme kvadraticki rovnicu 2% + dx — d? = 0, ktord ma dva korene:

—1+5 —1—-+5
rp=d———, ro=d——.
2 2
KedZe hladame pomer tseciek, uvazujeme len kladny koren rovnice t. j 21 = d#g.

Teda

d d
d :1+\/5:¢.

Zlaty rez sa spaja s umenim, architektirou, prirodou, dokonalymi proporciami tela.

Préave tie st spominané v romane Dana Browna Da Vinciho kod [3]:

"Bingo." Na pldtne sa zacali objavovat obrdzky v riychlom slede - borovi-
cové Sisky, listy na stonkdch rastlin, bunkové delenie hmyzu - a na vsetkyjch
sa prejavoval rovnaky zdkon zlatého rezu. "To je uzZasné!" vykrikol ktosi.
"Hej," ozval sa iny, "ale ako to suvisi s umenim? Aha!"spomenul si Lang-
don. "Dobre, Ze ste mi to pripomenuli.” Ukdzal dal$i obrdzok - bledyj, zaZlt-
nuty pergamen so sldivnou da Vinciho kresbou mahého muza - Vitruviovho
- pomenovaného podla Marca Vitruvia, vynikajiiceho rimskeho architekta,
ktory chvdlil zlaty rez vo svojom diele De architectura. "Nikto neporozu-
mel boZskej stavbe ludského tela lepSie neZ Leonardo da Vinci. V snahe
zmerat presny pomer ludskijch kosti exhumoval mrtvoly. Ako prvy dokd-
zal, Ze ludské telo je doslova stvorené zo stavebngch kamenov, ktoryjch vzd-

jomny pomer sa vidy rovnd PHI." Studenti sa naiiho pochybovacne pozreli.

15



"Neverite?" spiyjtal sa Langdon. "Ked sa pojdete najbliZsie sprchovat, vez-
mite si so sebou meter." Niekolko Studentov, ktori sa venovali futbalu, sa
rozrehotalo. "A nielen Sportovci,” pokracoval Langdon, "ale vsetci. Chlapci
1 dievcatd. Skuste to. Zmerajte si vzdialenost od temena hlavy po zem. Po-
tom ju vydelte vzdialenostou od pupku po zem. MoZete trikrdt hddat, aké
cislo vam vyjde. Hadam len nie PHI!" vykrikol neveriacky jeden zo Spor-
tovcov. "Presne tak," odvetil Langdon. "Jedna celd Seststoosemndst tisicin.
Mam vam dat este jeden priklad? Zmerajte vzdialenost od pleca po konceky
prstov na rukdch a vydelte ju vzdialenostou od lakta po konceky tijch is-
tych prstov. PHI. Mdm pokracovat? Vydelte vzdialenost od bokov po zem
vzdialenostou od kolien po zem. Zase PHI. Nech meriate ako meriate, vZdy
dostanete PHI. Priatelia, my vsSetci predstavujeme Zivy hold, ktory vzdd-
vame zlatému rezu.” Langdon aj potme videl, aki si vsetci ohirent. Pocitil

doverne zndame teplo, ktoré sa mu rozlievalo po tele. Kvoli tomu udil. 3]

Nielen majster Da Vinci, nielen anticki maliari, sochéari ¢i stavitelia pred mnohymi
storoc¢iami si lamali hlavy s dokonalymi proporciami a tvorili diela, ktorym podstata
spocivala v zlatom pomere. Otézka proporcionalnej dokonalosti zaujala v 21. storoci
oktavanov kezmarského gymnéazia. S metrom a kalkulackou dosli k zisteniam uvedenym

v tabulke 1. Namerané pomery si:

e pomer 1 = pomer vzdialenosti od temena po zem ku vzdialenosti od pupka po

zem,

e pomer 2 = pomer vzdialenosti ramena a koncov prstov ku vzdialenosti od lakta

po konce prstov,
e pomer 3 = pomer vzdialenosti bokov po zem ku vzdialenosti kolena po zem.

Oktavania zhodnotili, Ze nesplhaju ideal krasy, pretoze ich namerané pomery sa nerov-
naju idealnej hodnote ¢ ~ 1,618 [25]. Ale je to skuto¢ne tak? Znazornime este pomery
u dievcat a chlapcov graficky (obr.5).

Z grafov sice vidime, Ze pomery sa odlisuji od zlatého pomeru, ale aby sme zamietli

proporcionalnu dokonalost oktavanov to nestaci. Otestujeme to Statisticky v programe

16



Cislo Ziatky pomer1l pomer2 pomer3 Cislo fiaka p 1 p 2 p 3
1 1.66 1.79 1.64 1 1.65 11 1.7
2 1.68 1.69 1.81 2 1.56 1.86 1.88
3 1.6 1.71 1.57 3 1.66 1.69 1.7
4 1.7 1.68 1.84 4 1.67 1.7 1.65
] 1.52 1.35 1.35 3 173 1.65 1.91
6 1.58 1.8 1.9 6 1.53 1.56 1.71
7 1.66 1.58 B 7 1.62 1.63 1.67
priemer 1.628 1.646 1.771 8 1.51 1.63 1.98
9 1.6 1.77 1.73
10 1.67 1.59 1.96
11 1.64 1.78 1.61
12 1.6 1.68 1.74
13 1.66 1.71 1.87
14 1.545 1.55 172
15 1.8 1.58 1.8
| 16 1.59 1.91 1.94

Tabul'ka 1: Oktava a zlaty rez [25]

2,00 - 2.00 -
TN KA /NAZA
v
] = 3 pomer 1 b N u pomer 1
£ 1,50 £ 1,50
g pomer 2 2 pomer 2
pomer 3 pomer 3
—1618 —1618
1,00 T T T T T T 1,00 | S | S ) S | R e i e oy s e |
1 2 3 a4 5 6 7 12 3 4 5 6 7 8 2 1011 1213141516
Gislo Fiatky &islo Fiaka

Obr. 5: Pomery oktavanov znazornené v grafoch

R pouzitim Studentovho t- testu na hladine vyznamnosti a = 0,05. Budeme testovat
tieto hypotézy:

Hy:pi =9,

Hy :pi # ¢,
kde ¢ je zlaty pomer a p; predstavuje jednotlivé pomery. Pred samotnym testovanim
si podla knihy [5] pripomeinime princip t-testu.

Studentov jednovyberovy t-test je zalozeny na predpoklade, ze data x1,zs, ..., x,

(v nasom pripade namerané pomery) si navzajom nezavislé a si z normalneho rozde-
lenia N (p,0?), kde u je strednd hodnota a o variancia. Ani jeden z tychto parametrov
nepozname. Ak chceme testovat hypotézu Hy : pt = po, najskor odhadneme parametre
i, 0 ako vyberovy priemer T a Standardni odchylku s. Ak by sme mali k dispozicii
presnti hodnotu o, Statistika 2222 by mala za platnosti Hy rozdelenie N(0,1). Treba

n
si vsak uvedomit, ze skuto¢ni hodnotu nikdy neur¢ime presne. Mame k dispozicii len
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odhad s. Ak ho do uvedenej statistiky dosadime za o, dostaneme Z=£2. To uz nema

vn
N(0, 1) rozdelenie, a to kvoli tazsim chvostom, ktoré st sposobené tym, Ze v menovateli

méame namiesto \/LE hodnotu \/iﬁ, ktora je "v priemere mensia" 2. Delenie mensim ¢is-
lom vedie k va&sim (v absolutnej hodnote) hodnotam Statistiky. Konkrétne, rozdelenie
Statistiky bude Studentovo, s po¢tom stupnov volnosti n — 1. Znalost tohto rozdelenia
nam umoziuje vypocitat kritické hodnoty alebo p-hodnoty.

P-hodnoty dostaneme ako stucast vystupu aj pri pouziti softvéru R. Ak p-hodnota
pri t-testoch vyjde mensie ako 0,05, hypotézu Hy zamietneme a bude platit H;, teda
oktavania nesplhaju ideal krasy. Naopak, ak p-hodnota bude vicsia ako 0,05, tvrdenie
o idealnych proporciach nezamietneme.

Pred pouzitim t-testu v R-ku musime este overit predpoklad normality dat. Pouzi-

tim na to urcenych testov v R? sme normalitu naich dat nezamietli. MoZme testovat.

¥ shapiro.test(pomeri[pohlavie=—"F"])
Shapiro-Wilk normality test

data: pomerl[pohlavie == "F"]

W = 0.9228, p-value = 0.4913

> t.test (pomerl [pohlavie=—"F"], alternative="two.sided"™, mu={l+sqrt(5))/2, conf.level=0.95)
OCne Sample t-test

data: pomerl[pohlavie = "F"]

t = 0.434&6, df = &, p-value = 0.679

alternative hypothesis: true mean is not egqual to 1.618034

95 percent confidence interwval:

1.569249 1.887804

sample estimates:

mean of x
1.6828571

Obr. 6: Overenie predpokladu normality dat a testovanie hypotézy t-testom v R

Zo ziskananych p-hodnét, ktoré su zaznamenané v tabulke 2, pre pomer 1 a pomer
2 nezamietneme tvrdenie o proporcionélnej dokonalosti, ale pre pomer 3 u obidvoch
pohlavi ideal krasy je zamietnuty.

Podobnych hypotéz mézeme na zaklade nameranych dat vytvorit viac, napriklad

2Vieme, Ze s? je nevychyleny odhad pre o2, t. j. E[s?] = 02, pozri napr. [14]. Pouzitim vztahu
D[X] = E[X?] — (E[X])? pre X = s dostaneme o? = E[s*] = D[s*] + (E[s])> > (E[s])?, z ¢oho

vyplyva E[s] < ¢
3 Je to napr. Kolmogorov-Smirnovov test (ks.test) alebo pre maly pocet dat (do 30) Shapiro -Wilkov

test (shapiro.test)
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Tabul'ka 2: P-hodnoty t-testov

pomer 1 | pomer 2 | pomer 3
ziacky 0,679 0,5273 0,0264
ziaci 0,6323 0,4948 | 5,22e-05

¢i st jednotlivé pomery rovnaké pre chlapcov a pre dievcaté.

Pripadne mozme spravit dalSie merania a a podla nich testovat "dokonalost " na-
Sich proporcii. Ingpiraciou ndm moze byt Alolf Zeising, ktory sa proporciami do detailov
zaoberal v polovici 19. storocia, ukazka z jeho knihy [32]| je na obrazku 7. Takze hor’

sa merat... Alebo sa vam to zda byt prehnané?

[_ 9] g 3] U
45 8
I ol |
9 [ )= .
5 = \ 1%
T ,-.& = \.‘ T
) =\
24 A 2%
amma 0 (% 0 ip q
1
|\t 3
NG LT "
8 103 ( 8|13
13,4 186184 iﬂﬂ 4«
x__é;:};J.
I"------——--?"ilf’m_,._.-/

Obr. 7: Adolf Zeising a jeho analyza proporcii Tudského tela [32]

Fibonacciho postupnost v Pascalovom trojuholniku

Sherlock Holmes, najslavnejsi detektiv vSetkych ¢ias, znamy svojimi mimoriadnymi
dedukénymi schopnostami, ale i svojraznym spréavanim, vo filme Sherlock Holmes:
Hra tietiov |40 Celi rovnako zdatnému stuperovi, profesorovi Moriartymu, v snahe
zabranit mu rozputat vojnu.

Pozorny divéak zbada na Moriartyho tabuli okrem mnozstva funkcii, vzorcov i tzv.

Pascalov trojuholnik (obr. 8, 9).

19



Obr. 8: Moriartyho tabula [40]

Obr. 9: Pascalov trojuholnik na Moriartyho tabuli [40]

Zo stredoskolskych poznatkov vieme, Ze je tvoreny kombinacnymi ¢islami (Z) =

n!

ey bre m, k € N. Obrazok 10 predstavuje prvych sedem riadkov Pascalovho troju-
holnika.

Ak prepiseme Pascalov trojuholnik do pravouhlého tvaru, vy¢islime kombina¢né
¢isla a s¢itame prvky leziace na priamke zvierajucej uhol 45° s riadkami trojuholnika,
odhalime ukryvajice sa ¢leny Fibonacciho postupnosti (obr.11).

Existenciu Fibonacciho ¢isel v Pascalovom trojuholniku dokazeme aj matematicky.

Budeme dokazovat tvrdenie, ktoré sa spolu s dokazom nachadza v [15]:
Ak vedieme v Pascalovom trojuholniku, zapisanom v pravouhlom tvare, kombinacnym
cislom (Z), kde n je lubovolné celé nezdporné ¢islo, priamku zvierajucu s jeho riadkami
uhol 45°, tak siucet s, vsetkych kombinacnych cisel, ktoré leZia na priamke je rovny
Fibonacciho cislu F, 1.

Najprv uréime sucet s, vSetkych kombina¢nych ¢isel, ktoré lezia na priamke pre-
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Obr. 10: Pascalov trojuholnik zapisany pomocou kombina¢nych ¢isel

11235813
o) 1 1

@ Q) 1 11

HIH]E] 121 121
RDEE) 181 1991
0HEGE 14641 14641
OEEOE 1510105 1 151010 5 1
DEEEEE 16152015 6 1 161520156 1

Obr. 11: Pascalov trojuholnik v pravouhlom tvare

chadzajicou kombina¢nym ¢islom (8) a zvierajucou s riadkami uhol 45° pre n =0, 1:

0
80:<O>:1:F1’

1
81:<0>:1:F2.

Vidime, Ze rovnost s, = F, 11 pre n = 0,1 skuto¢ne plati. ESte musime overit ¢ plati
rekurentny vztah s,.1 = s, + s,_1.

Uvedomme si, ze pre parne n plati vztah:

_(n n n—1 N n—2 P 5
= \o 1 2 n
a pre neparne n:
_(n N n—1 N n—2 P ”T_l—i-l
EUARNE 2 5
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Pomocou tychto vztahov vieme zapisat s, _1, zase v zavislosti od parity n. Pre neparne

_(n—1 n n—2 n n—3 R "Tfl
o 1 2 n-1
a pre parne n
_(n—1 N n—2 N n—3 P "7_2-1—1
o ! - e

Teraz urc¢ime sucet s,, + s,,_1 opat v zavislosti od parity n. Ak je n parne, tak
n n—1 n—2 o)
0 1 2 5
(Y (R (3 L 2]
0 1 2 ”7_2 '

Pouzitim () + (,,) = (1) a () =("t") (pozrinapr. [24]) dostaneme:

o Q27

n plati:

Vyraz, ktory nam vysiel je rovny suctu pre s, pre parne n .

Sucet s, a s,_1 pre neparne n vypocitame podobnym spésobom:

oG (7)) ()
0 1 2 ”7*1

()= () (7)o

0 1 2
@) OO [T ()] ()

0 0 1 1)\ nt 1
()05 (50 (2

0 1 2 "7*1 ”7*1

n+1 n n—1 el 42 ntl
()00 () ()

Posledny stcet je rovny s,y; pre neparne n. Tym je tvrdenie dokdzané.

+
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1.2 Ked fyzik oddychuje

Nemecka road - movie komédia Im Juli [33] v hlavnej tlohe s Danielom, ucite-
Tom nemdéiny a fyziky, pozmeni nas nazor, Ze letné prazdniny ucitelov st uréite nudné.
Da sa autom preskocit 25 metrov Siroké rieka? Fyzika hovori éno. A viete ¢o zistil
Daniel? Ked sa ocitol v takejto oSemetnej situacii, rieka a ziaden most, jednoducho
odhadol sirku rieky a uhol pod akym sa auto vymrsti a vypocital rychlost, akou musi

ist, aby sa dostal bezpe¢ne na druhu stranu. 96, 41 km/ hod a kond¢i v rieke. Pre¢o?

Obr. 12: Daniel riesi problém, ako sa dostat cez rieku [33]

Teraz to skusime my. Ak zanedbame odpor vzduchu, drahu letiaceho auta znézor-

nuje obr.13:

¥} V  voe
{P
. I 2 h g

voy |
|

g, | D T

O0=Xg| vos =) -

d

va

Obr. 13: Draha letiaceho auta [27]

Naga uloha spociva v najdeni vztahu pre x-ova a y-ovi siradnicu polohy letiaceho auta.
Postup pomocou diferencidlnych rovnic, ktorym ziskame rovnice pre funkcie polohy

auta, najdeme v minuloro¢nej bakalarskej praci [9]. My urobime uz len "skratené" odvodenie
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rovnic.

Ak si uvedomime, 7e prva derivacia funkcie polohy telesa podla ¢asu je okamzita
rychlost a druhé derivacia je zrychlenie, a zanedbanim odporu vzduchu jediné zrychle-
nie, ktoré posobi na letiace auto a to len na jeho y-ova zlozku je gravitacia, oznacme
ju g, plati:

2"(t) =0, y'(t) =—g. (4)

Druhé derivacie st konstanty, preto prvé derivacie, z ktorych vypocitame funkcie pre

rychlost v z- ovom a y- ovom smere maju tvar:
' (t) = a + bt, y'(t) = c+dt. (5)

Z rovnice (1), dosadenim 2'(0) = vgcosa a y'(0) = vpsina (vg je pociatoéna rychlost
auta) do (2) a zopakovanim tohto postupu dostéavame funkcie polohy auta (bod (zg, yo)

vyjadruje zaciato¢nu polohu auta):

z(t) = z, + vot cos a,
t2
y(t) = yo + vt sina — 97

Daniel odhadol sirku rieky na 25 metrov a uhol a = 10°. Dosadenim tychto hodnot do
ziskanych rovnic dostaneme:
25 = 0 + vpt cos 10°,

9,81t
0 =0+ vgtsin10° — = 5

Zaciatocna rychlot vy teda je 26,78 m/s = 96,41 km/h. Dospeli sme k rovnakému ¢islu
ako Daniel, ¢ize by sme sa vykipali tiez. Kde sme spravili chybu?

Nase, ako i Danielovo riesenie by bolo spravne, ak by sme sa nachadzali vo vakuu,
kde neposobi odpor vzduchu. Ak chceme preletiet autom ponad rieku v readlnom Zivote,
musime ratat prave so spominanym odporom vzduchu na letiace teleso. Jeho vypocet

vSak byva znac¢ne komplikovany, obzvlast ak méa teleso nepravidelny tvar.

1.3 Arzén

Detektivka The calculus of murder 28] nie je len jednou z tisicok detektivkok.

A Dan Brodsky nie je len dalsi detektiv. Teda mohli by byt, lenze ich tvorcom je
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Erik Rosenthal, u¢itel matematiky na Wellesley College. A rukopis matematika je tu
doslova viditelny. Za¢ina to obalkou knihy (obr.14), pokracuje kapitolami oznac¢enymi

integralmi a aj v samotnom deji sa objavuje matematika.

Obr. 14: Kniha Calculus of murder [28§|

Hlavnou postavou je detektiv Dan Brodsky, matematik. Ako aj samotny autor,
Dan studoval na katedre matematiky Univerzity v Berkeley a za pracu o ohrani¢enych
linedrnych operatoroch na nekone¢norozmernych Hilbertovych priestoroch ziskal titul
PhD. Finan¢éné suchoty Dana pocas Studia dohnali k praci detektiva. A teraz hlada
vraha bohatého textilého magnata Bradforda Meltona, ktory bol otraveny arzénom.

Vyuziva pritom aj matematiku.

"Ryjchlost vstrebavania jedu bude dumernd jeho wuZitému mnoZstvu a ne-
priamo umernd obsahu Zaludka."

"Daniel, hovor anglicky."

"Viac jedu, rijchlejsie sa vstrebe, vicsi obsah Zalidka, pomalsie..”
"Chdpem. Znie to logicky."

"Pravdepodobne existuje pre arzén nejakd konsStanta vstrebdvania v zdvis-
losti od istijch podmienok. Je to jednoduchd diferencidlna rovnica.”

"Nesranduj. " [28|

Dan v8ak nesrandoval. Zacal naozaj riesit diferencialnu rovnicu a my to mame moznost

vidiet v knihe so vSetkymi detailami. Obrézok 15 naozaj nie je obvykly pohlad na
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stranku detektivky:.

Obr. 15: Diferencialna rovnica popisujtca vstrebavania jedu 28]

Dan dalej vysvetluje:

"C' je konstanta vstrebavania. Ak predpokladdame, Ze symptomy sa objavili
po 15-tich minitach, mozme C spocitat pomocou hodnét z lekdrskych zdzna-

mov. " 28]

Danovi vysla prili§ vysoka konstanta - jed zacal acinkovat prirychlo. Odovodnil to tym,
7e obet v osudny dein nekonzumovala jedlo, len pila vela alkoholickych napojov. Spréav-
nost potvrdil aj farmakolog.

Myslite si, ze pomohla konstanta dolapit vraha? Samotna konstanta nie, ale ob-
jasnila dévod, preco pachatelia ostali na mieste ¢inu dlhsie, ¢im sa pripravili o alibi. S

rychlostou, akou jed zaucinkoval, pachatelia nepocitali...
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2 Teoéria hier

V stcasnosti mé teodria hier rozsiahle vyuzitie. Spravanie sa hrac¢ov, volba optimal-
nej stratégie pri hrach sa uplatiuje v ekonémii, evolu¢nej biologii, vojenskej stratégii

¢ politologii. Tak podme sa "zahrat" i my.

2.1 Nashovo ekvilibrium

Oskarovy film Cistd dusa [35] zachytava Zivotny pribeh poznania, slavy a padov
genialneho, no komplikovaného matematika Johna Forbesa Nasha od jeho studentskych

¢ias stravenych na univerzite v Princetone.

Obr. 16: John Nash ako student v Princetone [35]

Nash neobluboval povinné prednasky, uprednostiioval vlastné témy ¢i priklady. Na-
pisal dve dizertacné préce, jednu z oblasti tedrie hier Non-cooperative games a druhua
o algebraickych varietach. Jeho meno je spété najmé s teoriou hier. Definoval a doka-
zal existenciu Nashovo ekvilibria, rovnovahy v hrach, pri ktorych sa hrac¢i rozhoduja
racionalne, disponuji tuplnou informéciou o akcidch a preferenciach zvysnych hracov.
Nashovho ekvilibrium je zaloZené na myslienke volby takého profilu stratégie hrac¢mi,
v ktorom je vyhodné kazdému z nich ostat. Ziaden z hracov nemoze ziskat viac tym, ak
by ako jediny svoju stratégiu zmenil. Nie je to nutne profil akcii prinasajuci najvacsi

profit, avSak ak superi zahraju toto ekvilibrium, oplati sa ho hrat aj nam [11]. Za svoj
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prinos ziskal v roku 1994 Nobelovu cenu.
Uz v spominanom filme [35], Nash a jeho spoluziaci travia vecer v bare popija-
nim drinkov a biliardom, pokym do baru nevstipi skupinka pévabnych slecien. Jedina

blondinka zaujme vSetkych a vSetci ju cheti. Problém vyriesi Nash:

"Ked sa vietci pustime za tou blondinkou, budeme si stdt v ceste a neziska
Ju mikto. Tak to skisime u jej kamardtok. Tie nds ale odmietnu, lebo nikto
nechce byt aZ druhy. Co ak po nej nepdjde nikto? Nebudeme si stdt v ceste

a neurazime ostatné dievcatd. Jedind moznost, ako si uZijeme vsetci."[35]

Vyuzil Nash svoju teériu o rovnovahe? V tomto pripade nie. Dévod je nasledovny:
Ak by Tubovolny Student zabudol na radu Nasha a pozval by na rande blondinku,
kym ostatni by sa venovali zvySnym slecnédm, ziskal by viac ako ostatni, pretoze vsetci
chceli v prvom rade t1 jedint blondinku. A to odporuje myslienke Nashovho ekvilibria,

ze 7iaden z hracov nemdze ziskat viac tym, ak by ako jediny svoju stratégiu zmenil.

Znamym prikladom na Nashovo ekvilibruim je hra nazyvana Védznova dilema.
Ze ju nepoznate? Nevadi, Charlie, matematicky guru zo seridlu VraZedné cisla, v
Casti gpinavd bomba [41], ktory vyuZitim matematickych zakonitosti poméha policii

pri vySetrovani trestnych ¢inov, ndm ju rad vysvetli:

"Viznova dilema. Teoria hry alebo matematickd teoria. Ako dosiahnit
optimdlny vysledok v zoZitej situdcii. Uvediem priklad: Ano. Dvaja ludia
spdchaji zlocin. Ak ani jeden z mich neprehovori, dostani obaja 1 rok. Ak
jeden prehovort, je bez trestu, ale ten druhy dostane 5 rokov. Ked budi ho-
vorit obaja, dostane kazdy 2 roky. Ak si nemozZu stopercentne déverovat,

prehovorit je najlepSia taktika." [41]

Informéacie, ktoré Charlie uvadza, si prepiSeme do prehladnejSej tabulky (tabulka 3),
v ktorej ¢isla znamenaji pocet moznych rokov stravenych vo vézeni pre prvého podoz-
rivého a pre druhého podozrivého. Dvoch podozrivych nazveme Alfonz a Hugo.
Alfonz a Hugo maju dve moznosti: prehovorit alebo ml¢at. Alfonz sa pri istej straté-
gii Huga (prehovorit alebo ml¢at) rozhodne pre taki moznost (prehovorit alebo ml¢at),
pri ktorej ziska viac. V tejto situacii to znamené, Ze si vyberie stratégiu, ktora mu zaruci

menej rokov stravenych vo vizeni. Alfonz uvazuje nasledovne:
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Tabulka 3: Viziova dilema

ALFONZ / HUGO || prehovori | neprehovori

prehovori 2,2 0,5

neprehovori 5,0 1,1

e Ak sa Hugo prizné, priznam sa aj ja a pojdeme obaja na 2 roky do vézenia, lebo

ak by som neprehovoril, dostal by som az 5 rokov.

e Ak sa Hugo neprizné, ja sa priznam a budem volny, ¢o je lepsia volba ako ml¢at

a dostat 1 rok.

Alfonzove rozhodnutia st zvyraznené modrou farbou v tabulke 4. Hugo uvazuje ana-

logicky, jeho rozhodnutia st v tabulke 4 zvyraznené cervenou farbou.

Tabulka 4: Vaziova dilema - rieSenie

ALFONZ / HUGO | prehovori | neprehovori

prehovori 2.2 0,5

neprehovori 5,0 1,1

Nashovym ekvilibriom je t4 bunka v tabulke, ktora obsahuje obe zvyraznené hodnoty.
Je to situacia, kedy obaja reaguji optimalne na stratégiu protihraca. Teda pre Huga a

Alfonza je Nashovym ekvilibriom prehovorit, priznat sa.

Chicken, nebezpe¢na hra s jednoduchym principom: Dvaja hrac¢i na dvoch autach
mieria k utesu. Cielom je ostat ¢o najdlhsie v aute, avSak vysko¢it z neho skor nez sa
zrati z utesu. Kto podlahne tlaku a vyskoéi skor ako jeho sok, je Chicken (Zbabelec).
Ak zostanu obaja v aute, vysledok je katastrofalny - smrt. Kto vysko¢i neskor ako jeho
stper, je vitaz, ziska reSpekt u ostatnych.

Vitazstvom v Chicken sa chce James Dean, ako Jim Stark v kultovom americkom
filme Rebel bez priciny [39|, zbavit privlastku "outsider". Predstavitel problematic-
kej americkej mladeze odmietajtici moralne zasady spolo¢nosti a bojujici o reSpekt a

uznanie rovesnikov i lasku krasnej Judy prijme Buzzovu vyzvu:
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Obr. 17: Rebel bez pric¢iny, hra Chicken

"We are both heading for the cliff, who jumps first, is the Chicken." |39

Hra sa moze zacat.

Mozu nastat styri rozne situdcie*:

e (zostat, vyskocit)
Tato situicia znamené, ze Jim zostane dlhsie v aute ako Buzz. Najvyhodnejsia
stratégia pre Jima, ktory tym padom zvitazi, kym Buzz bude Chicken. Priradme

tejto dvojici stratégii hodnotu (2, -2).

e (vyskocit, vyskocit)
Obaja vyskocCia naraz, hra nemé vitaza ani porazeného. Priradime hodnotu
(0, 0).

e (vyskocit, zostat)

Jim vysko¢i skor a stéava sa zbabelcom, Buzz vitazi, (-2, 2).

e (zostat, zostat)

Najhorsi mozny vysledok, obaja sa zritia z utesu a zomieraja, (—oo, —00).

Hru prepiseme do tabulky 5 a najdeme Nashovo ekvilibrium.

Jim chce optimélne reagovat na konanie Buzza pocas hry.

e Ak Buzz vyskoci z uhanajiceho auta, Jim zostane v aute dlhsie, vysko¢i za nim

a vyhréva.

e Ak Buzz bude mat pevnejsie nervy a bude oddalovat vyskok z auta, Jim vysko¢i

a nebude riskovat smrt.

4vzdy v poradi Jim, Buzz
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Tabul'ka 5: Chicken

Jim / Buzz | zostat | vyskocit
zostat —00, —00 2, -2
vyskocit -2, 2 0,0

Rovnako sa bude spravat aj Buzz. Jimove optimalne reakcie st v tabulke 6 oznacené

hnedou farbou a Buzzove zelenou farbou.

Tabulka 6: Chicken - rieSenie

Jim / Buzz | zostat | vyskocit
zostat —00,—00 | 2,
vyskoc¢it -2, 0,0

Téato hra m4 teda na rozdiel od véziovej dilemy az dve Nashove ekvilibria : (vysko-

¢it, ostat), (ostat, vysko¢it). V kazdom z nich je jeden hra¢ vitaz a druhy "Chicken".

2.2 Minimax

V sci-fi romane Philipa K. Dicka Slneénd lotéria 6], ktorého dej sa odohrava
v roku 2203, je Zem sucastou Federédcie deviatich planét. Na cele stoji Quizmaster,
voleny nahodnym zoskupenim atémov v zariadeni zvanom Flasa. Svet, kde dominuju

¢isla a ndhoda. Svet, ktory sa riadi M-hrou:

Tedria minimazu - M-hry - predstavovala nieco ako lahostajny inik, nepo-
dielanie sa na bezcielnom virent ludskijch sndah. Hrda¢ M-hry sa nikdy celkom
nevyddval napospas - ni¢ neriskoval, ni¢ neziskal... a nebol zruinovanyj. Usi-
loval sa o nahromadenie majetku a snazil sa vydrzat dlhsie nez ostatni. Hrdc
M-hry sedel a vyckdval, aZ hra skonci. To bolo najlepsie, v ¢o sa dalo difat.
Minimazx, metoda preZitia vo velkej hre Zivota, bola vyndjdend dvoma ma-
tematikmi dvadsiateho storocia, von Neumannom a Morgensternom. Bola
pouZitd v druhej svetovej vojne, v Korejskej vojne a v Konecénej vojne. Vo-
jenski stratégovia a neskor financnici hrali podla ich tedrie. Uprostred sto-

roc¢ia von Neumanna ustanovili do americkej komisie pre atomouvi energiu:
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rozpoznali vzrastajici vyznam jeho tedrie. A za dva a pol storocia sa stala

zdkladom vlddy. [6]

Kto je John von Neumann? A ¢o je tedria minimaxu? To su otazky, ktoré si teraz
zodpovieme.

O Johnovi von Neumannovi sa klebeti, Ze bol najbystrejsi zijuci ¢lovek. Ako dieta
hotovy zéazrak, neskor matematické legenda. Ked sa I'udia dozvedeli, Ze svoju "minima-
zovd vetu" nacmaral cestou taxikom na stretnutie, kyvli hlavou. Takéto veci Neumann
presne robil. Kvantova mechanika, logika, algebra, teéria hier. To bolo Neumannovo cen-
trum zaujmu. Spolu s Oscarom Morgensternom vydali dielo Tedria hier a ekonomické
spravanie, kde formulaciou "hry pre dvoch hracov s nulovym sacétom®" znovuzrodili

teoriu hier [4].
V zéverecnej Casti trilogie Alezandra Dumasa Grof Montechristo (8| sa do¢itame:

Danglars bol ustatyj, spokojni a ospanlivy. Lahol si, poloZil tasku s listami
pod podusku a zaspal. Peppino mal teda dost ¢asu. Hral sa s niekolkymi fac-
chint "morru”, prehral tri toliare, a aby sa potesil, vypil flasu orvietského

vina. [8]

Vo vysvetlivkidch najdeme, ze "morra" je hra, pri ktorej sa jeden hra¢ snazi uhadnut,

kol'ko prstov zodvihne spoluhra¢. Dvojprstova morra mé nasledovné pravidla [1]:

e kazdy hrac¢ zodvihne na ruke jeden alebo dva prsty a hada, kolko ich zdvihol jeho

spoluhrac,

e ak obaja hrac¢i uhddnu spréavne alebo neuhédne ani jeden z nich, nastane remiza-

nikto ni¢ neplati tomu druhému,

e ak uhadne len jeden hrac, ziska sumu, ktora sa rovna siuctu prstov, ktoré zdvihli

obaja hraci spolu.

Shra hrana dvoma I'udmi alebo spolo¢nostami, v ktorej ak jeden hrag vyhra X, protihraé prehra X
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Teoria hier chape morru ako jednoduchi maticovi hru A, ktora vyzera nasledovne:

Protihrdcé

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

(1,1) 0 2 -3 0

. (L,2)| -2 0 0 3
Peppino A=

21| 3 0 0 -4

22\ 0o -3 4 0

V nasom pripade, Peppino a jeho sok maju Styri mozné stratégie. Stratégia kazdého
hraca méa dve zlozky, prva udava pocet prstov, ktoré zdvihol na ruke a druha zlozka je
pocet prstov, ktoré hdda u protihraca. Prvky a;; matice A reprezentuju vyhru, ktoru
vyplati protihra¢ Peppinovi, ak Peppino si zvoli i-tu ¢istd stratégiu a protihrac¢ j-tu
¢istu stratégiu (zaporna vyhra znamena, Ze Peppino vyplati dand sumu svojmu supe-
rovi).

Ako takato hra stuvisi s Neumannovou vetou o minimaxe? Vysvetlime to podla [1].
Pri vybere stratégie pocita prvy hrac s tym, ze protivnik zvoli proti nemu t najhorsiu
moznu stratégiu, preto sa snazi maximalizovat svoju vyhru tym, Ze v kazdom riadku
uvazuje najmensiu moznu vyhru a vyberie si ten riadok, v ktorom je tato minimalna
hodnota najvécsia, teda ndjde maximum z minim. Podobme uvazuje protihrac, avsak
on sa snazi minimalizovat svoju prehru, hfad& minimum z maxima. Ak existuje rovnost
medzi max; min; a;; a min; max; a;;, mame optimalne rieSnie hry. [13]

Volbou I'ubovolnej i-tej stratégie, ma Peppino istd minimélnu vyhru min; a;;. Pep-
pino uvazuje racionalne, preto si vyberie taku stratégiu, ktora mu zaruci istd najvacsiu
hodnotu riadkovych minim :

max min a;; = —2.
i

Protihrac¢ vol'bou I'ubovolnej j-tej stratégie mé isti maximalnu prehru max; a;;. Vyberie
si vSak taku j-tu stratégiu, ktora minimalizuje vysku jeho prehry:

min max a;; = 2.
i 7

Ak plati:

max min a;; = min max a;;,
K3 ] ¥ 3
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¢o v nasom pripade nie je splnené, nasli sme optimalnu stratégiu v ¢istych stratégiach.
Ak ale

max min a,; # min max a;,
K3 J J 3

a to je nas pripad, rieSenie budeme hladat v zmieSanych stratégiach. Znamena to,
7e Peppino sa moze rozhodnut, Ze stratégiu A; bude volit s pravdepodobnostou u;.
Vektor u = (uq, us, us, u4)T nazveme zmieSanou stratégiou. Pre vektor u plati, ze vSetky
jeho zlozky st nezaporné a ich stucet je rovny jednej. Mnozinu stratégii u oznacme U.
Podobne pre protihraca vytvorime zmieSant stratégiu v = (v, v, v3,v4)7 a mnoZinu
stratégii v oznac¢ime V.

Ak Peppino pouziva stratégiu u a jeho pritihra¢ v, stredna hodnota Peppinovej
vyhry je ul Av. Stratégia u mu zaru¢i aspoil minycy u? Av, on si samozrejme zvoli
také u, aby tatu hodnotu maximalizoval. Tym si zarué¢i stredni hodnotu vyhry C; =
MmaXuyey Minyey u? Av.

Protihra¢ rozmysla rovnako a je schopny zarudit, ze stredna hodnota jeho prehry
je maximalne Cy = minycy maxycy u? Av.

Veta o minimaxe tvrdi, ze C; = C5 (dokaz je podla zlozity [1] a odkazuje ¢itatela
na [16] ). Tato spoloénit hodnotu nazveme cena hry.

Co ma Peppino robit? Nech u = (u1,u2,uz,ug)” je hladana optimalna stratégia
Peppina. Cenu vyhry ozna¢me C'. Optimélna stratégia sa vyznacuje tym, Ze zarucuje
Peppinovi strednt hodnotu vyhry najmenej C' pri akejkolvek stratégii jeho soka. Musi

teda platit:

aj1uy + ag s + asiug + anug > C,

a14U1 + Q24U + AzaUz + agaty > C.

Peppino chce vyhrat ¢o najviac, rieSenie spoc¢iva v maximalizacii C pri istych podmien-
kach. Formalne zapisané:

max C
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anuy + agup + aziug + agnug — C >0,
a12Uy + AUs + azauz + agpuy — C >0,
ay3uy + agsuy + assuz + agzug — C >0,
a14Uy + GqUz + azquz + agqug — C >0,

up +ug +ug +ug =1,

u; >0 pre 1=1,2,3,4.

Dostali sme tlohu linearneho programovania, ktora ahko vyriesi Matlab (obr.18).

»» £=[0,0,0,0,-11:

ASTEGE =3 B oke<Z B3 Ay 3 By B=3 il e
b=[0;0;0;07:

Aeg=[1 1 1 1 07:

beg=1;

1=[0; 3:8; 3y;=ToF]

x=linprogi(f, &, b, Aeq, beq, 1b)

Optimization terminated.

x =

.0ooo
5847
.4153
.0ooo
.0ooo

oo ooo

Obr. 18: RieSenie optimaliza¢tnej tlohy v Matlabe

Nagli sme optimalne rieSenie u = (0;0,5847;0,4153;0;0)7, pri ktorom tcelova fun-
kcia nadobuda hodnotu 0. Andél vSak v knihe [1] uvadza iné optimalne rieSenie,
u = (0;0,6;0.4;0;0)T. Aj tu vysla hodnota tcelovej funkcie nula, takZe nas vysle-
dok je tiez spravny. Preco sme vSak dostali iny optiméalny vektor u?

Vysvetlenie je nasledovné. Ulohy linearneho programovania vieme riesit viacerymi
metédami,a to aj vdaka panom G. B. Dantzigovi® a N. Karmarkarovi (obr.19). Ak
m4 tloha jediné optimélne rieSenie, lubovolnou metédou dostaneme to isté rieSenie.
Ak mé ale uloha viac rieSeni, nadjdeme rézne optimélne rieSenia vzhladom na pouzitu
metodu.

Dantzig v roku 1947 navrhol simplerovi metodu, ktord najde ako optimalne rieSenie

6Nemo6zme nespomeniit prihodu z Dantzigovho Zivota: Dantzig prvy defi ako doktorand na Berkeley
vyriesil dlohu, ktort napisal na tabulu jeho profesor. Netusil, Ze ide o nevyrieSeny Statisticky problém.
Netrvalo dlho a prisiel za nim prekvapeny profesor a oznamil mu , Ze jeho praca bude publikovana.

[29]
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Obr. 19: George Bernard Dantzig [29] a Narendra Karmarkar [7]

(za predpokladu, ze existuje) krajny bod mnoziny pripustnych rieSeni. Metdody vnitor-
ného bodu (ich "boom" sa spaja s rokom 1984 a prvou metddou, ktorej autorom je
Karmarkar), najdu rieSenie ako bod, ktory je ¢o najdalej od hranic mnoziny pripust-
nych rieSeni (tzv. analyticky stred mnoziny) [30]. Vyvoj met6d vnatorného bodu bol
pri prileZitosti 20. vyro¢ia Karmarkarovho algoritmu zhrnuty v ¢lanku [12].

7. dokumentacie Matlabu sa dozvieme, ze Matlab standardne pouziva metoédu vnu-
torného bodu. Ak chceme pouzit simplexovy algoritmus, musime to explicitne zadat
v parametroch optimalizacnej funkcie. Ako mozme vidiet na obr.20, volbou rdznych

startovacich bodov dostdvame rézne optiméalne riesenia:
u; = (0,0.5714,0.4286,0,0)",uy = (0,0.6,0.4,0,0)".

Vietky doteraz najdené optiméalne rieenia splhajia u; = 0, uy = 0. Najdime
teraz vSetky optimélne rieSenia s touto vlastnostou. Vieme, ze C,, = 0. Budeme teda
hladat v8etky pripustné rieSenia, pre ktoré plati u; = 0, uy = 0,C' = 0. To znamena,

7e budeme hladat rieSenia sustavy rovnic a nerovnic:
—Ug + 3U3 Z 0,
3'LL2 — 4U3 > 0,
Ug + Uz = 1,
ug, uz 2> 0.
Riesenie ndjdeme graficky, znédzornené je na obrazku 21.

Optimélna stratégia Peppina je teda u = (0, us,u3,0)” a stredna hodnota jeho

vyhry je rovna nule, pricom (ug, u3) je dvojica bodov leziaca na zelenej tsecke z obr.21.
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s> £=[0,0,0,0,-1]:

A=[0 2 -3 D 1;-2 0 O 3 1;
b=[0;0;0:0]:

AEg=f% T 1. L0):

beqg=1;

1lb=[0;0:0:;0;-Inf]:

300-41; 0D-3 40 1];

»>» options=optimset('LargeScale','cff');
»» ¥=linprog(f,A,b, Aeq,beq,1lb,[],[1 0 0 0O -3],o0ptions)
Optimization terminated.

¥ =

0.0000
0.5714
0.428&
0
-0.0000

>» x=linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,[]1,[ O 1 0 0 -2],options)
Optimization terminated.

¥ =

F oooo

o000
&000
4000
oooo
inlnlalsl

Obr. 20: Riesenie optimaliza¢nej tlohy v Matlabee simplexovym algoritmom

Krajné body tsecky su (%, g

2) =(0,6;0,4) a (

43
7T

) = (0,5714;0,4284) a zodpovedaju

rieSeniam najdenym v Matlabe pomocou simplexového algoritmu.

uz+ud=1
(—Zu2+3u3>0

- 3uZ—- 4u3 >0

-8.2

u3

re.F

o ([3T)

r—8.2

r=8.35

Obr. 21: Optimalne rieSenie morry, pri¢om uq, uy
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3 Diferencialny a integralny pocet

Integraly, derivacie, limity. Nenachadzaju sa len v ucebniciach. Z ¢asu na cas sa
nimi inSpiruju i scénaristi a tato kapitola je toho dokazom.
3.1 Najtazsi geometricky problém?

Film Ako som balil ucitelku |34] zacina hodinou matematiky, avSak viac ako

preberané ucivo zaujme jedného Studenta priklad napisany na osobitnej tabuli:

Obr. 22: Bonusovy priklad [34]

Profesor matematiky mu nasledne objasni dovod, pre ktory tento priklad napisal:

"To som napisal ako Zart. Je to sndd najtaZ§ia matematickd rovnica’ na
svete. "

"Je na nu vypisand odmena? "

"Zatial som ju nevidel nikoho vyrieSit. Ani svojho profesora Leakyho z tech-
niky. Ak to tu niekto ndhodou zvlddne, slubujem, Ze nikto z vds uz nebude

musiet tento rok otvorit ucebnicu matematiky. " [34]

Predstava, Ze hodiny matematiky sa stant minulostou, aspon do konca roka, vyvola u
Studentov nadsenie. Poslednou prekazkou je vyriesit tlohu - dokazat, Ze plocha elipsy

Ap = mab. A ta bravarne zdolé jeden zo $tudentov, Max Fisher. Jeho rieSenie (obr.23)

je naozaj spravne.

"pravdepodobne je to chybny preklad, bonusovy priklad nie je rieSenie rovnice, je to dékaz vztahu

pre plochu elipsy
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Obr. 23: Maxovo rieSenie bonusového prikladu [34]

Max si najskor z rovnice elipsy vyjadril premenni y, ¢im ziskal predpis pre hornu

a dolnu ¢ast elipsy ako funkciu y(z):

2 2 =

T Y1

_+y_:1:>

a2 b2 b
yzz—a a2

5 /a2 = 12
a
— 2

Teda pre plochu elipsy plati® :

) b “4p
AE:/ 5\/a2—a:2— (—5\/a2—$2) dx:/ EVaQ—xde.

0

Pouzitim trigonometrickej substitucie x = asin@, z ktorej vyplyva dx = acosf do,

dostal :
4b [z 3 3
AE_E/ Va? — a?sin 62 0080d0—4ab/ c0829d9—2ab/ (1 — cos26) do
0 0 0

= mab — 0 = mwab.

= 2abg — 2ab [Sin 29] :

0

Ak sa vam zda, ze priamy dokaz najtazsieho matematického problému vyzera po-

dozrivo Tahko, tusite spravne. Zial, Max nerozlustil ziaden matematicky problém, len
zapracovala jeho predstavivost, ked si zdriemol poc¢as prihovoru riaditela.

Ak by Max pouzil na vypocet obsahu elipsy dvojny integral a eliptické stradnice,

jeho rieSenie by sa este skratilo. Obsah elipsy sa pomocou dvojného integralu vyjadri

ako Ap = [[, 1dzdy [20]. Transformacia pomocou eliptickych saradnic je nasledovna

8podla vety o obsahu elementarnej oblasti, ktortt moézme najst v [19]
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[20]:

x = arcos p,y = brsin p,

pricom ¢ € (0,27),r € (0,1) Na transformaciu integralu este potrebujeme jakobian

(determinat Jakobiho matice), ktory vypocitame nasledovne:

oz Oz :
&£ £ acosyp —arsing .
|J| = gr ?;’ = = abr cos? ¢ + abrsin® ¢ = abr.
9y Oy i
ot Do bsing brcosep

Teda
1

1 pon 1 2
Ap = / / labr d0 dr = 2ab7r/ rdr = 2abmw [—} = Tmab.
o Jo 0 2]y

Opét dostaneme spravny vztah pre plochu elipsy.

3.2 Alibi

Co je zlozitejsie? Vynajst nevyriesitelny problém alebo vyriesit ho?

Suboj mysli, mysel matematika verzus fyzika, pontika japonsky film Suspect X [38|.
Kym uzavrety matematik Isigami vytvara dokonalé alibi Zene, ktora zavrazdila man-
zela v snahe chranit svoju dcéru, jeho priatel Jukawa, fyzik, stoji na strane zédkona a
poméha policii vySetrit tito vrazdu.

Jedna zo scén sa odohréava pocas ISigamiho hodiny matematiky. Jednym z vysvet-

Tovanych prikladov je i integral:

Obr. 24: Priklad profesora Isigamiho [38]

Zadanie tohto integréalu ako i kone¢né riesenie sa vo filme neobjavi, ale zo zaberu, ktory

je na obr. 24 vidime, Ze zadanie i rieSenie bude nasledovné:
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/f(a: — )" — ) de = /f(x —a)" e —Bt+a—a)d

B

:/j(g;_a)”—l(x—a) dx+/ (=) (=B +a)dz

07

n+1 « «
(5 _ Oé>n+1 (ﬂ _ a)n—i—l
 on+1 n '
Vdaka kreativnej uprave vyrazu x — f = (z — «) + (=0 + «) sa vypocet znacéne

zjednodusil.

3.3 Jednotka v integrovani

Kniha To nemyslite viZne, pin Feynman [10] pontka netradi¢ny, az zabavny
pohlad do Zivota genidlneho fyzika, vynikajiceho profesora s nevSednymi zazitkami,
Richarda P. Feynmana.

V kapitole Ind vijzbroj sa dozvedame ako tvorba randalu, vyrusovanie na hodine

fyziky vynieslo neskor Feynmanovi titul "jednotka vo vypocete integralov":

Jedného dna mi prikdzal, aby na neho po vyucovani pockal. "Feynman,"
povedal mi. "Vela na mojej hodine hovori§ a robis randdl. Viem preco. Nu-
dis sa. Dam ti preto jednu knizku. Sadnes si s niou dozadu do rohu a budes
ju Studovat. Ked sa naucis vetko, ¢o v nej je, tak mozes na vyucovani zase
rozprdvat. "Od tej doby som kazdi hodinu fyziky ignoroval, ¢o je nové ohla-
dom Pascalovho zdkona alebo ¢o sa to zrovna preberalo. Sedel som vzadu
s tou kniZkou, boli to Pokrocilé metody matematickej analyzy od Wooda.
Bader vedel, Ze som viacmenej precital Uvod do diferencidlneho a integrdl-
neho poctu, takZe mi dal knihu, ktord bola na urovni. Bola to univerzitnd
ucebnica a obsahovala Fourierove rady, Besselove funkcie, determinanty,
eliptické funkcie - samé nddherné veci, o ktoriych som vtedy ni¢ nevedel.
V' tej knizke som sa tieZ docital, ako sa derivuje podla parametra za in-
tegracnym znamienkom. To je takd metoda na vijpocet integrdlu, ktord sa

z nejakého dovodu na univerzite velmi nevykladd. Nekladie sa na nu velky
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doraz. Ale mne se td metdda zapdcila a tiuto zatratenid metodu som pouzival
znova a znova. TakZe vdaka tomu, Ze som bol samouk, vedel som zvldstne
metddy, ako pocitat integrdaly. V dosledku toho, ked chalani z MIT alebo
Princetonu nejaky integrdl nedokdzali spocitat, bolo to preto, Ze standardné
metody, ktoré sa ucili, neviedli k cielu. Keby islo o krivkovy integrdl, zvlddli
by to. Keby islo o obycajny rozvoj radu, nasli by ho. Naco som prisiel ja
so svojim integrovanim podla parametra a ono to casto zabralo. TakZe som
ziskal reputdciu, Ze som jednotka na wvipocet integrdlov, a to len preto, Ze
moja matematickd vyzbroj bola odlisnd od viyzbroje vsetkych ostatngch, a

pretoZe nez prisli za mnou, vsetky svoje zbrane neuspesne vyskusali.

Metodou derivovania podla parametra pocitame niektoré integraly, ktoré nedoka-

zeme vypocitat klasickymi metdédami. Postup je zvicsa nasledovny:

e derivujeme podla parametra, ¢im dostaneme integral, ktory dokazeme klasickymi

technikami spocitat,
e integrujeme podla nezavislej premennej,

e nasledne integrujeme podl'a parametra, uréime integracni konstantu a dostaneme

vysledok. [31]

Samozrejme neostaneme len pri teorii, techniku derivovania podla paramatra si vysku-

same na priklade z [20]. Zadanie znie:
Pomocou derivovania podla parametra vypocitajte nasledovnyj integrdl :

In . JJal < 1.
1—acosx coszx

/72r 1+acosz dz
0

Ozna¢me hodnotu tohto integralu pre dané a ako I(a). Najskor derivujeme podla

parametra a:

I'(a) /’2' 1 —acosx cosxz(l —acosz) — (1 +acosz)(—cosz) dx
a) = . .
o l+4acosz (1 —acosx)? CoS T

™

ER 2 2 2
= , dzr = ———duz.
o l4+acosz 1—acosx o 1 —a%cos’x
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1
cos?

5 1 v
cos? x _ cos2 x
2 / sin? z+cos? z a?cos?x dr =2 / 1 2 2 dz.
0 — 0 +tg r —a

cos? cos?

Rozsirime zlomkom a upravime:

Pri vypocte tohto integralu pouzijeme substiticiu tgx =t :

3 L tgr =t o0 dt
2/ COQSQI pdr = ° :2/ 2 _ 2
0 1+tgez—a L de = dt o 1+t—a

cos?
— 2 /OO dt - 11:(12 =z
=T 3 t 2

l—a*J, 1+ (m) —ld%azdx =dz

dz 2 o T
= [arctg xz]3° =

2 o0
_\/1—a2/0 1+22 /1—a2 V1—a2

A nakoniec integrujeme podla a:

da = marcsina + k,

kde k je integracnéa konstanta, ktort uréime vdaka tomu, Ze vypocet hodnoty 1(0) je

trivialny:
I(O):/gl 1+0cosz dx :/72r Odx _o.
0 0

n .
1—0cosx coszx

Pre nasu hladanu konstantu k plati:
I(0) = marcsin0 + k = 0,
z ¢oho dostavame k = 0, a teda:

I(a) = marcsin a.

Efektivnejsie pouZitie tejto metody, je vSak také, ked v zadani neméame explicitne
uvedeny parameter a nie je teda jasné, Ze by sa derivovanie podla parametra dalo po-
writ. Ze nie je Tahké odhalit pouzitie tejto metdody v takomto pripade sa presvedéili
tc¢astnici Putnamovej sutaze? v roku 1982. Ich druhou tlohou bolo vypoéitat nasle-

dovny integral [17]:

> t — arct
/ arctg (mx) — arc 8L,
0 T

9Putnamova sttaz sa kona kazdoroéne od roku 1938 pri¢om svoje matematické zdatnosti si porov-
névaju Studenti americkych a kanadskych vysokych kol v 12-tich prikladoch. Najlepsi, jednotlivci aj

Skoly, st odmeneni finan¢ne a piati najlepsi rieSitelia sa mozu pySit titulom 'Putnam Fellows’
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Z najlepsich 201 sutaziacich viac ako polovica, 108 studentov, neodovzdalo riesenie a
37 boli hodnoteni nulou. Len 14 u¢astnikov vyriesilo integral uplne spravne (d'alsich 30
sutaziacich stratilo jeden alebo dva body z desiatich). Trifnete si to vyriesit?

Tento priklad n4jdeme aj v [22] av8ak s poznamkou, aby sme skimali

Fla) = / arctg (azr) — arctg L 4o
0

X

a pouzili derivovanie podla parametra.!?
Riegenie podla tohto néavodu uZ pre nas nebude noc¢nou morou ako pre tych 108
0o arctg (ax)

Studentov. Ak definujeme funkciu F(a) = [, +de, a > 0 a postupujeme

zndmym sposobom, rieSenie vyzera nasledovne:

F’(a):/ lde:/ b |axctg (az)
o @1+ (ax)? o 1+ (ax)? a 2=0

Konstantu K uré¢ime pomocou hodnoty F(1), ktort vieme jednoducho vypoéitat:
>0
FQ1) = / —=0.
0 T

F(1) =g1n1+K=0,

7 toho dostéavame

z ¢oho vyplyva, ze K = 0. To znamena, ze
T
F(a) = - Ina.
2
Za parameter a dosadime 7 a dostdvame rieSenie tlohy :

F(r) = gh’lﬂ'.

3.4 Sendvicova veta

Film ingpirovany Zivotom matematika Renata Caccioppolina, Smrt neapolského
matematika [37|, zachytava jeho posledny tyzden Zzivota. Aky by to bol v8ak ma-

tematik, keby nam nieco matematické nepredviedol aj vo filme. A profesor Renato

10Nie je to nahoda, autor pisal tato knihu pre studentov, ktori sa pripravuji na spominand Putna-

movu sutaz a zna¢nu Cast matematickych problémov tvoria préave prikady z minulych rokov.
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nesklamal. Nech sa padi, sendvi¢ova veta (obr.25).

Obr. 25: Sendvic¢ova veta [37]

Zjednodugene povedané, sendvicové veta'l hovori, Ze ak méame tri spojité funkcief(x),
g(x), h(x), pre ktoré plati: f(x) < g(x) < h(x) a ak lim f(x) = lim h(z) = L, potom
T—T0 Tr—TQ
aj lim g(z) = L.
T—rT0

sin x

Sendvicovii vetu vyuzijeme napriklad na dokaz toho, Ze liné
xrT—

= 1 [18]. Pri
dokaze oprasime aj naSe geometrické a goniometrické znalosti. Budeme vychadzat z

oznadenia na obrazku 26.

Obr. 26: Vypocet limity

Uhol z je uhol v jednotkovej kruznici vyjadreny v radidnoch, pricom = € (0, §). Body

A, B,C, D maju potom tieto stradnice: A = [0,0], B = [1,0],C = [cos z,sin z],

Hpresné znenie vety i dokaz sa nachddza napriklad v [18]
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D =[1,tg z].

Teraz vypocitame, ¢omu sa rovnaju obsahy trojuholnikov ABC; ABD a obsah kru-

M)

hového vyseku ABC. Plati: Syapc = %sinx, SaaBD = %tgw a SpABC = 5-T =

Porovnanim danych obsahov dostavame:

1 . T 1
—sinz < - < —tgx
2 2 7 2
Pre z € (5F,0) (0, §) plati :
1
—|sinz| < Jzl < —|tg |
2 2 2
Prenasobenim Sl% dostaneme:
1<l !
= |sinz| T |cosz|

Na intervale z € (5,0) J(0, 5) st zlomky —%- a —— kladné, mozme zrugit absolitnu

hodnotu a invertovat zlomky, ¢im ziskame:

sinx
1>

> cos .
T

sin x
= 1.

Limita lim 1 =1 a lim cosz = 1, zo sendvicovej vety vyplyva, zZe aj lin%
T—

z—0 x—0 xX

Tuto limitu si dobre zapamétajte! Urcite ju vyuzijete pri rieSeni mnohych inych

prikladov.
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Zaver

Matematika nie je oblibeny predmet. MéZno je ¢as zmenit pravdivostni hodnotu
tohto vyroku na nulu. Nielen kvoli tejto praci. Matematiku najdeme v dalgich a v d'al-
sich filmov, seridlov, knihach. A najdeme ju vSade okolo nés. Matematika sa nezmeni,
nebude len strohéa a zapisana v knihach. Chce, aby sme vstupili do jej tajov a dotkli sa
jej velkosti. Ale to je uz na nas, mézme ju ignorovat alebo objavovat a vyuzit vo svoj
prospech.

A ¢o na zaver? Matematika, ndjdete ju aj v nasledujiicej upravenej basni Havran,
v originali od A. E. Poa, teraz vsak v podani Michaela Keitha? Mozno sa tam ukryva

prvych dvadsat cifier najznamejsieho ¢isla ...

Poe, E. Near a Raven
Mudnights so dreary, tired and weary.
Silently pondering volumes extolling

all by-now obsolete lore. [4]
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