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Abstrakt

MESZAROSOVA, Maria: Motivacné priklady zalozené na ukazkach z filmov a romanov
[Bakalarska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: RNDr. Beata
Stehlikova, PhD., Bratislava, 2013, 66s.

Praca nadvézuje na bakalarske prace z predchidzajtcich rokov, ktoré sa zaoberali
témou matematiky v romanoch a filmoch. Obsahuje matematické tlohy urc¢ené pre prvé
ro¢niky vysokych §kol a posledné ro¢niky strednych §kol. Ciefom tejto prace je pro-
strednictvom ukazok z romanov a filmov spopularizovat matematiku medzi studentami
a motivovat ich k vyrieSeniu uvedenych prikladov, pripadne prebudit zaujem o dalSie

ulohy tykajice sa matematiky.

Krlacové slova: nekonecné rady, teoria CGisel, integralny a diferencialny pocet,

pravdepodobnost, tedria hier, finanéna matematika



Abstract

MESZAROSOVA, Maria: Motivational problems based on snippets from films and no-
vels [Bachelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-
sor: RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2013, 66p.

This thesis follows the bachelor theses from previous years which dealt with the topic
of mathematics in novels and films. It contains various mathematical problems designed
for first years of college study and last years of secondary schools. The purpose of this
thesis is to popularize mathematics through problems from novels and films among
students, to motivate them to solve the problems or to awaken interest in other tasks

related to mathematics.

Keywords: infinite series, number theory, integral and differential calculus,

probability, game theory, financial mathematics
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UVOD UVOD

Uvod

Kto nem4 rad filmy? Ich puatavy dej dokaze v ¢loveku vyvolat najroznejsie emécie,
pobavi, poudi, prinutia zamysliet sa. A kto neméa rad knizky, ktoré svojim obsahom do-
kazu tplne pohltit ¢itatela a preniest ho v mysli do sveta fantézie? Samozrejme, pokial
nejde o uc¢ebnice. Veéné nepriatelky Studentov. Knihy ako také maju schopnost Casto
nevedomky formovat nazory svojich ¢tatelov. Nenanucujic poucky dokazu naucit a
takisto nenutenym spoésobom poskytuju rieSenie navonok nevyriesitelnych problémov -
vtipne a s nadhladom. Nenechaju ¢itatela len tak ledabolo listovat v nich, ale prinutia
ho zamysliet sa, ¢itat dalej a spolu s hlavnym hrdinom byt svedkom ne¢akanych uda-
losti a rozlisknuti mnohych zahad. Dievcata sa ndjdu v hlavnych hrdinkdch roménov,
chlapci zas obdivuji schopnosti detektivov. Kazdy si dokdze najst nieco pre seba.

Laska k literature alebo k jej vizualnej podobe, k filmu, dokize ¢loveka priviest k
poznaniu, aké necakal. A to sa rata. Niekedy aj doslova. Tato bakalarska praca obsa-
huje ukdzky matematickych problémov, ktoré sa vyskytli v romanoch alebo filmoch.
Jej ciefom je prebudit u ¢itatela zaujem o matematiku prostrednictvom nekonvencne
podaného rieSenia tloh matematického zakladu a tloh tykajtcich sa teorie hier a fi-
nan¢nej matematiky.

Priklady st rozdelené do piatich kapitol. Prva kapitola je venovanad zaujimavym
¢islam v matematike, konkrétne aproximéaciam ¢isla 7, ¢islam taxikov a spriatelenym
¢islam. Druhé kapitola pojednava najma o integralnom pocte a metdédach integrovania,
v jej zavere sa nachadza aj rieSenie problému tautochrény a diferencidlna rovnica. V
tretej kapitole sa venujeme netradi¢nému rieSeniu tloh z tedrie hier. Stvrta kapitola ob-
sahuje jednoduché priklady z pravdepodobnosti a Statistiky. Posledna, piata kapitola,

obsahuje zéklady finan¢nej matematiky.



1 TEORIA CISEL

1 Teodria Cisel

Vo filmoch a roménoch si svoje miesto nasli aj zaujimavé ¢isla, ako napriklad 7 a

spriatelené ¢isla. Ich vlastnostami sa zaobera odvetvie matematiky zvané tedria Cisel.

1.1 Muz, ktory poznal nekone¢no

High School Musical [63]. Stretneme sa s nim v8ade. Po¢nuc aktovkami, tri¢kami,
konciac detskym Sampanskym s tymto motivom. Ale kym by sme to zaSkatul'kovali ako
povrchnt sériu filmov pre malé deti, zastavme sa a skiisme v hom néajst aj nieco pre
nés, starsich.

Ak ste nebodaj mali moznost zhliadnut prvy zo série filmov Muzikal zo strednej,

naskytol sa vam pohlad na velmi zaujimava vec.

Obr. 1: High School Musical [63]

Na tabuli sa objavili dva nekone¢né rady:

4 > (6n+1) (%)i
T ; An (nl)>
§ N (42n+5) (4)?
T ; 647 (n!)®

a teenagermi zboziiovana Vanessa Anne Hudgens, stvarfiujica Gabrielu Montez, inte-

ligentnt spevacku a hlavni postavu nasho filmu, zamrmle:

“To by malo byt %. “Zacuje ju vsak ucitelka: , Prosim, sleéna Montezovd?*

16 g«
L6 ¢

»Nemalo by tam byl nahodou

LSestndst lomeno pi, “ odpovedé uditelka, ,to je nemozné.”



1.1 Muz, ktory poznal nekonecno 1 TEORIA CISEL

Potom po niekolkych tuknutiach do kalkulacky nejakym sposobom zisti,

7e to mé byt naozaj 17r—6. »Dakujem za opravu.“. Zotrie osmicku, napise

L : (1)
a uznanlivo sa usmeje [63].

Tu, zial, matematika vo filme High School Musical kon¢i, ale nechat tie sumy bez po-
vSimnutia by od nas nebolo fér. Tie sumy st len niektoré z mnohych, ktoré aproximuja
¢islo 7 a ktoré zéroven objavil indicky matematik Srinivasa Ramanujan® (1887-1920).
Podl'a autora jeho biografie R. Kanigela - MuZ, ktory poznal nekoneéno [21]. Po-
chadzal zo skromnych pomerov, na $tatnu $kolu chodil len vd'aka Stipendiu. Ked mal
11 rokov, svojimi vedomostami sa vyrovnal dvom vysokoskolakom, ktori boli u Rama-
nujanovcov ubytovani. Pozi¢ali mu knihu o pokrocilej trigonometrii, ktort precital a
pochopil a uz ako trindstroény sam objavil nové zlozité teorémy [20]. V roku 1912 ho
priatelia nabadali, aby sa o svoje vysledky podelil s troma vyznamnymi matematikmi
vtedajsej doby, podsobiacimi na Cambridgi. Dvaja z nich, H. F. Baker a E. W. Hob-
son, mu nikdy neodpovedali. Treti, Godfrey Harold Hardy (1877-1947), mu ako jediny
odpisal. Hardy bol v tom ¢ase povazovany za najvyznamnejSiecho matematika svojej
generacie [21].

Hardy bol velmi zlozita osobnost, pre matematickych géniov mal svoj vlastny reb-
ricek, ktory sa po ¢ase stal verejne znamym: 100 pre Ramanujana, 80 pre Hilberta, 30
pre Littlewooda, 25 pre seba. Niektoré z Ramanujanovych vzorcov ho tak uchvatili, ze
ako nadseny komentar o nich napisal: ,, Urcite musia byt pravdivé. PretoZe keby neboli,
nikto ing by v sebe nenaSiel taki predstavivost, aby ich vymyslel. “ [35]

V decembri 2012, pri prilezitosti 125. vyroc¢ia narodenia Ramanujana sa v Dili konala
konferencia, ktora bola zakon¢enim Narodného roku matematiky v Indii. Zucastnilo sa
na nej mnozstvo matematikov z celého sveta, vratane zastupcov z Ramanujan Mathe-
matical Society [48]. Indicky Google (pozri obr. 2) tiez nemohol prehliadnut velkolepé

oslavy a vytvoril doodle na poctu Ramanujanovi [46].

!Tiez je to menovec Amity Ramanujan zo seridlu Numb3rs [65].

10



1.1 Muz, ktory poznal nekonecno 1 TEORIA CISEL
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Obr. 2: Pocta Ramanujanovi [46]

Ramanujan umrel velmi mlady, mal len 32 rokov, cely Zivot ho suzovalo zdravie.
Umrel na tuberkulozu len tri roky po tom, ako sa prestahoval do Londyna, aby tam
spolupracoval s Hardym. Hovori sa, Ze ked lezal v londynskej nemocnici, Hardy ho
prisiel navstivit. Vosiel do jeho izby a prehodil, Ze prisiel taxikom s poznéavacou znackou
1729, ¢o je podla neho pekne nudné a trapne ¢islo. Ramanujan, sediaci uprostred
postele, sa na neho pozrel a povedal: “Len si to nemyslite. Mne sa toto ¢islo naopak
zdd velmi zaujimavé - je to prvé celé ¢islo, ktoré je mozZné zapisat roznymi sposobmi
ako sicet dvoch tretich mocnin.“ |35]

Ramanujan mal pravdu:

1729 = 12 +12% = 93+ 103

Dalsimi takymito ¢islami si napriklad:

4104 = 9% + 15% = 23 + 163,
20683 = 19° + 243 = 10° + 273,
39312 = 15° 4 33 = 2% 4 343,
40033 = 16° + 33* = 9° + 34°. [35]
V tomto vyroku sa ¢asto eSte uvadza upresnenie ,,sticet dvoch kladnych tretin mocnin®.

Ak by sme totiz povolili pouZivanie zapornych ¢isel, vedeli by sme sa dostat k ovela

mensim c¢islam. Napriklad:
(—=9) 4 (=15)% = (=2)® + (—=16)®> = —4104.

Analogicky by sme ziskali dalsie zaporné cisla: -20683, -39312, atd.

Vratme sa vSak spit k nasej sume (1) a poriadne si ju prezrime. Nezvycajnym

11



1.1 Muz, ktory poznal nekonecno 1 TEORIA CISEL

sa ndm moze zdat dolny index - malé pismenko n. Vold sa Pochhammerov symbol,
podla L.A.Pochhammera, pruského matematika [1|, a v matematickej notacii nie je

jednoznac¢nost?. V nagom pripade ide o rastici faktorial a definujeme ho takto [41]:
(a)g:=1, (a), =a(a+1)---(a+n—-1), n>1.

Ked teda uz rozumieme zapisu Ramanujanovej sumy, ni¢ ndm nebrani v tom, aby sme

si zratali jej ¢iastocné sucéty. Podme na to postupne. Vyjadrime si najskor « z vyrazu

(1): .
1
T = — (2)
o (42n+5)(§)n
2 n=0 " m

Pocitajme teraz aproximacie ¢isla 7 tak, Ze namiesto stac¢tu nekone¢ného radu vo vyraze

(2) zoberieme jeho Giasto¢né sucty:

16 )
™ = .
o Uts)(3),
ano 647 (n!)?

Dostaneme hodnoty uvedené v tabulke 1, ¢o st celkom slusné vysledky, nakolko sme

pouzili len niekolko prvych ¢lenov.

Tabul'ka 1: Aproximacia m pomocou ¢iastoénych suc¢tov nekonec¢ného radu

k aproximacie m

0 3.20

1 3.142309167625623
2 3.141602192745309
3 3.141592785498498

Skasme si teraz stanovit ¢iastkovy ciel, napriklad 3.141592653589793, ¢o je m s

presnostou na 15 desatinnych miest [33]. Na dosiahnutie nasho ciela nam bude stacit

2V tvare (), popisuje takzvany ,klesajuci® faktorial: x (z — 1) (x — 2)--- (x — n+1),
v tvare (") zas takzvany ,rasttci® faktorial: x (x + 1) (z 4+ 2)--- (x +n — 1). Samotny Pochhammer
ho vsak pouzival v dplne odlisnych pripadoch - a to pre zapisanie obyc¢ajného kombinacného ¢isla
(2),, = (i . Na tabuli vo filme High School Musical znazoriiuje horny index mocninu a dolny index

Pochhammerov symbol - napriek jeho umiesteniu popisuje rastuci faktorial [1].

12



1.1 Muz, ktory poznal nekonecno 1 TEORIA CISEL

len prvych osem sc¢itancov nekonec¢ného radu:

16

5 = 3.141592653589793.

ZS (42n+5)(%)n

n=0  ¢4n(n!)3

Obr. 3: Pohladnica s desatinnymi miestami 7 [38]

Moézeme to overit aj pohladom na pohladnicu s motivom m, pozri obr. 3.

Dva vyrazy z tabule vo filme High School Musical v8ak nie si jedinymi aproxi-
maciami ¢isla m od Ramanujana. Jednou z tych jednoduchsich je odhad presny na 9
desatinnych miest: {/272 ~ 3.1415926538 [41]. Ale napriklad

1 2v2 o= (4k)! (1103 4 26390k)

T 9801 & (k1)* 3964

0

dokéaze kazdou iteraciou aproximovat m o 8 desatinnych miest presnejsie |8]. Rama-
nujanove sucty radov boli az do roku 2000 (pozri [9]) najrychlej$imi algoritmami na
vypocet hodnoty 7. Uz v roku 1989 bratia Chudnovski (americki matematici narodeni

v Kyjeve) dokézali vdaka Ramanujanovej sume upravenej na tvar

1, f: (—1)" (6k)! (13591409 + 545140134k )

m o (3k)! (k!)® 6403203+2
a vdaka superpocita¢u aproximovat hodnotu 7 na miliardu desatinnych miest .
Napriek existencii mnohych vzorcov, webstranok, superpocitacov a kalkulaciek sa vsak
stale dari ,komolit“ ¢islo w. Tak tomu bolo aj v tvodnych titulkoch k filmu s néaz-

vom P#* [56], kde si tvorcovia nedali pozor a uviedli 3.14159265263124534 namiesto

3Film o paranoidnom matematikovi, ktory sa za pomoci vlastnoru¢ne vyrobeného pristroja snazi
predpovedat cenu akcii na burze. Svet prehho je zlozeny z Cisel a neexistuje preitho ni¢ iné, len

matematika [56].

13



1.2 Spriatelené ¢isla 1 TEORIA CISEL

3.141592653589793238/. Alebo len cheeli otestovat divakov a urobili to schvalne?

1.2 Spriatelené cisla

Sobota, 15. oktobra 1791

Jesen je nadhernd. Pocas lychto mesiacov lesne pred zaciatkom zimy vyzerd
denné svetlo tak jemne a mdikko, zdpady sinka su farebnejsie. Citim ndznak
melanchdlie vo vzduchu, aj ked moZno je to len moja nostalgia. Zanechdvam
za sebou svoju mladost.

Moja mladsia sestra u? tiez dospieva. Tak som bola zahlbend do svojho $ti-
dia, Ze som si ani nevsimla, ako velmi sa zmenila. Dnes vecer prisla do

mojej izby a spytala sa ma: ,,Sophie, ¢o je to liska?* |34]

Aj o tomto sa piSe sa v knihe Sofiin dennik, alebo Sophie’s Diary. Ide o matematicky
roman inSpirovany zivotom Sophie Germain. Zaznamenava 7ivot teenagerky, ktora sa
uc¢i matematiku sama doma a dospieva pocas najburlivejsich rokov Francizskej revo-
lacie. Tento roman, pisany formou dennika, je od autorky Dory Musielak, profesorky
fyziky na Texaskej univerzite.

Sophie Germain sa narodila v Parizi, v roku 1776. O jej detstve toho vela nevieme.
Prvi autori jej Zivotopisov uvadzaju, ze ako mladé dievéa sa prihlasila na Ecole Poly-
technique pod chlapcenskym menom, aby svoju pracu v oblasti matematiky predstavila

Lagrangeovi [36].

Sophie na otazku jej sestry neodpovedala. Ako sa neskor sama vyjadrila, kedZe vie len

matematiku, porozpravala by jej o spriatelenych cislach.

Grécki matematici definovali dve celé ¢isla ako spriatelené, ak kazZdé z nich

bolo sumou urcitych delitelov toho druhého ¢isla [34].

Jednym z takychto gréckych matematikov bol aj Pytagoras, ktory vedel, ze dvojicou
najmensich spriatelenych ¢isel su ¢isla 220 a 284. Sophie tiez vedela o tejto dvojici a
vo svojom denniku ukazuje, prec¢o to tak je. Delitelmi ¢isla 220 sa 1, 2, 4, 5, 10, 11,

20, 22, 44, 55, 110 a samozrejme aj 220. Ak urobime sucet vSetkych delitelov ¢isla 220

14



1.2 Spriatelené ¢isla 1 TEORIA CISEL

okrem najvicsieho z nich, teda 220, dostaneme:
14+24+4+5+10+11420+ 22+ 444 55 + 110 = 284. (4)

Delitelmi ¢isla 284 (okrem najvicsieho delitela - 284) su s¢itance v nasledujtcej rov-
nosti:

14244+ 71+ 142 = 220. (5)

Preto si spriatelené, “ pise Sophie, ,lebo jedno ,obsahuje® druhé.“ Sophie dalej pise,
ze spriatelené cisla boli pouzivané v magii a astrologii, pripadne pri vareni elixirov
lasky a vyrabani talizmanov. A ¢i existuju aj nejaké iné spriatelené ¢isla ako 284 a
2207 Ano, st nimi napriklad ¢isla 17 296 a 18 416. Tento par bol objaveny arabskym
matematikom menom Ibn al-Banna v trindstom storo¢i. Neskor, René Descartes objavil
dalsiu dvojicu: 9363584 a 9437056. Sophie sa v8ak nepodarilo objavit vzorec, ktory by
dokazal urcovat takéto dvojice. Vedela len, Ze isté vzorce uz objavené boli.

Staroveky matematik Thabit ibn Kurrah si v§imol, Ze ak je n > 1 a ¢isla p, ¢, r s

prvocisla v tvare:
p=3x2"1-1¢=3x2"-lar=9x 2" " —1, (6)

potom 2"pq a 2"r je dvojica spriatelenych Cisel [34]. Mozeme si vSimnit, ze ¢isla 220 a

284 splitaju Thabit ibh Kurrahov vzorec, pre n = 2. Dosad'me si do jeho vzorca:
p=3x2"1-1,¢g=3x22-1,r=9x2"*"1 1=p=54¢=11,r=71. (7)

Vsetky tri sa prvocisla, tento predpoklad je teda splneny. Po dosadeni p, ¢ a r do
predpisu pre ziskanie dvojice spriatelenych ¢isel ziskavame, Zze 22 x 5 x 11 = 220 a
22 % 71 = 284, ¢o je pre nas uz znama dvojica spriatelenych &isel.

Thabit ibn Kurrahova teoréma bola znovuobjavend Fermatom (1636), Descartesom
(1638) a Euler ju zov§eobecnil na tvar: 2"pq a 2"r st spriatelené, ak tri prirodzené ¢isla
p=2"""mf_1,q=2"f—1ar=22""f_1s0prvocisla, kden >m>1a f=2"+1
[10].

Thabitov vzorec nam dava dvojice spriatelenych ¢isel pre n = 2,4,7, ale pre n < 200
takéto ¢isla nevieme najst. Naopak, Eulerovo zovSeobecnenie prinasa este dvojicu pre

m="7,n=38.[10]

15



1.2 Spriatelené ¢isla 1 TEORIA CISEL

Obr. 4: Spriatelené &isla zname uz Pytagorejcom - 220 a 284 [32]

Eulerovi sa podarilo néjst dohromady 59 parov spriatelenych ¢isel, medzi nimi je aj 6232
a 6368 a dvojica 10744 a 10856. Jednému 16-ro¢nému talianskemu mladikovi menom
N. Paganini® sa v roku 1866 podarilo n4jst mengiu, slavnymi matematikmi prehliadant
dvojicu 1184 a 1210 [45]. Matematik E.Escott sa pysi objavom 390 spriatelenych parov,
P. Pouletovi sa podarilo najst d'alsich 43, medzi nimi napriklad 122368 a 135536 [3].
Co sa spriatelenych ¢isel tyka, existuje niekolko nezodpovedanych otazok, napriklad:
Existuje nekonec¢ne vela dvojic spriatelenych ¢isel? Existuja dvojice, v ktorych jedno
Cislo je parne a druhé neparne?[3]  Sophie konéi zapis vo svojom denniku slovami:
,Och, kam som sa to aZ dostala? Zacala som pri ldske a skoncila som pri matematike.

Ani nebudem ocokdvat, Ze mi sestra porozumie.“ |34
2

IN. Paganini - matematik a N. Paganini - huslista neboli v pribuzenskom vzfahu [45].
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2 DIFERENCIALNY A INTEGRALNY POCET

2 Diferencialny a integralny pocet

V tejto kapitole si ukdzeme priklady tykajice sa roznych metdd integrovania, ktoré sa

vyskytli v roméanoch a filmoch.

2.1 Poison vs. Poisson

Tajomne znejici ndzov knizky a obal s potkanmi a integralmi nam ponuka autor Erik
Rosenthal. Jeho knizka The Calculus of Murder |42] uz tym svojim nazvom nazna-
cuje dve veci: ze zrejme pojde o vrazdu a Ze ju nebude riesit hocikto. Hlavnou postavou
je totiz detektiv Dan Brodsky, ktory je zarovei u¢itelom matematiky. A tie potkany?

Jed urceny pre ne je smrtelny aj pre ¢loveka...

e A Mathemalical

Pigl

ERIK ROSENTHAI

Obr. 5: Obélka knihy The Calculus of Murder [42]

NavySe, ak sa pozrieme trochu na autorovu minulost, zistime, ze ma blizky vztah k
matematike. Erik Rosenthal mé doktorat z Univerzity v Berkeley a dnes je profesorom
na katedre matematiky na Univerzite v New Haven [49]. Ak za¢neme od neho, vdaka

projektu Mathematics Genealogy Project [23] sa mozme dostat cez Rosenthalovho
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skolitela a gkolitela jeho Skolitela, atd. az k menam Poisson, Laplace a Lagrange,
Euler, Bernoulli, ktori si boli skolitelmi dizerta¢nych préac.

V skriptach z druhej polovice 19. storocia s ndzvom Cours d’analyse de [’école poly-
technique [47], autor knihy J. C. F. Sturm piSe, Ze rieSenie integralu, ktory sa vyskytol
aj na obale The Calculus of Murder, patri povodom Poissonovi. Od tvaru, v akom je
uvedeny, sa nas integrdl lisi len hranicami integrovania a konStantami, resp. ich zna-
mienkami, ktoré vSak vypocet nekomplikuji. Vypocet teraz budeme robit spdsobom,

akym sme zvyknuti, ukdzku historického vypoctu si nechdvame na neskor.

z2

Mame teda funkciu P(z) = ce’a, ktori méame zintegrovat. Tento integral ozna¢me
K = [7_P(x)dz. Potom K? vyzera nasledovne:
K2:/ P(m)dx/ P(y) dy.

Pomocou Fubiniho vety [25] mo6Zeme tento stuéin napisat ako dvojny integral

S o0 22442
K2 = / / ce" = dzdy. (8)

Na tento dvojny integral pouzime polarnu transforméciu, pozri napr. [25|. Vyraz
22 + y? < r? reprezentuje v kartezianskych stiradniciach kruh so stredom v podiatku a
polomerom r. Z obrazka 6 vidime, Ze po transformécii na polarne stiradnice sa oblast, po
ktorej integrujeme, zmeni z kruhu na obdlZnik so stranami zodpovedajtcimi velkosti
polomeru kruhu r a, kedZe ide o cely kruh zodpovedajici velkosti celého uhla, 27.
V nagom pripade je polomer kruhu nekoneéne velky, strana obdiznika zodpovedajica
dl7ke polomeru bude takisto rovna nekone¢nu. Integrovat teda budeme po oblasti tvaru
nekonec¢ne dlhého pasu sirky 27.

Podla |25], ak I,(y) je determinant Jacobiho matice prvych derivécii zobrazenia g(y)
a I,(y) # 0, potom plati vztah substitiicie z=g(y) pre integral vypocitany pomocou

novej premennej y:

|r@ar=[ rawi ol )
Ak teda chceme pouzit substiticiu na polarne siradnice
T = rcosy,
(10)
y = rsing,
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O T 2

Obr. 6: Z kartezianskych na polarne

je potrebné zistit, ako vyzera determinant Jacobiho matice, tzv. Jacobian:

Orcosyp  Orcosy oSy —TSiIl(p

J=| 7 % = =1 (cos’p + sin’p) =r- (11)
—drglrn‘p —drgzl‘p sinp  rcosp

Vidime, ze |J| # 0, m6Zzeme teda pokracovat vo vypocte s novymi premennymi. Ako
sme si uz vysvetlili, r € (0; 00), ¢ € (0;27).

Takto dostavame:

2T 0 )2 2T 0 )2 0 .2
/ / ce'a |J| drdp = / / cfe'ardrdy = 27r/ c*rea dr. (12)
o Jo o Jo 0

Pouzijeme substiticiu:

2 2rd -d
w=" = du="" o dr =2 u) (13)
a 2
¢im dostaneme:
o) 2 2
27r/ Rev Ly = Z18C [e"]y” = oo. (14)
; 2 2

Samostatne sme teda riesili integral. Podla vSetkého by malo vyjst nekone¢no. Po-
zrieme sa na obal knihy, aby sme si skontrolovali vysledok, a tam je nieco tplne iné!
A zafneme rozmyslat. Preco to mame zle? A ¢o to vlastne ratame? Ako vyzera graf

funkcie, ktora integrujeme? [obr.7]
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Ked si najskér vezmeme povodny jednorozmerny pripad, kde pre jednoduchost bu-
deme konsStanty c¢ aj a rovné 1, ffooo ¢*”, znamenalo by to, Ze chceme zratat plochu
od minus nekone¢na do plus nekoneé¢na medzi osou x a grafom e*”, pozri obr. Ta. Ale
preco by to nemalo byt nekonec¢no?

Pozrime sa dalej, ¢o vyjadruje dvojrozmerny integral. Graf funkcie e***¥* (obr. 7b)

by nam mal poméct.

28

28

2.4

22

1.8

1.6 -

1.4

124

08

06

0.4

02

(a) Graf funkcie e (b) Graf funkcie e +¥°

Obr. 7: Grafy integrovanych funkcii

V tomto pripade mame zratat objem telesa, ktoré je zdola ohranic¢ené rovinou x, zhora
priestorovym grafom nasSej funkcie a zboku ni¢im, pretoze nas integral mame zratat
opat od minus nekone¢na do plus nekonec¢na. Tento objem je znovu nekonec¢ny, teda
nas vypocet, ktorym sme dostali hodnotu nekone¢no, by mal byt spravny.

Skisme ale v danom integrali zmenit znamienko v exponente Eulerovej konstanty,

a tak ho zratat! Hladiac na grafy na obrazku 8 by to uz nemalo vychadzat nekonecno.

Oznacme si teda integral L = [*° ce™a dz. Jeho druha mocnina L? sa da previest

na dvojny integral:

oo . o0 _ [e%e] [e%e] -
L2:/ ceadx/ ceaydy:/ / e~ a+y>dxdy.

Postupujeme rovnako ako predtym - aplikujeme polarnu transforméciu (10):

e 0 (22442 2w poo 2 0 2
/ / e @ dxdy = / / e ardrdp = 27?02/ e ardr.
—o0 J —00 0 0 0
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0.9+
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(a) Graf funkcie e (b) Graf funkcie e~ (a+v%)

Obr. 8: Grafy integrovanych funkcii po tprave znamienka exponentu

Pouzime substituciu (13):

—o0 0
0
L? = —7r02a/ e’ds = 7rc2a/ e*ds = nctale’]) = ncta[l — 0] = 7c*a.
0 —o0

Pohl'ad na obalku knihy nés tentoraz uz neprekvapi a moézme si povedat, Ze sme navyse
Sikovnejsi ako autor obalky, lebo sa nam podarilo aj vykratit dvojku.

Neprestavajme sa vSak zamyslat nad tymto integralom, pretoZe v matematike patri
medzi najznamejsie. Jeho jednoduch$ia verzia ffooo e " dz sa nazyva Gaussov, alebo
aj Euler-Poissonov integral [55] a ma 8irokua $kalu pouziti, od pravdepodobnosti az po
fyziku [19]. Existuje mnoho dokazov, preco je hodnota integralu rovnéa prave /7.

Jednym z nich je aj dokaz Simeona Dennisa Poissona (1781-1840), francizskeho ma-
tematika a fyzika, ktory sa objavil na obélke knihy The Calculus of Murder, aj ked bez
minuska. Ako mozeme vidiet na obrazku 9, kde je ukdzka kapitoly Integrdlny pocet z
knihy [47], Poisson nepouZil presne nas postup pomocou polarnych siradnic. Namiesto
toho ziskany dvojny integral fooo fooo e~ ~vdady pocital geometricky. Tento integral
predstavuje Stvrtinu objemu telesa pod plochou uréenou grafom funkcie e~ ~v*, Pois-
son ho spocital ako stcet objemov telies, ktoré maju ako zédkladiu medzikruzie medzi
kruznicami so stredom v nule a polomermi r a dr a vysku rovni funkcénej hodnote
integrovanej funkcie na kruznici s polomerom r (v8imnime si, ze tato hodnota je kon-

r

Stantna pre kazdy bod kruznice). Obsah podstavy je teda 27rdr, vyska je e~ * a preto

objem takéhoto telesa je ome " rdr. Ak stitame vietky takéto objemy pre r € (0, 00),
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m=£nrt'd:.£me—rd;=£"[rwﬂmfy.

Soient maintenant trois axes rectangulaires O, Oy,
Oz et

- = e
¥=0, z=r*,

Fig. 108, "

les équations d'wne courbe
siluée dans le p]an z20x.
Si eette conrbe tourne an-
tour de I'axe Oz, clle en-
gendrera une surface ayant
pour équation

$e= T,

et l'intégrale double

B

représentera le quart du volume compris cowe la sur-
face et le plan xOy. On peut évaluer ce volume en le par-
tageant en une infinité de tranches cylindriques dont Oz
soit I'axe commun. La tranche terminée aiix surfaces qui
ont pour rayons r et r4-dr est égale & sa base anrdr
muliipliée par sa hauteur £ ou ¢ : on a donc

I,q,!'--.I i = o
i 3 3 L Kﬁtﬂ-ﬁ':al;

Obr. 9: Ukéazka Poissonovej myslienky vypoctu integralu [47]

dostaneme integral }l fooo e "’ 2mrdr, ktory uz vieme vypocitat.

Ak by sme trochu viac patrali po povode tohto integralu, pravdepodobne by sme
natrafili aj na meno Pierre Simon Laplace (1749-1827). Bol to matematik opét fran-
cuzskeho povodu, ktorého vedecka ¢innost zasiahla nielen do matematickej analyzy, ale
i do pravdepodobnosti [26]. Mimochodom, Laplace, spolu s Lagrangeom boli Poisso-
novymi Skolitelmi jeho dizerta¢nej prace, ako mozeme zistit na uz spominanej stranke
[23]. Laplaceovi sa ako prvému, uz v roku 1774 v ¢lanku Mémoire sur la probabilité des
causes par les évenments podarilo explicitne spocitat hodnotu Gaussovho integrélu,

dokonca dvoma sposobmi [27]. V prvom z nich vychadza z Eulerovej formuly:

/1 x"dx . rde 1 =
o VI—a¥Jo V1—a> s(r+1)2
Druhy z nich posobi priatelskejsie a vzhladom na jeho nenaro¢nost si ho dovolime

uviest. Gaussov integral, tentokrat znovu od nuly do nekone¢na, si ozna¢me J a vy-

chadzajme z umocneného tvaru:

0 0

ale namiesto polarnej transformécie pouzime substiticiu x = yt, potom dr = ydt a
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dostavame:

/ / (#+1) ydtdy = / (/ yeyQ(tQJrl)dy) dt.
0 0

Teraz na ,,vntutorny integral® pouZime substitiiciu y? (t> + 1) = s, z ¢oho postupnymi

Po dosadeni mame

upravami vieme vyjadrit dy = 2y t2 g

1 o0 1 —g]8=00 1 t=00 ™
/ / dsdt 2/0 o [—e L:o dt = 3 larctgt],—_o~ = T

A ked7e sme vychadzali z umocneného tvaru J2, po odmocneni ziskavame J = ¥Z. O
’ 2

Laplacovi, autorovi predchadzajicich vypoctov, kolovala v Parizi na zaciatku minulého
storo¢ia anekdota, ktortt v knihe Budget of Paradoxes [15] popisuje matematik De

Morgan:

Laplace raz, za ticelom prezentovat vydanie svojej knihy Systéme du Monde,
Siel navstivit cisdra Napoleona. Ten zas po tom, ako sa dozvedel, Ze v Lap-
lacovej knihe nie je ani zmienka o BoZom mene, ustipacne poznamenal:
, Pdn Laplace, povedali mi, Ze ste napisali tito velku knihu o vesmire, ale
nikde ste ani len nespomenuli jeho Stvoritela.“ Laplace, verng svojej filozo-
fii, bez obalu odvetil: ,, Thito hypotézu som nepotreboval. “ Pobavenyj Napoleon
jeho odpoved interpretoval Lagrangeovi, ktory si neodpustil pozndmku: ,,Ach,

skveld hypotéza. Vela vect vysvetluje.“ [15]
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2.2 Zahulime, uvidime

Matematiku najdeme aj vo filme Harold and Kumar [60]|. Ked v8ak zistime, ze
oficidlny slovensky preklad filmu znie Zahulime, uvidime, nejeden z nas neveriacky
zdvihne obocie. Ako sa sem dostala?

Po sprgke na nadévok sa z st Sarmantej sle¢ny dozvieme, Ze ide umriet z tej Sialenej
zdverecnej pisomky z matiky, pekne povedané. Nagtastie, Kumar ma v oblasti mate-
matiky celkom jasno a ocareny pohladom na fiu jej pomoze s plo$nym integralom.
»Nevadilo by ti, ak by som sa na to pozrel?“

» Uhm. “

., UZ si velmi blizko vysledku. MoZem ti s tym pomoct?*

sJasné!l“ [60]

aNah s
M- "\_3*’5‘\5(}.‘ ):9 3 Ay ¥
e g2 .\fﬁ""r TR
S = ’k\\h- ,Il'F ax
5. \ B 3 % \
‘.} ‘ t-‘ -r\ £ £ 5{ ¢ ‘\‘1)A$
\‘“. s £ | A

Obr. 10: Integral z filmu Harold and Kumar [60]

Ked7e pre ¢itatela moze byt problém pochopit, ¢o je vlastne napisané na obrazku
(obr 10), dovolime si uviest veci na spravnu mieru: To, ¢o vyzera ako malé tlacené a
alebo znak pre parcidlnu derivaciu 9, je vlastne ¢islo 2 a tie velké tladené pismend
S predstavuju symbol integralu [. Takto to uz déva zmysel a dokézeme aj my zratat
minimélne to, ¢o sle¢na a pokiisime sa to dotiahnut do konca, ako to spravil aj Kumar.
Nagou ulohou je teda zrataf integral [[yz?dA, kde R je plocha medzi grafmi funkcif
y=xay=2—a° Lahko sa moZzeme gresvedéit’, 7e integracné hranice premennej x st
x-ové stradnice priese¢nikov grafov tychto dvoch funkcii. Plocha R je znézornena na

obrazku 11.
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Obr. 11: Plocha

Na zadany integral aplikujeme Fubiniho vetu [25]

1 2—a? 1 o 42
/ / yx2da:dy:/</ yxzdy> de
-2 *

-2

a upravujeme dalej. M6Zme si najskor spocitat ,vntutorny integral“:

22 912—22 ZL‘2
/ yz®dy = {gﬂ%} =5 [(2—1‘2)2—$2] :

vysledok dosadit a néasledne doratat ako klasicky urcity integral.
1! 2 1 [! 142 27 525" 9
5/2x2 [(2—x2) —xﬂ = 5/24x2+x6—5x4dx: 3 {?—1—7—?}_2 = —=.
Ocarend Vanessa nenechd Kumara bez pochvaly:

, Wow, si v tom dobry! Studoval si matiku, alebo ¢o?*
,No, v skutocnosti ma to naucil moj tatko, ked som este chodil do Siestej.

Vanessa je mierne zhrozena, zistujtc, ze pred nou stoji trochu divny chlap, ktory sa jej
prizna, 7e jeho obltbenym seridlom je Doogie Howser. Serial o chlapcovi §tudujicom
fyziku a ¢eliacom problémom dospievania.

Tak sa teda snazi zmenit tému:

¥ s xOu
»Na com to pracujes?
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»Je to len bdseri. Na hodiny kreativneho pisania.”

Vanessa mu vytrhne papier z ruky a zacne sa smiat:

,, Odmocnina z troch?! BozZel“

Zahanbeny Kumar jej vezme papier, ale ona sa neda:

»Hej, nechaj ma precitat si to!*

»Nie, nie, nie.“

»Preco?“

., Pretoze je to trapnel*

» Tak mi to precitaj!“

,, Neexistuje, aby som ti dovolil vidiel ma v tomito svetle. Vela $tastia s matikou.“

A odoberie sa pre¢ [60].

Aby vsSak divéaci neboli ukrateni ani o zazitok z vypocutia si basne o odmocnine z
troch, maju moznost poc¢ut ju na konci filmu. Tomu vSak predchadza velké mnoZstvo
udalosti. Kumara letiaceho do Amsterdamu zatknu este v lietadle, pretoze si ho pomylia
s hladanym teroristom. Po Case sa mu vSak podari utiect z vizenia a zisti, Zze jeho
byvala laska, ktora sa tiez vola Vanessa, sa ide vydavat za niekoho iného. Film konéi
Stastnym stretnutim Kumara a Vanessy na jej vlastnej svadbe, kde sa po vypocuti basne

napisanej pre fiu, rozhodne nechat Zenicha samého pri oltari a odide s Kumarom.

‘;fzﬂm

Obr. 12: Vanessa a Kumar [60]
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I'm sure that I will always be

A lonely number like root three

The three is all that’s good and right,
Why must my three keep out of sight
Beneath the vicious square root sign,

I wish instead I were a nine.

For nine could thwart this evil trick,

with just some quick arithmetic

I know I’ll never see the sun
As 1.7321.
Such is my reality,

A sad irrationality

When hark! What is this I see,

Another square root of a three

As quietly co-waltzing by,
Together now we multiply
To form a number we prefer,

Rejoicing as an integer

We break free from our mortal bonds

With the wave of magic wands

Our square root signs become unglued

Your love for me has been renewed. [60]
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2.3 Nevzdavat sa!

To, Ze matematik v detektivke je vda¢nou témou, sme si mohli v§imnut uz v diele The
Calculus of Murder [42|. Avsak nie len ako detektiv, ale aj ako obet. Tuto stranu
mince si zvolila autorka piSuca pod pseudonymom Miriam Webster v jej detektivke
After Math [51]. Miriam Webster, vlastnym menom Amy Babich, ziskala doktorat
z matematiky na University of Texas, a ano, aj jej ,praskolitelmi“ boli Lagrange a
Laplace [23]. V jej knihe nendjdeme nasilni aplikiciu matematiky v rieSeni pripadu,
ale trochu realistickej$iu vec: zneuzitie Statistiky za tcelom priemyselného znecistenia
Zivotného prostredia. Pribeh velmi dosledne opisuje, ako si dokaze Sikovny matematik
vybrat jemu vyhovujice data a metody, vdaka ktorym dostane vysledok, aky chce a
zarovenn dokdze poblaznit kazdého, kto nie je expert v Statistike. [22]

Nepotrebujeme v8ak byt expertami v Statistike, ak chceme vediet zratat integral na

obélke knihy, o ktorej prave hovorime (obr. 13) .

MIRIAM WeEBSTER

Obr. 13: Obalka knihy After Math [51]

Uz na prvy pohlad vidime, Ze je to integral racionalnej funkcie, teda funkcie zapisa-
telnej v tvare podielu dvoch polynémov. Metoda integrovania racionalnych funkeii je
zalozend na myslienke rozlozit racionélnu funkciu na linedrnu kombinaciu zakladnych
racionalnych funkeii (tzv. parcidlnych zlomkov) [24], ktoré uz vieme zintegrovat.

RozpiSme si integral z obalky knihy tak, aby sme v menovateli dostali sicin:

]:/mdx:/(x—iﬂ) @t a9 (15)

Vidime, Ze metodou rozkladu na parcidlne zlomky, vieme integral (15) vieme rozlozit
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na tvar:

A Bx +C
I = dz. 16
/x—3+x2+3x—|—9x (16)

Aby téato uprava bola korektné, musia byt splnené nasledujice rovnosti. Ziskali sme ich
tpravou (16) na spolo¢ného menovatel'a, ¢im sa menovatele v (15) a (16) teraz rovnaju.

A aby sa rovnali oba zlomky, musia byt aj ich ¢itatele rovné:

Ax®> + 34 +9A+ B2 —3Bx+Cx —3C ==z
2 (A+B)+2(3A—-3B+C)+9A—-3C =z.
Metodou porovnania koeficientov dostaneme tri rovnice o troch neznamych, ktoré nie
je problém vyriesit.
A+ B =0,
3A-3B+C =1,
9A —3C =0.

Riesenim sustavy je A = %, B = —%, C = % Staci uz len spitne dosadit za neznéme a

doriegit integral. Nas integral teraz vyzera takto:

L_ 1, 1 1 1 3—=z
I = 3700 4 :—/ d —/—d. 17
/x—3+x2+31:+9x 0| 3%ty | mrgeao (1D

Vidime, 7e prvy z integralov vieme vypocitat hned:

Neling

1 1 1
a:§/m_3dx:§ln(x—3)+c. (18)

Zratat druhy integral § = f | =255~ dx vsak nebude také jednoduché. Mozeme si

2+3x+9
ale v§imnut, Ze ak ho trochu upravime, vieme z neho po zintegrovani dostat logaritmus.

Budeme sa teda snaZzit, aby ¢itatel zlomku bol deriviciou menovatela:

1 3 — 1 2r — 6
= MV S L
9 ) 22+3zxz+9 18 ) 2243z +9

1/ 2r 4+ 3 d +1/ 9 d (19)
=——— | —do+— | ——dx
18 ) x2+3x+9 18 ) x2+3zx+9
Vieme, 7e
1 2v 4+ 3
—— | —dx =1 243 9 . 20
18/x2+3x+9 z=n (2" +32+9) +c (20)

Ostava nam uz len spocitat integral % f -z +3w 37507 Vdaka substiticii ho budeme vediet

upravit na tvar, ktory bude po zintegrovani obsahovat arkustangens.
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Pripomefime si: [ zi5dt = arctgt + ¢ [24]. Nasim ciefom je teda v menovateli ziskaf
sticet jednotky a druhej mocniny nejakého vyrazu. Pouzime tpravu na uplny Stvorec a

osamostatnime jednotku:

1 1 1 1 2 1
—/—daz::—/—2 dr = — s—dx.
2) 22+ 32z +9 2) (z+ 3+ 7 27 <2(x+g)) o

Pouzijeme substiticiu

2 3
Mzsidng—\/ﬁds (21)
3v/3 2

a dosadime:

2/ 1 3\/§d V3 2(x+%)+c-

= 2V 9s = “Zarct
) #1122 T g M A

Postupne z vyrazov (21), (20), (18) vieme poskladat konecny vysledok spociatku

tak nevinne vyzerajiceho integralu (15):

+c.

T 1 1 > V3 2(z+3)
/ S =gh(z=3)— (2* 4+ 3z +9) + ?arcth—\/g

Na konci devitnasteho storoc¢ia objavil teenager Marcel Proust® v knihe jednej svoje;
priatelky test, ktory neskor vogiel do dejin ako ,, Proustov dotaznik“. V tom obdobi bol
tento sposob zabavy - vyplianie testov - velmi oblibeny. Proust bol zastancom néazoru,
7e Tudia musia spoznat sami seba pred tym, ako spoznaju inych. Vytvoril preto zoznam
otazok, ktoré podla neho odhalovali pravii identitu respondentov pre ich okolie [40)].
Boli medzi nimi napriklad takéto otazky: Co je pre vds predstava dokonalého §tastia? Z
¢oho mdte najvdcsi strach? Ktord postava z historie by vds najlepSie charakterizovala?
Talianska spolo¢nost pre aplikovani a priemyselnt matematiku modifikovala otazky z
Proustovho dotaznika ,,v matematickom zmysle slova®“ a kladla ich dneSnym matema-
tikom. [29]

Prezident talianskej matematickej tnie, Franco Brezzi, na otazku: ,, Aké typy vypoctov
vds najmenej bavia?“ odpovedal prave ,Integrdly raciondlnych fukcii. “, ktorymi sme
sa teraz zaoberali.

»A aké je vase motto?“

»Nevzddvat sal* [30]

>Valentin Louis Georges Eugéne Marcel Proust (1871 - 1922), franctizsky spisovatel a kritik, znamy

najmi vdaka dielu Hladanie strateného casu [39].
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2.4 Mam problém

Ako sme si uz mohli v§imnit, Sophie sa vo svojom denniku [34] nezamysla len nad kaz-
dodennymi starostami a problémami. Vel'ké cast jej mySlienok je venovana matematike.
V niektorych pripadoch v8ak ide ruka v ruke s fyzikou, tak ako je to aj s problémom

tautochrony.

Piatok, 3. oktobra 1794 Slovo tautochrona je gréckeho pévodu. Tauto
znamend identicky a chromos znamend cas. Tautochrona, alebo inokedy
2and aj izochrond®, je takd krivka, po ktorej sa objekty zosuni do jej naj-

nizsieho bodu za rovnaky cas, bez ohladu na ich Startovaciu poziciu. [34]

Problém tautochrony je v skutoc¢nosti tilohou, alebo vyzvou - najst takato krivku. Ako
prvému sa to podarilo holandskému matematikovi Christiaanovi Huygensovi, ktory
tento fakt, Ze riesenim je cykloida, hrdo publikoval aj s déokazom vo svojom diele Horo-
logium oscillatorium (1673). Na tento poznatok naraza aj pasaZ zo znameho literarneho

diela Moby Dick, v sloven¢ine znameho pod nazvom Biela velryba:

, Progkrdt som celil tejto pozoruhodnej skutocnosti. Ze ¢o sa geometrie tyjka,
vietky telesd klzajice sa pozdlz cykloidy, napriklad moj mastenec, skiznu z

akéhokolvek miesta v rovnakom case. [31]¢

Vdaka frekvencii, s akou sa cykloide darilo vyvolavat spory medzi matematikmi v 17.
storo¢i, sa stala znamou ako ,Helena geometrov* [12].

A ¢o je cykloida? Intuicia by ndm mohla napovedat, Ze medzi fiou a bicyklom by
mohla existovat istd spojitost. A je to pravda. Vysvetlime si to pomocou obr. 14.
Predstavme si, Ze by sme Sophie na koleso bicykla (na jeho obvod) umiestnili svietiaci
bod. Vsade okolo nas by bola tma a Sophie by naskoc¢ila na bicykel a vydala by sa po
rovinke. Nevideli by sme teda ni¢, len t svietiacu bodku na jej kolese, ako by opisovala
- ano - cykloidu. Jednoducho povedané, cykloida je krivka, ktord vytvara pevne zvoleny
bod na kruznici kotilajicej sa po priamke.

Parametricky sa da vyjadrit nasledujicim spoésobom (pozri [53]):

x=r(0—sinb),

(22)
y=r(1—cos®)

67 gréctiny, iso- je predpona znamenajica rovnaky, chromos znamena c¢as.
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Obr. 14: Ako vznika cykloida [53]

lrQ | |

Obr. 15: Parametrizacia cykloidy [18]

kde r je polomer a 6 je uhol otocenia kotulajiucej sa kruznice (pozri obr. 15). Jeden
oblik cykloidy vznikne oto¢enim kruznice o uhol 2.

Napriklad aj v seridli Numb3rs 65|, v ktorom sa matematika vyuZziva na rieSenie
skuto¢nych zlo¢inov, si nasla cykloida svoje miesto. V epizode Spidn pomédha Charlie
Epps riegit pripad, pri ktorom auto zrazilo Zenu. Vdaka nemu sa podarilo zistit, Ze
iSlo o vrazdu a nie nehodu. Vo svojej analyze za pevny bod na kruznici zvolil pitu a
poukazal na to, ako jej pohyb smerom zozadu az pred koleno opisuje cykloidu [54].

Overme, Ze cykloida je rieSenim problému tautochrony. Budeme postupovat podla [34].
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Zderivujme x a y:
dz =7 (1 —cosh),

dy = r siné.

Teraz vytvorme sicet druhych mocnin derivacii a ozna¢me ho ds?:
ds* = da” + dy® = r* [(1 — 2cos 6 + cos’d) + sin*f] = 2r* (1 —cosf).  (23)

Vyjadriac si zo vztahu (23) ds, dostali by sme dlzku nekoneéne malého tseku cykloidy,

ziskan pomocou Pytagorovej vety (obr. 16). Vychadzajme zo zékona o zachovani me-

mala prepona - nekonecne mala cast’
krivky

Vidx )+ (dy)?

Obr. 16: Dlzka krivky [43]

chanickej energie, nech m znamen& hmotnost, ¢ gravitané zrychlenie (= 9.81ms2),
v rychlost a y vysku, z ktorej bude padat predmet z najvysSieho bodu cykloidy po

—muv°=mgqgy (24)

7 (24) si vieme vyjadrit rychlost:
v =/29y. (25)

. v , ) 2 - ’ v . _d . .
Vieme, Ze rychlost sa d& popisat ako zmena polohy za zmenu casu: v = 5. Ciastkovi
dlzku krivky, ktora presiel bod za kratky ¢as dt, reprezentuje ds. KedZe nas bude

zaujimat prave ten Cas, za ktory sa mu to podarilo, vyjadrime dt z rovnice (25):

ds
dt = — 26
oI (26)

Zo vztahov (22) a (23) vieme vyjadrit y a ds, ktoré nasledne dosadime a ziskame:

Vda2 +dy? ry/2(1 — cosf) dd T
V2gy V297 (1 — cosf) 9
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Aplikovanim ur¢itého integralu v hraniciach od t = 0 po t = T, kde t = 0 oznacuje
pociato¢ny ¢as a t = T znadi ¢as, kedy uz bod dorazil do najnizsej ¢asti tautochrony,
a urc¢itého integralu v hraniciach od § = 0 po 0 = 7, kde # = 0 znamena, Zze sme v

najvyssom bode cykloidy a @ = 7, zZe sme v najniz§om bode, dostavame
T s
/ dt = / \/fde
0 0 9
T= \/Zﬂ'.
)

Vidime, ze T, oznafujice ¢as potrebny na skotulanie sa bodu z najvyssiecho bodu

(27)

fvv

gravitacného zrychlenia a od konstanty w. Vyska, z akej padal n&s bod, vo vztahu
nevystupuje.

Zvol'me si teraz lubovolny iny bod 6, na cykloide, ktory bude od najvyssieho bodu y
0 1o nizsie, teda v parametrickom vyjadreni sa bude kruznica opisujica cykloidu otacat

0 0y menej. Vztah (25) vyzera po tprave nasledovne:

ds

=2
v = dt g(y yo)

Rovnakym postupom sa tiez dostaneme az k rovnici:
212 (1 — cost
/ ) do =
0, \| 2rg (costy — cosh)

/ /| 1 —cosf
90 cosy — cost cos@

Podme si pomoct substituciou, pri ktorej pouzijeme vztahy pre polovi¢ny uhol. Vo

vSeobecnosti vyzeraju takto [52]:
) /1 —cosz

o
(3 F

Vieme si prepisat cosf na tvar cos) = 2cos? 5 — 1 |52]. Dosadenim a rovnakym

l\'>|’—‘

[\D|>—‘

postupom ako v predoSlom pripade ziskame

\/’ / sin 9) do (29)
fo cos2 — cos? (%8) .
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PouZime substiticiu v tvare

CoS (%9)
U= 5,
cos (590)
du — _sin (%6’1) d@7
2cos (500)
40 — _2({05 (1%90) ‘
sin (59)

Dosadme do (28) a upravme menovatel [52].

_2\/?/1 du
9Jo V1—u?
T . 1
=2, /—|arcsinul, =
|/ fvcsinal

r
=T/ —.

g
Vysiel rovnaky vysledok ako v (27). Znamené to, Ze ¢as, za ktory sa predmet skotula
po cykloide z ktoréhokol'vek miesta na nej do jej najnizsieho bodu, je konStantny pre
Tubovolny §tartovaci bod. Préave toto je vlastnost, ktora ma splhat tautochréona a tym

nasli sme rieSenie jej problému. Dokazali sme, tym rieSenim je cykloida.
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3 Teo6ria hier

Za ucelom vytvorit zaujimavy film, ktory dokaze divaka prindtit aj zamysliet sa, sa
tvorcovia filmov ¢asto (aj nechtiac) uchyluja k problémom teoérie hier. Skisme niekol'ko

z nich vyriesit.

3.1 Zachranca

Film Temny rytier [62] ma viacero pasazi nepriamo venovanych teorii hier. Jednou
z nich je aj ¢ast o dvoch trajektoch. Joker (predstavitel inteligentného kriminalnika a
zarytého nihilistu, snaziaceho sa dokazat, ze Gotham city je plné I'udi typu Homo eco-
nomicus), si vyberie dva trajekty. Prvy z nich je naplneny radovymi obc¢anmi, zatial¢o
druhy prevaza viznov. Bez vedomia pasazierov a policajtov sa mu podarilo umiestnit
na oba trajekty silné vybusSniny, ktoré by v pripade vybuchu dokézali znicit cela lod aj
s posadkou. Odrazu sa trajekty zastavia a mechanici na oboch lodiach ida skontrolovat
do podpalubia, ¢o sa stalo. Najdu tam sudy s vybusninami a rozbusku. 7Z ampliénu na

lodiach sa ozve:

Dnes sa kazdy z vds stane siucastou socidlneho experimentu. Vdaka carovnej
kombindcii motorovej nafty a dusicnanu amdnneho som pripraveny vystrelit
vds az do neba. Ak by sa niekomu nebodaj cheelo utiect, vsetci umriete. Na
kazdej lodi mdte rozbusku, ktorou dokdZete odpdlit tu druhi lod. O polnoci
vds, samozrejme, odpdlim vsetkych. Ak vSak na jeden z vds stlaci gombik
na rozbuske, necham Zit vsetkiyjch, ¢o su s nim na lodi. TakzZe, kto to bude?
Ukdzkovd zbierka odpadlikov, alebo sladki nevinni obcania? Vy si vyberdte.
Och, a asi by ste sa mali cheiet rozhodnit ¢o najrijchlejsie. PretoZe ludia

na tej druhej lodi nemusia byt tak Slachetni. |62]

Ludia za¢nt panikarit. Na lodi s radovymi obfanmi sa za¢ne hlasovat, vizni sa biria.
Stlacit gombik a zachranit sa, ale zaroveni nechat vybuchnut trajekt plny I'udi? Alebo
nestlacit a umriet ako slachetny ¢lovek? Cela situacia je zapisatelna v tvare tabulky
vyplat. Majme dvoch hracov - Obc¢ania a Vazni, ktori mozu mat dve stratégie - stlacit

alebo nestlacit spust.
e Ak sa obcania rozhodni nestlacit spust, vizihom sa oplati stlacit a preziju. Ak sa
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Obr. 17: Vystrageni radovi ob¢ania [62]

Tabulka 2: Tabulka vyplat: Stlacit alebo nestladit?

Obcania \Vézni || Nestlacit | Stlacit

Nestlacit 0,0 ,1

Stlacit .0 0

vSak obcania rozhodna stlacit spast, vizni zahraji rovnako pravdepodobne obe

stratégie.

e Ak sa viizni rozhodni nestlacit spust, ob¢anom je vyhodnejsie stlacit spast a tak

prezit. Ak vSak vizni stlacia spust, ob¢ania su indiferentni vo¢i obom stratégiam.

Tato hra ma teda tri equilibria. Mala by sa podla v8etkého stat jedna z troch si-
tuécii farebne vyznacenych v tabulke, malo by dojst k vybuchu aspon jednej lode.
, Budeme vidiel ohtiostroje!*, povedal Joker. Ako sa vS8ak ukézalo, Tudi netreba podce-
novat. Obcania Gothamu neuvazovali len takto jednoducho. Ich uvazovnie si mozeme
eSte rozvetvit na dva pripady. Budeme predpokladat, Ze sa rozhodovali na zéklade

svojho vztahu k moralke a k prezZitiu.

SMRT < MORALKA < PREZITIE
Gothamcania chet prezit viac, ako byt §lachetni. To znamena, Ze najvadésiu cenu ma
pre nich ich vlastny zivot. Zivoty Tudi na druhej lodi si vazia menej, teda by radi prezili,
aj za cenu, 7e vyhodia do vzduchu druhu lod plna Tudi. V tomto pripade priradime
jednotlivym aspektom rozhodovania hodnoty: smrt 0, moralka 1, prezitie 2.
Tato hra méa dve equilibria. Jedni stlac¢ia, druhi nie. Jedni preziji, druhi si v8§ak budua

musiet vystacit ,len* so slachetnostou.
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Tabul'ka 3: Tabulka vyplat: Prezitie nad Moralkou

Obcania \Vézni || Nestlacit | Stlacit

Nestlacit 1,1 1,2

Stlacit 2,1 0,0

SMRT < PREZITIE < MORALKA
Gothamcania si fachetni, ale nechcti umriet. Ak by v8ak doslo k tomu, Ze maji niekoho
zabit, radSej umri sami. Rozhoduju sa na zaklade tychto hodnot: Smrt 0, Prezitie 1,

Moralka 2.

Tabul'ka 4: Tabulka vyplat: Moralka nad Prezitim

Obcania \Vézni || Nestlacit | Stlacit

Nestlacit 2,2 2,1

Stlacit 1,2 0,0

Tentoraz sme dostali hru s jednym equilibriom - ani jedna z lodi nestlac¢i spast. Ne-
smieme v8ak zabudnit na Jokerovu hrozbu: o polnoci odpéli obe lode, ak sa ni¢ dovtedy
ni¢ nestane.

Gothamcania spolu s vizhami zvolili prave tato stratégiu, aj ked bola na prvy po-
hlad nepredstaviteIna. Ani jeden z nich nestlacil spast, a tak Joker marne ¢akal na
ohnostroj. Medzitym ho stihol najst Batman, ktory ho zbavil rozbusky, a tym zachra-
nil §Tachetnych pasaZierov oboch trajektov. ,, Co si sa snazil dokdzat? Ze hlboko vnaitri

je kazdy tak skaredy ako ty? Nie. Si v tom sdm.“[62]

3.2 Bitka dovtipu

Dobro vitazi nad zlom. V kazdej dobrej rozpravke by to tak malo byt a ani Prin-
cezni nevesta [64] sa z tohto standardu nevymyka. Tato klasicka rozpréavka, ¢itana
starym otcom, poniika Sirokd paletu rozpravkovych bytosti - obrov, princezné, piratov,
drakov... Nas vSak budd zaujimat len traja z nich: princezné, Sicil¢an Vizzini a pirat
Wesley. Sicilcan Vizzini uniesol princezni a pirat Wesley sa ju snazi zachranit. Porazil

najlepsieho Sermiara a najsilnejSieho obra, teraz mu vsak jeho sila nepomoze. Na rade
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je bitka dovtipu. Dvaja muzi a dva pohére.

Obr. 18: Wesley za¢ina Bitku dovtipu |64]

Wesley: ,, Tvojou ilohou je zistit, v ktorom z pohdrov je jed. Bitka dévtipu
sa zacala. Skonci sa, ked sa ty rozhodnes, ktory pohdr si zvolis a obaja sa
napijeme. Jeden z nds bude mrtvy. “

Vizzini: ,Ale to je predsa jednoduché. Budem vychddzaf z toho, ¢o o tebe
viem. Si teda typ cloveka, ktory by dal jed do svojej case alebo do superove;?
Takze, mudry clovek by dal jed do svojej caSe, lebo by vedel, Ze len bldzon
by sa cheel napit z ¢ae, ktori mu ponikli. A kedZe ja bldzon nie som, roz-
hodnem sa, Ze ani tvoju ¢aSu nechcem. Ale ty si musel vediet, Ze ja nie som
blazon, rdtal by si s tym, takZe je jasné, Ze casu pred sebou si nemodzZem
zvolit. ©

Wesley: ,, Vravis teda, Ze si sa rozhodol?*

Vizzini: , Este nie. Ako kazdy vie, jed iocane pochddza z Austrdlie”. A Aus-
tralia je plnd krimindlnikov. Krimindlnici si zvyknuti na to, Ze im ludia
nedoveruju. Tak, ako ja nedoverujem tebe. TakZe si nemoZem zvolit casu,
¢o mds pred sebou ty.“

Wesley: , Mds vskutku obdivuhodngj intelekt!“

Vizzini: ,Ano, z Austrdlie. A ty si musel tusit, Ze ja budem vediet odkial
prasok pochddza a teda si nezvolim vino oproti mne.“

Wesley: ,,Myslim, Ze zacinas tdpat.

"Pragok iocane patri medzi fiktivne jedy. Pochadza z Austrélie a da sa vo¢i nemu vytvorit imunita,
pokial doty¢ny uZiva pravidelne malé mnozstva. Nazov je pravdepodobne odvodeny od slova kokain,
¢o v Case napisania knihy a vzniku filmu Princezna Nevesta (1973, resp 1987), bola pomerne rozgirena

droga.
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Vizzini: ,To by si chcel, ¢o? Porazil si mdjho obra, ¢o znamend, Ze si
vynimocne silnyg, takZe by si dal jed do svojej case veriac, Ze tvoja sila ta
zachrdni, teda by som st nemal zvolit ¢asu pred tebou. Ale taktieZ si porazil
mojho Sermiara, ¢o znamend, Ze si musel Studovat Sermiarstvo a Stidion
si ziskal doleZity poznatok: Ze élovek je smrtelny. Tym pddom by si mal
umiestnit jed ¢o najdalej od seba. Cize si nemdm zvolit éasu pred sebou. “
Wesley: ,,Snazis sa ma uz len obalamutit, aby som ti nieco naznacil. “
Vizzini: “A funguje to! Naznacil si toho aZ az. Ja viem kde sa jed nachd-
dzal“

Wesley: “Tak teda urob svoje rozhodnutie.

Vizzini: , Urobim a rozhodnem sa. Co pre pana krdla to md byt?!“
Wesley: “Co? Kde? Ja ni¢ nevidim*

Pirat sa obzrie a Vizzini medzitym vymeni svoju c¢asu s Wesleyho ¢asou.

[64]

Pod'me sa na tato situéciu pozriet z pohladu teérie hier. Budeme analyzovat moznosti
rozhodnuti jednotlivych hracov, ktorymi si v nasom pripade Wesley a Vizzini. Hla-
dame rieSenie, ktoré by bolo optimalne pre oboch hracov. Situdciu nadm vSak moze
komplikovat fakt, ze hraci maja asymetricka informéciu, ¢o znamena, ze jeden z nich
vie viac. Pristupujme teda k tomuto problému najprv tak, ako to vidi Vizzini. Vizzini
chce prezit, preto si chee zvolit ¢asu v ktorej nie je jed. Ak je vo Wesleyho c¢asi, chce sa
napit zo svojej a ak je jed v jeho c¢asi, chce sa napit z Wesleyho ¢age. ZapiSuc si tito

situaciu do tabuliek vyplat, dostavame:

Tabul'ka 5: Jed méa v pohéari Wesley

Wesley\ Vizzini || Wesleyho ¢asa | Vizziniho ¢asa

Wesleyho casa - -1,1

Vizziniho caSa 1, -1 -

Dve vyplatné tabulky mame z dovodu, Ze Vizzini nevie, v ktorej ¢asi sa iocane nacha-
dza. Preto sa v dvoch roznych situdciach musi rozhodovat rézne. NavySe, situécia, ze

sa obaja hrac¢i napiji z rovnakej ¢ase, nemdze nastat. Tento jav sa v terminologii teorie
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Tabul'ka 6: Jed mé v pohari Vizzini

Wesley\ Vizzini

Wesleyho casa

Vizziniho c¢asa

Wesleyho casa

-1

Y

-1.1 -

Vizziniho ¢asa ,

hier nazyva opacné stratégie a preto vyplaty v niektorych bunkach nie st uvedené. A
prave z dovodu, Ze Vizzini nevie, v ktorej ¢asi je jed, neexistuje preitho jednoznacne
optimalna volba.

Inak je to ale v pripade pirata Wesleyho. Ten mé smolu, Ze nemoze vyuzit svoju vy-
hodu asymetrickej informécie v tom, 7e vie, kde sa jed nachédza. Po ¢ase v8ak zistime,

ze to az takd nevyhoda nebola. Pozrime sa, ako to dopadlo v rozpravke.

Vizzini: ,Dal by som ruku do ohnia za to, Ze som nieco videl! No, ale to je
uZ jedno. Napime sa. Ja z mojej case a ty zo svojej.”

Wesley: |, Zle si sa rozhodol.

Vizzini: ,, To si len myslis, Ze som sa zle rozhodol! To je na tom to smiesne!
Vymenil som pohdre, ked si sa otocil! Haha, ty bldzon! Stal si obetou jed-
ného z menej zndamych prislovi: nikdy nechod proti Siciléanovi, pokial je v
hre smrt! Ha ha ha ha ha! Ha ha ha ha ha!*

A este stale sa smejuci Vizzini padne na zem mitvy. Wesley rozviaze puta
princezne;.

Princezna: Cely cas som si myslela, Ze tvoja c¢asa bola otrdvend.
Wesley: Obe case boli. Ja som len posledné roky strdvil vytvdranim si imu-

nity proti tocanovému prdsku.

Vizzini bol teda od zaciatku hry odsideny na smrt a Wesleyho zachranil jeho dovtip.
Vedel vybrat hru, ktori mohol vyhrat len on. Jeho tabulka vyplat méa v sebe naozaj
len vyplaty.

Bez ohl'adu na to, ako sa rozhodol Vizzini, Wesley prezil. Princezné bola zachranen4 a

dobro zvitazilo nad zlom.
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Tabul'ka 7: Jed je v oboch pohéaroch a Wesley je iminny

Wesley\ Vizzini

Wesleyho casa

Vizziniho c¢asa

Wesleyho casa

-1

Y

Vizziniho ¢asa

1,-1

Y

3.3 Ako tedria hier vyrieSila zdhadu z Talmudu

Zidovské naboZenstvo je v spolo¢nosti zndme okrem iného aj svojimi knihami - Talmu-
dom a Térou. Talmud je ,,synonymom zidovstva“ a zakladom ortodoxného zidovstva. Je
sthrnom 7idovského poznania a pojednava o v8etkych oblastiach Tudského Zivota [17].
V knihe slovenského autora, Jaroslava Franeka® - Judaizmus, ndjdeme zrozumitelné

odpovede na otazky tykajice sa zZidovskej problematiky.

AZ dodnes ostdva Talmud knihou, v ktorej ndjdeme zdklady ortodozného
Zidovstva. Nové interpreticie Talmudu ukdzali jeho zlicitelnost so Zivotom
v modernej spolocnosti. Pochopitelne sa vselico zmenilo, ale Talmud ako
celok ostdava obrovskim rezervodrom poznania, v ktorom sa aj dnes hladaji

odpovede na najrozlicnejie otdzky. [17]

Tak napriklad: muz dlzi trom réznym I'udom 100, 200 a 300 kortin. Nanes$tastie umrie
a nemé dostatocne vela penhazi na to, aby svoj dlh splatil. Ako sa mé jeho majetok
rozdelit? Ako isto vieme, nemusi existovat jedina spravna odpoved. Férové rozdele-
nie nezavisi len od logiky, ale aj od spolocenskych zvyklosti. Pozrime sa na tri rozne

situacie:

e Rodic¢ slabi svojim detom hracky, ale nakoniec im nemdze kupit tie slubené, lebo

dostal mensi plat, ako ocakaval.

e Partia kamaratov si objedné jedlo v restauracii, ale ked pride ucet, nevedia sa

dohodnut, kto mé kolko zaplatit.

e Spolo¢nost vyda dlhopisy a akcie, ale skrachuje.

8 Autor je hovorca Ustredného zvizu zidovskych nabozenskych obci. Je vedeckym pracovnikom a

pedagogom na Katedre teoretickej a experimentalnej elektrotechniky FEI STU [13].
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Ako vidime, neexistuje overeny postup, ktorym by sa dali vyriesit tieto problémy. Nie-
ktori Tudia preferuju proporcionalne/pomerové rozdelenie zavisiace na velkosti dlhu.
Napriklad, mozeme uviest klasické ,zaplat za to, ¢o si si objednal“. A aj ked to vy-
znieva velmi logicky, nie kazdému je tato metoda sympaticka. Ini zas uprednostiiuji
rovnomerné delenie. Ohanaju sa argumentom, Ze nezalezi na velkosti dlhu, ale na pocte
0sob. Rovnomerné vidime c¢asto v rodindch s malymi detmi - kazdy dostane rovnaky
pocet kociek ¢okolady, rovnako vela gumenych medvedikov. To, ktoré delenie nakoniec
bude vykonané, zalezi od spolo¢enskych zvykov.

Jedno z najskorsich rieseni tykajicich sa spravodlivého delenia pochadza prave z

Talmudu.

Obr. 19: Ako vyplatit tri manzelky? [32]

Ide o problém muza - dlznika, dlhujiceho svojim trom manzelkdm. RieSenie z Talmudu
vobec nie je ocividné a jasné.

Talmud pontka odpoved prostrednictvom troch prikladov. Text neobsahuje vse-
obecné pravidlo, podla ktorého by sa dalo postupovat.
V prvom riadku muz vlastni dokopy 100 Sekelov. Kazd4a jeho manzelka dostane po jeho

smrti rovnko velky diel - tretinu jeho majetku. Ide teda o rovnomerné relenie. Treti
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Tabulka 8: Ako deli Talmud

vlastni \dlhuje | 100 | 200 | 300
100 333 (333(333
200 50 |75 |75

300 50 | 100 | 150

riadok naznacuje, 7e pojde o delenie v pomere k velkosti dlhu. Preco sa to ale nemohlo
rozdelit rovnako ako v prvom pripade?

Jednoznac¢ne najmenej jasnym je druhy riadok. Nielenze nejde o rovnomerné delenie
a ani o delenie v pomere k velkosti dlhu, ale ponika sa nam aj otazka: pre¢o mé druhé
a tretia Zena dostat rovnako vela? A vobec, odkial pochadzaju tie ¢isla?

Tieto otazky ¢akali na svoju odpoved skoro 2000 rokov [5]. Niektori ufenci sa po
¢ase vzdali nddeje na vyrieSenie problému a dokonca naznacovali, Ze pripad, ked muz
dlhuje 200 kortn, je zle prepisany [5].

A potom sa k slovu dostala tedria hier. V 80. rokoch 20. storocia profesori Robert
Aumann a Michael Maschler napisali ¢lanok, v ktorom tvrdili, Ze zahadu vyriesili.
Trvali na tom, Ze na odpovedi z Talmudu nie je ni¢ z1é a ze moze byt vnimana ako apli-
kécia principu teérie hier. Ako sa ukézalo, rieSenie z Talmudu je ukazkou riesenia dobre
definovanej kooperativnej hry. Teda hry, ktora prebieha skor medzi koaliciami hracov,
ako medzi jednotlivymi hra¢mi a je tym ovplyvnené aj spravanie hrac¢ov. Aumann a
Maschler posilnili toto svoje tvrdenie aj tym, ze analyzovali viaceré pasaze z Talmudu,
v ktorych bol tento princip tiez pouzity. Jednym z nich bol aj princip delenia odevu.
Prave na tomto principe je zalozené aj rieSenie problému tykajiceho sa muza a jeho

troch Zien.

Pod'me si nas problém prelozit do jazyka teorie kooperativnych hier a zjednodusme si
situdciu pre muza a jeho dve Zeny. Prvej nech dlzi d, druhej ds. Jeho celkovy majetok je
E, pricom plati, 7e dy < dy a dy + dy > E. Tento problém sa vyrieSi pomocou principu
s nazvom spor o odev, ktory je prikladom hry s rovnomernym rozdelenim sporného

majetku:

Dvaja drzia odev. Jeden ho chce cely, druhy pozaduje polovicu. Potom prvy
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z nich dostane z neho 2 a druhy 1 [14].

Princip je jasny: ten, ¢o vyzaduje polovicu, prepusti druhii polovicu druhému ¢loveku.
Zvysok sa rozdeli na rovnaké diely. Vo vSeobecnosti to znamen, Ze nami nepozadovanu
Cast prepustame druhej strane a druhé strana nam prepiasta hou nepozadovani Cast.
Pokial nebol rozdeleny cely majetok, zvySok sa rozdeli rovnomerne. Pre pripad muza
a dvoch zien to vyzera nasledovne: prva zena vyzaduje d;, tym padom prepusta druhej
zene max(E — dy,0). Druha Zena pozaduje ds a vzda sa v prospech druhej Zeny sumy
max(F — ds,0). Hré sa teda uz len o E'— max(E — d;,0) —max(E — dy, 0). Tato zvysna
suma sa rovhomerne rozdeli medzi obe Zeny. Po manzelovej smrti teda dostant:

prva zena; Z-max(E-di0)-max(B-d20) max(FE — ds, 0),

2

druh4 Zena: E_maX(E_dl’Og_maX(E_dQ’o) + max(F — dy,0).

Podl'a [4] mo7e byt tato metdda delenia rozsirend, ¢i je to pre troch, tisic, alebo
milion Tudi, ktorym dlzime. Musi byt splnend podmienka - Ze majetok je rozdeleny
tak, Ze mnozstvo, ktoré dostant Iubovolni dvaja, odraza princip rovnomerného delenia
sporného majetku, o ktory sa ,hra“. A navySe, Aumann a Maschler ukazali, ze v
skutocnosti len jedno rieSenie je konzistentné. Zadefinovali si hru o muzovi a troch
zenach ako dvojicu majetok a dlhy: E a d, kde d = (dy,--- ,d,) a0<dy <dy <--- <
d, a E < djy +dy + -+ + d,. RieSenie takejto hry je n-tica x = (x1,...,x,) redlnych
¢isel a plati, 7e E = x1 + ... + x,,. Toto riegenie nazvali CG-konzistenté?, ak pre vetky
i # j je rozdelenie majetku velkosti x; + x; medzi veritelov pozadujucich d;, d; v tvare
(@i, ;).
Dokaz o tom, ze je CG konzistentné moézeme najst napriklad v [5]. Ukazeme si, ze
takéto rieSenie je len jedno. Ak by ich bolo viac, vedeli by sme najst rieSenia z a y a
veritelov ¢ a j takych, Zze y; > x; a y; < x; a y; +y; > z; + x;. Ak by sme mali len
veritelov ¢ a j, tak principom delenia odevu by j dostal sumu y;, ak by celkova velkost
majetku bola y; +y; a x; by dostal, ak by celkova velkost majetku bola z; 4 z;. KedZe
Y; +y; > x; + x;, monoténnost principu delenia plasta, ktord v tomto pripade tvrdi, ze
y; > xj, je v spore s tym, ze y; < x;.

Postup, ako toto jediné rieSenie najdeme, si ukdzeme v nasledujicich siedmich kro-

koch:

9Konzistentné v zmysle principu delenia sporného odevu, tzv. Contested Garment Principle
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1. Zoradme si I'udi, ktorym dlhujeme podla velkosti nasho dlhu - od najmensieho

po najvicsieho.

2. Za¢nime delit majetok rovnomerne medzi v8etkych, az kym ¢lovek, ktorému dl-

hujeme najmenej, nedostane polovicu sumy, ktord mu dlhujeme.

3. Opét zafnime delif majetok rovnomerne medzi vietkych (okrem ¢loveka, kto-
rému dlhujeme najmenej), az kym ¢lovek, ktorému dlhujeme 2. najnizsiu sumu,

nedostane polovicu sumy, ktord mu dlhujeme

4. Pokracujeme rovnakym postupom, az kym vSetci neziskaji polovicu sumy, ktorta

im dlhujeme

5. Teraz, pokracujeme opa¢ne. Budeme sa pozerat na rozdiel medzi nasim dlhom a
tym, ¢o sme veritefom vyplatili. Zo zvySku peiniazi pridavame najvyssiemu veri-
telovi az dovtedy, kym sa jeho strata (dlh - vyplatené peniaze) nerovna strate

druhého najvyssieho veritela.

6. Potom rozdelime majetok rovnomerne medzi veritelov, az kym strata najvyssieho

veritela nebude rovné strate druhého najvyssieho veritela, atd.

7. PokraCujeme, az kym nerozdelime vSetok majetok.

Skisme si toto delenie ukazat na priklade:
Muz dlzi svojim Styrom bratom postupne 300, 200, 100 a 50 Sekelov. Po smrti mu vsSak
ostalo len 600 Sekelov. Ako sa bratia podelia?
Budeme postupovat podla algoritmu Almanna a Maschlera. Za¢neme rovnomerne roz-
delovat majetok. Mame dostato¢ne vela na to, aby sa kazdému usla polovica pozado-
vanej sumy. V druhom riadku tab. 9 sa budeme zaoberat stratou. Kedze 300 sekelovy
veritel dostal len 150 a 200 Sekelovy 100, 300 Sekelovému musime pridat 50, aby mali
rovnaku stratu. Posunieme sa dalej a pridavame aj dalsim bratom. V dalSom riadku
vidime, ze 300 Sekelovy méa stratu 100, zatial¢o 200 Sekelovy méa stratu 50. Pridame
300 sekelovému 50 a posunieme sa dalej. V Stvrtom riadku vidime, Ze uz len nas naj-
VACSi veritel méa stratu 50, zatialGo ostatni maju 25. Priddme mu preto 25 Sekelov.

Nastala teda situécia, Ze kazdému z veritelov dlZzime rovnako vela. Pokra¢ujeme akoby
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Tabul'ka 9: Muz dlzi $tyrom bratom

300 | 200 | 100 |50

1. {150 | 100 |50 |25

2.150 [50 |25 |-

3.0150 |25 |- -

4. |25 |- - -

5.0 12,5 | 12,5 | 125 | 125
287,5 | 187,5 | 87,5 | 37,5

prvym krokom - rovnomerne rozdelujeme majetok, az kym najmensi veritel nedosiahne

polovicu svojej pozadovanej sumy. A kedZe mame uZ situéciu s rovnakymi veritelmi,

zvy$né peniaze (50 Sekelov) rozdelime jednoducho na 4 ¢asti a pripo¢itame ich k zis-

kanym sumam. Nasi bratia teda dostand sumy uvedené v poslednom riadku tabulky

9.

Zéhada je vyrieSena. Nielenze odpoved Talmudu sleduje konzistentny princip, ale

takisto sa opiera o ideu, ktora bola zrejme v obdobi jeho vzniku zvykom. V tomto

pripade je teda nepochybne zaujimava skuto¢nost, Ze nastroj logiky a racionality -

teoria hier - bol potrebny na dekédovanie riesenia z Talmudu, ktoré primérne zaviselo

na spolocenskych a nabozenskych zvyklostiach.
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4 Pravdepodobnost a Statistika

4.1 Ni¢ nie je nemozZné

AK4 je pravdepodobnost, ze kratkometrazny film, netrvajici ani 20 minut, bude v sebe
obsahovat ¢okolvek suvisiace s pravdepodobnostou? Pokial sme si ndAhodnym vyberom
zvolili prave film The Black Shell [61], mame Stastie. Tak, ako malo $fastie malé
dievcatko, ktoré si z nadoby vyse tristo kusov muslickovych cestovin vytiahlo prave
td jednu, ktorta jej mama zafarbila nacierno. Chcela jej tym ukazat, ze vyhrat lotériu,
ktoru dievc¢atko tak rado sleduje v televizii, je velmi, velmi nepravdepodobné. Malej
Abby sa to v8ak podarilo na prvy raz.

Mozno tato udalost, podla ktorej bol aj film pomenovany, ju poznadila natolko, Ze
sa zacala venovat pravdepodobnosti a Statistike. Prednasala ju na univerzite a aj vo

volnom Case sa jej venovala.

, TakzZe. Najjednoduchsie pocitace maju rozlisenie obrazovky 640 X 480 pi-
zelov. Po 256 farieb. A co je uZasné, tymto konecnym poctom pixelov do-
kdzes zobrazit cokolvek. Cokolvek vo vesmire. Napisala som program, ktory
je navrhnuty tak, aby ndhodne zobrazoval kombindcie farieb rozmiestnijch
pizelov. Teraz je to vlastne pristroj, ktory, ak by bol spusteny dostatocne
dlho, by dokdzal zobrazit kaZdi snimku, fotku, kaZdi jednu stranu vytlace-
ného textu, tvoju tvdr, moje palce na nohdch, Taj Mahal...“

, Kolko takiyjch kombindcii vobec existuje?“

LAE by si kaZdému atomu vo vesmire priradil jeden obraz, vytvoreny tymto
pocitacom... tak by si nemal dostatocne vela atdmov. A vicSina z tijch ob-
rdazkov by bol len ndhodny Sum.“

LAle tak, urcite vieme ziskat aj nejoké uchvatné obrazy!“

»No, cast programu je navrhnutd tak, aby skimala aj zhodu s obrdzkamz,
ktoré mdm uloZené v zlozke. Hladd cokolvek, co vyzerd nendhodne. Farby,

tvary. Kazdy den to kontrolujem a zatial nic.“ |61]

Vyjadrime si teda, kolko réznych obrazkov moze vzniknut: Na Sirku méame teda 640
pixelov, na vysku 480. To je spolu 640 x 480 = 307200 pixelov. Kazdy z nich moze
mat jednu z 256 farieb. Teda prvy z nich moéze mat 256, druhy z nich tiez, atd. Lahko
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zistime, Ze vetkych moznosti je 256540%480,
Ako sa Abby neskor priznala, jej program je spusteny uz dva roky v kuse. Kazdu se-
kundu vygeneruje novy obrazok. Ak predpokladame, 7e sa obrazky doteraz neopakovali

a rok mé 365 dni, mohlo sa ich vygenerovat maximalne

60 x 60 x 24 x 365 x 2x = 63072000, (29)

¢o je oproti celkovému mnoZstvu moznych obrazkov zanedbatelne malé ¢islo. Naviac,
ak napriklad po¢ 6 I iret? 5 ¢ 7nych
priklad pocet atomov v pozorovatelnom vesmire*” porovname s poc¢tom moznyc
. . - . . 82 L.
obrazkov, ktoré dokédze Abbin program vytvorit, dostaneme zlomok %(#l)w, ktory je
rovny priblizne 4.82 x 107739730,

A aka je pravdepodobnost, Zze Abbin program vygeneruje prave obrazok 207

Obr. 20: Obréazok s rozlisenim 640 x 480 pixelov [32]

Jeho autorka moze pravom prehlasit, Ze je to jej original, kedze pravdepodobnost,
7e by ho vytvoril program pri jednom konkrétnom generovani, je naozaj velmi malé:

W >~ 42 x 107792 O Abby sa velmi trefne vyjadril jej manzel:

0Podra [50] je odhadované mnozstvo atémov v pozorovatelnom vesmire 107 az 10%2.
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»Jednoducho povedané: predstav si milion pisacich strojov, milon opic a ona

je Shakespeare.“ [61]

WELL? WHAT DO 1 ONCE READ THAT GIVEN BUT WHAT ABOUT
YOU THINK OF MY INFINITE TIME, A MY POEM ?
NEW POEM 7 THOUSAND MONKEYS WITH /

TYPEWRITERS WOULD
EVENTUALLY WRITE THE
ENTIRE WORKS OF
SHAKESPEARE .

LE
%@ 45715 5 nams. )

Obr. 21: A ¢o moja basen? 2]

THREE MONKEYS,
TEN MINUTES.

S0 OIPULE Sin8s PRI 6081 ©

Toto prirovnanie, popisujice takmer az absurditu jej konania, vSak nevymyslel on.

V roku 1913 predstavil franctzsky matematik Emile Borel takzvanu Opiciu teorému.

Nekone¢né mnozstvo opic tukajice do pisacieho stroja nekonecne dlho,

skoro iste dokdze napisat celd zbierku diel od Williama Shakespearea [28].

Znie to neuveritelne, ale z matematického hladiska sa to dokonca da dokazat. Vy-
berme si akékol'vek slovo, nech je to napriklad opica. Majme pisaci stroj s patdesiatimi
klavesami. Potom pravdepodobnost, Ze stla¢ime pismeno o je %, to isté plati aj pre
ostatné pismena. A kedze do stroja tukdme nahodne, stlacenia jednotlivych pismen su

nezavislé. Preto mozeme tvrdit, Ze pravdepodobnost, Ze napiSeme slovo opica je

1 1 1 1 1 1

P(o) x P(p) x P(i) x P(c) x P(a) = w5 X 55 X g5 X =5 X 55 = gromrmnrs

(30)

Teraz predpokladajme, Ze nastane opacné udalost - opica napiSe patpismenové slovo a

nebude to slovo opica.

1

L= P(0) x P(p) x P(i) x P(¢) x P(a) =1 = grorerrs

(31)

Predstavme si n takychto patpismenkovych blokov. Kedze st navzajom nezavislé, po-

tom Sanca P, ze opica ani v jednom nenapiSe slovo opica bude

P, = (1—%)71. (32)

A u7 teraz je to jasné: ¢im vacSie bude n, tym mensSie bude P,. Cim viac patpismenovych
retazcov opice napiSu, tym mens$ia je pravdepodobnost, Ze slovo opica nebude ani v

jednom z retazcov. A ak si to zapiSeme v limitnom tvare, dostaneme

1 n
lim P, = (1 - —) =0, (33)

n—oo 505
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tym padom lim,, (1 — P,) = 1. VoIne povedané, pravdepodobnost, Ze v nekoneénom
mnozstve patpismenovych slov sa nachadza slovo opica, je rovna jednej. A to sme eSte
nespomenuli patpismenové bloky v tvare abcop-tcarh, ktoré by nam tuto pravdepo-
dobnost, uz aj tak rovnu jednej, mohli len zvySovat.

Na tento fakt, Ze opice s schopné vSetkého, pokial ich je dost vela a dame im dost
¢asu, sa spoliehal aj pan Burns zo seridlu Stmpsonowvci. V epizode Homer - Spdsa

Springfieldu ukazuje Homerovi miestnost plna opic:

Pozri, tu pracuje 1000 opic na 1000 strojoch. Coskoro napisu najuacst

romdn na svete. UkdZ to! ,It was the best of times, it was the blurst of

woyrll

times Ty hlipa opica!

Obr. 22: Opice pisu roman [59]

Aby sme vSak neostali len pri teoretizovani, treba spomenit, Ze skupina Studentov a ich
ucitefov z Plymouth University v Anglicku, sa podujala na experiment. Chceli overit,
¢i sa opiciam podari napisat Shakespeara. Do klietky so Siestimi primatmi umiestnili
jeden pocitac, aby sledoval ich literdrne zaciatky. AvSak po mesiaci sa makakom Elmo,
Gum, Heather, Holly, Mistletoe a Rowanovi podarilo len ¢iasto¢ne zdemolovat pocitac,
pouzivat ho ako toaletu a vac¢8inu casu stlacat pismeno s. Mierne sa ale zlepsili na
konci experimentu, ked sa v ich textovom vystupe zacali objavovat aj pismené a, 7, [,
m. Zial, nenapisali ani jedno slovo, ktoré by dévalo zmysel. Ako sa studenti s u¢itelmi
vyjadrili, praca na experimente bola zaujimava, ale vedeckti hodnotu mala len mald.

Mozno a7 na to, ze sa im podarilo ukézat, ze opi¢ia teoréma funguje len teoreticky [6].

I Odkaz na knihu Ch.Dickensa Pribeh z dvoch miest, kde ivodna veta znie: It was the best of times,

it was the worst of times. [16]
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V skutoc¢nosti, predpoklady opic¢ej teorémy ani neboli splnené. T4 totiz predpokladé,
7e opic je nekonecne vela a majua aj nekonec¢ne vela ¢asu. Je teda pochopitelné, ze Sest

opic za mesiac nestihne napisat ani slovo.

4.2 VsSetko najlepsie!

Kto by nepoznal Alicu v Krajine zazrakov? Na motiv knizky od autora L. Carrola
vzniklo uz niekol'ko filmovych adaptacii. Jednou z prvych bola ,disneyovka“ Alice in

Wonderland [58| z patdesiatych rokov.

Obr. 23: Alica na nenarodeninovej party [58]

Ked sa Alice prechadza po Krajine zazrakov, natrafi aj na Sialeného Klobué¢nika, so

svojim Zajacom, ako oslavuji.

Alica: ,Ach, prepdcte, Ze som prerusila vasu narodeninovi oslavu!“
Zajac: ,,Narodeninovi? Drahé dieta, toto NIE JE narodeninovd oslava.
Klobicnik: ,Samozrejme, Ze nie! Toto je NEnarodeninovd oslava!*
Alica: ,Nenarodeninovd? Prepdcte, ale nie celkom vdm rozumiem. “
Klobicnik: ,Je to velmi jednoduché. Narodeniny mds len jeden den v roku.

A zvysnich 364 mds nenarodeniny. Preco by sme ich nemali osldvit? “|58]

Presne tak! Aka je pravdepodobnost, ze mame dnes narodeniny? Ako povedal Klobc-

nik, st len raz v roku. Teda ak berieme nepriestupny rok, tak Sanca, ze je to prave

364

365> Co reprezentuje pravdepodobnost, Ze by sme

. 1 -« . s .
dnes, je 5=, ¢o je ovela menej ako
tiez oslavovali s Klobuénikom a Alicou.

Medzi matematikmi je znamy takzvany narodeninovy paradoz, (pozri napr. [11])
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Zaobera sa pravdepodobnostou, Ze dvaja [udia v skupine n Tudi buda mat narodeniny
v rovnaky deni. Slovo paradox naznacuje aj pre niektorych prekvapujici fakt: ak su da-
tumy narodeni rovnako rozdelené, teda Ze pravdepodobnost narodenia sa v Iubovolny

den nepriestupného roku je rovna 31 potom pravdepodobnost, Ze dvaja I'udia maja

3657

narodeniny v ten isty den v skupine 23 osob, je vicésia ako 50%. MoZeme si to overit
jendoduchym dokazom.
Ozna¢me si P(A)=pravdepodobnost, 7e aspon dvaja maji narodeniny v rovnaky

deni, P(B)=pravdepodobnost, ze v8etci maji narodeniny v rozne dni. Plati teda:
P(A) =1- P(B). (34)

Pravdepodobnost P(B) si vieme vyjadrit nasledovne. Mame 23 T'udi, vyberieme si Iu-

bovolného jedného z nich. Ten méze mat narodeniny 365 dni v roku z 365, teda %.

Ak sa ziadne dva datumy narodeni nemaji rovnat, potom nasledujici ¢lovek, ,smie®

mat narodeniny hocikedy inokedy, to jest ma na vyber 364 dni v roku. Sanca, ze sa na-

rodil inokedy ako prvy vybrany ¢lovek je %. KedZe narodeniny roznych I'udi budeme

povazovat za nazavislé udalosti, mdézeme napisat

365 364 363 343

P(B) = 22 x D2 D% L x 222 35
(B) =365 % 365 * 365 "~ 365 (35)
Dosadenim do (34) dostavame:

P(A)=1— P(B) = 1 — 0.4927 = 0.5073. (36)

Ako vidime, za predpokladu rovnomerne rozdelenych narodenin, naozaj stac¢i 23 Tudi
na to, aby sme mohli povedat, Ze Sanca ,,dvojitej* oslavy narodenin je 50%.

Av8ak to, ze datumy narodenin si rovnomerne rozdelené, v skuto¢nosti nie je pravda.
Ukézme si grafy zavislosti po¢tu narodenych deti od mesiaca v roku z Anglicka a Walesu
pre roky 1979 a 2005'2. Na obrazku 24 vidime, 7e nie je pravda, Ze deti sa rodia s
rovnakou pravdepodobnostou pre kazdy den. Grafy na obrazku 24 ukazuju prechod v
roku 1979 z tzv. eur6pskeho trendu na tzv. americky trend v roku 2005.

Eurépsky trend predstavuje viac pérodov na jar a pocas skorsich letnych mesiacov, s

druhym vrcholom v septembri, americky trend vyjadruje najviac porodov v septembri.

2D4ta st ziskané z Office for National Statistics. Udaje boli upravené tak, aby zohl'adiiovali rozne
pocty dni v mesiacoch a aby boli normalizované ako pomer poc¢tu narodeni v danom mesiaci k celko-

vému poctu poérodov v danom roku.
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Obr. 24: Pocet narodenych v roku 1979(e) a 2005(A) v zavislosti od mesiaca v roku. Vodo-

rovna ¢iara reprezentuje graf hustoty rovnomerného rozdelenia [11]

Napriklad, v rokoch 2001 az 2005 sa najviac deti narodilo medzi 23. az 27. septembrom.
Ako vidime, tieto datumy st najviac ovplyvnené sviatkami a dovolenkami. ZvySené
porodnost pocas jari a v septembri poukazuje na priblizni dobu pocatia pocas letnych
dovoleniek a pocas vianocnych sviatkov. Naopak, nizka poérodnost pocas dni volna
odraza znizend ¢innost nemocnic a poérodnic pocas sviatkov. Napriklad, 26. december
(Boxing Day vo Velkej Britanii) bol 25-krat diiom s najnizsim po¢tom porodov pocas
rokov 1979-2005. Obrazok 25 ukazuje 17517192 porodov v Anglicku a Walese pocas
rokov 1979-2005 (okrem 12311 porodov 29. februéra) [11].
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Obr. 25: Pocet poérodov na deit pocas rokov 1979 az 2005. Vodorovné ¢iara zodpoveda rov-

nomernému rozdeleniu [11]
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Tabul'ka 10: Udaje o pocte narodenych deti v USA podla mesiacov v roku 2010 [7]

mesiac pocet narodenych deti v mesiaci
januar 323249
februér 301994
marec 338613
april 325028
maj 328273
jun 334535
jal 345199
august 349747
september 350745
oktober 336809
november 326220
december 338974

Obr. 26: Pocet porodov za mesiac v roku 2010 v USA |7]

Ako vidime, mysliet si, Ze datumy narodenin si rovnomerne rozdelené, nie je spravne.
Nakoniec, vidime to aj na obrazku 26 ukazujicom graf zodpovedajici tdajom z ta-
bulky 10. Ako nerovnomerné rozdelenie zmeni potrebny pocet Tudi, na patdesiat per-
centna pravdepodobnost dvojitych narodenin? Existuje vela sposobov [11], ktorymi
sa da ukazat, ze akakoIvek odchylka od rovnomerného rozdelenia méa tendenciu zvysit
pravdepodobnost, Ze v skupine r Tudi budi mat asponn dvaja narodeniny v rovnaky
defi. To znamené, Ze ked 23 Tudi stacilo na 365 rovnako pravdepodobnych dni, urcite
budu stacit aj vtedy, ked niektoré z dni buda mat vac¢siu pravdepodobnost vyskytu

narodenin.
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5 Financéna matematika

Sophie je spdt. A nezaujima ju len teoretickd matematika a vlastnosti Cisel. Svoje
poznatky dokaze aplikovat aj do redlneho sveta, ked vo svojom denniku Sophies’s

Diary piSe o tom, ako sa rozhodla matematikou pomoct otcovi.

Utorok, 2. marca 1790
Otec sa ma spytal ako sa pocita zloZené drokovanie. PoZiciava penize a
na to, aby spocital urok, pouziva jednoduchi formulu: I = P X R, kde
I=irok, P=poZiciavand suma a R=urokovd miera. Ocko teraz chce zaviest
zloZen€ urokovanie, aby ziskal peniaze nielen za pévodni pdZicku, ale taktieZ

za droky, ktoré mu dlZia. Chce zirocit aj uroky, pretoZe niektorym ludom

trud prilig dlho, kym mu splatia vietky dihy. |34]

Tento spodsob trocenia, ktoré pouziva Sophiin otec, sa vold jednoduché arokovanie.

Zaved'me si jednotné znacenie, ktoré budeme v tejto kapitole pouzivat. NavySe budeme

r urokova miera
t ¢as drocenia
FV  future value, budica hodnota petiazi (kolko maji otcovi splatit)

PV present value, sti¢asna hodnota penazi (kol'ko pozical otec)

pracovat so zjednoduSenym modelom, 7e dlh splatia dlZnici naraz. Teda, ze nebudu
splacat svoje dlhy postupne.
Napriklad, ak Sophiin otec pozi¢al 100 toliarov a jeho tdrokova miera bola 10%, potom

ak trocil raz ro¢ne, dlh vo¢i nemu po piatich rokoch sa moze vypocitat takto:
FV=PV(1+txr)=100%(1+5 x 0.1) = 150. (37)

Teda by mu dlzili 150 toliarov. Ttto sumu sme vypocitali jednoduchym trokovanim.

Sophie sa vsak vyjadrila, ze jej otec by chcel ziskat viac.

Nasla som vzorec A = P(1 + %)”t na vypocet zloZeného urokovania, kde

A znamend suma, ktord by mali vyplatit mojmu otcovi, t je cas uplynuty
od poZicky a n znamend kolko razy do roka sa suma dlhovand otcovi urodi.

Chee vediet, ako casto by mal drocit, aby dostal ¢o najviac periazi.|34]
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Skisme overit, ¢i je tato forma trokovania - zlozené trokovanie - vyhodnejsia, ako
povodné jednoduché trokovanie. Majme opét rovnaké predpoklady. Dlh vo¢i Sophiinmu

otcovi sa tentoraz spocita takto:

FV = PV(1+r) =100(1+0.1)° = 161.05. (38)

Tabulka 11: Velkost dlhu v zavislosti od poc¢tu troceni za rok, r=10%, t=5, PV =100

pocet troceni do roka -n  FV = PV (1+ %)”t

2 162,89
3 163,53
4 163,36
5 164,06

Sophie sa teda nemylila a nasla lepsi sposob trocenia. Jej otec sa vSak vyjadril, Ze
uvazuje nad moznostou urocit viackrat do roka. Pozrime sa na tabulku 11, v ktorej sa
vypocitané dlhované sumy pre rozny pocet troc¢eni rocne.

Mozeme si v8imnut, Ze so zvySujicou sa frekvenciou drocenia sa zvySuje aj mnozstvo
pehazi, ktoré mozeme ziskat. Budme trochu ,nenéasytni a skisme uro¢it nekoneéne
velakrat za rok. Potom mnoZstvo penazi, ktoré moézme ziskat, sa d& vyjadrit nasledovne:

lim PV(1+ )™ = lim PV(1+ 2)"F = lim PV(1+ -)¥* = lim PVe™  (39)
n n n

n—oo n—oo n—oo n—oo

Ziskali sme vzorec pre spojité tirokovanie. Ak by Sophiin otec pozi¢al 100 toliarov a

urocil by spojitym trokovanim s trokovou mierou 10% po dobu 5 rokov, zarobil by si:
FV = PVe'" = PVe™™ ™! = 164.87 toliarov. (40)

Film The Bank svojim nazvom naznacuje, Ze by mohol mat ¢osi spolo¢né s peniazmi.
Este pred tvodnymi titulkami, poc¢as prvych troch mindt filmu sa stretneme so za-
mestnancom banky, s pAnom Johnssonom, ktory prisiel na besedu do skoly prednasat
o dolezitosti bank. Za¢ne kreslit na tabulu. ,S4 tri veci, na ktoré budete potrebovat
peniaze uloZené v banke. Prvou je auto. Druhou je dom, éim vdcsi, tym lepsi. A tretia
vec?“ spyta sa, ked nakresli na tabulu star¢eka s bradou. Prihlasi sa nesmelo jeden

chlapec: ,,Santa Claus?“ Trieda sa zasmeje a prihlasi sa jedno diev¢a: ,, Tak na to, ked
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budeme stari?“
Pan Johnsson suhlasne prikyvne a pokracuje prikladom: , Ak by ste sa rozhodli, Ze
kazdy tyZden uloZite do banky 50 centov, zdvojndsobiac vkladani tyZdenni sumu kazZdé
tri roky, tak o 25 rokov bude kaZdy jeden z vas mat na ucte 727 000 americkych dold-
ov.“ Ozve sa jeden chlapec: ,,To nie je mozné. Rok md len 52 tyZdiov.” Pan Johnsson
odpovie: ,, Ano, to je pravda,“ a napie na tabulu 52 x 25 = 1300 tyzdiov. , Ale dovol
mi ukdzat, ako to funguje!“ A piSe na hovoriac pri tom: ,,ZloZené urokovanie. Zirocuje
sa vdm drok. Chdpete? Tak a teraz v mene banky mesta St. Victoria kaZdému z vds

darujem vas proy depozit - 50 centov. “|57]

Obr. 27: Pan Johnsson vysvetluje, ako funguje zlozené urokovanie [57]

Skasme najprv zistit, ko[ko by sme dostali, keby banky netrocili nase vklady. Vkladali
by sme teda tyzdenne urcitd sumu, ktort by sme vzdy po troch rokoch zdvojnasobili.
Rok méa 52 tyzdiiov. Prvé tri roky by sme vkladali 0.5 = 2—1 dolara, dalsie tri roky
1 = 2° dolar, potom tri roky 2 = 2! dolare. KedZe 25 rokov je 3 x 8 rokov + 1 rok,
celkové mnozstvo vlozenych penazi si vieme zapisat takto:

6
52 % 0.5 x (3 > 2+ 27) = 13273. (41)

i=—1

Johnsson vSak hovoril o ovel'a vi¢Sej sume. Pozrime sa do tabulky 12, ako by to vyzeralo
v pripade zloZeného trokovania pocas prvych Styroch rokov, kde ndm budo sumu drocit

arokovou mierou r.

Ak si podobnym postupom ako v tabulke 12 dopocitame hodnoty az po 25. rok, do-

staneme sa k nasledujticej rovnosti:

25 19 16
S D R RED WIERRE) WIERRED N
1=23 =20 =17 =14
232 (147) 242 (147) 252 (147r) 262 (147) +27(147)]
=2

(42)
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Tabul'ka 12: Velkost vkladu na konci prvych styroch rokov

rok 52 x 271 x (1+7)!
rok (52 x2'+52x 27 (14+7)=52x 27 (1 +7r)*+ (1+7)]

W=

rok 52X [(1+7r)P+1+7r)?+(1+r)]+52x2°1+r) =
=52 [27 33 (14 7)' + 2°(1 + 7))

Podl'a pédna Johnssona by sme mali o 25 rokov mat okolo 727 000. Ak si teda zvolime
FV = 727000 potom ak si vypoc¢itame r, vyjde ndm r = 0.38396. Pan Johnsson
sTuboval neuveritelne vysoky trok: 38%. V skuto¢nosti banky vklady urocia ovela
niz§im tarokom [37]. Keby sme si za r zvolili 2%, ¢o je podla [37] jedna z vyssich
urokovych mier trociaciach sporiace vklady, za predpokladu, ze by sa troky pripisovali

raz, a to na konci roka, potom na konci 25. roku sporenia by sme mali:

25 22 19 16
52x 271 T(1,02) +2°) T (1,02)"+2' > (1,02) +22 ) (1,02)'+

1=23 =20 =17 =14
10

13 7 4
283 7(1,02)" +24 ) T(1,02)" +2°) (1,02)" +2°) " (1,02)" + 27 (1,02)] = 29222, 009.
11 i=8 i=5 i=2
(43)
Sice by sme nezarobili tol'ko ako sTuboval pan Johnsson, bolo by to vSak viac, ako by

sme mali, kebyZe si spominané sumy vhadzujeme len tak, do prasiatka.
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ZAVER ZAVER

Zaver

Cielom tejto bakalarskej prace bola motivacia Studentov poslednych ro¢nikov strednych
skol, respektive studentov prvych ro¢nikov vysokych §kol k rieSeniu tloh z matematiky.
Netradi¢né prostredie, do ktorého st priklady z roznych oblasti matematiky zasadené,
moze vzbudit zaujem aj u tych najzarytejsich odporcov matematiky. Okrem prikla-
dov uvedenych v tejto bakalarskej préci, aj internete existuje velké mnozstvo blogov
venovanych prikladom z matematiky, ktoré sa vyskytli vo filmoch alebo v roménoch.
Nechybaji podrobné analyzy jednotlivych javov a rieSenia teoretickych situécii, ktoré
nenastali, ale mohli nastat.

Na zéver si eSte dovolime uviest uryvok z knihy Sophie’s Diary, ktory moézme

bezpochyby povazovat za jedno z najkraj$ich vyznani lasky k matematike.

Dnes vecer sa ma Monsteur de Maillard spytal, preco studujem matematiku.
Zaskocil ma touto otdzkou, tak som len vyhrkla: ,,Matematika je nagkrajsia
veda!“ Tak zvldstne sa na mna pozrel, usmial a odisiel. Chcela som mu k
tomu viac povedat. Cheela som mu vysvetlit, Ze mam rada matematiku, lebo
sa mi paci riesit rovnice a Ze ma bavi odkrijvat zihady ukrjvajice sa za kaz-
dou teorémou. Som uchvdtend c¢islami a ich harmdniou v rovniciach, uplne
ako v akejsi nddhernej symfonii. Ano, matematika je aj prisna veda. VyZa-
duje logiku a pravdivost, pretoZe jej ilohou jej riesit problémy vesmiru. Riesi
problémy, ktoré sa kaZdodenne vyskytuji okolo nds, ale aj tie pre nds nedo-

siahnutelné. Mdam rada matematiku, pretoZe v matematike je pravda!|34]
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