UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

EXPERIMENTY A VLASTNE DATA PRI VYUCOVANI
PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTIKY

BAKALARSKA PRACA

2015 Katarina KOCSISOVA



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

EXPERIMENTY A VLASTNE DATA PRI VYUCOVANI
PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTIKY

étudijny program:
Studijny’ odbor:

Skoliace pracovisko:

Veduci prace:

Bratislava 2015

BAKALARSKA PRACA

Ekonomicka a finan¢nad matematika
9.1.9. Aplikovana matematika (1114)
Katedra aplikovanej matematiky a statistiky

doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD.

Katarina Kocsisova



33055394

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Katarina Kocsisova

Studijny program: ekonomicka a finan¢nd matematika (Jednoodborové
Studium, bakalarsky I. st., denna forma)

Studijny odbor: 9.1.9. aplikovana matematika

Typ zaverecnej prace: bakaléarska

Jazyk zaverecnej prace: slovensky

Sekundarny jazyk: anglicky

Nazov: Experimenty a vlastné data pri vyucovani pravdepodobnosti a Statistiky

Ciel’:

Literatara:

Experiments and own data in teaching probability and statistics

>n

Cielom prace je spracovat "pokusy", ktoré¢ sa daji vyuzit' pri vyucovani
pravdepodobnosti a Statistiky: experimenty motivujuce vypocty urcitych
pravdepodobnosti, ziskanie vlastnych dat na testovanie hypotéz a pod.
Konkrétne, praca sa bude zaoberat’ nasledovnymi témami, ku ktorym sa prida
niekol’ko podobnych podl'a vlastného vyberu Studenta:

(a) Vizualizédcia distribucnej funkcie pomocou slovnika a testovanie zhody
dvoch distribu¢nych funkeii [1]

(b) Odhad velkosti populacie (zdkladnd mySlienka: mame N gul'6cok
oc¢islovanych 1, 2, ..., N, vytiahneme n z nich a chceme na zéklade tohto vyberu
odhadntt’ N) [2], [3]

(c) Hadzanie Sipok a testovanie vplyvu dominantnej ruky [4]

(d) Hra s kockami Hog [5]

(e) Chi kvadrat test dobrej zhody a farby M&M's [6]

(f) Zékladné principy testovania Statistickych hypotéz a rozliSovanie Pepsi
a Coke [7].

Stcast'ou kazdej témy bude jej vysvetlenie, zrealizovanie pokusov a nasledny
vypocet pravdepodobnosti, vysledku Statistického testovania a pod. Vybrana
téma sa pripravi na praktické pouzitie pri vyucbe a Student ju zrealizuje
na predmete Metody rieSenia tloh z pravdepodobnosti a Statistiky.

[1] Jernigan, R. W. (2008). A photographic view of cumulative distribution
functions. Journal of Statistics, Education Volume, 16.

[2] Vannman, K. (1983). How to Convince a Student that an Estimator is
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Abstrakt

KOCSISOVA, Katarina: Experimenty a vlastné data na vyucovanie pravdepodobnosti
a Statistiky |Bakalarska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matema-
tiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: doc.
RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2015, 53s.

Cielom préace je zrozumitelne spracovat pokusy pouzitelné pri vyucbe pravdepodob-
nosti a Statistiky. Zaoberame sa v nej nielen experimentami na testovanie Statistickych
hypotéz, ale aj prikladmi motivujicimi k vypoc¢tu pravdepodobnosti, hladaniu distri-
buénych funkcii v beznom zivote ¢i odhadovaniu celkového mnozstva stiboru na zéklade
malého poctu znamych dat. Kazda téma obsahuje vysvetlenie, realizaciu pokusu, pri-

slusny vypocet a zaver z experimentu.

Kracové slova: testovanie hypotéz, distribu¢na funkcia, Kolmogorovov-Smirnovov

test, chi kvadrat test dobrej zhody, parovy t-test, odhad



Abstract

KOCSISOVA, Katarina: Experiments and own data in teaching probability and sta-
tistics [Bachelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-
sor: doc. RNDr. Bedta Stehlikova, PhD., Bratislava, 2015, 53p.

The aim of this thesis is to comprehensibly carry out experiments useable for tea-
ching probability and statistics. The thesis is not only dealing with the experiments
of statistical hypotheses testing, but also with mathematical problems motivating to
probability calculations, searching distribution functions in real life and estimating the
total population size, based on a small amount of the known data. Each thesis topic
consists of an explanation, realization of the experiment, its respective calculation and

conclusion of the experiment.

Keywords: hypothesis testing, distribution function, Kolmogorov-Smirnov test,

Pearson’s chi-squared test, paired t-test, estimator
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Uvod

Statistika ako vedny odbor je ¢oraz viac popularna. Vyuziva sa asi vo vSetkych odvet-
viach Tudskej ¢innosti, ¢oho dékazom je jej vyucba i na $kolach s inym neZ matematic-
kym, ekonomickym ¢i informatickym zameranim. Mnohokrét si vSak Studenti nevedia
celkom predstavit aplikdciu naucenych poznatkov v readlnom zivote.

Experimentom alebo pokusom rozumieme zdmerne vyvoland situaciu s umyslom
sledovania urcitych javov za Specifickych podmienok. Nagim cielom je spracovat a pod-
robne vysvetlit takéto experimenty. Praca obsahuje prierez celym testovanim krok za
krokom, od stanovenia mnozstva potrebnych dat az po zavery plyniice z testovania.
V kazdej kapitole sa budeme venovat inému pokusu. Testovanie bude predvedené na
nami zozbieranych datach.

V 1. kapitole spracujeme teériu ohfadom testovania Statistickych hypotéz, uvedieme
pojmy ako hypotéza Hy, a Hy, chyba I. a II. druhu. Predstavime si aj Neymann-
Pearsonovu lemu a ukazeme si ekvivalenciu jej zamietacieho kritéria s kritériom vyply-
vajicim z chyby I. a II. druhu. Vychadzajac z ¢lanku [5] overime funkénost chutovych
poharikov ochotnych degustatorov. Namiesto znadmych nealkoholickych népojov Coca
Coly a Pepsi vSak budeme skiimat rozdiel medzi cukrikmi M&M’s a Lentilkami.

Dalsia kapitola bude venovana distribuc¢nej funkcii a jej vysvetleniu prostednictvom
slovnika sledujic ¢lanok [3]. Néasledne budeme testovat zhodu medzi nimi v dvoch
anglickych slovnikoch za pomoci dvojvyberového Kolmogorovovho-Smirnovovho testu.

Kapitola porovnavajuca distribu¢né funkcie doby c¢akania v dvoch studentskych je-
dalnach Eat and Meet a Venza situovanych v Mlynskej doline bude akymsi doplnenim
predchadzajtcej kapitoly.

Vo 4. kapitole si predstavime pravidla dvoch hier s kockami. Ako prvi rozoberieme
hru HOG z ¢lanku [7]. Vypo¢itame nielen o¢akévané vyplaty pre hry s réznymi poc¢tami
kociek, ale aj obmeny tejto hry s uvedenim optimalnej stratégie. V druhej Casti sa
pozrieme na nami vymyslent hru. Oslovime niekolkych hrac¢ov, aby sme zistili, & sa
spravaju optimalne.

V dalsej kapitole spracujeme déata o obltibenych ¢okoladovych cukrikoch M&M'’s.
Budeme porovnavat vysledky nasho merania so star$im vyjadrenim vyrobcu v ¢lanku

[1] i s novs§imi pomermi farieb spomenutymi v [2|. Na overenie hypotézy s pravdepo-
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dobnostami rozdeleni farieb cukrikov pouZzijeme chi kvadrat test dobrej zhody.

Kapitola 6 bude obsahovat experiment, pri ktorom sa bude hadzat Sipkami na terc.
Utastnici pokusu sa buda snazit trafit sipku ¢o najblizsie k stredu najskor dominant-
nou, nasledne predveda hody nedominantnou rukou. Podl'a ¢élanku [6] by sa tieto hody
nemali od seba vyznamne ligit. Na overenie pouzijeme parovy t-test.

Posledna kapitola bude zamerané na odhady. Uvedieme si niekolko z nich z ¢lankov
[22] a [25], ukdZzeme, Ze st nevychylené alebo vychylené. Nasledne predstavime odhady
ziskané od Studentov navstevujicich predmet Metody rieSenia tloh z pravdepodobnosti
a Statistiky.

V celej praci budeme pouzivat predovSetkym zakladné poznatky z pravdepodobnosti

a Statistiky spracované v [8] a [9].
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1 Zakladné principy testovania Statistickych hypotéz
a rozliSovanie M&M’s a Lentiliek

Mnohi Tudia tvrdia, Zze medzi Coca Colou a Pepsi Colou nie je Ziaden rozdiel. Ini zas
vyhlasuji, Ze dokéZzu spominané napoje rozligit. Clanok [5] sa zaobera testovanim tvr-
denia z predchadzajicej vety. Autori v hiom vysvetluji zakladné Statistické principy
zaujimavou formou na stavke. Stavka sa odohréva medzi ucitelom a Studentom, kde
Student tvrdi, ze dokaze tieto dva nealkoholické napoje rozlisit s urc¢itou pravdepodob-
nostou. V hre je symbolicka ¢iastka pehazi, ktoré stavili obe zucastnené strany.

V tejto praci sa budeme venovat mierne upravenej verzii daného experimentu. Tes-
tovat budeme, ¢ dobrovolnik na ochutnavanie cukrikov vie rozlisit Lentilky a M&M'’s
s konkrétnou pravdepodobnostou p, ktori oznaci za charakteristiku svojich schopnosti.
V pripade, ak sa bude ¢asto mylit, bude to prakticky to isté ako hadanie, teda urc¢ovanie

cukrikov s pravdepodobnostou p = 0, 5.

1.1 Teodria

V nasledujicej ¢asti si uvedieme vysvetlenia pojmov z knih [9], [14] a [18].

Hypotézou nazyvame tvrdenie tykajice sa rozdelenia pravdepodobnosti nahodnych
premennych alebo hodnot parametrov tychto rozdeleni. Overovanie spravnosti prislus-
ného tvrdenia nazyvame testovanim Statistickych hypotéz. V Statistike formulujeme
nulovi hypotézu H, a alternativnu hypotézu H;, ktora je obvykle negaciou nulovej.
Pri testovani mozu nastat dve moznosti, bud nulovi hypotézu zamietneme alebo ju
nezamietneme. Ked'Zze sa rozhodujeme vzhladom na realiziaciu ndhodného vektora, ne-
mozeme zarucit bezchybné rozhodnutie.

Pri rozhodovani sa mozeme dopustit chyby I. alebo II. druhu. Ak zamietame hy-
potézu Hy napriek tomu, Ze plati, ide o chybu I. druhu. Pravdepodobnost tejto chyby
nazyvame hladinou vyznamnosti a oznacujeme «, pricom a € (0,1). V pripade, ze
nezamietame nulovi hypotézu, aj ked neplati, doptstame sa chyby II. druhu a jej
pravdepodobnost ozna¢ime (5. Hodnota 1 — 3 predstavuje pravdepodobnost spravneho
zamietnutia nulovej hypotézy, teda ak neplati. Nazyvame ju sila testu.

Prirodzene chceme, aby pravdepodobnosti oboch druhov chyb boli malé. Podl'a [19]

12



a [20] zvy¢ajne fixujeme hodnotu o a hfadame test, ktory minimalizuje 5. Takyto test

volame najsilnejsi test na hladine o a hovori o iom nasledujica lema z [19].

Lema 1.1 (Neymann-Pearsonova lema). Nech X, Xs, ..., X,, je ndhodny vijber z roz-

delenia s parametrom 0 a nech L(0) je funkcia vierohodnosti prislichajica tomuto vij-

beru. Zoberme kritickid hodnotu c takd, aby platilo P(A < c¢|Hy) = «a, kde A = éggf;
Potom test, ktoryj zamieta Hy : 0 = 0y v prospech Hy : 0 = 01 v pripade, Ze A < ¢ je

najsilnejsim testom na hladine o.

V nasledujicej ¢asti budeme postupovat podla prikladu uvedeného v [19, str. 25],
v ktorom je ukazané, ze pre test Hy : p = po a Hy : p = p1, kde p1 > pg, su kritéria
zamietnutia A < ca Y > k ekvivalentné. V naSom pripade vSak bude py > p;.

Majme X1, X5, ..., X, ktoré st nezavislé rovnako rozdelené z alternativneho rozde-
lenia s parametrom p a ich stucet ozna¢me Y. Uvazujme test s hypotézami H, : p = py
a Hy : p = p1, kde py > p;. Ked7Ze funkcia vierohodnosti pre alternativne rozdelenie

ma tvar

vt == () o) = (o) (i)

Ukézeme, Ze test zamietajuci Hy v prospech Hy pri A < ¢ je ekvivalentny s takym, ¢o

zamieta Hy pre Y < k, kde c a k splhaju vztah P(A < ¢[Hy) = P(Y < k|Hy) = a.

A<c < log(A) <log(c)

1 —
< Ylog (po(—

)
( )
<~ Ylog (%) < log(c) — nlog (1 _p0>

— Y <k,

kde k = (10g(c) —nlog (t—f}?) ) /log (po(l—_pl)). Podl'a Neymann-Pearsonovej lemy je

p1(1—po)
teda test zaloZeny na Y najsilnejsi.
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1.2 Testovanie

Predstavme si situaciu, Ze nam niekto povie, Ze dokaze rozoznat Lentilky a M&M’s
podla chuti, teda ich vie ur¢it s pravdepodobnostou p > 0,5. Jeho tvrdenie by sme
chceli porovnat s tvrdenim, ze cukriky rozlisuje s pravdepodobnostou p = 0, 5. Experi-
ment prebehne so Satkou previazanou cez oci, pretoze cukriky M&M'’s su sytejsej farby
s napisom ,,m“. Ked7e maju aj viacej plnky, st hrubgie, vlozia sa degustatorovi do tst
pomocou lyzicky. Po kazdej ochutnavke musi povedat, ktory mal ako posledny, pricom
ma moznost sa medzi jednotlivymi ochutnavkami napit ¢istej vody na neutralizaciu
chute. V pripade stiboru dat pozostavajtceho iba z jedného cukriku by spravne urcenie
nemalo vypovedni hodnotu. Vystupom kazdého z n pokusov je bud tdspesné urcenie
s pravdepodobnostou p alebo neuspech s pravdepodobnostou 1 — p. Pokusy su vSetky
rovnaké a nezavislé. Podla knihy [17] v pripade n opakovani pokusu je mozné zapisat

pravdepodobnost k& tspesnych oznaceni pomocou Bernoulliho schémy:

PX =)= )k

pre k=0,...,n.

Obr. 1: Predmety potrebné na experiment

Budeme testovat na hladine vyznamnosti o = 0,05 a postupovat podla ¢lanku [5].
Nas$a hypotéza H, teda hovori, Zze ochutnavac vie rozoznat cukriky a hypotéza H; tvrdi,
7e iba tipuje. Nasledne vyvstéava otazka, s akou pravdepodobnostou ich uréi. KedZe nas
degustator rozmysla logicky, necha si ista rezervu a nebude tvrdit, Ze ich rozligi so 100%
istotou. Test by to totiz velmi jednoducho zamietol pre vSetky tspesné pokusy okrem

pripadu, ked n = k. Ochutnavac¢ tvrdi, Zze spravne oznaci aspon 85% cukrikov.
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Minimélnu hodnotu £, pre ktort nulovia hypotézu nezamietneme, vyberame tak, aby
pravdepodobnost chyby I. druhu nepresiahla ¢islo a. Asi prvym napadom pri hladani
kritického oboru je vyéislenie pravdepodobnosti pre £ = np. V pripade, 7e mu dame
ochutnat 20 cukrikov, 85% z toho je 17. Teda ak by mal bezchybne oznadit aspoii 17
cukrikov, pravdepodobnost, Zze jeho tvrdenie je pravdivé a test hypotézu nezamietne,

vypocitame ako:

20 20
> (k>o 85%(1 — 0,85)2°7*% = 0, 648.
k=17

Z toho jednoducho vy¢islime pravdepodobnost chyby I. druhu, ¢ize 1 — 0,648 = 0, 352.
KedzZe toto ¢islo je ovela vacsie nez hladina vyznamnosti, musime zobrat mensSie k.

Ako vidime v tabulke 1, chyba I. druhu pre pripad, ked k = 14, je rovna

20
1-) 20)¢ 85°(1 — 0,85)2°~% = 0,022
k 9 9 - ) )

k=14
teda mensia nez a, ¢o sme aj cheeli. Pre & = 15 je uz chyba vic¢sia od hladiny vyznam-

nosti, preto budeme zamietat uz pri k = 14.

Tabulka 1: Chyby I. druhu vy¢islené pre vybrané k
k | chyba I. druhu

13 0,006
14 0,022
15 0,067

Na zistenie sily testu, potrebujeme najprv vypoéitat chybu II. druhu. Hladame teda
pravdepodobnost, Ze test hypotézu nezamietne, pricom neplati. Chyba II. druhu je

rovna

20
2
> (£>0,520 =0, 058.

k=14

7 toho vyplyva, 7e sila testu je 1 — 0,058 = 0,942, ¢ize s touto pravdepodobnostou
dojde k odhaleniu neplatnosti nulovej hypotézy.

Pred testovanim sme si pripravili do nadoby rovnaké mnozstva z oboch druhov cuk-
rikov. Ndhodne sme vytiahli jeden a dali ochutnat degustatorovi. Nasledne sme doplnili
cukrik vytiahnutej znacky. Napriek tomu, Ze si degustator zahryzol pocas experimentu

do lica, podarilo sa mu spravne urcit 18 cukrikov. Test teda hypotézu Hy nezamietol.

15



.....

ze z mnohych testovani o rozlisovani Coca Coly a Pepsi Coly zamietli nulovi hypotézu
iba v dvoch pripadoch. Raz sa dokonca stalo, ze si student rdno pred experimentom

popalil jazyk pri piti kiavy. Vysledok tohto testovania, zial, z ¢lanku znamy nie je.
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2 Vizualizacia distribuc¢nej funkcie pomocou slovnika
a testovanie zhody dvoch distribu¢nych funkcii

V tejto kapitole sa budeme venovat slovnikom podla vzoru ¢lanku [3]. Konkrétnym
objektom nasho zaujmu budu tie, ktoré maju ,,zahadné obrazce* viditelné pri pohlade
zboku.

Na obrazku 2 je odfotografovany slovnik [12| z bo¢nej strany, na ktorej st vytvorené
tmavé plosky. Tieto plogky reprezentuju ¢asti knihy venované jednotlivym pismenam.
Id od vrchu strany pre pismena zo zaciatku abecedy az po spodok strany pre tie, ktoré

su na konci. Umoznuju efektivnejsie vyhladavanie slov a definicii.

Obr. 2: Bo¢na strana slovnika [12]

2.1 Teoéria

V nasledujicej ¢asti uvedieme definicie spracované v knihe [8].

Definicia 2.1. Nech Q) je neprdzdna mnoZina elementdrnych udalosti. Nahodnd veli-

¢ina je lubovolnd funkcia X : Q — R takd, Ze pre kazZdé
reER: {weN: X(w)<a}ebs.

Definicia 2.2. Distribuc¢nd funkcia ndhodnej veliciny X : Q0 — R je funkcia

F: R —<0,1> definovand predpisom F(z) = P(X < x).

17



2.2 Testovanie

Zamerajme sa na slovnik [12] postupujic podla ¢lanku [3]. V tabulke 2 st spracované
pocty stran i percentualne zastiipenie pre jednotlivé pismend abecedy. Pozrime sa na-
priklad na pismeno ,,A“. V slovniku je pren vyclenenych 79 stran na boku oznacenych
Stitkom ,,A*. Posledné strana so $titkom I'ubovolného pismena udéava pocet stran veno-
vanych slovam, ktoré za¢inaja s pismenami nachédzajicimi sa v abecednom poradi pred
tymto Stitkom. Nech G(z) oznacuje ¢islo strany pre kazdé pismeno x € {A, B, ..., Z}.
Maximum M funkcie G(x) je ¢islo poslednej strany slovnika pri pismene ,,Z¢. Defi-
nujme F(z) ako G(x)/M, F(x) potom reprezentuje kumulativnu relativnu pocetnost

pismen abecedy, ¢o je distribu¢nd funkcia abecedy.

0.16

014

0.12

01

0.08

0.06 —

004 1 —

[Y//JE EE E EN TN BN BN B TN TEENEEEE N TS B NS N B BN T SR
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Obr. 3: Relativne pocetnosti jednotlivych pismen slovnika [12]

Z obréazku 3 a tabulky 2 pozorujeme, Ze pismena na zaciatku abecedy si obsiahnuté
na relativne velkom pocte stran. Pismena ,,J* a ,K“ zo stredu abecedy nemaju v tomto
slovniku vyrazné zastupenie. Na druhej strane, pri pismenach ,P“ a ,S“ je zretelny
vzrast prislichajucich stlpikov oproti ostatnym. Koncové pismend abecedy, teda ,,Q%,
X, Y a 2%, sa vyskytuji na zaciatku slov pomerne zriedkavo.

Ako vidime z obrazku 3, pismenu ,,S“ je venovanych najviac stran. Pocet stran
prislichajicich tomuto pismenu vypoc¢itame jednoducho vyuzitim informécii z tabulky
2, Cize

G(S) — G(R) = 1168 — 974 = 194.

Aby sme ziskali relativnu pocetnost, musime predelit rozdiel maximom M = 1378, teda
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194/1378 = 0,141. Pocetnost i relativna pocetnost pre jednotlivé pismend st zobrazené
vo vy$Sie spominanej tabulke.

V dalSej ¢asti tejto kapitoly overime zhodu distribu¢nych funkcii dvoch roéznych an-
glickych slovnikov ([12], [13]). Testovanie urobime pomocou Kolmogorovovho-Smirnovovho
testu a budeme postupovat ako v ¢lanku [3].

Najprv uvedieme charakteristiku testu z knihy [14]. Nech X;,..., X,, je ndhodny
vyber z rozdelenia so spojitou distribu¢nou funkciou F a nech Yj,....Y,, je od neho
nezavisly ndhodny vyber so spojitou distribu¢nou funkciou G. Budeme sa zaoberat
testom hypotézy Hy : F = G proti alternative Hy : F' # G. Empiricka funkciu prvého
vyberu oznac¢ime F),, a druhého vyberu G,. Funkcie F,, a G, sa pri rasttucich m a
n blizia k skutoénym distribuénym funkciam F,G (vyplyva z viet uvedenych v [14,
str. 241]). Hypotézu Hy na hladine vyznamnosti a zamietame, ak D,,, > Dy, (a),

kde D,,,, = sup|F(x) — Gp(x)]. Pre velké m a n (m +n > 35) mozeme kriticka

: ; : _ 12 i _ mn
hodnotu aproximovat pomocou vzorca: Dy, ,(a) = /557 In %, pricom M = ==
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Obr. 4: Porovnanie relativnych pocetnosti slovnikov [12] (sivou farbou) a [13] (¢iernou

farbou)

7 obrazku 4 sa nam zda, ze jednotlivé pocCetnosti vyzeraji podobne, preto sme sa
rozhodli to $tatisticky otestovat postupom z [3]. Pri testovani predpokladame, Ze na
stranach je priblizne rovnaky pocet slovnikovych hesiel, teda pocitame strany a nie
hesla. MnoZina €2 predstavuje strany v slovniku, funkcia F priradi pismenu ¢islo podla
schémy: 1 = A,2 = B,...,26 = Z. Nasledne sme vypocitali empirické distribu¢né
funkcie F,,, a G, a vysledky zapisali do tabulky 3, F},,(x) je distribu¢na funkcia slovnika
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Tabulka 2: Rozsiahly prehladny Anglicko-slovensky slovnik

kumulativna
kumulativna relativna relativna
pismeno | pocetnost pocetnost | pocetnost | pocetnost
A 79 0,057 79 0,057
B 150 0,109 71 0,052
C 275 0,200 125 0,091
D 333 0,242 58 0,042
E 365 0,265 32 0,023
F 418 0,303 53 0,038
G 464 0,337 46 0,033
H 516 0,374 52 0,038
I 564 0,409 48 0,035
J 577 0,419 13 0,009
K 589 0,427 12 0,009
L 641 0,465 52 0,038
M 706 0,512 65 0,047
N 732 0,531 26 0,019
O 767 0,557 35 0,025
P 887 0,644 120 0,087
Q 895 0,649 8 0,006
R 974 0,707 79 0,057
S 1168 0,848 194 0,141
T 1255 0,911 87 0,063
U 1291 0,937 36 0,026
\Y% 1311 0,951 20 0,015
W 1370 0,994 59 0,043
X 1371 0,995 1 0,001
Y 1376 0,999 5 0,004
Z 1378 1,000 2 0,001
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Tabulka 3: Porovnanie dvoch anglickych slovnikov

kumulativna | kumulativna | kumulativna | kumulativna | rozdiel kum.

pocetnost relativna pocetnost relativna relativnych

pismeno [12] pocetnost [13] pocetnost pocetnosti
A 79 0,057 41 0,053 0,004
B 150 0,109 89 0,115 0,006
C 275 0,200 165 0,212 0,012
D 333 0,242 204 0,263 0,021
E 365 0,265 231 0,297 0,032
F 418 0,303 274 0,353 0,050
G 464 0,337 300 0,386 0,049
H 516 0,374 333 0,429 0,055
I 564 0,409 360 0,463 0,054
J 577 0,419 366 0,471 0,052
K 589 0,427 373 0,480 0,053
L 641 0,465 399 0,514 0,049
M 706 0,512 436 0,561 0,049
N 732 0,531 455 0,586 0,055
O 767 0,557 473 0,609 0,052
P 887 0,644 538 0,692 0,048
Q 895 0,649 542 0,698 0,049
R 974 0,707 583 0,750 0,043
S 1168 0,848 679 0,874 0,026
T 1255 0,911 722 0,929 0,018
U 1291 0,937 736 0,947 0,010
\Y% 1311 0,951 746 0,960 0,009
W 1370 0,994 772 0,994 0,000
X 1371 0,995 773 0,995 0,000
Y 1376 0,999 776 0,999 0,000
Z 1378 1,000 7 1,000 0,000
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[12] a G, (z) prislicha slovniku [13]. KedZe su vyberové distribu¢né funkcie F), a G,
obe konstantné na intervaloch (—o0,1),(1,2),...,(26,00), hodnotu D,,,, vieme najst
v tabulke 3. Hypotézu H, otestujeme na hladine vyznamnosti o = 0,05. Vypocitame

kritickh hodnotu pre m =n =26 a M = #6226 =13:

1 2
Dipn, = —In— = ) .
() ”26 110705 0,377

Odchylky pre jednotlivé pismena A, B, ..., Z st zapisané v poslednom stlpci tabulky
3. Nakolko D, ,, = sup|F,,(z) — Gyp(x)| = 0,055 < D,, () = 0,377, hypotézu H,

nezamietame. Z toho vyplyva, ze distribu¢né funkcie sa od seba vyznamne neliSia.

2.3 Komentare

Pri pouziti Kolmogorovovho-Smirnovovho testu v predoslej podkapitole sa vyskytli dva
problémy. Jednym z nich je, Ze slova zapisané v slovniku nie si tak celkom ndhodnym
vyberom. Ide totiz o vyber najcastejsie sa vyskytujtcich slov v danom jazyku. Dalsim
problémom je, ze Kolmogorovov-Smirnovov test predpoklada spojité distribu¢né fun-
kcie. Distribu¢né funkcia slovnika je vSak diskrétna. Vhodnejsi priklad na testovanie
zhody dvoch distribuénych funkeii uvedieme v dalsej kapitole.

Text Petra Norviga [15] sa zaobera analyzovanim slov v knihach naskenovanych spo-
lo¢nostou Google. Autor najskor stiahol 23 GB textu. V nich vyhTadal slovd, ktoré boli
uvedené asponn 100 000-krat, pricom nezalezalo na velkosti pismen. V ¢lanku spracoval
rozne tabulky pre vyskyt slov, pismen a skupin pismen zaloZenych na dlzke slov a
mieste, kde sa nachadzajta. Uvedené st aj pocty pre pismend vyskytujtice sa na prvom
mieste. Tato pozicia bola najviac obsadzovana pismenami , T, JA“, S O“ ,I“ a ,,S*.

Ako sa v diskusii k ¢lanku uvadza, velke mnoZstvo z tychto textov je technického
typu ako tabulky a zoznamy, ¢o vSak nereprezentuje kazdodenne pouzivany jazyk.
Dalsi astnik piSe o tom, ako robil analyzy spracujic viacero druhov textu a prisiel k
podobnym vysledkom. Podla neho su velké rozdiely medzi beznym jazykom a slovnou
zasobou pouzivanou napriklad v spravodajstve sposobené zhustovanim textu ¢i roku, v
ktorom bol text napisany. Lingvistka zapojena do diskusie by pouzila dané Statistiky na
urcenie vzorca, podla ktorého su tvorené zlozené slovesé. Keby vedela, Ze je Statisticky

viac slovies zacinajucich na ,,A* nez na ,,W*, musela by hladat dalsie na ,,A“, napriklad
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v slangovych a regionélnych slovnikoch.

V blogu na internetovej stranke firmy SAS, ktorého autorom je Rick Wicklin [16],
sa analyzovali frekvencie pismen v textoch na zaklade [15]. Autor piSe o moznosti
vyuzit dané vysledky pri Sifrovani. V diskusii sa objavil nazor ohladom spojitosti medzi
vyskytom pismen a hodnotami pismen v spolocenskej hre Scrabble. Autor odpoveda, ze
v tejto hre sa déa z pismen vytvorit Tubovolné slovo nachadzajice sa v slovniku. Av8ak
v pisanej angli¢tine sa Casto pouzivaju napriklad pismend ,, T, JH* a ,E“ pretoze
je slovo ,.the* velmi bezné. Preto sa pomery pismen v slovniku, kde sa kazdé slovo
objavuje raz, liSia od tych v textoch, kde sa bezné slova spominaju niekolkokrat. Tato

odlisnost je zobrazena na obrazku 5.
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Obr. 5: Porovnanie relativnych pocetnosti pismen zo slovnika [12]| (sivou farbou) a

naskenovanych textov podla [15] (¢iernou farbou)
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3 Porovnavanie distribu¢nych funkcii doby c¢akania v
dvoch jedalnach

V kapitole 2 sme porovnavali zhodu dvoch distribu¢nych funkcii na anglickych slov-
nikoch. Kedze nebol splneny predpoklad Kolmogorovovho-Smirnovovho testu na né-
hodny vyber a spojiti distribu¢na funkciu, rozhodli sme sa pre testovanie vhodnejsieho
prikladu. Myslienky sa odvijali od faktu, ze funkcia zévisiaca od ¢asu je spojita. Zamys-
Tali sme sa nad roéznymi situdciami na porovnavanie. Prvym napadom bolo overenie,
¢ dlzka ¢akania na autobus ma rovnomerné rozdelenie. To sme vSak zamietli, kedze
prichod na zastavku moéze byt ovplyvneny napriklad koncom vyucovania alebo pracov-
nej doby. Hlavnym impulzom pre vznik tohto experimentu vsak bolo uvazovanie nad
porovnavanim casu straveného v ambulancii dvoch doktorov. Takato téma vsSak nie je
mladym Tudom a7 tak blizka, preto sme sa radsej rozhodli pozriet na dizku ¢akania v
rade v dvoch $tudentmi navstevovanych jedalnach v Mlynskej doline, Eat and Meet a
Venza.

Oslovili sme niekol'ko I'udi a poziadali ich, aby si pocas jedného tyzdina v ¢ase obeda
(11:00 - 14:00) merali na stopkach ¢as od momentu zaradenia sa do radu az po zapla-
tenie pri kase. V pripade, ak v jedalni rad utvoreny nebol, ¢asomiera sa spustila pri
uchopeni tacky ¢ prvej sucasti priboru. Oslovenim viacerych I'udi sme chceli dosiahnut,
aby namerané data boli nezavislé.

Hypotéza H, hovori, ze distribu¢né funkcie tychto jedélni st rovnaké. Zozbierané
data st zapisané v tabulke 4, kde hodnoty v stlpcoch 1. jedalen a 2. jedélen su ¢asy
uvedené v sekundach. Namerané hodnoty st zoradené od najmensieho po najvicsie.
Uvedené distribu¢né funkcie st vykreslené na obrazku 6. Pri testovani postupujeme
analogicky ako v kapitole 2. Vyjadrime kumulativne relativne pocetnosti pre kazdé
x, kde x je cas, pri ktorom boli stopky zastavené. Nasledne vypocitame absolutne
hodnoty rozdielov distribu¢nych funkcii pre dané jedélne. Tieto vysledky st zazname-
nané v tabulke 5. Vy¢itame z nej aj maximalny rozdiel, ktory je testovacou Statistikou

Kolmogorovovho-Smirnovovho testu a ma hodnotu D,,,, = 0, 144. Kritickd hodnota na

; _ _ _ _ 28x31 _ . )
hladine a = 0,05 pre m = 28, n =31 a M = 5357 = 14,712 je rovna

1 2
Dyyo(a) = 1 — 0,354
nla) \/29,424 10,05
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Tabulka 4: Namerané ¢asy zoradené vzostupne

1. jedalen | 2. jedalen
1 72 23
2 76 30
3 80 37
4 89 75
5t 96 99
6 105 103
7 108 105
8 109 112
9 116 118
10 122 127
11 125 128
12 127 131
13 130 141
14 132 144
15 138 153
16 148 154
17 154 155
18 169 159
19 171 168
20 171 174
21 179 183
22 185 200
23 196 224
24 224 231
25 255 262
26 328 296
27 387 337
28 404 342
29 356
30 359
31 385
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Obr. 6: Distribu¢né funkcie 1. jedalne (modrou farbou) a 2. jedalne (¢ervenou farbou)

Testovacia Statistika je teda mengSia nez kritickd hodnota, preto hypotézu Hy nezamie-

tame.
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Tabulka 5: Kumulativne relativne pocetnosti oboch jedalni

interval | 1. jedalen | 2. jedalen | rozdiel | interval | 1. jedalen | 2. jeddlen | rozdiel
(0, 23] 0 0.032 0.032 || (144, 148] 0.571 0.452 0.119
(23, 30] 0 0.065 0.065 || (148, 153] 0.571 0.484 0.087
(30, 37] 0 0.097 0.097 || (153, 154] 0.607 0.516 0.091
(37,72] 0.036 0.097 0.061 || (154, 155] 0.607 0.548 0.059
(72,75] 0.036 0.129 0.093 || (155, 159] 0.607 0.581 0.026
(75, 76] 0.071 0.129 0.058 || (159, 168] 0.607 0.613 0.006
(76, 80] 0.107 0.129 0.022 || (168, 169] 0.643 0.613 0.03
(80, 89] 0.143 0.129 0.014 | (169, 171] 0.714 0.613 0.101
(89, 96] 0.179 0.129 0.05 (171, 174] 0.714 0.645 0.069
(96, 99] 0.179 0.161 0.018 || (174,179 0.75 0.645 0.105
(99, 103] 0.179 0.194 0.015 || (179, 183] 0.75 0.677 0.073
(103, 105] 0.214 0.226 0.012 || (183, 185] 0.786 0.677 0.109
(105, 108] 0.25 0.226 0.024 | (185, 196] 0.821 0.677 0.144
(108, 109] 0.286 0.226 0.06 (196, 200] 0.821 0.71 0.111
(109, 112] 0.286 0.258 0.028 || (200, 224] 0.857 0.742 0.115
(112,116] 0.321 0.258 0.063 || (224, 231] 0.857 0.774 0.083
(116, 118] 0.321 0.29 0.031 || (231,255 0.893 0.774 0.119
(118,122] 0.357 0.29 0.067 || (255, 262] 0.893 0.806 0.087
(122,125] 0.393 0.29 0.103 || (262,296] 0.893 0.839 0.054
(125, 127] 0.429 0.323 0.106 | (296, 328] 0.929 0.839 0.09
(127,128] 0.429 0.355 0.074 || (328, 337] 0.929 0.871 0.058
(128, 130] 0.464 0.355 0.109 || (337, 342] 0.929 0.903 0.026
(130, 131] 0.464 0.387 0.077 || (342, 356] 0.929 0.935 0.006
(131, 132] 0.5 0.387 0.113 || (356,359 0.929 0.968 0.039
(132,138] 0.536 0.387 0.149 | (359, 385] 0.929 1 0.071
(138, 141] 0.536 0.419 0.117 || (385, 387] 0.964 1 0.036
(141, 144] 0.536 0.452 0.084 | (387,404] 1 1 0
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4 Hry s kockami

Kocky st dobrym nastojom na vysvetlenie mnohych matematickych a Statistickych
javov. Pige sa o tom aj v ¢lanku [7], kde sa konkrétne spomina hra s kockami HOG. Ide
o aktivitu nie len s eduka¢nym charakterom v oblasti pravdepodobnosti a Statistiky,
ale taktiez v Studentoch vzbudzuje velky zaujem. Hra vznikla v roku 1994 a od vtedy
si ju zahrali absolventi matematiky, ale aj ziaci zakladnych a strednych skol.

V tejto kapitole si uvedieme pravidla hry HOG, ako aj najlepSiu stratégiu z po-
hl'adu téorie pravdepodobnosti z ¢lanku [7]| pre hru s normalnou Seststrannou kockou,
na ktorej padaji vSetky hodnoty s pravdepodobnostou %. Nasledne uvedieme aj nami

vymyslent hru s optimalnou stratégiou a pozrieme sa, ¢i sa hrac¢i rozhodovali na jej

zaklade.

4.1 Teoéria

Definicia 4.1. Nech X je diskrétna ndhodnd velicina, ktord nadobida hodnoty x;,

i = 1,2,... s pravdepodobnostami p; = P(X = z;). Strednou hodnotou ndhodnej

x

veliciny X nazveme éislo E(X) = inpi, ak tento rad konverguje absolitne. Ak rad
i=1

nekonverguje absolitne budeme hovorit, Ze ndhodnd velicina nemd stredni hodnotu.

4.2 Hra HOG

Hra s kockami HOG je podla ¢lanku [7] hrou, pri ktorej sa hra¢ moze rozhodnut
kolkymi kockami bude hadzat, odporuca sa mat k dispozicii aspon 10 kociek, pricom
ich pocet sa moze v kazdom kole menit. Hracovi sa zapocita pocet bodov rovny suctu
hodnot na kockach okrem pripadu, ked aspon na jednej padne ¢islo 1, kedy sa mu
ni¢ nezapocita. Ten hrac¢, ktory ako prvy dosiahne vopred dohodnuté skore, napriklad
100, vyhrava. V pripade, ak sa viaceri hrac¢i dostant na tdto hranicu v tom istom kole,
vyhréava ten, ktory ma na svojom konte najvyssi pocet bodov.

Na zaciatku hladania optiméalnej stratégie si treba uvedomit, Ze pri zvySujicom sa
pocte kociek je vicsia pravdepodobnost, Ze sa aspon na jednej kocke objavi ¢islo 1. Na
druhej strane, ¢im viac kociek sa pouzije, tym vySsi sicet moze padnut na kockach.

Jeden z autorov ¢lanku nechal Studentov hraf tato hru, az kym nedosiahli skore 100.
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Nasledne sa ich spytal na pocet kociek, ktorym sa podla nich oplati hadzat najviac.
Viécsina uvadzala hodnoty 3 a 4, ¢o bolo zrejme zapri¢inené prehnanym strachom
z padnutia ¢isla 1 v jednotlivych kolach. Znova ich nechal hrat hru, avsak kazdej
skupine urcil, s kolkymi kockami maju hadzat. Po 10 hodoch mali za tlohu vypoéitat
priemerné skore na jeden hod. Zistili, Zze ¢im viac kociek pouzili, tym vySsSie priemerné
skore dosiahli. Preto sa pri rovnakej otazke ako v predo§lom pripade skorej uchylovali
k ¢islam 4, 5 a 6. Potom s nimi spravil experiment, pocas ktorého musel kazdy hadzat
vlastnym vyberom zvolenym fixnym poc¢tom kociek, az kym nedosiahli pozadovanu
hranicu. Vysledkom boli vitazi s 5 kockami v dvoch skupinéach, so 6 v dalsich dvoch
skupinach a s 10 v jednej skupine.

V ¢lanku su vydislené oc¢akavané hodnoty pri hode 1 az 12 kockami. Z tabulky 7 a
obrazku 1, obe z ¢lanku [7], je zjavné, Ze najvyssie skore by sa malo dat nahrat s 5 a
6 kockami, Co sthlasi so spominanym experimentom. Pre porovnanie, pri hode 5 alebo
6 kockami je ocakavané skore priblizne rovné 8, zatial ¢o pri hode 40 kockami je uz

blizke 0. Uvadza sa taktiez rozsirenie optiméalnej stratégie na s-strannu kocku.

Tabulka 6: MoZné vyplaty pre hru s dvoma kockami

1121345 1|6
11213]4(5]6 1|0
2134|5670
314|567 810
4015]6(7[81 910
OI16(718]91100
610/0[0[0| 0|0

Rozhodli sme sa pozriet na mierne pozmeneny pripad, kedy neziaducim ¢islom je
¢islo 6. V pripade, ak by sme chceli hadzat iba jednou kockou, mali by sme moznost

ziskat 1,2, 3,4,5 alebo 0 bodov s pravdepodobnostou %, teda oCakavané skore by bolo

1 1 1 1 1 1 5
E(X1)26X1+6X2+6X3+6X4+6X5+6X0:§,

kde X zna&i hod 1 kockou. Stredna hodnota nenulového skore, teda E(X;|X; > 0), je

3. Ako mozno vypocitat z tabulky 6, pri 2 kockach je tato hodnota 6. Teda o¢akavané

29



skore 7z hry 2 kockami je (%)2 X 6 = %. Vseobecne pre hru s n kockami to moézeme

zapisat v tvare (%)n x3xn, kde % je pravdepodobnost a 3 je stredné hodnota nenulového
skore pri hode 1 kockou.

7 obrazku 7 vidime, ze rovnako ako hra s nulovym stc¢tom pri hode ¢isla 1, tak aj
pozmenena s nulovym sic¢tom pri padnuti ¢isla 6 maju najvyssSie o¢akavané skore pri

vybere hry s 5 a 6 kockami.

]

8 ..

Obr. 7: Porovnanie ofakavanych vyhier povodnej hry (Stvorcek) a pozmenenej hry

(gulicka) pre pocet kociek od 1 do 20

Porovname este povodnu hru s takou, v ktorej pad ¢isel 1 alebo 6 znaci stcet 0. Pri-
rodzene, pri vy$Som pocte nezelanych &isel sa zvySuje pravdepodobnost ich padnutia.
Pozrime sa teda, ako sa zmeni stratégia vedica k najvyssej ocakavanej vyhre v pripade
hry so 6 strannymi kockami. Pri hode jednej kocky je o¢akavana vyhra rovna

2 1 1 1 1 7
F(X{])==-x04+-%x2+-%x3+-x4+-x5=—
(X1) G +6 +6>< +6>< +6 3

a za pomoci tabulky 6 ju vyratame aj pre hod dvoma kockami

1 2 3 4 3 2 1 28

Ocakavant hodnotu mdzeme vo vSeobecnosti urc¢it ako strednt hodnotu premennej
E(XY), kde X; je ndhodna premennd, ktora predstavuje ¢islo na i-tej kocke nadobu-
dajica hodnoty 1,2,...,6, avSak pri ¢isle 1 a 6 mame stucet 0, preto ich neberieme do

uvahy a premennd Y dosahuje hodnoty 1 pre pripad hodu bez ¢isel 1 a 6 a 0 v opacnom
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k
pripade. Pravdepodobnost padu nenulového vysledku pri hode k kockami je (%) .

s =of1- (3)') 11 m(3) =2 () - D)

Pocet kociek, ktorym budeme v priemere dosahovat najvyssie skore, uréime ako k, pre
k k
ktoré ma postupnost %k(%) maximalnu hodnotu. Definujeme f(k) = %k(%) ako

funkciu premennej k € R*. Potom podmienka extrému je:

= G - 1) ) () - I 0w o

k
Vyraz %(2> je vzdy kladny, preto musi byt

(1+kn <§>) =0,

1 1
k= = = 2. 466.

o w0

Stcasne vidime, 7e pre k < —— je f'(k) > 0 a pre k > —~ je f'(k) < 0, takze v
ln< ) ln< )

3
2

N

3

bode k = ——~ je maximum. Ak zGZime defini¢ny obor na k € N, maximum sa moze
ln< )
2

nadobudat pre k = 2 alebo k = 3. Vy¢islime: f(2) = % = f(3). Najvhodnejsie je teda

pri tejto hre zvolit 2 alebo 3 kocky, ¢o odzrkadluje aj graf z obrazku 8.

3.5

25

1.5

05 *

Obr. 8: Ocakavana vyplata pri hre 1 az 12 kockami, kde padnutie ¢isel 1 a 6 znaci za

dany hod skore 0
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4.3 Druha hra

Aj v dalsej hre je kladeny doraz na jednu zvolenu hodnotu. Hra¢ ma k dispozicii 100
zetoénov, bodov. Pred hodom si moze kuapit 1 az 7 kociek. V pripade, ze mu padne
aspoi jedna 6, zapoc¢itaji sa mu body. Ak je na kockach neparny pocet hodnot 6, ziska
6 zetonov. Ak je vSak pocet kociek s ¢islom 6 parny, pripoc¢ita sa mu 6k bodov, kde
k znac¢i pocet kociek s tymto ¢islom. Cielom hry je pocas 10 kol nazbierat ¢o najviac
zetonov.

Vypocitame strednt hodnotu hodu napriklad pre hody s 1 a 7 kockami. Mozné

vyplaty pri hre 1 kockou st 0 a 6. Za ttuto kocku vSsak musime aj zaplatit, teda

o} 1
E<X1):OX6+6><6_1:0'

Pri hre so 7 kockami uz so zardtanou sumou za kocky mozeme ziskat -7, -1, 5, 17 alebo

s = 07 0 6 Q) o (D6 Q) o< ()E)'6)
s e (OO o (DEE) s ) E)
s (D)@' Q) 2 (1) 3) () = -ooss

V tabulke 7 st uvedené ocakavané vyplaty pre hru s 1 az 7 kockami. Ako si moézeme
vSimnut, tieto vyplaty dosahuji hodnotu rovni nanajvys 0, z ¢oho vyplyva, 7e najlep-

Siou reakciou na ponuku hrat tdto hru je odmietnut ju.

Tabulka 7: Oc¢akavanéa vyplata v jednom kole hry

pocet kociek | ocakdvana vyhra

1 0

0
-0,056
-0,185
-0,389
-0,658
-0,983

N | O | O W N

32



Hru sme hrali s piatimi hra¢mi, ktori boli motivovani sladkou odmenou pre toho
s najvyssim poc¢tom zetéonov. Vac§ie mnozstvo kociek zrejme evokuje vidinu vyssej
vyhry, kedZe sa zvicsa rozhodli hadzat 6 alebo 7 kockami. Prvy hra¢ si ani raz nezvolil
6 kociek, ale hral s 1, 2 alebo 3 a skoncil s 91 Zetonmi. Paradoxne, iny hra¢, ktory stale
hadzal so 7 kockami, nazbieral 114 zetonov. Najvyssie skore, 119, sa podarilo dosiahnut
taktikou zahrnujtcou pocet kociek 3 a 7. Najmensi pocet zetonov po 10 kolach bol 76.
Nakolko hraci do hry ni¢ nestavili a nemohli teda ni¢ stratit, nemali mozno dostato¢ni

motivaciu zamyslat sa nad po¢tom kociek prindSajucim najvyssiu vyplatu.
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5 Chi kvadrat test dobrej zhody a farby M&M's

Farebné ¢okoladové drazé M&M’s si velmi obltibené u konzumentov z celého sveta.
Malokto by sa v8ak zrejme zamyglal, ¢i existuje nejaké pravidlo na rozdelenie cukri-
kov do jednotlivych bali¢ckov. Este donedavna zverejiiovala spolo¢nost Mars na svojej
internetovej stranke percentualne zastupenie kazdej farby. Podla ¢lanku [1], ktory sa
venuje testovaniu pomerov farieb M&M's, balenie v roku 1991 obsahovalo: 30% hne-
dej, 20% zltej, 20% Cervenej a oranzovu, zelent a Zltohnedu po 10% z kazdej farby.
Ako uvadza zdroj [4], prieskum spolo¢nosti Mars ukéazal, Ze posledna menovana farba
je najmenej oblibena, preto oslovili verejnost, aby hlasovala za novi. Z vySe 10 mili6-
nov ludi sa takmer 55% vyjadrilo v prospech modrej. Zlhohnedt nahradila s totoznym
percentualnym vyjadrenim.

Clanok |2] popisuje novsie tvrdenie spolo¢nosti Mars z roku 2007, ktoré uvadza na-
sledujice pravdepodobnostné rozdelenie cukrikov: 13% hnedej, 14% zltej, 13% CGervenej,
24% modrej, 20% oranzovej a 16% zelenej.!

Nagim cielom bude Statisticky testovat, Ze pomery farieb v balickoch st naozaj také,

o akych hovoria vyjadrenia z rokov 1991 a 2007 spominané vyssie.

Obr. 9: Testované cukriky

1V samotnom tele ¢lanku sa spomina, Ze v balicku méa byt 14% hnedych, 14% #ltych, 13% &ervenych,
24% modrych, 20% oranzovych a 16% zelenych cukrikov, ¢o dokopy déava 101%. Ako je v8ak mozné
vidiet v tabulke, pri analyze svojich dat pouzil vysSie uvedené percenta. Totozné tidaje st uvedené aj

v [11].
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5.1 Teoéria

Chi kvadrét test dobrej zhody je pouzivany na overovanie hypotézy, ze ndhodny vyber
pochadza z urc¢itého vopred daného rozdelenia pravdepodobnosti.
Podl'a vzoru knihy [8] pre diskrétne rozdelenie plati: Nech yi, ..., yy je realizaciou

nadhodného vyberu. Nech I,...,I,,n < N su disjunktné intervaly na R a nech

pi:ZP(X:yi>

n
st predpokladané pravdepodobnosti jednotlivych intervalov I;, pricom Z pi = 1.

i=1
Oznacme z; pocet bodov vyberu yy, ..., yn, ktory padne do intervalu I; prez = 1,...,n.
Vektor (z1,...,7,)T je realizacia ndhodného vektora (Xi,...,X,)?, o ktorom vieme,
7e mé& multinomické rozdelenie so strednou hodnotou (Npy,..., Np,)T.

Pre velké N = ZXi plati:

=1

— (X; — Np;)
Z( pi)

2
Np; Xn—1;

i=1
¢oho dokaz je mozné najst v knihe [9)].
Hypotézu Hy na hladine vyznamnosti o zamietame, ak x? > x2_,(«a), kde
n 2
= Z (X; &]])\:Pz) ‘ (1)
i=1
Na zaciatku kazdého testovania je prirodzene nutné, stanovit si potrebny pocet
dat. V pripade chi kvadrat testu dobrej zhody o tom rozhoduje Cochranovo pravidlo,
ktoré je uvedené v [10]|. Hovori, Ze aby sme mohli pouzit dany test, musia data spliat

podmienku Np; > 5 pre vietky ¢ = 1,...,n.

5.2 Testovanie

V nasledujicej ¢asti budeme skiimat tvrdenie o farbach a ich poctoch v balickoch na
zozbieranych datach. Tvrdenie spolo¢nosti Mars uvedené na zaciatku kapitoly hovori, Ze
bali¢ek obsahuje 30% hnedych, 20% Zltych a ¢ervenych, po 10% z modrych, oranzovych
a zelenych cukrikov. Hypotézu H, teda zapiSeme: p; = 0,3, po = p3 = 0,2 a py = p5 =
pe = 0,1.
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Na zadiatku sme riesili otdzku poc¢tu potrebnych dat. Podla spominaného Cochra-
novho pravidla ma byt splnené kritérium Np; > 5, kde IV je pocet dat-cukrikov a p; pre
1 =1,2,...,nsi testované pravdepodobnosti. Pre splnenie tohto pravidla sta¢i dosadit
najmensiu, teda 0, 1N > 5, z ¢oho dostavame N > 50. V tomto experimente sme do-
hromady spracovali 443 cukrikov z dvoch bali¢kov. Nage vysledky st zapisané v tabulke
8. Ziskané mnozstva budeme porovnavat s o¢akavanymi. Prirodzene predpokladame,

7e ak st skutocné data prilis odlisné od ocakavanych, hypotézu H, zamietneme.

Tabulka 8: Data v balickoch podla farieb

hneda | zItA | Cervend | modra | oranzova | zelena || spolu
balicek 1 12 52 35 46 18 59 222
balicek 2 15 48 41 44 18 55 221
spolu 27 100 76 90 36 114 443

Postupne podosaddzame do vzorca (1), kde X; st skutotné a Np; o¢akavané pocty
cukrikov v bali¢koch. V tabulke 9 st prehladne zapisané mnozstva jednotlivych farieb.
Hypotézu Hy na hladine vyznamnosti a = 0,05 zamietame, ak x* > x2_,(0,05) =
11,07.

,  (27—132,9)2 (100 —88,6)2 (76 — 88,6)?

XY= "139 T 86 | 886
(90 — 44,3)* (36 —44,3)% (114 — 44,3)?
= 246,01 2
44,3 * 44,3 * 44,3 6,0 2)
Tabulka 9: x? test (1991)
farby hnedd | zlt4 | cervena | modra | oranzova | zelend || spolu

ofakivané || 132,9 | 88,6 | 88,6 | 44,3 44,3 44,3 443

skutocné | 27 | 100 | 76 90 36 114 || 443
Cahe)” 8439 | 147 | 179 | 47,14 | 1,56 | 109,66 | 246,01

Ako sme ukazali, xy* = 246,01 > x2_,(0,05) = 11,07, ¢ize hypotézu H, zamietame.
V poslednom riadku tabulky 9 vidime prispevok sé¢itancov zodpovedajucich jednot-
livim farbam k vyslednej hodnote Statistiky. Najvicsie odchylky pri merani vysli u

hnedej, modrej a zelene;j.
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Nésledne overime aj pravdivost novsieho tvrdenia spominaného v tvode kapitoly,

kde hypotéza Hy hovori: p; = 0,13, po = 0,14, p3 = 0,13, py = 0,24, p5 = 0,2 a pg =

0,16. Postupujeme analogicky ako pri prvom testovani. Potrebné tdaje s uvedené v

tabulke 10.

Tabulka 10: x? test (2007)

farby hned4 | Zlt4 | Cervend | modra | oranzova | zelena || spolu

oCakavané || 57,59 | 62,02 | 57,59 | 106,32 88,6 70,88 443

skutocné 27 100 76 90 36 114 443
(Xi—Npy)? 15,79 | 23,29 5,99 2,42 31,56 26,04 | 104,69
N—Pi 3 3 3 3 3 ) )

Ako mozeme vidiet z posledného riadku tabulky, testovacia Statistika x? ma hodnotu
104,69, z ¢oho vyplyva, Ze hypotéza Hj sa rovnako ako v predoslom pripade zamieta.

Autor ¢lanku [2] pri svojom analyzovani spracoval spolu 48 bali¢kov. Vytvoril si pre
jednotlivé balenia tabulky, ktoré st dostupné na jeho internetovej stranke a postupne
do nich vpisoval mnozstva cukrikov podla farieb. Bolo ich dokopy 2620, priemerne teda
jeden balickek obsahoval 55 cukrikov.

Rozhodli sme sa overit hypotézu Hy z predo§lého prikladu na jeho datach zobraze-

nych v tabulke 11.

Tabulka 11: x? test s datami z ¢lanku |2]

farby hneda | zlta | Cervend | modra | oranzova | zelena || spolu

ofakévané | 340,6 | 366,8 | 3406 | 628,8 524 419.2 || 2620

skutotné | 371 | 369 | 372 481 544 483 || 2620
Cashe” 971 | 001 | 2,89 | 3474 | 0,76 9,71 | 50,82

Ako mozeme vidiet v tabulke vySSie, aj napriek tomu, Ze u hnedej, Zltej, ¢ervenej a

oranzovej ide o pomerne malé odchylky, test hypotézu Hy i v tomto pripade zamietol.
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6 HaAdzanie Sipok a testovanie vplyvu dominantnej
ruky

Pekné pocasie a ziadosti od Studentov o vyucovanie konané v prirode st pre viacSinu
pedagogov matematiky ,no¢nou morou“, nakol'ko pre tento predmet je tabula vysostne
dolezita. Takato situacia podnietila autora ¢lanku [6] k zamysleniu sa nad aktivitou,
pomocou ktorej by bolo mozné vysvetlit napldnované ucivo a zaroven by sa mohla konat
mimo priestorov uc¢ebne. Ako v ¢lanku spomina, kedZe vyrastal na stredozapade Spo-
jenych Statov americkych, spomenul si na hranie hry podobnej Sipkam odohravajicej

sa na dvore.

6.1 Teoéria

Na zaciatok uvedieme charakteristiky parového t-testu z knih [14] a [18] a centralnu
limitna vetu z [23].

Majme n nezavislych dvojic ndhodnych veli¢in (X1,Y7),...,(X,,Y,) z dvojrozmer-
ného normalneho rozdelenia, kde vektor (p1, p2) je vektorom strednych hodnét. Budeme
testovat hypotézu Hy : pu1 = uo proti alternativnej hypotéze Hy : iy # po. Oznacme
Ziy = X; — Y, prei = 1,...,n. Potom premenné 7i,...,Z, st nezavislé a rovnako
rozdelené. Predpokladajme, Ze pochédzaju z rozdelenia N(u,0?), kde p = py — po.
Hypotézy pre tento test maju tvar Hy : u = 0 a Hy : u # 0. Takyto test sa nazyva
parovy t-test. Testovacia Statistika ma tvar

Z-0
N S

T v,

pricom 7" je zo Studentovho rozdelenia s (n — 1) stupiiami volnosti a

1 _
2 = Z. — 7)2.
=) )

=1

Hypotézu Hy na hladine vyznamnosti o zamietame, ak |T'| > ¢,_; (%), kde t,,_1 (%) je

tabelovana hodnota.

Veta 6.1 (Centralna limitna veta). Nech X je priemer ndhodného vijberu X1, Xo, . .., X,

o velkosti n z populdcie so strednou hodnotou j a smerodajnou odchglkou o. Centrdlna
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limitnd veta hovort, Ze rozdelenie veliciny X je pribliZne normdlne so strednou hodnotou

i a smerodajnou odchylkou \/iﬁ pre dostatocne velké n.

6.2 Testovanie

V nasledujicej ¢asti budeme testovat podl'a vzoru ¢lanku [6], ¢i ma pri hadzani na terc¢
vyznamny vplyv dominantna ruka. Hypotéza Hy bude tvrdit, Ze hod Sipkou dominant-
nou rukou je rovnako presny ako nedominantnou, ¢ize Hy : pu = 0.

Experiment sme predviedli na vzorke 18 dobrovolnikov v interiéri, kedze vac¢Sina
z nich sa mohla zicastnit iba podvecer, kedy sa vonku stmieva, a preto by nemali
rovnaké svetelné podmienky. VysktaSanim hédzania na ter¢ z viacerych vzdialenosti
sme urcili vhodni vzdialenost na hddzanie 2 metre, aby bolo mozné z tejto vzdialenosti
uspesne trafit i nedominantnou rukou. Kazdy zo zucastnenych sa pokusal trafit ¢o
najblizsie k stredu po 10 razy jednotlivymi rukami postupne. Pre nedominantni ruku
boli k dispozicii tvodné 3 skusobné hody. Po kazdom pokuse bola odmerana vzdialenost
Sipky od stredu terca. V pripade, ak Sipka neskoncila zapichnuta v terci, bol umozneny
dobrovolnikovi d'alsi hod.

Priemerné tspesnost jednotlivych dobrovolnikov na jeden hod v centimetroch je
uvedena v tabulke 12, kde hodnoty v stlpci rozdiel st vypocitané ako rozdiel prie-
mernych vzdialenosti od stredu hodu nedominantnou rukou a dominantnou, ¢o podla
centralnej limitnej vety splita predpoklad normality.

Podla predoslej podkapitoly ma Statistika tvar
Z—0
= Vvn.

s
Hodnota Z vypo¢itana z rozdielov uvedenych v tabulke 12 je 1,056. Nasledne vypoci-

T

tame smerodajnu odchylku

1 18
= | — (Z,—2)* =2,742.

Dosadenim dostavame

1,056 — 0
T="""""\/18 = 1,634.
2,742 8=1,63

KedZe testujeme na hladine o = 0, 05,

’TzlJB4<tw1(Q;5

) — 2,110,
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Tabulka 12: Priemer vzdialenosti vSetkych pokusov jednotlivych hracov od stredu terca

ruka dominantna | nedominantnd || rozdiel
1. ¢lovek 8,02 11,71 3,69
2. clovek 6,67 10,55 3,88
3. ¢lovek 10,45 10,76 0,31
4. ¢lovek 7,15 12,68 5,53
5. ¢lovek 10,2 11,5 1,3
6. ¢lovek 9,69 8,55 -1,14
7. ¢lovek 11,05 11,98 0,93
8. ¢lovek 11,21 8,29 -2,92
9. ¢lovek 10,56 9,33 -1,23
10. ¢lovek 8,48 8,65 0,17
11. ¢lovek 10,24 11,14 0,9
12. ¢lovek 7,28 13,25 5,97
13. ¢lovek 10,38 7,19 -3,19
14. ¢lovek 4,43 7,54 3,11
15. ¢lovek 7.8 9,7 1,9
16. ¢lovek 7,43 6,62 -0,81
17. ¢lovek 10,49 8,16 -2,33
18. ¢lovek 7,12 10,06 2,94
priemer 1,056

z ¢oho vyplyva, ze hypotézu Hy nezamietame a hod nedominantnou rukou nie je vy-
znamne odlisny od hodu dominantnou rukou.

Na zaver vSak treba poznamenat, Ze viacej hodov nedominantnou rukou bolo nets-
pesnych a skonéilo nezapichnutych v ter¢i. KedZe nemozno takéto hody merat, mohlo to
znacne ovplyvnit vysledky testovania. Za spominané hody by sa vSak mohlo napriklad
pripocitavat nejaké dostatoc¢ne velké ¢islo, ktoré by reprezentovalo tento netspech.

V ¢lanku [6] testovali nielen rozdielne ruky, ale aj dve rozne vzdialenosti. Studenti
hédzali z miesta vzdialeného priblizne 4,5 a 9 metra od terc¢a. Hypotéza H, hovorila,

ze priemerny rozdiel je rovny 0, ¢ize na vysledky nema vplyv efekt dominantnej ruky.
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Vystupom z testovania bola p hodnota o velkosti 0,109, ¢o znadi Ziaden alebo takmer
7ziadny dovod na zamietnutie nulovej hypotézy. Ako sa v ¢lanku spomina, Studenti
povazovali zber dat za zaujimavy a zabavny. Na druhej strane, podla po¢tu Studentov
na vyucovani je experiment aj ¢asovo narocny, s ¢im musime sihlasit, kedZe priemerny
¢as na jedného hraca u nas bol 10 minit. Autor uvidza aj rézne varianty tejto hry,
napriklad pouzitim konskej podkovy, lietajiceho taniera ¢i snehovych gul v pripade
konania v zime.

Na telovychovnej fakulte iranskej univerzity robili podla [24] podobny experiment.
Ich cielom bolo zistit vplyv dominantnej kombinacie ruky a oka na tspesnost hodu
Sipkou na ter¢. Najskor vybrali ndhodne 100 $tudentov, ktori mali za dlohu vyplnit
dotaznik a néasledne im boli urobené testy na urcenie dominantného oka. Z tejto skupiny
boli vyluceni ti, ktori nosili dioptrické okuliare a SoSovky, sktseni strelci Sipkami a
taki, ktori nevideli na ter¢ iba jednym okom. Zo Studentov s vyhovujicimi vysledkami
testov bolo vybratych 20 muzov vo veku od 20 do 23 rokov, ktorych rozdelili po 10
do dvoch skupin. V jednej boli taki, u ktorych sa prejavila jednostrannd dominancia,
teda dominancia pravého oka a pravej ruky alebo Tavého oka a Tavej ruky. Do druhej
skupiny boli zaradeni $tudenti s dominantnym pravym okom a I'avou rukou a naopak.

Pocas 4 tyzdnov prebehlo 12 trénovacich stretnuti, na ktorych kazdy za rovnakych
podmienok héadzal 60-krat na terc¢, 30 skusobnych a 30 meranych hodov. Experiment
bol rozdeleny na dve fazy, v jednej Slo o osvojenie si zru¢nosti, pri¢om sa do tvahy
brali vysledky namerané na poslednom trénovacom stretnuti a v druhej o predvede-
nie nauceného, kde sa merali vysledky hadzania tyzden po ukonceni tréningu, avsak k
dispozicii uz nebolo 30 skisobnych hodov. Tieto merania sa porovnavali podla dosia-
hnutého skore, ktoré zaviselo od umiestnenia hodu. Ziskat sa dalo 0, 1, 3 a 5 bodov,
kde hodnota 0 znacila nezapichnutie Sipky v terci.

Ako sa ukazalo, pocas testovania sa pozorovani Studenti naucili lepsie hadzat. Medzi
hodmi tychto dvoch skupin nebol vyznamny rozdiel, teda interakcia medzi okom a

rukou nem4 vyznamny vplyv.
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7 Odhad velkosti populacie

Odhady velkosti populécii sa vyuzivali uz pocas 2. svetovej vojny, kedy si podla [21]
Americ¢ania zaznamenavali znaenia a sériové ¢isla uvedené na vybaveni nepriatelov,
napriklad na pneumatikach, tankoch, zbraniach a inych. Z nich ziskavali odhad nemec-
kej sily a vojenskej produkcie. Tieto informécie boli potrebné pre lepSie nacasovanie
utoku na protivnika. Clanok je rozdeleny na dve Casti, prva ¢ast opisuje historicky
vyvoj a problémy spojené s odhadovanim popisanym vysSie a v druhej casti sa ana-
lyzuje spolahlivost odhadov ziskanych touto metdédou na zaklade doposial dostupnej
oficidlnej nemeckej produkcie.

V ¢lanku [22] sa zas spomina pripad, ked ista britska univerzitu navstivil Kerstin
Viannman. Spolu s profesorom Gottfriedom Noetherom sa vybrali na prechadzku po
meste. Zrazu vSak Gottfried zastal, kedZe si v§imol ¢islo uvedené na taxiku a ihned si
ho zaznamenal. Zostali na mieste a vSimajtc si auta taxi sluzby ziskal nasledovné ¢isla:
97, 234, 166, 7, 65, 17, 4. Nasledne polozil otazku o pocte taxikov v meste.

Ukéazeme si, ako mozno velkosti jednotlivych populacii odhadovat.

7.1 Teobria
V tejto ¢asti uvedieme definicie pojmov z knih [8] a [18].

Definicia 7.1. Nech X1, X5, ..., X, je ndhodny vijber zo zikladného siboru s rozde-
lenim f(x,0). Nech T je meratelné zobrazenie z (R",B,) do (R,B). Potom kazZdi
funkciu T,, = T(X1,Xa,...,X,), pomocou ktorej odhadujeme nezndmy parameter 0,

budeme nazgvat vijberovy odhadom (alebo len odhadom) parametra 6.

Definicia 7.2. Odhad T parametra 0 je nevychyleny, ak
Eo(T(X1,Xs,...,X,)) =10

pre kazdé 0.

Definicia 7.3. Nevychgleny odhad T parametra 0 je lepsi ako nevychyleny odhad T

parametra 0, ak plati

varg(T™*) < varg(T)

pre vsetky 6.
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7.2 Testovanie
7.2.1 Odhady bez navratu

Majme stibor dat oznacenych ¢islami 1,2,..., N, kde N je nezndme. Z nich ndhodnym
vyberom bez néavratu ziskame X, X,,..., X, pricom X; < Xy < ... < X, <
X,,. Clanok [22| predstavuje moznost, ako vysvetlit Studentom, 7ze odhad je ndhodna
premennda. Uvadza sa v nom situacia s taxikmi zo zaciatku kapitoly, pricom sa od
Studentov ocakava, ze pridu s vlastnymi napadmi, ako mozno mnozstvo taxikov N

odhadnit. Rozoberaju sa tu nasledovné 3 odhady Studentov:
1. N=2X -1,
2. N=X,+ X, -1,
3. N=X,+2= -1

Vysvetlenia uvadzame z ¢lanku [25].

Pri prvom odhade sa predpoklada, Zze pozname prostredné z cisel 1,2,..., N, na-
zvime ho m. Pred tymto cislom sa nachiddza m — 1 ¢isel, rovnako ako za nim, ¢o
dokopy dava N = 2(m —1)+1 = 2m — 1. KedZe pri rovhomernom rozdeleni je stredné
hodnota rovnd medidnu, hodnotu m mozeme nahradit odhadom strednej hodnoty zo
vzorky X1, Xs,...,X,. Pri tomto odhade v8ak moze vyjst odhad N mensi nez maxi-
malna hodnota X,,.

Druhy zas vziSiel zo symetrie, pretoze sa predpoklada, ze pocet neznamych ¢isel
vacsich nez X,, by mal byt priblizne rovny poc¢tu nevytiahnutych ¢isel, ktoré st mensie
nez Xq,teda N — X, = X; — 1.

Treti odhad vznikol pri nac¢rtnuti hodnét od 1 aZ po najvicsie zname ¢islo na ¢iselnt
os. Nasledne zistime pocet nezndmych ¢isel na vSetkych intervaloch, ¢ize menSich nez
X1, medzi X7 a Xy, ..., medzi X,,_; a X,,. Z vysvetlenia uvedeného v predosSlom odhade

potom mame

((X1—1)+(X2—X1—1)+...+(Xn—Xn_1—1)> X.—n X,
N-X, = - —2n
n n n

X, 1
NeX, +2n -ty
n n
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Obr. 10: ¢iselna os s vytiahnutymi hodnotami

V dal8ej ¢asti sa pozrieme na vychylenost & nevychylenost tychto odhadov. Najprv

overime tuto vlastnost pri poslednom odhade. Urc¢ime ju z

1 1
E("+ Xn—l) M B, — 1
n n

Potrebujeme zistit, ¢omu sa rovna E(X,). Nahodne vybrat n ¢isel z mnoziny s N
prvkami mozeme (]X) sposobmi. Zoradime ich podla hodnoty vzostupne. Nech ¢islo X,
je maximom z vybratych ¢isel a plati X,, = k, potom ¢isla X1, Xs, ..., X,,_; nadobidaju
hodnoty od 1 do £ — 1. Z toho pravdepodobnost, ze X,, = k vypocitame ako
(1) ()

()

kde k =n,n+1,..., N. Z definicie strednej hodnoty plati

P(X, =k) =

E(X,) = Z:):P(anx)zz (( :TZ n—?_;—n)'
1 N nx! n N T
- i Tl ¥

Sucet pravdepodobnosti nastatia jednotlivych udalosti z pravdepodobnostného pries-

toru je vzdy 1, teda

3

ZN </<:—1> <N> (4)
n—1 nj)
k=
Dosadenim do (3) dostavame

N+ 1> _ n(]\H— Dnl(N —n)!  n(N +1)

B(X,) = %(

n+1 (n+DYN —n)IN!  n4+1
Cize
1 1 In(N+1
E<”+ Xn—1>:”+ B(X,)—1= " HInNAD
n n n n+1



a preto je tento odhad nevychyleny.

Preskiimame spominand vlastnost aj pre druhy odhad.
E(X,+X,—1)=E(X,)+ E(X) -1,

kde E(X,) uz pozname z predoslého vypoctu a E(X;) je zatial neznama. Budeme
postupovat analogicky ako pri hladani F(X,,). Nech X; = i, potom ostatné vytiahnuté
¢isla st rovné i + 1 az N. Vypocitame pravdepodobnost

1\ (N—i

kdei=1,...,N—n+1.

N—n+1 N—n+1 Nf:z:) 1 N—n+1 N —x
E(X,) = Z rP(X;=1) = Z x ZX,; :(T) x(n—l)'
r=1 =1 n n r=1

Spravime substiticiu y = N —x + 1 a vyuzitim (4) dostavame

B(X) = @iwﬂ—y)(ﬁji)

- et ()

(Z’r\Lf) y=n ns y=n
_ N(;{) (JD_E(Xn)zNH—E(Xn). (5)

Vratime sa na zac¢iatok a dosadenim E(X,,) a E(X;) dostavame
B(Xy+ X1 —1)=B(X,)+N+1-B(X,)—1=N,

¢ize dalsi nevychyleny odhad je X,, + X; — 1.
Nasledne preskimame odhad N = 2X — 1.

E@2X —1) :E(%i)@-q) - %iE(Xi)—l.

i=1

Y Xi=Xi+Xo+. A X, =Y+ Yo+, Yy,
i=1
kde
k, ak ¢islo k je vo vybere
Y. =
0, inak
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a plati

N
E(Xi+Xo+...+X,) =EYi+ Y2 +...Yy) =Y _E(Yh).

k=1
(N—l) (N'—l)! : n
E(Y;) = kP(Y; = k) = k-t = p U0l — g -
(n) n!(N—n)!
a dosadenim dostavame
N N
n nNN+1) n(N+1)
E(Y,) = — = — = )
Z (Ye) Z kN N 2 2
k=1 k=1
Teda
_ 2n(N +1
E(2X-1):—¥—1:N,
n

z ¢oho vyplyva, Zze odhad 2X — 1 je nevychyleny.
Variancie tychto odhadov sme ziskali z ¢lanku [25] a zapisali do tabulky 13. Podla

tohto ¢lanku je posledny zo spominanych najlepsi vdaka najmensSej variancii.

Tabulka 13: Variancie odhadov

odhad variancia odhadu
N=9X —1 w
_ 2(N—n)(N+1)
N=XitXa=1|  Gmem
— Xn (N—?’L)(N-I—l)

7.2.2 Odhady s navratom

Podobny experiment sme vyskisali so Studentmi na predmete Metody rieSenia tloh z
pravdepodobnosti a Statistiky. Papier sme postrihali na malé kusky a na kazdy z nich
sme napisali ¢isla od 1 do 67. Vhodili sme ich do nepriehladého vrecka a premiesali.
Este pred predvedenim pred Studentmi sme si situaciu 26-krat vyskusali pre nahodny
vyber 4 a7 9 papierikov s navratom. Pre jednotlivé po¢ty a odhady z ¢lanku [22] sme
vypocitali priemer a smerodajni odchylku, aby sme vedeli vybrat pocet papierikov,
ktory by daval dobri informéciu o ich celkovom mnozstve. Ako vidime z tabulky 14,
uz pri ndhodnom vybere 6 papierikov je priemer priblizne rovny skuto¢nému mnozstvu
a smerodajna odchylka je porovnatelna s tymi pre vicSie vybery, preto sme sa rozhodli

vytiahnut na cvic¢eni prave pre tento pocet papierikov.
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Pred studentmi bolo vytiahnutych 6 ¢isel: 50, 39, 19, 55, 13 a 29, o ktorych sa
nasledne diskutovalo. Navrhovali moZznosti ako odhadovat mnozstvo papierikov vo vre-
cusku, napriklad podla priemeru vytiahnutych. Taktiez zacali rozmyslat nad moznos-
tou, Ze by zoradili ¢isla vzostupne a pozreli sa na pocet ¢isel pred minimom z vytiahnu-
tych. Dostali moznost tyzden rozmyslat sa nad dalsimi napadmi odhadov s informéciou

rozSirenou o ¢isla 30, 31 a 29.

Tabulka 14: Priemery a smerodajné odchylky pre jednotlivé vybery
Pocet ¢éfsel | N=2X—-1 |[N=X,+X; -1 | N=2HX, —1

1 T S T S

Tl

T S

65,635 | 22,058 | 63,192 18,1 63,904 | 13,802
68,338 | 17,935 | 65,5 14,465 | 66,062 | 10,73
67,654 | 15,833 | 66,269 | 13,163 | 66,308 | 8,523
67,637 | 15,38 | 66,462 | 11,669 | 66,561 | 7,216

68,356 | 15,007 | 66,462 | 10,638 | 66,543 | 6,811

O |0 | 1| O | O =

67,487 | 14,437 | 66,154 | 10,155 | 66,009 | 6,792

Bolo odovzdanych 5 odhadov a vo vicsSine z nich bol uvedeny priamociary odhad
N =2X =2 x 32,778 = 65, 556 alebo N = 2X — 1 = 64, 556, avSak iba jeden Student
pri tomto ¢isle aj ostal. Medzi modelmi na odhadovanie celkovej populacie sa objavili aj
také, ktoré po vy¢isleni dali hodnotu mensiu nez maximum z vytiahnutych ¢isel. ISlo o
odhady N = 2IQR a N = X +IQR, kde IQR je medzikvartilové rozpitie, teda rozdiel
medzi 1. a 3. kvartilom a X je median vyberu. V gpecifickych pripadoch, napriklad pri
vytiahnuti ¢isel 1, 2, 3, 4, 21, 30 a 37, mozu vychadzat aj odhady ako N =2X —1 a

1
n’

N = 2X — 1 niz8ie ne7 vytiahnuté maximum. Zaujimavy je odhad N = ”T“Xn —
ktory vznikol z toho, Ze ndhodny vyber z mnoziny celych, po sebe idtucich ¢isel by mal
byt rozlozeny rovnomerne pozdlz ¢iselné osi. Vieme, ze prvé &islo je 1. Tvar odhadu
dostaneme vyratanim priemeru dlzok intervalov.

Zo zozbieranych odhadov vidime, Ze sa Studenti zvac¢Sa uchylovali k odhadovaniu

populécie okrihlymi ¢islami, napr. 60, 65 a 70. Ako dovod uvadzali fakt, Ze pocet

ipriemer vyberov
lismerodajnéa odchylka
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¢isel urcoval ¢lovek, preto predpokladali, Ze najvicsie ¢islo na papierikoch bude neja-
kym nasobkom ¢isla 5. Takéto nazory sme ocakavali, preto sme zvolili 67 listkov, teda
,hepekné“ prvocislo.

Na cviceni bola opytana otézka ohladom existencie spravnej odpovede na otazku
o odhadovanom po¢te. Spravnu odpoved ohladom poc¢tu pozname, kedZe sme si pri-
pravovali papieriky vopred, avSak neexistuje odpoved na to, ktory odhad poskytne
informaciu o spravnom pocte.

Studenti taktiez rozmyslali aj nad myslienkou, ¢ pri odhadovani ¢isla je dolezita iné
informacia nez o maxime. Maximéalna hodnota mé pri odhadovani vyznamnu tlohu,
kedZe hovori aké je minimalne najvyssie ¢islo vo vreciusku. Ako vidime z tabulky 14,
pri hladani vhodného poc¢tu vytiahnutych papierikov mal tento odhad pri v8etkych
moznostiach najnizsiu smerodajnt odchylku, ¢o podporuje tito myslienku.

Ukézalo sa, Ze $tudentov téma zaujala a odpoved hladali aj pomocou internetu.
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Zaver

V préci sme sa venovali siedmim experimentom prevedenym na situaciach z kazdo-
denného zivota. Snahou bola aplikacia ziskanych teoretickych vedomosti pri rieSeni
konkrétnych situécii, ktoré boli spracované podrobne, jednoduchou a zrozumitelnou
formou.

V prvej kapitole sme sa zaoberali testovanim hypotéz podla ¢lanku [5]. Princip
sme ozrejmili na jednoduchom pripade rozliSovania cukrikov M&M’s a Lentiliek podla
chuti. Ako sa ukazalo, degustator spravne urcil 18 z 20 ochutnévanych vzoriek, ¢ize
sme nezamietli hypotézu, ze vie cukriky naozaj rozlisit.

V dalsej ¢asti sme sledujtic ¢lanok [3] vysvetlili pojem distribu¢na funkcia na stlpi-
koch z bo¢nej strany slovnika. Pri porovnani distribu¢nych funkeii slovnikov [12] a [13]
pomocou Kolmogorovovho-Smirnovovho testu sme nezistili medzi nimi $tatisticky vy-
znamny rozdiel. Nakol'ko tento test predpoklada spojité distribu¢né funkcie, rozhodli
sme sa vymysliet vhodnejsi priklad, a preto sme v kapitole o jedaliach nadviazali na
tato tému. Test vSak rozdiel medzi ¢akanim v jedalhach Eat and Meet a Venza opéat
nepotvrdil.

Stvrta kapitola bola venovand hram s kockami. Pre hru HOG z ¢lanku [7] sme
uviedli o¢akivané vyplaty z hry réznymi poc¢tami kociek. Pri réznych variantoch tejto
hry sme vyriesili otazku optimélnej stratégie. Nasledne sme sledovali hracov pri nami
vymyslenej hre. Napriek tomu, Ze sa nespravali optimélne, dosahovali pomerne vysoké
skore. Zaujimavé by mozno bolo, pozriet sa na ich hru v pripade, ze by do hry museli
stavit nieco vlastné. Reakciou by zrejme bolo hlbSie zamyslenie nad pravidlami, po
ktorom by pravdepodobne nasledovalo odmietnutie hry alebo hra s niz§im pocétom
kociek.

V nasledujicej casti sme predstavili chi kvadrat test dobrej zhody, ktorym sme
testovali percentualne rozdelenie farieb cukrikov M&M'’s v balickoch. Ukézalo sa, ze
nase data, rovnako ako déta z [2], nezodpovedaju percentam z ¢lankov [1] a [2], nakolko
test hypotézu o zhode zamietol.

Predposledna kapitola opisovala experiment, v ktorom §lo o hadzanie na ter¢. Hraci
mali za tlohu triafat dominantnou a nedominantnou rukou ¢o najblizsie k stredu.

Meralo sa 10 hodov. Vysledok experimentu pouzitim parového t-testu bol totozny s
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vysledkom z ¢lanku [6], teda test hypotézu o irelevantnosti vyberu ruky na hadzanie
nezamietol.

V 7. kapitole sme uviedli rozne priklady odhadov z ¢lankov [22] a [25]. Odvodili
sme nevychylenost troch spominanych odhadov. Pre spracovanie tejto kapitoly sme
sa zucastnili predmetu Metody riesenia tloh z pravdepodobnosti a Statistiky a pred
Studentmi vytiahli najskor 6 papierikov, na zaver cvic¢enia sme vSak vybrali eSte dalSie
3. Studenti sa zamyslali nad otdzkou ohl'adom poctu papierikov vo vrectasku. V druhej
casti tejto kapitoly sme predstavili odhady, ktoré Studentom napadli pocas cviceni i
tie, nad ktorymi mali moZnost doma pouvazovat.

Préaca bola velkym prinosom pre autorku, nakolko ziskanymi vysledkami z experi-
mentov sa jej podarilo lepSie zorientovat a pochopit opodstatnenie vyuzivania Statis-
tickych metod. Uvedomila si, Ze javy v pozadi Statistiky, ktoré si zdanlivo jednoduché,

¢asto podliehaju zlozitému skiimaniu.
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