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Abstrakt

TORDA, Miloslav: Stochastické diferencialne rovnice a ich aplikacie vo finanénom
modelovani. [Bakalarska préaca| - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky. Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. -
Skolitel: RNDr. Beata Stehlikova, PhD. Bratislava: UK, 2015, 58 s.

Praca predklada zakladnu teériu stochastického kalkulu spolu s prikladmi rieseni
stochastickych diferencidlnych rovnic a ich vlastnostami, ktoré sa pouzivaju pri
finanénom modelovani. Pozera sa taktiez na sposob ocenovania finanénych deriva-
tov pomocou rizikovo neutralnej miery a pomocou parcialne diferenciélnych rovnic.
Ziskané poznatky sa pouzivaju pri skiimani a empirickom testovani jednofaktorov-
nych a dvojfaktorovych modelov s mean-reverting vlastnostou, pri ocenovani fu-
ture kontraktov kukurice. Parametre modelov st odhadované na zaklade dennych
dat future kontraktov kukurice obchodovanej na Chicago mercantile exchange od
januara 2013 do decembra 2013 a vykonnost modelov je posudzovana pouzitim
future kontraktov od januéra 2014 do decembra 2014.

Krluacové slova: Brownov pohyb, Itoov kalkulus, geometricky Brownov pohyb,
Ornstein - Uhlenbeckov proces, rizikovo neutralne ocenovanie, komodity, future
kontrakt, Feynmanova - Kacovova veta .



Abstract

TORDA, Miloslav: Stochastic differential equations and their applications in fi-
nancial modeling. [Bachelor thesis| - Comenius University in Bratislava. Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics. Department of Applied Mathematics and
Statistics. - Supervisor: RNDr. Beata Stehlikova, PhD. Bratislava: UK, 2015, 58
p.

The thesis introduces basic theory of stochastic calculus together with examples
of solutions of stochastic differential equations and their properties which are used
in financial modeling. It also looks at the way the finanacial derivatives are priced
using risk neutral measure theory and using partial differential equations. Obtai-
ned findings are then used it the examination and empirical testing of onefactor
and twofactor models with the mean reverting property which are used in the pri-
cing of corn future contracts. Parameters of models are estimated based on daily
corn future contract data traded on the Chicago mercantile exchange from january
2013 to december 2013 and the performance of the models is assessed using corn
future contracts from january 2014 to december 2014.

Krluacové slova: Brownian motion, Ito calculus, geometric Brownian motion,
Ornstein - Uhlenbeck process, risk neutral pricing, commodity, future contract,
Feynman - Kac theorem.
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Uvod

Stochastické diferenciélne rovnice maju $iroké vyuzitie mimo matematiky. Modelo-
vanie rastu populacie, spravanie sa ndboja v elektrickom obvode, alebo stochastické
rieSenie Dirichletovho problému. Jednou z aplikacii teérie stochastického kalkulu
je aj financna matematika. V roku 1969 Robert Merton zaviedol stochasticky kal-
kulus do $tudia financii. V rovnakom ¢ase Fischer Black a Myron Scholes vyvijali
formulu na ocenovanie opcii za ktort v roku 1997 zisklali Nobelovii cenu za eko-
némiu.

Cielom préace bolo oboznamit sa s matematickym zéakladom stochastického kal-
kulu, jeho pouzitim pri rieSeni stochastickych diferencialnych rovnic a nasledne ich
vyuzitim vo finan¢nom modelovani.

Praca je rozdelend do siedmych kapitol. Kapitola 1 za zaobera hlavnym pros-
triedkom stochastického kalkulu a to Brownovym pohybom. V kapitole 2 zava-
dzame Itoov integral a formulujeme niektoré doélezité vlastnosti Ito6vho integralu
ako aj formulujeme Itéovu lemu, ktora je dolezitym nastrojom pri rieSeni stochas-
tickych diferencialnych rovnic. Kapitoly 3 a 4 sa tykaji dvoch délezitych prikladov
stochastickych diferencialnych rovnic a to geometrickym Brownovym pohybom a
Ornstein - Uhlenbeckovym procesom. Pre oba procesy uvadzame rieSenia prislus-
nych stochastickych diferencialnych rovnic a odvadzame zakladné vlastnosti, ako
stredné hodnoty, disperzie a pravdepodobnostné rozdelenia procesov. Na zaver
kapitol uvadzame praktické pouzitie danych procesov vo financnej matematike.
Kapitola 5 je venovana Rizikovo neutralnej miere na zéklade ktorej odvadzame
ocenovaciu formulu pre future kontrakty. Tuto formulu dalej vyuzivame v kapitole
6, kde predstavujeme 3 modely, ktoré sa pouzivaji pri ocenovani futurov. Odva-
dzame ich rieSenia a porovnavame ich so skutonymi cenami a tym sa snazime
urcit ako dobre st dané modely vhodné pre aproximéciu cien future kontraktov.
Zéavere¢na kapitola 7 dava do suvislosti parcialne diferencidlne rovnice a stochas-
tické diferencialne rovnice pomocou Feynmanovej - Kacovej vety.

Dufame, Ze tato praca prinesie ¢itatelovi lahké a zrozumitelné predjedlo v
problematike stochastickych diferencialnych rovnic, vzbudi v ¢itatelovi hlbsi zau-
jem o dant problematiku, poskytne zoznam literatury a referenény material pri
dalgom studiu.
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1 Brownov pohyb

Brownov pohyb je nazov pre matematicky popis neusporiadaného pohybu pelu
ponoreného vo vode, ktory pozoroval v roku 1828 botanik Robert Brown. Prva
kvalitativnu pracu tykajicu sa Brownovho pohybu robil Bachelier (1900), ktory
sa zaujimal o vykyvy cien akcii. Prvé fyzikalne vysvetlenie fenoménu, ktory pozo-
roval Brown, poskytol Einstein v roku 1905. Dokladné matematické spracovanie
Brownovho pohybu zacalo s N. Wienerom (1923), ktory ako prvy urobil doékaz
existencie Brownovho pohybu. Preto sa niekedy Brownovmu pohybu hovori aj
Wienerov proces 11, kapitola 10].

1.1 Nahodna prechadzka a Brownov pohyb
KedZe Brownov pohyb je stochastickych proces, definujme tento pojem.

Definicia 1.1.1. Stochasticky proces je parametrizovany sibor nahodnijch premen-
nych

{Xi}ier
definovany na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P) a nadobida hodnoty v R.
[1, definicia 2.1.4]

Jednou z interpretacii Brownovho pohybu je limita symetrickej ndhodnej pre-
chadzky. Predpokladajme, Ze za kazda ¢asovi jednotku At urobime krok Az
doprava alebo dolava s rovnakou pravdepodobnostou. Oznac¢me X (t) poziciu v
case t tak ze

X(t) = ba (Xi+ o+ X))

Y, — +1 ak i-ty krok dlzky Az je doprava,
" ]1=1 ak je dolava,

[ﬁ} je najvicsie celé ¢islo mensie alebo rovné - a predpokladame, ze X; su

nezéavislé s

Var[X(t)] = (Ax)? [é} |

Ak polozime Ax = o+//At pre ¢ > 0 a nechame At ist do 0, tak z nerovnosti

t t t L
1< [E} <5 dostéavame

t

li X = U AL | —| = o2t

i Var[X ()] = lim o [AJ o
E[X(t)] =0

Z toho, ako je proces X (t) postaveny a z centralnej limitnej vety sa zda byt
rozumné predpokladat, Ze v limite dostaneme proces s nasledovnymi vlastnostami

11



15

1.0

0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 1.1.1: Ukazka nahodnej prechddzky pre Ax = o/ At kde 0 = 1 a At nasledovné: modra

— 1 xarvens — 1 - _1
At = 55, Cervena At = 5 a At = 355+

1. X(t) pochadza z normélneho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a disperziou
2
o-t.

2. Pretoze zmeny v hodnote ndhodnej prechadzky v neprekryvajucich sa ¢aso-
vych intervaloch st nezavislé, ma {X(¢), t > 0} nezavislé prirastky, t.j. pre
kazdé t; <ty < ... < t, su

X(t), X(ts) — X(1), wory X(t0) — X (tns)

nezavislé.

3. Pretoze pravdepodobnostné rozdelenie zmeny pozicie ndhodnej prechadzky
pre Tubovolny ¢asovy interval zavisi iba na dlzke daného intervalu, mohlo
by platit, ze {X(¢),t > 0} ma stacionarne prirastky v tom zmysle, Ze prav-
depodobnostné rozdelenie X (t 4+ s) — X (t) nezavisi na t.

Definicia 1.1.2. Hovorime Ze stochasticky proces {X(t), t > 0} je proces Bro-
wnovho pohybu ak:

1. X(0) =0;

2. {X(t),t > 0} mad staciondrne a nezdavislé prirastky t.j. pravdepodobnostné
rozdelenie X (t + s) — X (t) nezdvisi na t a pre kazdé t; < to < ... < t, su
X(t1), X(t2) — X(t1), ..., X(tn) — X (tn_1) nezdvislé.

3. pre kazdé t > 0 je X (t) normdlne rozdelend ndhodnd premennd so strednou
hodnotou 0 a varianciou o*t. [11, definicia 10.1]

Ak o =1, tak procesu hovorime $tandardizovany Brownov pohyb.
12



1.2 Existencia a spojitost Brownovho pohybu

Definicia 1.1.2 vychadza z intuitivnych uvah. Interpretécia Brownovho pohybu ako
limity nahodnej prechadzky naznacuje, ze X () by mal byt spojitou funkciou ¢. Na-
sim cielom dalej bude ukézat, Ze takyto spojity proces v skuto¢nosti existuje. Na
ukazanie existencie procesu Brownovho pohybu pouzijeme Kolmogorovovu vetu.

Veta 1.2.1. Nech pre kaZdé ty,....t, € T,T = [0,00),k € N je vy, 4, pravdepo-
dobnostnd miera na (R, B) takd, e

Vo‘(l),.‘.,a(k)(Fl X ... X Fk) = 1/7517_._7 (Fa—l(l) X ... X Fa—l(k)) (1.2.1)

tg

pre kaZdi permutdciu o na {1,2,...,k}, kde F; C R borelovské a

Voot (F1 X o X F) =y, (F1 X ... xFyxRx..xR) (1.22)

tk 7tk+1 7~~~atk+'m

pre kazdé m € N, kde mnozZina na pravej strane md spolu k + m faktorov.
Potom existuje pravdepodobnostnyj priestor (0, F, P) a stochasticky proces { X, }
na 0, X; : Q — R", taky, Ze

th,...,tk(Fl X ... X Fk) = P[th € F17 ...7th € Fk]
pre kazdé t; € T a pre kaZdi Borelovski mnozZinu F;. [1, veta 2.1.5]

Aby sme mohli pouzit vetu 1.2.1 musime Specifikovat miery v, . To cheme
urobit tak, aby vznikol proces s vlastnostami z definicie 1.1.2. Predpokladajme, ze
X(t) je takyto proces a odvodme jeho zdruzentu hustotu v ¢asoch ¢y, ta, ..., .
To nam umozni definovat v, a nasledne pouzit vetu 1.2.1.

Pretoze kazdy Brownov pohyb vieme transformovat na Standardizovany Bro-
wnov pohyb polozenim B(t) = @ budeme predpokladat, ze o = 1. Takto sa aj
Brownov pohyb v literatire ¢asto definuje [8, definicia 1.1]. Okrem toho, ¢asto sa
v bode 3 definicie 1.1.2 pozaduje pravdepodobnostné rozdelenie prirastkov a my
ho budeme neskor potrebovat.

Veta 1.2.2. Nech X (t) je Brownov pohyb a 0 <ty < ti. Potom X (t)) — X (tx_1)
je mormdlne rozdelend ndahodnd premennd so strednou hodnotou 0 a varianciou
T — th—1-

Dékaz. 7 charakteristickej funkcie X (t5) dostéavame

E [eiux(tk)} — F |:6iu(X(tk)_X(tk—1)eiUX(tk—l)}

a z vlastnosti nezavislych prirastkov vyplyva

E [eiu(x(tk)_X(tk—l)eiux(tk—l)} — F [eiu[X(tk)_X(tk—l)]] E [eiUX(tk—ﬂ} )
Po aprave
E [eiu[X(tk)*X(tkfl)q — F [eiux(tk)] EL [eiuX(tkq)} = Bty u)(¢(tk,1,u))*1

kde ¢(tg,u) a ¢(tr_1,u) s charakteristické funkcie X (tx) a X (tx_1).
Z vlastnoti 3 definicie 1.1.2 mame, ze X(tx) a X(fx_1) st normélne rozdelené
nadhodné premenné a plati

o(tr,u) = e_%t’”ﬂ, O(tk—1,u) = e~ ath-10%

13



7 toho dostavame, ze

E [ei“[X(tk)_X(tk—l)]} = H(ty, u)(¢(tk_1,u))_1 — 6—%(tk—tk71)“2 = ¢ty — tp_1, ),

¢o je charakteristickd funkcia norméalneho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a
varianciou ty — tj_1. ]

Ako sme uz spomenuli, v niektorych definiciach Brownovho pohybu sa vlastnost
3 v definicii 1.1.2 nahradi rozdelenim prirastkov [8, definicia 1.1]. Z vety 1.2.2 vidno,
ze tieto definicie st ekvivalentné.

Teda X(t) je normélne rozdelena ndhodné premenna so strednou hodnotou 0
a varianciou t. Polozme pre t; <ty < ... <1,

X(t) =m

X(tg) = X9

X(t,) =z,
a to je ekvivaletné s

X(tl) =T

Teda hodnoty procesu vieme ekvivaletne charakterizovat hodnotami prirastkov. 7Z
podmienky 2 definicie Brownovho pohybu a z vety 1.2.2 mame, Ze X (t1), X (t2) —
X(t1), ... X(tr)—X(tg—1) st nezavislé a norméalne rozdelené so strednou hodnotou 0
a disperziou t; —t;_; ¢o ndm umozni vyjadrit zdruzeni hustotu. Oznac¢me pre t > 0
ft hustotu normélneho rozdelenia N (0, t), potom zdruzena hustota X (t1), ..., X (t)
je dané

f(xla L2, 7xk) = ftl (‘Tl)ft2—tl (IQ - ) 'ftk—tk71(xk - xk—l) (123>
e:cp{—%[% gl Eeme)'y

ta—1y te—tp—1

(2m)E [ta(t2 — 1) (s — tir)]2

Ak definujeme pre 0 < t; < ¢y < ... < t; mieru v, 4, na (R¥ B) tak, ze
Uiyt (F1 X o X F) =

/ Jo, (@) frg—ty (2 — 1) oo frp =t (T — Tp—1)dzy . dag, Fy € R, (1.2.4)

Fi1x..xFy,

14



potom, kedze pre kazdé pevné z;_1 € R plati [ fi,—¢, ,(¥; —x;_1)dz; = 1 pre kazdé
R

t; — t;_1 > 0, spliia nasa miera podmienku 2 vety 1.2.1. Naviac ak konzistentne
rozsirime tuto definiciu pre vSetky konecné postupnosti ¢; pomocou podmienky 1
vety 1.2.1, tak podla vety 1.2.1 existuje pravdepodobnostny priestor (2, F, P) a
stochasticky proces {B(t)}1>0 na € taky, ze kone¢norozmerné rozdelenia B(t) st
dané vztahom (1.2.4).

Teraz ukazeme, ze proces { B(t)}:>o spliia podmienky definicie 1.1.2. Z (1.2.4)
1.1.2. Dalej nech Z = (B(ty),..., B(tx)), B(t;) € F; je ndhodny vektor potom z
(1.2.4) charakteristicka funkcia Z méa tvar

k k k
exp (iZUjB(tj)) = exp (—%ZZujcjmum> :
=1

j=1m=1
kde ¢;, = E [B(tj)B(t;)] je kovarianéna matica Z, t. j.

E

Lot t
bty ...t

c=|"" 2. (1.2.5)
oty th

Teda Z pochadza z viacrozmerného normalneho rozdelenia, t.j. B(t;) ~ N(0,t;),
¢o ndm dava podmienku 3 definicie 1.1.2. Na overenie podmienky 2 nam staci
overit, ze

E[(B(t:) = B(ti-1)) (B(t;) = B(t;1))] = 0,4 < t;,

¢o dostaneme z matice (1.2.5):

E[B(t;))B(t;) — B(t;_1)B(t;) — B(t;)B(t;_1 + B(t;_1)B(t;_1)]
= (ti —tiog —ti +t;iq) =0.

Hore uvedenym postupom sa ukazuje existencia Brownovho pohybu napriklad v
[1, kapitola 2.2|. Alternativny postup je Wienerovou vetou, ktory sa nachadza v
[8, kapitola 2.3]| .

Takto definovany Brownov pohyb nie je jednozna¢ny. My si pre nase potreby
zvolime spojiti verziu Brownovho pohybu t.j. B(t) € C(]0,00),R). Tato verzia sa
nazyva kanonicky Brownov pohyb [1, kapitola 2.2].

Najskor si definujme ¢o znamené verzia Brownovho pohybu.

Definicia 1.2.1. Predpokladajme, Ze {X(t)} a {Y(t)} su stochastické procesy na
(Q,F, P). Potom hovorime, Ze {X(t)} je verziou {Y(t)} ak
P ({w; Xy(w) =Yi(w)}) =1, Vi

Na ukézanie existencie spojitej verzie Brownovho pohybu nam posliuzi dalsia Kol-
mogorova veta.
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Veta 1.2.3. Predpokladajme, Ze proces X = {X; >0 spliia nasledujicu podmienku:
pre kazdé T > 0 existuji kladné konstanty o, 3, D také, Ze

Bl X, — X,|*] <D-|t—s|""0<s5,t<T. (1.2.6)
Potom ezistuje spojitd verzia X. [1, veta 2.5.3]

Z vety 1.2.2 mame, ze B; — By ~ N (0,t — s) a z vlastnosti normalneho rozdelenia
méme E[Y!] = 30" pre Y ~ N(0,0?). Spolu dostavame

E[|B; — B,|"] = 3|t — s|*. (1.2.7)

To znamend, Ze je splnena podmienka (1.2.6) vety 1.2.3 s koeficientami o = 4 |
D =3 a =1 a preto existuje spojita verzia B;.

V nasledujicom texte budeme potrebovat vSeobecnejsiu definiciu Brownovho
pohybu.

Definicia 1.2.2. Hovorime, zZe {X(t),t > 0} je proces Brownovho pohybu s koefi-
cientom driftu p a parametrom variancie o? ak:

1. X(0) = 0;
2. {X(t),t > 0} ma staciondrne a nezavislé prirastky;

3. X(t) su normdlne rozdelené ndhodné premenné so strednou hodnotou ut a
varianciou to?.

FEkvivalentnou definiciou je definovat X (t) = oB (t) + ut, kde {B(t),t > 0} je
Standardizovany Brownov pohyb. [11, definicia 10.3.1]
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2 Stochasticky kalkulus a stochastické diferencialne
rovnice

2.1 Itéov integral

V nasledujicom texte zavedieme

/0 f(s,w)dBs(w) (2.1.1)

kde B;(w) je jednorozmerny Brownov pohyb so zaciatkom v 0 pre ista triedu
funkcii f : [0, 00] x Q — R. Integral (2.1.1) je dolezitym néstrojom pri vySetrovani
stochastickych diferencialnych rovnic. Konstrukciu integralu urobime podla |1,
kapitola 3.1].

2.1.1 Zakladné pojmy

Na to aby sme definovali integral (2.1.1) budeme potrebovat nasledujice definicie
a pojmy.

Definicia 2.1.1. Nech B;(w) je jednorozmerny Brownov pohyb. Potom definujeme
Fi ako o-algebru generovani ndhodnymi premenngmi Bs(w); s < t. Ingmi slovami,
Fi je nagmensia o-algebra obsahujica vsetky mnozZiny tvaru

{w; By (w) € Fi,..., B (w) € Fi},

kde t; <t a F; C R su Borelovské mnoziny, j < k =1,2,... (Predpokladdme, Ze
vSetky mnoZiny miery 0 patria do F).

Definicia 2.1.2. Nech {N:}i>0 je rastica postupnost o-algebier podmnozin .
Proces g(t,w) : [0,00] x & — R sa nazyva Ni-adaptovany ak pre kazdé t > 0
funkcia

w— g(t,w)

je Ny-meratelnd.
Teraz popiSeme triedu funkcii pre ktoré bude definovany Itéov integral.

Definicia 2.1.3. Nech v =v(S,T) je trieda funkcii
f(t,w) :[0,00) x 2 =R
takd, Ze

1. (t,w) — f(t,w) je B x F-meratelnd, kde B oznacuje Borelovski o-algebru
na [0, 00).

2. f(t,w) je Fi-adaptovand.

3. F [fgf(t,w)th} < 00.
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2.1.2 Konstrukcia Itéovho integralu

Najskor definujeme Itoov integral pre jednoduchu triedu funkcii ¢. Funkcia ¢ € v
sa nazyva elementarna, ak ma tvar

$(t,w) =Y _e;(w) [By,, — By,] (). (2.1.2)
J
Pre jednoduché funkcie ¢(t,w) definujeme Itdov integral:
T
/ o(t,w)dB(w) = Zej(w) (B, — Bi;] (w). (2.1.3)
s 720

Dalej je potrebné ukazat, Ze kazdé f € v mozeme aproximovat jednoduchymi
funkciami. Tu poskytneme iba nacrt postupu, ktory pozostava z niekol'kych krokov.

Krok 1. Nech g € v je ohranicend a g(-,w) spojitd pre kaZdé w. Potom existuji
jednoduché funkcie ¢, € v také, Ze

B[ [ - ora] o

Krok 2. Nech h € v je ohranicend. Potom existuji ohranicené a spojité funkcie
gn € v také, Ze g,(-,w) je spojitd pre kazdé w an, a

E l/ST(h - gn)2dt] — 0.

Krok 3. Nech f € v. Potom existuje postupnost {h,} C v takd, Ze h,, je ohrani-

cend pre kazdé n a
T
E [/ (f—hn)th} —0
S

Na dokoncenie konstrukcie It6ovho integralu budeme potrebovat nasledujticu vetu.

pre n — o0.

pre n — 00.

Veta 2.1.1 (Itéova izometria). Ak ¢(t,w) je ohranicend a jednoduchd potom

(/ Tas(t,w)dBt(w))Q

Ak f € v tak vyberieme podla krokov 1 — 3 jednoduché funkcie ¢, € v aby

platilo
E — ¢n)%dt| — 0.

Z(fl(w) ::/S ft,w)dBy(w) = limnﬁoo/s On(t,w)dBy(w).

E =F UST gb(t,w)th] : (2.1.4)

Potom definujeme

Tato limita existuje ako prvok L?(P), kedZe {fg gbn(t,w)dBt(w)} je podla (2.1.4)
Cauchyovska postupnost v L?(P). Teraz mozeme zaviest Itéov integrél pre kazdi
fev.
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Definicia 2.1.4. Nech f € v(S,T). Potom Itéov integrdl f (od S do T) je defi-

novany ndsledovne

/s f(t,w)dB(w) = limnHoo/S On(t,w)dBy(w) (2.1.5)

(imita v L*(P) ), kde{¢,} je postupnost jednoduchych funkcii takyjch, Ze

B[ [ () - o) —o

pre n — Q.

2.1.3 Vlastnosti It6ovho integralu

V tejto Casti uvedieme niektoré vlastnosti Itéovho integralu, ktoré budeme v dal-
sich kapitolach potrebovat.

Veta 2.1.2. Nech f,g € v(0,T) a nech 0 < S < U <T. Potom
1. fg JdB, = ff det—i-fg fdB; pre skoro vsetky w

2. fST(Cf +g)dB; = CfST fdB; + fST gdBy pre skoro vSetky w
3. E [f;:”det} —0

4. fST fdBy je Fi-meratelny

5. (Itdova izometria) E [(fs (t,w) dBt) ] [fs (t,w th}

V kapitole 4 budeme potrebovat este jednu vlastnost, ktori uvedieme ako samos-
tatni vetu.

Veta 2.1.3. Nech B(s) pre s >0 je Brownov pohyb a nech /A(s) je nendhodnd
funkcia casu. Definugme I(t) = fo . Potom pre kazdé t > 0 je I(t)
normdlne rozdelend nahodna premenna

Vety uvadzame bez dokazu. Dokazy predchadzajicich tvrdeni st napriklad v [1,
veta 3.2.1] a [15, veta 4.4.9].

2.2 Jednorozmerni Itéova lema

Zéakladna definicia Itoovho integralu nie je velmi uZitocna na vypocet integralov
tvaru (2.1.1) a prave na to nam posluzi Itoova lema. It6ovu lemu zformulujeme pre
tzv. [toove procesy, alebo tiez stochastické integraly. Ku tomu budeme potrebovat
nasledujtce dve definicie.

Definicia 2.2.1. Filtricia (na (w,F)) je postupnost M = {M;}>¢ o-algebier
M, C F takd, e
0<s<t=M,CM,
(t.j. {M:} je rastica). Stochasticky proces {M;}i>0 na (2, F, P) sa nazgva mar-
tingdl vzhladom na filtraciu {M;}+>0 (a vzhladom na P) ak
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1. M; je Mi-meratelnd pre kazdé t,
2. E|M;|] < oo pre kazdé t a
3. E MM = M; pre kazdé s > t.

Definicia 2.2.2. Wy(S,T) oznacuje triedu funkcii procesov f(t,w) € R spliiaji-
cich

1. (t,w) — f(t,w) je B x F-meratelnd, kde B oznacuje Borelovski o-algebru
na [0, 00).

2. Emistuje rastica postupnost o-algebier H,; t > 0 takd, Ze
a) By je martingdl vzhladom na H; a
b) fi je Hi-adaptovand.

3. P [fgf(s,w)st <oo| =1

Z dovodov zjednodusenia znacenia polozime Wy = |J Wy (0,T).
T>0

Teraz mdzeme zadefinovat spominany [téov proces.

Definicia 2.2.3 (Jednorozmerny Itoov proces). Nech By je jednorozmerny Brow-
nov pohyb na (2, F, P). Jednorozmerny Itéov proces (alebo stochasticky integral)
je stochasticky proces X; na (2, F, P) tvaru

t t

Xi=Xo+ /u(s,w)ds + /v(s,w)st, (2.2.1)
0 0

kde v € Wy je takd, Ze

t
P /v(s,w)zds <oo; VE>0| =1 (2.2.2)

0

(pozri definiciu 2.2.2). TaktieZ predpokladdme, Ze w je H;-adaptovand (kde H; je
ako v 11 definicii 2.2.2) a

t
P /|u(s,w)|ds <oo; Vt>0| =1. (2.2.3)
0

Niekedy sa (2.2.1) piSe v diferencialnej forme

Teraz mozeme sformulovat Itoovu lemu.
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Veta 2.2.1 (Jednorozmerna Itéova lema). Nech X; je Itdov proces dany
dXt = udt + UdBt.

Nech g(t,z) € C?*([0,00) xR) (L.5. g je dvakrdt spojite diferencovatelnd na [0, 00) x
R). Potom

}/;5 = g(tv Xt)
je opat Itoov proces a
dg dg 0%g 2
dY; = a(@Xt)dt + %(t,Xt)dXt + w(ty Xi) - (dXy)7, (2.2.5)

kde (dX;)* = (dX;) - (dX;) je vypocitané podla nasledujicich pravidiel
Nacrt dokazu sa nachadza napriklad v |1, veta 4.1.2].

2.3 Stochastické diferenciadlne rovnice

Nech proces X, splia stochastickii integralnu rovnicu
T T
Xr=X:+ / b(s, Xs)ds + / o(s,Xs)dBs, pret <T (2.3.1)
t t

alebo v diferencialnej forme
Rovnicu tvaru (2.3.2) nazyvame stochastickou diferencidlnou rovnicou. Danym

funkciam b(¢, x) a o(t, ) hovorime drift a difizia. K tejto rovnici je naviac dana
pociato¢na podmienka v tvare Xg =x a z € R.
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3 Geometricky Brownov pohyb

3.1 Riesenie stochastickej diferencialnej rovnice geometric-
kého Brownovho pohybu

Majme stochastickt diferencidlnu rovnicu

dS(t) = rS(t)dt + aS(t)dB(t), (3.1.1)
alebo inak zapisané
ds(t)
kde r a a st konstanty. Teda
bAS(t)
—= =17t B(t 1.
/O Sy =Bl (3.1.3)

kde sme vyuzili, to ze B(t) je Brownov pohyb a teda z vlastnosti 1 definicie 1.1.2
plati, ze B(0) = 0. Na vypocet integralu vlavo pouzijeme It6ovu lemu pri¢om
zvolime

g(t,x) =In(x); >0 (3.1.4)

a dostavame

d(In(S(1))) = ‘f(%) _ (;lgégz _ dg(i’“;) - St (3.15)
o 50 _ gn(s@) + Lt (3.1.6)
S n 5 1.
a po dosadeni (3.1.6) do (3.1.3) mame
HdS) [ s a—Qs—n& a—Q—r «
B _/0 An(S(s))) + 5 ds] =1 <S(O)> + St =rttaB). (317)
Riesenim stochastickej diferencialnej rovnice (3.1.1) je teda
In (%) - (7“ - %) t+aB(t) (3.1.8)
alebo )
S(t) = S(0)exp {(7’ - %)t + ozB(t)} : (3.1.9)

Stochasticky proces S(t), ktory je rieSsenim stochastickej diferencialnej rovnice
(3.1.1) sa nazyva geometricky Brownov pohyb.

Definicia 3.1.1. Ak {Y(t),t > 0} je proces Brownovho pohybu s koeficientom
driftu v a parametrom variancie o, t.j. Y (t) = ut + o B(t), kde B(t) je standardi-
zovany Brownov pohyb, potom proces {X(t), t > 0} definovany nasledovne

X(t) =e'® (3.1.10)

nazyvame geometricky Brownov pohyb. [11, kapitola 10.3.2]
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Riegenie (3.1.9) teda definuje geometricky Brownov pohyb s parametrami
p=r——, 0=« (3.1.11)

a s pociato¢nou podmienkou S(0) = s, s € R . Ako vidno z obrazku 3.1.1,
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Obr. 3.1.1: Ukazka troch priebehov geometrického Brownovho pohybu s poc¢iatoénou podmienkou
S(0) =1 a s hodnotami parametrov: modra r = 2.1, a = 0.9, ¢ervena r = 1.7, « = 0.6 a
r=11 a=0.3.

parameter y pri deterministickej ¢asti vyrazu (3.1.10) urc¢uje rychlost rastu procesu
a parameter o urcuje velkost volatility.

3.2 Vlastnosti geometrického Brownovho pohybu

V nasledujtcej casti popiSeme niektoré vlastnosti geometrického Brownovho po-
hybu ako pravdepodobnostné rozdelenie, strednii hodnotu a disperziu. Nadalej
budeme pracovat so stochastickou diferencialnou rovnicou (3.1.1) a jej rieSenim
(3.1.9).

3.2.1 Pravdepodobnostné rozdelenie Brownovho pohybu

Nech Y () je Brownov pohyb t.j. X(t) ~ N ((r - O‘;)t, a2t> . Teda proces S(t) ma

lognormélne rozdelenie a jeho hustota méa tvar

1 1 {_ (In(s) —In(S(0)) — (r — %O‘Z)tq [17]. (3.2.1)

fS(t)(87r7a7 ) 27780(\/%6){1) 202t

Priklad hustot lognormélneho rozdelenia uviddzame v obrazoku 3.2.1.
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Obr. 3.2.1: Ukazka troch hustot lognormalneho rozdelenia s poéiato¢nou podmienkou S(0) =1,
v Case t = 1 a s hodnotami parametrov: modréa r = 2.1, « = 0.9, ¢ervenda r = 1.7, « = 0.6 a
r=11 a=0.3.

3.2.2 Momenty geometrického Brownovho pohybu

Zo strednej hodnoty lognormalneho rozdelenia! dostévame, ze
E[S(t)] = S(0) exp(rt). (3.2.2)

Vseobecnejsi postup pouZijeme na vypocet E[S(t)?] pre 8 € R. Pouzitim Itoovej
lemy (veta 2.2.1), kde S(t)? = e%X® a S(t) je geometricky Brownov pohyb z
definicie 3.1.1, dostavame

ds(t)? = {5 (r - —) 522 2] S(t)Pdt + B S(t)2dB(t) (3.2.3)

2

S(t)? = S(0)° + [ﬁ (r - —) + Fa 2} / s)Pds + aﬁ/ s)PdB(s). (3.2.4)

Z vlastnosti 3 vety 2.1.2 plati, ze E[[) S(s)’dB(s)] = 0, dostavame

E[S(t)"] = E[S(0)"] + [ﬁ (7‘ — —) 522 2] /OtE[S(s)ﬂ]ds (3.2.5)

alebo inak zapisané

dE[S(t)" a2
dESWT g (2 N £ 57 prswe), Bls0)] = $0F. (3.26)
dt 2 2
IStredna hodnota lognormélenho rozdelenia je dana p = e +5 pre hustotu v tvare f(z) =
1 e (lnz M) [17]

SV2rx
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RieSenim tejto obycajnej diferencialnej rovnice s poc¢iato¢nou podmienkou je

52 a2 t:|
2

E[S(t)?] = S(0) exp [5 (r — %2> t+

(3.2.7)

pre S(t) v case t = 0 dané. Ako Specialny pripad dostavame vyjadrenie pre strednii
hodnotu (3.2.2) pre 8 = 1. Vizualny priebeh strednej hodnoty ilustruje obrazok
3.2.2.

Kladny drift Zaporny drift

4.0
1.0

35

3.0
|
0.6
1

S(t)
S(t)

25
|

2.0
0.4
1

15
|

0.2
1

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t t

Obr. 3.2.2: Ukazka strednej hodnoty geometrického Brownovho pohybu. VIavo pre kladna hod-
notu koeficientu driftu g > 0 a vpravo pre zapornu hodnotu koeficientu driftu u < 0.

3.2.3 Interval spol'ahlivosti pre geometricky Brownov pohyb

Nech S(t) = S(0) exp [(r - %2> t+ aB(t)} potom In(S(t)) = ln(S(O))—i-(T — %2> i+
aB(t) a z vlastnosti 3 definicie Brownovho pohybu s driftom (definicia 1.2.2) plati

In(S(t)) ~ N (ln(S(O)) + (r - %2) t, a2t> (3.2.8)

alebo po tprave

2

In(S(t)) — In(S(0)) — (T -5
a?t

Pre In(S(t)) dostaneme 100(1 — 3)%-ny dvojstranny bodovy interval spolahlivosti

> . N(0,1). (3.2.9)

. (é)Sln(S(t))—ln(S(O))—(T—a;)tgu <é> s e

2 a2t 2

kde u (g) je kvantil rozdelenia N (0, 1). Teda 100(1 — 3)%-ny obojstranny bodovy
interval spolahlivosti pre S(t) je

P (S(O)e(’"‘f)t‘“(g) 2 S(t) < S(O)e(r_a;)tﬂ(g)m) 16 (3.2.11)
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2
In(S(t))—In(S(0))—(r—%- )t
Alternativne, ak ozna¢ime U(t) = B (\/27)3 -%) , tak zo vztahu (3.2.9) a

zo vztahu sg a ug

55— S(O)e(r—a—;>t+u5m7

kde sg je hodnota taka, ze P[S(t) < sg] = b a , mdzeme pisat

P <8g < S(t) < Sl,é) =1-7,
2 2
kde ss a s, s su prislusné kvantily log-normélneho rozdelenia s parametrami
2 2

p=1In(S(0)) + (7" — 0‘72) tao?=a’t.
3.3 Geometricky Brownov pohyb a finané¢né modelovanie

Microsoft Corporation Inc. 2014
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Obr. 3.3.1: Vlavo: Priebeh dennych close cien Microsoft Corporation Inc. za rok 2014. Vpravo:
In (%), kde S; je hodnota close akcie v Case t.

Geometricky Brownov pohyb je uzitoény pri modelovani ¢asového priebehu cien
akcii, ak sa zd4, Ze percentuélne zmeny ceny si nezéavislé a rovnako rozdelené |11,
kapitola 10.3.2]. Predpokladajme, ze S,, je cena cenného papiera v ¢ase n. Potom sa

zda byt rozumné predpokladat, ze siT_L -, n > 1 st nezavislé a normélne rozdelené
nahodné premenné. Polozme
Shn
Y, = 3.3.1
5 (3.3.1)
alebo
S, =Y,51. (3.3.2)
[terovanim dostaneme
Sn - YnSnfl == YnYn,lsn,g = ... = YnYnfl'-'YnSO' (333)
Teda .
In(S,) = In(Y;) +In(Sp). (3.3.4)
i=1
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Kedze In(Y;), i > 1 st nezavislé normalne rozdelené ndhodné premenné bude
{In(S,)} po znormovani priblizne Brownov pohyb s driftom a {S,} priblizne

1 % 1 o Sn J—
ge(r)lmetrlcky Brownov pohyb (pozri kapitolu 1 o Brownovom pohybe pre ln(s—o) =
> iy In(Y3) [11]).

Pokiisime sa teraz ukazat, ze predpoklad nezavislosti logaritmu percentuélne;j
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o
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-0.05
0.2
o
o

-0.10

Obr. 3.3.2: VIl'avo: Hodnoty autokorelacnej funkcie pre hodnoty lag 1 az 20. - - - - zna&f hranice
intervalov na testovanie p(7) = 0 pre kazdé 7 samostatne. Vpravo: p-hodnoty Ljung-Box testu
pre rozne hodnoty lag. — znac¢i p-hodnotu = 0.05.

zmeny cien akcif je splneny na dennych close datach akcii Microsoft Corporation.
Casovy priebeh ceny a In( Sfjl) ilustruje obrazok 3.3.1. Na testovanie nezavislosti
pouzijeme autokorelaciu a Ljungov-Boxov test. Ljungov - Boxov test testuje nu-

lova hypotézu Hy : p(7) = 0 pre kazdé 7 = 1,2,....m, m < T, kde

B[S~ 1)(Ser — )]
P = =F TS —

je tzv. autokorelacna funkcia a 1" je rozsah pozorovani |9, kapitola 1]. Obrazok 3.3.2
vpravo ukazuje p-hodnoty Ljungovho-Boxovho testu pre hodnoty parametra m od

1 az po 20. Ako vidno z obrazku, p-hodnota je menej ako 0.05 iba pre hodnotu

St
St-1

normalneho rozdelenia (obrazok 3.3.3), ¢o potvrdzuje aj Kolmogorov - Smirnovov
test, kde nam p-hodnota vysla 0.535. Teda predpoklad, ze In(Y;) pre i > 1 su
nezavislé a pochadzaju z normalneho rozdelenia sa zda byt pre logaritmus podielu
dennych close hodnoét Microsoft Corporation Inc. za rok 2014 opodstatneny. Ak
prejdeme ku spojitému casu, podobne ako v pripade limity nahodnej prechadzky,
je {ln (%)} Brownov pohyb a {S(¢)} je geometricky Brownov pohyb.

Na zéklade predchadzajucich ivah budeme pouzivat geometicky Brownov po-
hyb ako model cien akcii. Historicky vznikol prave na tento tcel ako modifikacia,

modelu ktory pouzil Bachelier [12].

parametra m = 19. Naviac hodnoty In ( vykazuju znamky, ze pochédzaju z
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Obr. 3.3.3: VTavo: Q-Q plot na datach In (sfi
a hustoty normélneho rozdelenia.

3.3.1 Odhady parametrov geometrického Brownovho pohybu
Nech S(t) = S(0) exp ((r - %2> t+ ozB(t)) . Potom pre diskretizaciu S(t) plati
S(t) a?
In{—"—)=(r—— | At B(t) — B(t — At)). 3.3.5
2 (kg ) = (=% ) Arramo - Ba-s0. @39
7, deficie Brownovho pohybu vyplyva, ze

In <$%) ~N ((r — %2> At, oﬂAt) . (3.3.6)

Odhadom (r — %) At je teda vyberovy priemer m a odhadom o?At je vyberova

disperzia s? z In ( S(f_(z t)> . Nasledne po uprave dostavame odhady parametrov

&= 4)—. (3.3.7)

3.3.2 Priklad pouzitia odhadov parametrov geometrického Brownovho
pohybu na predikciu priebehu ceny akcie

Predchadzajiuce uvahy teraz pouzijeme na predikciu priebehu ceny akcie Apple
Inc. Na odhad sme pouzili denné hodnoty close z roku 2013. Na overenie pod-
S(t)

mienky normality In (m) sme pouzili Kolmogorovov-Smirnovov test, kde

At = 1/252. P-hodnota Kolmogorovho - Smirnovovho testu bola 0.141. Hodnoty
odhadov parametrov sme dostali & = 0.2878715 a 7 = 0.08805954. Obrazok 3.3.4
ilustruje priebeh ceny akcie, predikciu strednej hodnoty v roku 2014 a bodovy
interval spolahlivosti pre stredni hodnotu.

Na zaver eSte spomenieme, Ze stredna hodnota a intervaly spolahlivosti by boli
presné, ak by sme mali presné hodnoty parametrov, ale my mame len odhady.
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Obr. 3.3.4: Ukéazka pouzitia odhadov parametrov modelu geometrického Brownovho pohybu na
datach Apple Inc. na predikciu vyvoja ceny akcie v roku 2014. — oznacuje strednit hodnotu
GBP s odhadnutymi parametrami a — oznacuje 95%-ny bodovy pas spolahlivosti.
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4 Ornstein - Uhlenbeckov proces

4.1 Riesenie stochastickej diferencialnej rovnice Ornstein -
Uhlenbeckovho procesu

Majme stochastickt diferencidlnu rovnicu

s pociato¢nou podmienkou Xy, kde 8§ > 0, u € R a ¢ > 0 st konstanty a B; je
Brownov pohyb.
Dant stochasticku diferencialnu rovnicu vyrieSime pouzitim Itéovej lemy, kde fun-
kcia

g(t,z) =z t >0 (4.1.2)

a dostavame
d(X.e") = 0X,e%dt + e"dX, = Oue’dt + oe’dB,. (4.1.3)

Po integrovani od 0 do ¢ dostdvame
t t
X, e’ — X, :/ 9u695d8+/ e’ dB;. (4.1.4)
0 0
Teda
t
X, = Xoe " 4 pu(1 — ) + / oe 1 =9dB,, 0 <t < oo. (4.1.5)
0

Proces {X(t), t > 0} sa nazyva Ornstein - Uhlenbeckov proces. Langevin v
roku 1908 bol priekopnikom pristupu ku Brownovmu pohybu zameranému na dy-
namicku rovnicu (4.1.1), kde X; predstavuje rychlost volnej ¢astice s hmotnostou
m v poli pozostavajicom z trecej a fluktuacnej sily. Ak polozime v (4.1.1) 0 = —a,
kde a je koeficient trenia, y = 0 a 02 = %, kde T je teplota a k je Boltzma-
nova konstanta, tak dostaneme tvar rovnice (4.1.1), ktory navrhol Langevin |8,
poznamky 5.10 ku ¢asti 5.6]. Ornstein - Uhlenbeckov proces sa pouziva taktiez v
ekonomii pri modelovani trokovych mier [16].

4.2 Vlastnosti Ornstein - Uhlenbeckovho procesu

V nasledujtucej ¢asti odvodime podmienent strednt hodnotu a podmienenu disper-
ziu procesu (4.1.5) , ktory je rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice (4.1.1) s
pociato¢nou podmienkou X, v ¢ase t = 0.

4.2.1 Pravdepodobnostné rozdelenie Ornstein - Uhlenbeckovho pro-
cesu

Z vety 2.1.3 priamo dostavame, ze X (t) pochadza z normalneho rozdelenia.
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4.2.2 Momenty Ornstein - Uhlenbeckovho procesu

Pre podmienent stredntt hodnotu X (¢) pri danom Xy mame
t
E[Xi|Xo] = Xoe "+ p(1 —e )+ E { / aee(ts)st} : (4.2.1)
0

Z vlastnosti 3 Itoovho integralu (veta 2.1.2) vyplyva, ze E[fot e =9dB,] =0 a
dostéavame

E[X;|Xo] = Xoe % + u(1 — e7%). (4.2.2)

Pre varianciu X; dostédvame
t t
Var[X;|Xo] = Var { / ae9<t8>st} =’ [( / ae"(tS)st)?] (4.2.3)
0 0
a pouzitim Itoovej izometrie (veta 2.1.2 vlastnost 5) mame
t t
E( / e —IdB)Y] = E] / (0e=t=2))2q] (4.2.4)
0 0
t
= / (e =92
0

t
20_26—2015/ 6205d8
0

_ 0 o0t

= 29(1 e ).
Teda

o’ —20t

Spolu pre Ornstein-Uhlenbeckov proces X; dostavame

2
(X~ W (Ko (1= ), Z- ) (420

Poznamenajme, ze ak budeme uvazovat t — oo , tak

o

2
Xoo ~ N (u, %) . (4.2.7)

Teda proces sa priblizuje s ¢asom ku svojmu dlhodobému priemeru. Takyto proces
sa nazyva mean-reverting. Tuto vlastnost ilustruje obrazok 4.2.1. Hodnoty prie-
behu procesu sme dostali pouzitim Eulerej-Marujamovej metody [14, algoritmus
1.11] pre numericky vypocet stochastickej diferencialnej rovnice (3.1.1).

4.2.3 Intervaly spolahlivosti pre Ornstein - Uhlenbeckov proces

Z (4.2.6) plati, ze
2
X, ~N <X069t + (1 — e, 3—9(1 - e29t)) (4.2.8)
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Obr. 4.2.1: Ukazka troch vzoriek priebehu Ornstein-Uhlenbeckovho procesu s hodnotami para-

2
metrov 6 = 1, u = 1.2, 0 = 0.3 a s r6znymi pociatocnymi podmienkam: modra X (0) ~ N(u, 35),
cervena X(0) =0 a X (0) =2 . — oznaduje p.

alebo po tprave
X, — Xoe ™% — p(1 —e7%)

‘;—Z(l _ e-29t)

~ N(0,1). (4.2.9)

Teda 100(1 — a)%-ny interval spolahlivosti pre Ornstein-Uhlenbeckov proces do-
staneme z rovnosti

X, — X —0t __ 1— —6t
P —u(%)ﬁ = Xoe P —pl—e >§u(9) —1-a,  (42.10)

g—;(l _ e‘29t) 2

z ktorej dostavame hladany 100(1 — «)%-ny interval spolahlivosti

2
Pl—u (%) ‘27—6(1 — ey 4 Xoe 0+ (1 — e ) < X, <

ay [o?
u<2) 29(1 e ) 4+ Xoe "+ p(l —e)] =1—a. (4.2.11)

4.3 Odhad parametrov Ornstein - Uhlenbeckovho procesu

Odhady parametrov Ornstein - Uhlenbeckovho modelu budeme robit pomocou
metody maximalnej vierohodnosti. Z predchadzajicej casti pre t;_; < t; mame

t;
Xp, = X;, e 0Tt gy (1 — om0ty 4 / oe 9t=)4B,, (4.3.1)
t

i—1
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kde X;, je normalne rozdelena ndhodna premenna so strednou hodnotou
B[X,| X, ] = Xy e 00t g py(1 — e 0litizn) (4.3.2)

a s varianciou )

Var[X, | X, ] = %(1 — e W(ti—tin))y, (4.3.3)

Teda podmienena hustota X, | X:, | je

1 —0(ti—ti—1) _ (1 — e—0ti—ti—1)
@yl _y) —exp |-l — pl—e ) . (4.34)
V2mo? 26
kde
= T (1 ) 455
TR ' 3.

Polozme t;—t;_1 = At prei = 1, ..,n. To znamené, Ze medzi dvoma pozorovaniami
je rovnaky ¢asovy interval At. Pre vektor pozorovani x = [y, Z¢,, ..., T4, | procesu
X, je vierohodnostné funkcia dané

L(z,p,0,6) = [ ] £(

=1

) (4.3.6)

Oznac¢ime prirodzeny logaritmus vierohodnostnej funkcie

L(z,p,0,6) =1In[L(x,unb,5)] = (4.3.7)
n N 1 < _ _
=3 In(27) — nlin(e) — 552 Z[Itz —xy, e — (1 — e7N]2

=1

V literattre s dostupné vzorce pre odhady (napriklad [3, kapitola 3.2.1]), ale
vadsinou sa uvadzaji bez vypoctu a preto sme vypocet urobili podla [18]. Odhady
parametrov urc¢ime rieSenim systému rovnic

9 e 1 — —OAt n
aﬁ(x,al;j 70-) — ( ;2 ) Z[«Itl o mti_le_eAt o ,LL(]_ _ e—@At)] — 07 (438)
i=1

OL(x,p.0,5) NAte 00t

o — e ol =) =, ) =0, (439)
=1
1 n
8£<$é_/f7 97 o _ T ~_ Z l‘t . l’t —OAt _ M(l _ 6—9At)]2 — O7 (4310>
g o3
=1

alebo inak zapisané
n 0t
_ Zizl <xti — Tt € )

e e Ty (4.3.11)
Yoy (e, — ) (e, — 1)
PR P 1 G : , 4.3.12
At [ Zi:l(‘rti—l - M)Q ( )
P _ _
52 = - Z[xt —xy, e 0B (1 — e A2, (4.3.13)
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Rovnice vyriesime dosadenim najskor (4.3.12) do (4.3.11)

Zn Te — ey (D D ST ] Ifﬂrn“?' Zn T

i=1"t "o x2_ 72’“27}_ Tt +np,2 i=1"ti—1

n o i=1"t;_q i=1 1—1 (4 3 14)

H= 1— D T Ty —H DT Ty~ 3 T o
2 x%i—l —2p 30y wy g
Po aprave dostavame
n n 2 n n
Zz‘:l Ty, Zi:l Iti_l - Zi:l Tt; Zi:l T, Tt; 4

(4.3.15)

ny =
Z?:l x%i_1 - Z:'L:l Lt; Tty + M(Z?:l Lt; — Z:'Lzl xtz‘%)

N[(Z?:l xti71)2 - Z?:l Lt;_4 Z?:l 'Iti] + /‘2”(2?:1 Lt; — Z?:l xti—l)
Z?:l 1%1;1 - Z?:l Ty, Ty, _q + M(Z?:l Ty, — Z?:l xti—l)

a po dalsej uprave dostavame

n n n n n
2 2
nN(E Ty, 1 — E xtixtiﬂ) _:u[(E xtz‘&) - E :xtifl E xti]
=1 =1 =1 =1 =1
n n n n
_ 2
= E Ty, E Ty — E Ty, E x, Ty, (4.3.16)
=1 =1 =1 =1

Potom odhady parametrov Ornstein - Uhlenbeckovho modelu pomocou metody
maximalnej vierohodnosti maju tvar

+

[ = (4.3.17)
. Z?:l T, Z?:l xtQi_l - Z?:l Lt;_4 Z?:l Te; Ty q-
n(Z?:l x%i—l o Z?:l mtixtiﬁ) - [(Z?:l xti—l)Q - Z:'L:l Lty Z?:l ajti]’

~ 1 n A T )
9 - hl[zz:l(ftz /’L)(xtzj\l - IU’)L (4318)
At Zi:l(xtifl - :u)
o~ 1 3 ~ 3
G52 = - ;[xt — oy, e 0B (1 — e A2 (4.3.19)
~ o~ 20
o2=g2—— (4.3.20)
1 — 6—29At

4.4 Priklad pouzitia odhadov parametrov Ornstein - Uhlen-
beckovho procesu na predikciu priebehu tirokovych mier.

Ako sme uz spomenuli na zaciatku kapitoly, jednym z pouziti Ornstein - Uhlen-
beckovho procesu je modelovanie tirokovych mier. My sme pouzili predchadzajice
vypocty na odhadnutie parametrov priebehu procesu na dennych datach trojme-
sacnych Treasury bills v roku 2013. Hodnoty odhadnutych parametrov nam vysli
nasledovné 6 = 21.46409, i = 0.05654, 02 = 0.02733. Nasledne sme pouzili od-
hadnuté parametre na predikciu vyvoja Treasury bills v roku 2014. Obrazok 4.4.1
ilustruje priebeh aj nase predikcie. Na zaver eSte poznamenajme, ze tak ako pri
geometrickom Brownovom pohybe, stredntt hodnotu, aj interval spolahlivosti ro-
bime z odhadov, a teda st nepresné. Presné by boli, keby sme mali presné hodnoty
parametrov procesu.
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Obr. 4.4.1: Ukazka pouzitia odhadov parametrov Ornstein-Uhlenbeckovho procesu na dennych
datach trojmesa¢nych T-Bills z roku 2013 na predikciu vyvoja trojmesacnych T-Bills v roku 2014.
— oznacuje stredntt hodnotu Orstein-Uhlenbeckovho procesu s odhadnutnymi parametrami a —
oznacuje 95%-ny bodovy pas spolahlivosti.
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5 Rizikovo neutralne ocenovanie

Rizikovo neutralne ocenovanie je silnou metdédou na vypocet cien financénych de-
rivatov, ktoru vyuZijeme v dalej kapitole prace. Ku tomu nam vsak treba uviest
niekol'ko zékladnych definicii a viet.

5.1 Zakladné definicie, vety a tvrdenia

Veta 5.1.1 (Girsonovova veta). Nech W (t), 0 < t < T je Brownov pohyb na
(QF,P) a nech Fy, 0 < t < T je filtracia pre tento Brownov pohyb. Nech
O(t), 0 <t <T je adaptovany proces. Definujme

2(t) = exp{—/OtG(u)dW(u) —%/Ot @2(u)du},

t

W(t) =W(t) —|—/ O(u)du,
0

a predpokladajme, Ze

E UT 92(u)Z2(u)du} < 0.

0

Polozme Z = Z(T). Potom E[Z] =1 a vzhladom ku pravdepodobnostnej miere P
danou nasledovne

P(A) = /AZ(w)dP(w) pre kazdé A € F

je proces W(t), 0 <t < T Brownov pohyb.
Dokaz Girsanovovej vety sa nachadza napriklad v [15, veta 5.2.3].

Definicia 5.1.1. Hovorime, Ze pravdepodobnostnd miera P je rizikovo neutrdlna,

ak

1. P a P si ekvivalentné (t.j., pre kazdé A € F, P(A) = 0 vtedy a len vtedy ak

P(A) =0),

2. vzhladom k P odirocend cena akcie D(t)S(t) je martingdl.
[15, definicia 5.4.3]
Tvrdenie 1. Nech P je rizikovo neutrdlna miera a nech X (t) je hodnota portfslia.
Vzhladom k P je odirocend hodnota portfolia D(t)X (t) martingdlom, kde

D(t) — e~ f[f R(s)ds

je tzv. discount proces a R(t) je adaptovany proces urokovej miery.

Definicia 5.1.2. Arbitrdz je proces X (t) vijvoja ceny portfélia, ktoryj spliia X (0) =
0 a tieZ splna pre nejaky cas T > 0

P{X(T)>0}=1, P{X(T) >0} > 0. (5.1.1)
[15, definicia 5.4.6]

Veta 5.1.2 (Prva zakladna veta asset pricing). Ak trhovy model md rizikovo
neutrdlnu mieru, potom neumoznuje arbitrdz.

Dokaz vety je uvedeny v [15, veta 5.4.7]|.
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5.2 Qcenovanie vzhlI'adom na rizikovo neutralnu mieru

Nech V(T') je F(T)-meratelna nahodna premenna, ktora reprezentuje zisk financ-
ného derivatu v case T. Chceme vediet, aky pociatocény kapital X (0) a portfolio
proces A(t), 0 <t < T by obchodnik potreboval na hedgovanie kratkej pozicie v
tomto finanénom derivate t.j.

X(T) = V(T) skoro isto. (5.2.1)

Predpokladajme, Ze takyto pociatocny kapitdl a portfélio proces mame. Potom
fakt, ze D(t)X(t) je martingal vzhladom ku P implikuje

D)X (t) = E[D(T)X(T)|F(T)] = E[D(T)V(T)|F(t)]. (5.2.2)
Hodnota X (t) hedgujiceho portfolia je kapital potrebny v Case ¢ na aspesné do-

koncenie hedgu kratkej pozicie v danom finan¢nom derivéte so ziskom V(7T'). V (¢)
nazyvame cenou finanéného derivatu v ¢ase t. Spojenim (5.2.1) a (5.2.2) dostavame

DV (t) = E[D(T)V(T)|F(t)], 0<t <T. (5.2.3)

Predelenim (5.2.3) D(t), ktora je F(t)-meratelna a teda moézeme ju dat do vnutra
podmienenej strednej hodnoty (5.2.3) a z definicie D(t), dostavame z (5.2.3)

V(t) = e~ By (7Y F(1)], 0 <t < T. (5.2.4)

Vyraz (5.2.4) budeme nazyvat rizikovo neutralna ocehovacia formula.

5.3 Future kontrakty

V tejto c¢asti ukazeme konstrukciu jedného konkrétneho financéného derivatu, ktory
budeme nazyvat future kontrakt. Konstrukciu urobime podla [5, kapitola 5.6.2].
Vytvorme cenu future F'(¢,7) nasledovne. Ak obchodnik drzi dlha poziciu vo fu-
turoch medzi ¢asmi ¢ a t;,1, potom v Case t;,, dostane zaplatené

Fty, T) — F(ty, T). (5.3.1)

Vyraz (5.3.1) sa nazyva marking to margin. Stochasticky proces F(t,T) je skos-
truovany tak aby F'(¢,T) bol F(t)-meratelny pre kazdé t a

F(T,T) = S(T), (5.3.2)

kde S(t) je proces ceny podkladového aktiva nasho finanéného derivatu.
Preto suma platieb obdrzanych obchodnikom, ktory nakupil future kontrakt v case
0 a drzi ho do doby splatnosti 7" je

(F(t,,T) — F(to, T)) + (F(t2, T) — F(t1,T)) + ...
o A (F(tn, T) — F(tn_1,T)) = F(tr,T) — F(to, T)
= S(T) - F(0,T). (5.3.3)
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Okrem podmienky F(7,T) = S(T) je cena future zvolena tak, aby v kazdom case
tx bola hodnota platby, ktorti obchodnik dostane v case ¢, , a taktiez v kazdom
budtcom case t; > ¢, nula. Tato podmienka sa da zapisat nasledovne

1 -~
0= By EIDUkn) (Ftn, T) = Flta, T)IF (1) (5.3.4)
D(tps1) (=
= B (n TF (0] = P T)),

kde sme vyuzili to, ze D(tx41) je F(tx) meratelna, aby sme mohli vybrat D(tj41)
von z podmienenej strednej hodnoty. Z rovnosti (5.3.4) vidime, Ze

E[F(tepr, T)|F(te)] = Ft,, T), k=0,1,...,n—1. (5.3.5)

Toto naznacuje, ze F'(tx,T) musi byt martingdlom vzhladom ku P. Taktiez poza-
dujeme, aby F(T,T) = S(T'), z ¢oho usudzujeme, ze cena future musi byt dana

F(ty,T) = E[S(T)|F(t)], k=0,1,...,n. (5.3.6)
Tieto avahy vedi ku definicii pre plne spojity pripad.

Definicia 5.3.1. Future cena aktiva, ktorého hodnota v case T je S(T), je dand
formulou B

F(t,T)=FE[S(T)|F()], 0<t<T. (5.3.7)
Longovd pozicia vo future kontrakte je dohoda obdrzZat vo forme cash flow zmeny v
cene future (ktord moZe byt kladnd aj zdpornd) pocas doby, kedy je pozicia drZand.
Shortovd pozicia vo future kontrakte obdrzi opacny cash flow. [5, definicia 5.6.4]

5.4 Forwardové kontrakty a ich vztah s future kontraktmi

V tejto casti ukdzeme, Ze za istych podmienok sa ceny future a forwardovych
kontraktov zhoduj.

Definicia 5.4.1. Forwardovy kontrakt je dohoda zaplatit Specifikovani dodaciu
cenu K v case dodania T, kde 0 < T < T pre aktivum, ktorého cena v case t je
S(t). T-forwardova cena For(t,T) tohto aktiva v case t, kde 0 <t < T < T je
hodnota takd, Ze forwardovy kontrakt ma v case t bezarbitraznu cenu. [5, definicia
5.6.1]

Veta 5.4.1. Predpokladajme, Ze zero-coupon dlhopisy so vsetkymi splatnostami
mozu byt obchodované. Potom

For(t,T) = T, (5.4.1)

)
IA
~
IA
~
IA

kde

B(t.T) %E[D(T)Uf(t)], 0<t

je cena zero-coupon dlhopisu v case t platiac 1 v case T

IA

T<T (5.4.2)

D(t) — e~ fg R(s)ds

je tzv. discount proces a R(t) je adaptovany proces urokovej miery.
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Dokaz vety sa nachadza v |5, veta 5.6.2|.
Ak tirokové miera je konstanta 7, potom B(t,T) = e T a

For(t,T) = " T=YS(t)

Ft,T)=eTE[e"S(T)|F(t)] = ¢Te " TS(T) = " T-I8(1).

V takomto pripade sa forwardové a future ceny rovnaju.
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6 Stochastické modelovanie cien komodit.

V tejto Casti sa pozrieme na 3 modely stochastického spravania sa komodit a ich
schopnost ocenovat existujice future kontrakty.

6.1 Ocenovacie modely
6.1.1 Model 1

Prvy model je jedno-faktorovy model, o ktorom predpokladame, ze logaritmus
spotovej ceny komodity sa sprava podla mean reverting procesu Ornstein - Uhlen-
beckovho typu. Predpokladajme, Ze spotova cena komodity sa sprava podla sto-
chastického procesu

dS = k(p —InS)Sdt + o SdB. (6.1.1)

V [13, model 1] je takto definovany model a potom sa uvadza (6.1.3). My ale
(6.1.3) odvodime.
Polozme X = InS a pouzime [téovu lemu. Dostéavame

1 1o
dX = 2dS — 7o5(dS) = (6.1.2)

1
= k(pu — InS)dt + odB — §J2dt
1
= k(p — %02 — X)dt + odB.

Teda logaritmus ceny moze byt charakterizovany Ornstein - Uhlenbeckovym pro-
cesom

dX = k(o — X)dt + 0dB (6.1.3)
L,

=pu——0". 1.4

a=p—5-0 (6.1.4)

(6.1.3) vysvetluje, pre¢o ma zmysel definovat model ako (6.1.1), kde této intepre-
tacia nie je tak jasna.

Dynamiku Ornstein Uhlenbeckovho procesu (6.1.3) mozeme prepisat vzhladom
na rizikovo neutralnu mieru ako

dX = k(a® — X)dt + odB", (6.1.5)

kde a* = v — A, A je trhova cena rizika (prepokladame, Ze je konstantné) a d B* je
prirastok Brownovho pohybu vzhladom ku ekvivaletnej rizikovo neutralenej miere.
Z (4.2.6) kapitoly o Ornstein-Uhlenbeckovom procese mame, ze

2
X ~N (X(O)e_”t +af(l—e ), g—(1 - e—%t)) .
K

Kedze X = InS, spotova cena S v ¢ase T je lognormalne rozdelend nédhodné
premenna a predpokladame konstantnu drokova mieru, tak cena future komodity
so splatnostou v ¢ase T je stredna hodnota ceny komodity v ¢ase T', vzhladom ku
ekvivalentnej rizikovo neutralnej miere (definicia 5.4.1). Potom zo strednej hodnoty
lognorméalneho rozdelenia dostavame
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F(S,T) = E[S(T)] = exp (E (X (T)] + %f) [X(T)}) (6.1.6)

2

71— e—M)) .

= exp (lnS(O)e_”T +a*(1—e ") + P

Zo (6.1.6) dalej dostavame cenu future pre komoditu v ¢ase t so splatnostou v
case T’

2
F(S,t) = exp (lnS(t)@—Fv(T—t) +a*(1— e Ty 4 o

4/4(1 — e—MT—“)) . (6.1.7)

6.1.2 Model 2

V [14, kapitola 5, apendix| je uvedeny nasledujtici proces s mean - reverting vlast-
nostou

dSy =k (a— S7)dt + o (S7) " dB,. (6.1.8)

Tento model je modifikdciou Cox - Ingersoll - Rossovho modelu pre okamzitii
trokovti mieru |15, priklad 4.4.11].

Predpokladajme, Ze spotova cena komodity spliia proces (6.1.8) pre nejaki
rizikovo neutrdlnu mieru. Dani stochastikct rovnicu vyrieSime podobne ako pri
rieseni Ornstein - Uhlenbeckovho procesu. Teda pouzijeme funkciu f(¢,x) = xe™
a Itoovu lemu (veta 2.2.1) a dostavame

d(SCe) = kSCerdt + e"dSE (6.1.9)
= kae™dt + oe™d (Stc)7 B,.

Integrovanim obidvoch stran (6.1.9) od t do T, kde ¢ < T' dostéavame
T T
SSerT = §CeRt 4 / roe™du + / oe™d (S¢)" dB, (6.1.10)
¢ ¢
T
= S%" + ael — et + / oe™d (S¢)" dB,.
t

Z toho, ze stredna hodnota Itéovho integralu (veta 2.1.2 vlastnost 3) sa rovna nule
plati N
e"TE[SS] = SCe + ae — ae™, (6.1.11)

alebo ekvivalentne
E[S§] = e " T D[8C — a(1 — emT70)). (6.1.12)
Z definicie 5.4.1 je teda cena futuru so splatnostou v ¢ase T

F(S,T)=e "T9[SC — (1 — e"T7D))], (6.1.13)
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6.1.3 Model 3

V [6] sa uvadza dvoj faktorovy model pouZity na ocehovanie finanénych deriva-
tov ropy. Prvy faktor je spotovi cena S; ropy, ktori popisuje geometricky bro-
wnov pohyb a druhym faktorom okamzity convenience yield d;, ktory je popisany
Ornstein-Uhlenbeckovym procesom. Teda

dSt = [LStdt + Ulstth, (6114)

d(st = H(O& — 5t)dt + O'QdZt, (6115)
kde dW; a dZ; su prirastky standardného Brownovho pohybu s koreléciou

dW,dZ, = pdt. (6.1.16)

V dalsom texte odvodime cenu future na zaklade tohto modelu. Postupovat
budeme podla [2].
Nech
Y(T)=Y(T,5(T), X(T)) (6.1.17)

je zisk z contingent claim s dobou splatnosti T, kde

X(t) = /0 5(s)ds. (6.1.18)

Z teorie ocenovania pri rizikovo neutralnej miere (5.2.4) mame, Ze sic¢asna cena
tejto contingent claim je

Vi[Y(T)] = e "V E Y (T))], (6.1.19)

kde Ef[-] je stredna hodnota pri ekvivalentnej rizikovo neutralnej miere. Vztah
medzi skutocnou pravdepodobnostnou mierou a rizikovo neutralnou mierou je

AW, = dW — (%) dt, (6.1.20)
1
47, = dZ — \dt, (6.1.21)

kde r je konstantna tirokova miera a A je konstantné cena rizika convenience yield.
Nepritomnost arbitréaze implikuje, Ze cena forwardu For je dand vztahom

VIS(T) — For] =0 (6.1.22)
a z rovnosti (6.1.19) vyplyva, zZe
For(T —t,8,6) = e"T=YV,[S(T))]. (6.1.23)

Ale kedZe r je konStantné urokova miera tak cena future a forward sa rovnaju
(Cast 5.4) a teda cena future je

F(T —t,8,0) = e"TDV[S(T)). (6.1.24)
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Teraz vyjadrime

VIS(T)) = e " TIE[S(T)).

Z toho, ze S, je geometricky Brownov pohyb dostavame

TN G(T) = S(H)exp {(u =i T+ /t ' th} |

2

Z (6.1.20) dostéavame, ze

T T T
01/ dWs = 01/ dW: —(p—r)(T —t) — / Jdsds.
¢ ¢ ¢

Z (6.1.15) vyplyva, ze

/dé—/ (=0 ds—i—/ 09dZ,
T
= k(T —t) —m/ 5ds+02/ dZ,,
t

T
/ dds = op — 0y.
t

Dosadenim (6.1.29) do (6.1.28) a preusporiadanim dostaneme

kde polozime

T 1 oo T
/ 5ds = a(T — 1) — 2 (67— 6,) + —/ dz,.
t k ko Jt
Kedze d; je Ornstein-Uhlenbeckov proces, riesenim (6.1.15) je
T
5T _ e*ﬁ(Tft)(s(t) + (1 _ e*fi(Tft))C( + O’Q@KT/‘ enstS
t
a po dosadeni (6.1.31) do (6.1.30) mame
1 R(T-
(5ds—a —t) (1—6 N (S, — )
1 T
+ —= dZs — 03¢ “T/ e"*dZ,.
K t

t

Dalej dosadenim (6.1.32) do (6.1.27)

T T
01/ dWs:al/ AW — (4 — r)(T — 1)
t t

oT >—1<1— KT (5, — a)

——/ dZ, + 026 -7 / e dZ;
t
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(6.1.27)

(6.1.28)

(6.1.29)

(6.1.30)

(6.1.31)

(6.1.32)

(6.1.33)



a (6.1.21) do (6.1.33) dostavame

T
01/ AW, = (= + o~ ZX)(T 1) (6.1.34)
t

1 1
+ E(l — e T (o — 5, — ;02)\)

T oy [T
+gl/ dwg__/ iz’
t K Jt
1 T
+ —UQG_HT/ e™dZ;.
K t
Nakoniec dosadenim (6.1.34) do (6.1.26) mame

e TTDG(T) = S(texp{ — (%af ra— AT 1) (6.1.35)

1 1
+ E(l — G_N(T_t))(Oé — 5,5 — EUQ)\)

T . T
+01/ dW; — —/ dz;
t K Jt

1 T

+ —age_ﬁT/ e™dZr} =
K t

= S(t)exp{z"}.

Z vety 2.1.3 plati, Ze z* je normélne rozdelena ndhodné premenna a teda e "7 .5(T)
je lognormalne rozdelen4 nahodnéa premenna a zo strednej hodnoty lognormalneho
rozdelenia (Cast 3.1.2) dostavame, ze

ViS(T)) = Ef[e " T=98(T)] = E;[S(t)exp{z*}] = S(t)exp {M + %2} . (6.1.36)

Teraz vyratame M a S?. V |2] sa uvadzajt vyjadrenia pre M a S?, ale bez vypoctu.
Preto sme tu vypocet urobili.
Z vlastnosti 3 vety 2.1.2 mame

1 1 1
M= B[] = —(501 +a— %)\)(T —0) 4 (1= ) (@ =5~ o).

) (6.1.37)

Dalej pre disperziu z* mame

§* = (=" — (E;["))? (6.1.38)

— 2}

(
+2E7 ;(01 /t ' de) (%026” /t ' e“dzg)] (6.1.40)
([ =)

—2E;




kde sme vyuzili vlastnost 3 vety 2.1.2. Z Itoovej izometrie (veta 2.1.2 vlastnost 5)
dostavame vyjadrenie strednych hodnot integralov

(01 /t ' dWS*)Ql =03 (T —1) (6.1.42)

E;

o T ? 09\ 2
B (-2/ dzg) - (—2> (T —t) (6.1.43)
K Js K
2
. 1 KT T s 1 (02?2 1 —2k(T—t)
Et (;0'26 /t (& dZs) = (;) ﬁ(l — € ) (6144)

Pre vyjadrenie zostavajucich troch ¢lenov v (6.1.38) budeme potrebovat nasledu-
juce tvrdenie, ktoré je priamym dosledkom I[toovej izometrie. Takto sformulované
tvrdenie sme nagli v [19], ¢o je diskusné forum a preto sme tvrdenie, ktoré sa tam
uvadza, tu aj dokazali.

Tvrdenie. Nech f,g € L*([0,T] ® P) potom

([ ) (o) e[ 0]

Doékaz. Pouzitim identity

1 2 2
ab:Z[(a—i-b) — (a —b)7]

dostavame o </tT des> , b= (/tT deS>
’ K/tT deS) (/tT gdWS)] - %E (/tT(f + g)dWs)2 (/tT(f - g)dWs>2]

a pouzitim Itoovej izometrie (veta 2.1.2 vlastnost 5) dostavame rovnost (6.1.45):

(/ U par.) (/ - pa.)

pre

1
—-F
4

2 2

1
)
4

1
—-F

: e[ [ 10 -G

:E{/tngds}.

Teda na zéklade predchdadzajiceho tvrdenia dostdvame pre stredntt hodnotu v
(6.1.41)

oy [T 1 T T 03 T
Er = / dz: | | —oee™ / edZr )| = =21 —e ") (6.1.46)
K Jq K ‘ K
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Pre vyjadrenie strednej hodnoty v (6.1.40) zapiSeme Z* ako

ZF = pWi + /1= pPW?, (6.1.47)

kde W a WS* st nezavislé. Po dosadeni do strednej hodnoty v (6.1.40) mame

T 1 T
E;( |:(01/ dW:) (—UQG_HT/ GHSdZ:):| =
t R t
T 1 T
=E; [(al / de) (—age”p / e“dW;*)]
t K t

T 1 T —
+ E} [(01/ dWS*) (EJ2€_HTP\/ 1 - P2/ eﬂdes*)} . (6.1.48)
. t

Z nezavislosti W} a WS* a z vlastnosti 3 vety 2.1.2 dostavame pre druhy ¢len na

pravej strane rovnosti (6.1.48)

T 1 T N
Ef [(01/ dWs*) (—026_”Tp\/1 —p2/ e“SdWS*)] =
t K t
T 1 T N
= E} Km/ dW:)} E K—Gze‘”p\/l —pz/ e“dWs*)} =0 (6.1.49)
t K t

a pouzitim tvrdenia 1 na prvy ¢len na pravej strane v (6.1.48) dostavame

T 1 T
t K t
1 r 1\°
— K;wae—ﬂp / ‘fﬁsdsﬂ - (E> 10ap(1 — e~ T0). (6.1.50)
t

Teda dosadenim (6.1.49) a (6.1.50) do (6.1.48) dostavame vyjadrenie pre stredni
hodnotu v (6.1.40), ktora je

T 1 T 1\ 2
E; {(01/ dW;) (—UQG_KT/ e”st;‘>] = (—) o109p(1 — e F I,
t K t K

(6.1.51)

Rovnakym postupom najdeme vyjadrenie pre stredni hodnotu v (6.1.39) a dosta-

vame
* T * 02 r * 1
Et 0'1/ dWS —/ dZs = —0'10'2p<T — t) (6152)
t K Jy Kk

Dosadenim (6.1.42), (6.1.43), (6.1.44), (6.1.46), (6.1.51) a (6.1.52) do (6.1.38) do-

stavame pre S?

_>2 ) % Ump) (T — 1) (6.1.53)



Nakoniec spojenim (6.1.24), (6.1.36), (6.1.37) a (6.1.53) dostavame pre cenu future

2

F(T —1t,5,6) = S(t)exp{[(—a + %(02/\ —o109p+ 1) + %)](T —t) (6.1.54)

1 1 o
— 205 — Z(oo\ — 227(1 — = A(T=1)
K[t Oé+ﬁ(<72 0102,0)"‘% II¢ e )

2
09 21 k(T —
Z2) (1 — e 2s(T=0))
) gty

6.2 Odhady parametrov
6.2.1 Model 1

Na odhady parametrov £ a o v (6.1.1) pouzijeme odhady parametrov z Casti o
Ornstein - Uhlenbeckovom procese (Cast 4.2). Na odhad parametra o v (6.1.7)
pouzijeme metdédu najmensich Stvorcov. Cheeme teda minimalizovat funkciu

N ) 2
N — 1 E _ 1 Sl —R(Ti—ti) X 1 _ —H(Ti—ti) _ 0_ 1 o _QH(Ti—ti) )
) =3 k- msi 0" (1 — eIt — (1 (i)
(6.2.1)
Derivovanim (6.2.1) dostavame
d ok
A (6.2.2)
do*
N 2
=-2 | F;, — | Sz —r(Ti=t:) _ o 1— —k(Ti—t:)y _ 2 1 — —25(T;—t;) 1— —k(Ti—t;)
; [n e ol —e ) ot J| (= )

=0.
Upravou (6.2.2) dostéavame
Zﬁil [lnFi — InS;erTit) g(l — €—2H(Ti—ti))] (1 — e r(Timti))

Do (1 — emnfimt)?

V dalsom kroku pouzijeme vyssie uvedené odhady parametrov ako Startovaci bod
pre nelinearnu regresiu funkcie (6.2.1) vo forme R funkcie optim().

~

a* =

(6.2.3)

6.2.2 Model 2

Na odhady parametrov modelu 2 sme pouzili podobne ako v predchadzajicom
pripade nelinearnu regresiu funkcie (6.2.6). Na urcenie pociatoénych hodnét opti-
malizacie sme zvolil linearnu regresiu implementovani programom R, ktorii sme
aplikovali na diskretizaciu rovnice (6.1.8) tj.

Stivs — St = k(= Sy,) At + 0 (S4,)" e, (6.2.4)

K3

kde €, je normalne rozdelena ndhodna premenna so strednou hodnotou 0 a dis-
perziou At.
Pre praktické pouzitie linearnej regresie upravime (6.2.4) do tvaru
Stin — St kot kS At
v = ¥ 7 o,
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a polozime v = % 7 empirickych pozorovani takto zvolena ~ postacujico fituje
nase data. Pripomenme si eSte, Ze pre v = % sa rovnica (6.1.8) nazyva Cox -
Ingersoll - Rossov model.
Ziskané odhady sme nasledne pouzili ako Startovaci bod pre optimalizaciu funkcie
N
f(r,0) = 3 [WF, + &(T — t) = [SC — a(1 — ae" )]’ (6.2.6)
i=1

pomocou funkcie optim().

6.2.3 Model 3

Na prvotné odhady parametrov k, «, o1, 02 a p sme podla vzoru [6] pouzili
SUR model (seemingly unrelated regression model) na diskretizovanti aproximaciu
(6.1.15)

675 — 5t—1 = ak + k5t_1 + & (627)
v spojeni s modelom pre In ( Sfil >, ktorého forma je nasledovna
S,
In ( L ) =a+ . (6.2.8)
St-1

Na vypocet parametrov SUR sme pouzili R balicek systemfit [7].
Na odhad A sme pouzili MNS na (6.1.54) tj. minimalizujeme
2

- 1
FO) =Y _{InF, =S, — [(~a+ (e — 1oz + 1) + ST = 1) (6.2.9)
i=1
1 1 2
+ E[(St —a+ E(ag/\ — 0109p) + 2](1 — e—f-e(Ti—ti))

12

o2\? 1 —2k(T;—t;)\12

_ - - 1 _ i lg
( K ) 4/{< ¢ i

z ¢oho dostavame pre odhad A

Z?Zl{lan — ZTLSl — [(—Oé -+ %<—0'10'2p + 7’) + %)](T; — t»}(ﬂ — tl —1 + €K(Ti_ti))

\ =
Yoy (T — ti = L enTit)2
(6.2.10)
+ Z?:l{%[(st — o+ %(0’2/\ — 0'10'2p) —+ Z_g](l _ efn(Ti—ti)>}(7ﬁi . ti 1 4 e”(ﬂ*h))
Yo B(T; — t; — 14 ex(fit)?

Z?:1{(U_H2)2 i(l . 672I€(Ti*ti))}<ﬂ _ tz _ 1 + eﬁ(Tifti))
S BTt~ L+ e |
Tak ako v predchédzajucich dvoch pripadoch sme ziskané odhady pouzili ako
Startovacie hodnoty pre nelinearnu regresiu funkcie

_ 1 o2
fla,k,p, A o1,09) = Z2:1:{lnFi —InS; — [(—a + E(UQ)\ —0109p+7T) + 2—,122)](Tz —t;)

(6.2.11)

1 1 -
+ _[575 — o+ —(02)\ — 0’102p) —+ —](1 — e_“(TZ tz))
KR KR K
2 1]

02 —2k(Ty—t;)\1 2

—(2) —a1- .

(%) Zpa-e )
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6.3 Aplikidcia modelov na realne data
6.3.1 Data

Data, ktoré sme pouzili na testovanie modelov, pozostavaji z dennych pozorovani
cien future kukurice obchodované na Chicago Mercantile Exchange a Chicago Bo-
ard of Trade. Kvoli povahe future kontraktov je velmi komplikované sa dopracovat
ku spotovym cenam, na ktorych studované modely stoja, a tak sme namiesto spo-
tovej ceny pouzili future kontrakty najblizsie expiraci. Tento spdsob sa pouzil na-
priklad v [6] a [13]. Pri odhadoch parametrov sme vyuzili aj cenu future kontraktu
s dobou splatnosti inou ako future, ktory pouzivame ako ndhradu za spotovi cenu.
Na to sme pouzili future kontrakt s dobou splatnosti najblizsou nasledujtcou t.j.
ak na odhad spotovej ceny S; sme pouzili kontrakt so splatnostou v marci, ako
data odhadovaného future F; sme pouzili kontrakt so splatnostou v maji a tak da-
lej. Na odhadovanie parametrov modelov sme pouzili denné data 6 kontraktov za
rok 2013 (marec 2013, maj 2013, jul 2013, september 2013, december 2013, marec
2014). Ziskané odhady sme pouzili na predikciu cien future kontraktu v roku 2014
a porovnali s redlnym priebehom ceny. Na to sme pouzili dalsich 6 future kon-
traktov (marec 2014, maj 2014, jul 2014, september 2014, december 2014, marec
2015). Future data nam poskytla spolo¢nost iQFeed.

Pre potreby modelu 3 sme na vypocet convenience yield pouzili vztah medzi
cenou future kontraktu a spotovou cenou, kde ani iirokova miera ani convenience
yield nie st ndhodné |5, kapitola 5] tj.

F(S,T) = Selr=9T=1) (6.3.1)

a to nadm dovolilo uré¢it denny forwardovy convenience yield pomocou dvoch fu-
ture kontraktov s rozdielom déb splatnosti rovnym jednej perioéde (¢o st v naSom
pripade dva, alebo tri mesiace) podla vzorca

1 F(S,T)
6:7’T73,T_ =5 X n lm} s

12

(6.3.2)

kde r7_3 r oznacuje T'— 3 periéd vopred anualizovanti dennt forwardovii trokovii
mieru. Poznamenajme, ze v nasom pripade nebol rozdiel dvoch po sebe idicich
kontraktov stale 3 mesiace. Napriklad rozdiel medzi marcovym kontraktom a ma-
jovym kontraktom bol 2 mesiace a medzi septembrovym a decembrovym bol 3
mesiace. My sme si pre nase vypo¢ty zvolili v (6.3.2) 3 mesiace. Na vypocet rr_3r
sme pouzili vzorec [10, kapitola 1.4]

1

ro = {%} o (6.3.3)

kde r; reprezentuje denné troky Treasury bill s dobou splatnosti j najblizSou ku
dobe splatnosti futuru F'(S,T) a r; uroky Treasury bill s dobou splatnosti i o jednu
periodu kratSou ako r;. To znamen4, ze ak aj najblizsi dobe splatnosti £'(.S,T") bol
6-mesacny Treasury bill, tak za r; sme dosadili trok na 6-mesacnych Treasury bill
a za r; urok na 3-mesacnych Treasury bill. Takymto spdésobom sme pouzili denné
data trokov 1-mesa¢nych, 3-mesa¢nych a 6-mesacnych Treasury bill kontraktov za
rok 2013 a 2014. Data Treasury bill poskytol web U.S. Department of the Treasury.
V modeli 3 sa pouziva konstantna trokovi miera r, na ktorej odhad sme pouzili
priemernt hodnotu drokov 3-mesac¢nych Treasury bill za rok 2013.
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6.3.2 Empirické vysledky

Hodnoty parametrov, ktoré sme ziskali pouzitim vysledkov z ¢asti 6.2 st v ta-
bulkach 1, 2 a 3 uvedenych nizsie. Okrem odhadov parametrov sa v tabulkich
nachédzaju hodnoty RMSE (Root Mean Square Error), ako pre samotné priebehy
procesov (6.1.7), (6.1.13) a (6.1.54), tak pre funkcie, na ktoré sme aplikovali ne-
linearnu regresiu a to su (6.2.1), (6.2.6), a (6.2.11). Pouzity odhad pre urokovi
mieru pre model 3 bol r = 0.0004780083. Pri odhadovani parametrov o, a o,
modelu 3 nelinearnou regresiou vo forme prikazu optim() sme sa obmedzili na o4
a 09 nezaporné. V tabulke 4 uvadzame pre porovnanie hodnoty RMSE modelu,
ktory sme nazvali trividlny. To znamena, Ze cena future kontraktu sa sprava podla
vztahu F(S,t) = S(t). Dalej uvadzame ku prislusnym modelom obrézky porovna-
nia odhadovaného priebehu so skutoénym priebehom future ceny kukurice.

Model 1
Tabulka 1

Nase odhady optim()

o 6.1504853 6.127819e+00
0 0.9516584 4.143069e-01
o? 0.1477166 2.754954e-09
RMSE; 28.70621 8.251041

RMSE,; 0.05789166 0.01991426
RMSE, = /4 Y, (F - F)?
RMSE, = /3 S, In(F) — In(F)P

500
1

450
1

400
Il

350
|

T T T
jan-2014 jun-2014 dec-2014

t

Obr. 6.3.1: Priebehy pre model 1: ¢ierna realne data future kukurice, ¢ervena predikcie na za-
klade odhadov parametrov z ¢asti 6.2, modra predikcie na zéklade odhadov parametrov optim().
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Model 2

Tabulka 2

Linearna regresia  optim()

! 357.2541 458.2553718
K 1.188226 0.5010952
RMSE; 33.359 11.25532
RMSE, 0.07366489 0.02836555

RMSE, = /& XN, (£ - F)?
RMSE, = /£ Y, In(F) — In(£)?
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Obr. 6.3.2: Priebehy pre model 2: Cierna realne data future kukurice, ¢ervené predikcie na
zéklade odhadov linedrnej regresie, modra predikcie na zaklade odhadov parametrov optim().
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Model 3

Tabulka 3

SUR a MNS  optim()

Q 0.13051337  0.131009916

K 0.01066044  0.005171215

p 0.59788300  0.597961434

A -1.90872920  -1.911964878
o 0.02422901  0.026163569

0P 0.06216214  0.158931695

RMSE; 11.55318 11.80623

RMSE, 0.03005018  0.03005476
RMSE, = /& XN, (F — F)?
RMSE, = /3 S, In(F) — In(F)P

T T T
jan-2014 jun-2014 dec-2014

t

Obr. 6.3.3: Priebehy pre model 3: ¢ierna realne data future kukurice, cervena predikcie na
zédklade odhadov SUR a MNS, modra predikcie na zaklade odhadov parametrov optim().
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Trivialny model

Tabulka 4
RMSE; 8.962294
RMSE, 0.02353489

RMSE; = /1 YV, (F, - 5,2
RMSE; = /£ 0, In(F}) — n(S))?

500
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450
|

400
|

350
|

Obr. 6.3.4: Priebehy pre trividlny model ¢ierna realne data future kukurice, ¢ervena predikcie
na zaklade trivalneho modelu.
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7 Suvislost s parcialnymi diferencialnymi rovnicami

7.1 Feynman-Kacova veta

Nasledujtca veta dava do spojitosti stochastické diferencialne rovnice a parciilne
diferencialne rovnice.

Veta 7.1.1 (Feynmanova-Kacova veta). UvaZujme stochasticki diferencidlnu rov-
nicy

dX (u) = B(u, X (u))du + vy(u, X (uw))dW (u). (7.1.1)

Nech h(y) je Borelovsky-meratelnd funkcia. Fizujme T > 0, a nech t € [0,T] je
dané. Definugme funkciu

g(t,z) = E""h(X(T)). (7.1.2)
(Predpokladdme, Ze E“*|h(X(T))| < oo pre kazdé t a x.) Potom g(t,z) spliia

parcidlnu diferencidlnu rovnicu

1
g:(t,x) + B(t,x)g.(t, x) + 572(75, 2)Gea(t,x) =0 (7.1.3)
s koncovou podmienkou
g9(T,z) = h(z) pre kazdé x. (7.1.4)

Nacrt dokazu Feynmanovej-Kacovej vety sa nachadza v [15, veta 6.4.1].

7.2 Alternativny postup vypoc¢tu ceny future kontraktu

V casti 6 sme pouzili tzv. rizikovo neutralne oceniovanie na odovedenie ceny future
kontraktu danej komodity. Ku rovnakym vysledkom sa vieme dostat aj pomocou
Feynmanovej - Kacovej vety. Ukazku odvodenia ceny future kontraktu pomocou
Feynmanovej - Kacovej vety urobime pre model 1.

V modele 1 je priebeh spotovej ceny komodity dany

dS = k(p — InS)Sdt + 0 SdB. (7.2.1)

Budeme pracovat s procesom Ornstein-Uhlenbeckovho typu tak ako je definovany
v casti 6.1.1 t.j.
dX = k(a — X)dt + odB, (7.2.2)

kde X =1InS a S je spotova cena danej komodity. B
Dalej vyjadrime (7.2.2) vzhladom ku rizikovo neutralnej miere P a dostéavame

dX = k(a* — X)dt + odB*. (7.2.3)
Z teorie rizikovo neutralneho oceniovania (5.3.7) mame formulu
F(t,S) = E[S(t)] = Ele"] (7.2.4)

a priamo pouzitim Feynmanovej-Kacovej vety dostavame parcidlnu diferencidlnu
rovnicu

1
Fi+ k(a* — 2)F, + 50—2Fm =0 (7.2.5)
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s koncovou podmienkou

F(T,z)=e". (7.2.6)
Teraz rovnicu (7.2.5) vyriesime.
Na zaciatok predpokladajme, Ze rieSenie bude v tvare
F(t,z) = e =AGT)-BET) (7.2.7)
pre nejaké nenahodné funkciue A(t,7) a B(t,T'), ktoré uré¢ime. Potom plati

Fy(t,x) = (—zA'(t,T) — B'(t,T))F(t,z)
F,(t,z) = —A(t,T)F(t,z)
Fo.(t,x) = A*(t, T)F(t,x),

kde A'(t,T) = % a B'(t,T) = %. Dosadenie do parcialnej diferenciélne;

rovnice (7.2.5) nam déava rovnicu

(—A'(t,T)+ rA@t,T))x — B'(t,T) — ka*A(t,T) + %O‘QAQ(t, T)| F(t,z) = 0.

(7.2.8)
KedZe rovnica (7.2.8) musi platit pre kazdé x dostavame systém obyc¢ajnych dife-
rencidlnych rovnic

A'(t,T) = kA(t,T), (7.2.9)
B'(t,T) = —ka*A(t,T) + %02A2(t, T). (7.2.10)

Koncova podmienka (7.2.6) musi taktiez platit pre kazdé x a to implikuje, Ze
A(T,T) = =1 a B(T,T) = 0. To nam dava dostatok informacii na to aby sme
urcili funkcie A(t,7) a B(t,T) pre 0 <t < T. Tie st

A(t,T) = —e "I (7.2.11)

T
1
B(t, T) = / (l{a*e—R(T—S) _|_ 50_26—2/{(]“_5)) dS
t

2

= —a*(1— e Ty Z—(1 — e 2(TD)  (7.2.12)
K

Nakoniec spojenim (7.2.7), (7.2.11) a (7.2.12) dostavame rieSenie parciaanej dife-
rencialnej rovnice (7.2.5) s koncovou podmienkou (7.2.6)

‘7—2(1 — e—MT—t))) (7.2.13)

F(t,X) = exp (Xe_“(T_t) +a*(1—e Ty 4 1
K

a kedze X = InS dostavame pre cenu future kontraktu

2
F(t,S) = exp (lnS(t)e“(Tt) +a*(1—e Ty 4 Z—(1 - eMT”)) , (7.2.14)
K

¢o sa zhoduje s vysledkom z casti 6.1.1.
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Zaver

V tejto préaci sme sa pozreli na pripad, kedy povolime isti formu nahodnosti pri
niektorych koeficientoch diferencidlnej rovnice. Pokdsili sme jednoduchym a zro-
zumitelnym spdsobom pribliZit teoretické pozadie, na ktorom je rieSenie stochas-
tickych diferencialnych rovnic zalozené. Velku ¢ast tejto zaujimavej tedrie sme z
praktickych dévodov vynechali a uvadzame iba to, ¢o bolo nevyhnutné pre samotné
rieSenie rovnice (2.3.2) a odvadzanie niektorych vlastnosti rieseni konkrétnych rov-
nic.

Kulminaciou kapitol 1 az 4 je prakticka cast prace (kapitola 5 a 6), kde sme
pouzili ziskané vysledky na stochastické modelovanie spravania sa cien future kon-
traktov kukurice, ktoré vychadza z teorie rizikovo neutralneho oceniovania. Vybrali
sme si tri modely reprezentované troma stochastickymi diferencidlnymi rovnicami
a sktimali, ako dobre predikuji cenu future kontraktu kukurice obchodovaného
pocas roku 2014. Za mieru ako dobre predikuje dany model skuto¢né data sme si
zvolili RMSE (Root Mean Square Error). Na zaklade ziskanych vysledkov, ktoré
s prezentované v takul'kéach 1, 2 a 3 a k nim prisluchajucich obrazkoch 6.3.1, 6.3.2
a 6.3.3, najlepsie predikcie nam vysli pre model 1 s odhadmi parametrov pomocou
nelinearnej regresie vo forme funkcie optim(), potom pre nas trividalny model (ta-
bulka 4 a obrazok 6.3.4), a nasledne pre model 2 s odhadmi parametrov pomocou
nelinearnej regresie vo forme funkcie optim() a model 3 s odhadmi pomocou SUR
(poznamenajme, ze hodnoty RMSE pre model 2 a model 3 st relativne blizko
seba). Nase vysledky sa zhoduju s literatiurou, kde v |5, kapitola 3.4] sa model 1
uvadza ako popularny model pre oceniovanie energetickych a polnohospodarskych
komodit a model 3 bol navrhnuty pre ocefiovanie ropnych kontraktov [5, kapitola
3.6].

Pracu uzavrieme spomenutim niekolkych moznych rozgireni a smerov, kam by
dalgie stadium stochastického modelovania komodit, nase alebo iného zaujemcu,
mohlo pokracovat. My sme sa zaoberali jednofaktorovymi a dvojfaktorovymi mo-
delmi pre ceny komodit. Existuju aj trojfaktorové modely (napriklad [5, kapitola
3.6]) a bolo by zaujimavé sa na ne blizsie pozriet. Dalej pre odhady parametrov mo-
delov 1 az 3 sme pouzili linearnu regresiu v roéznych formach a potom nelinedrnu
regresiu vo forme R funkcie optim(). V [13] bol pouzity na odhady parametrov
modelov Kalman - Bucyho filter. Tento filter tizko stvisi so stochastickymi dife-
rencialnymi rovnicami a to tak, ze dava postup na odhad stavu systému, ktory
spliia linearnu diferencialnu rovnicu so sumom na zaklade pozorovani so Sumom
[1, kapitola 1.2|. Je mozné, Ze by sme na zéklade tychto odhadov prisli k lepsim
predikciam.
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