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Abstrakt

BENESOVA, Katarina: (Vraj) najskaredsia hudba od Scotta Rickarda - ako stvisi
opakovanie v hudbe a jej vnimanie poslucha¢mi [Bakalarska pracal, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej
matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava 2016,
69s.

Préaca rozobera koncept pravidelnosti v hudbe podla prof. Scotta Rickarda a jeho
pokus o vytvorenie teoreticky najskaredsej melddie. Popisuje sposob matematickej in-
terpretacie hudby a vytvorenie Rickardovej melédie pomocou Costasovho pola a Go-
lombovho pravitka. Poskytuje programy na generovanie, analyzovanie a testovanie me-
16dii s pravidelnostou aj bez nej. Jej cielom je skumat, ¢i efekt absencie pravidelnosti

v melédii stuvisi s hodnotenim od posluchéca.

KlItcové slova: tedria cisel, Golombovo pravitko, Costasovo pole, pravidelnost v

hudbe, melédia, Quade test, x? test, Statistika



Abstract

BENESOVA, Katarina: (Allegedly) the ugliest music by Scott Rickard - how relates
repetition in music with its perception by listeners [Bachelor Thesis], Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of
Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD.,
Bratislava 2016, 69p.

The thesis deals with the concept of repetition in music according to prof. Scott
Rickard and his aim to create ugliest piece of music. It describes the mathematical
interpretation of music and creating Rickard’s melody using Golomb ruler and Cos-
tas array. It contains programs for generating, analysing and testing melodies both
with and without repetition. The goal of this thesis is to examine if the of absence of

repetition in a melody has effect on listener’s rating.

Keywords: number theory, Golomb ruler, Costas array, patterns in music, melody,

Quade test, x? test, statistics
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Uvod

Keby sme sa opytali skladatela z 18. storoc¢ia na zakladny princip skladania hudby,
odpovedal by podla autorky jednoducho: hudbu skladame tak, aby bola prijemné Iud-
skému uchu. Pri skladani hudby mame k dispozicii tény roznej vysky a casové skalova-
nie, teda rytmus. Tieto zakladné prvky vyuzivame na vytvorenie hudby podla svojich
subjektivnych predstav tak aby sa pacila posluchacovi. Na jednej strane od hudby
vyzadujeme isti pravidelnost, ktora prinasa prijemne znejice stuzvuky a postupnosti
tonov. Na druhej strane nas na hudbe oslovuje originalita. Zaujme nas neStandardna
konstalacia ténov, ktorta sme este nepoculi. Skladatel sa teda vo vseobecnosti pohybuje
medzi dvomi protipolmi: pravidelné a zname principy verzus nestandardné kompozicia.

Tieto dva principy sa daju vyuzit celkom jednoducho. Autorka odpozorovala, ze kla-
sické skladby maju casto jeden centralny motiv, teda melédiu, ktord sa v skladbe opa-
kuje v réznych obmenéch. Skladatel svoj motiv vac¢sinou prezradi na zaciatku skladby.
Ked sa motiv v skladbe objavi znovu, uz ho pozndme a mame ocakavanie ako bude
melddia pokracovat. Toto ocakavanie v nas skladatel (podla [11, s.109-110]) vyvolava
za ucelom naplnit ho alebo naopak porusit. Naplnenie o¢akavania v nas vyvola pri-
jemny pocit pravidelnosti a niecoho znameho. Porusenim ocakavania vznikne nieco
prekvapivé, nové, ¢o spravi skladbu zaujimavejSou.

Aby sa ocakavanie vobec dalo vyvolat je potrebné zopakovat cast skladby. Skla-
datelovym klicovym néastrojom pri tvorbe je teda opakovanie, resp. ista pravidelnost
(spomenuté v [9]). Touto myslienkou sa zaoberal profesor Scott Rickard z Univerzity
v Dubline. Polozil si otazku, ako by znela hudba, v ktorej sa neda najst opakovanie
ziadneho druhu. Pouzitim diskrétnej struktiry menom Costasovo pole takiito Specidlnu
hudbu skutocne vytvoril a odprezentoval na konferencii TEDxMIA v septembri 2011
(video z prednasky: [9]). Rickard v [9] tvrdi: ak opakovanie a pravidelnost implikuji
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pekni hudbu, potom iplna absencia opakovani znamena teoreticky najskaredsiu hudbu.
Tato téma je zaujimavou aplikaciou diskrétnej matematiky, ktorej sa prof. Rickard in-
tenzivne venuje. Spolu s Konstantinosom Drakakisom vydali mnozstvo ¢lankov z tejto
oblastil. Pre tito pracu bude podstatny ich ¢ldnok [2] so zameranim na Costasove polia
a Golombove pravitka.

V prvej kapitole sa budeme venovat matematickej interpretacii niektorych hudob-
nych pojmov, zavedieme sposob prepisu melédie do vektorov vysok a dlzok ténov. V
druhej kapitole vysvelime dva pojmy z diskrétnej matematiky, Golombovo pravitko
a Costasovo pole a pozrieme sa na niektoré ich vlastnosti. Objasnime matematiku
skryti za skladbou prof. Rickarda a tiez sposob, akym tito Specialnu skladbu vytvoril.
V tretej kapitole vyuzijeme vlastnosti Costasovho pola a Golombovho pravitka na ich
generovanie. V poslednej kapitole vytvorime melédiu bez pravidelnosti a zodpovieme
otazku ¢i je skutocne skaredsia ako ndhodné melddie realizovanim praktického experi-
mentu. Pozrieme sa, ¢i hodnotenie melodii zavisi od hudobného vzdelania posluchaca
a na zaver porovname pravidelnost v nadhodne vygenerovanych melédiach s niekolkymi

klasickymi skladbami.

'Kompletny zoznam publikacii je dostupny na http://eeme.ucd.ie/~kdrakaka/documents.htm


http://eeme.ucd.ie/~kdrakaka/documents.htm

Kapitola 1

Rychlokurz hudobnej tedrie pre

matematikov

Nasou motivaciou ku skiimaniu struktiar v hudbe je pokus o vytvorenie teoreticky najs-
karedsej hudby vobec. V roku 2011 sa touto tlohou zaoberal profesor Scott Rickard
z univerzity v Dubline. Vysledky jeho prace a experimentov predstavil na konferen-
cii TEDxMIA (pozri [9]). Rickard tam prezentoval sonatu pre klavir, ktora vytvoril
pomocou matematickej struktiry zvanej Costasovo pole.

Rickardove uvahy su zalozené na hypotéze vyslovenej v [9], ktord stanovuje, ¢o sa

nam na hudbe paci:

Hypotéza 1. Na hudbe sa ndm v principe paci pravidelnost, resp. zopakovanie Struk-

tury tonov. Autor tymto vyvold ocakdvanie s cielom naplnit ho, alebo naopak porusit.

Tato hypotéza sa intuitivne javi ako celkom rozumnéa. Rickarda priviedla na mys-
lienku, zZe najskaredsia hudba na svete by potom mala byt hudba, v ktorej neexistuje
ziadna pravidelnost. Ako sme uz spominali v ivode, na dosiahnutie akejkolvek pravidel-
nosti je nutné zopakovat postupnost tonov. Rickard sa rozhodol vytvorit najskaredsiu
sonatu pre klavir ako skladbu, v ktorej sa nevyskytuje ziadne opakovanie. Za tc¢elom
odstranenia pravidelnosti zabranil Rickard dvom druhom opakovania: rytmickému a
vyskovému.

Skor, nez sa budeme venovat Rickardovej nestandardnej kompozicii, definujme nie-
kolko zakladnych pojmov spracovanych podla [3, kap. 3, 4 a 7].

Klucovym objektom tejto prace, ako aj myslienok Scotta Rickarda je melodia. Me-

11
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16dia je postupnost ténov, ktord je dand poradim, vyskou a dizkou jednotlivich ténov
(pozri [7]). Ak zachovdme poradie, staéi popisat visku a dlzku ténov. Na tento tcel
pouzijeme klasicky 88-klavesovy klavir, ktorého klavesy oc¢islujme 1 az 88 od najhlbsej
po najvyssiu (pozri Obr. 1.1). Pomlcky, teda prestavky medzi téonmi, budeme znacit

nulou.

| B |
113|4|6|8|9[11]...

Obr. 1.1: Oznacenie klaves klasického klavira

Biele klavesy a tony, ktoré vydavaji, znaéime pismenami C, D, E, F, G, A, H. Cierne
klavesy zodpovedaju tonom o pol ténu vyssim alebo nizsim ako biele klavesy. Medzi
dvojicami tonov E-F a tiez H-C je vyskovy rozdiel jeden poltén, medzi ostatnymi
dvojicami C-D, D-E; F-G, G-A, A-H je to cely tén (dva poltény). Na klaviri tuto
zakonitost pekne vidno: medzi dvojicou ténov, ktorych rozdiel je cely tén, sa nachadza
jedna klavesa (biela alebo ¢ierna). Dve susedné klavesy maju rozdiel jeden poltén.

Zvysenie ténu o polton reprezentuje symbol § a pripona —is. Napriklad zvysené C
znac¢ime Cf a ¢itame cis. ZniZenie ténu o polténa dosiahneme pridanim symbolu b a
pripony —es. Napriklad Db volame des. VSimnime si, zvySenie a zniZenie o poltén méze
viest k rovnakému ténu s dvomi nazvami. Napriklad pre C a D s rozdielom jeden cely
tén oznacuji Cf a Db v skutocnosti ten isty ton. Podobne napr. Hif=C.

Na klaviri sa opakuje postupnost ténov, ktori voldme oktava. Ide o postupnost
klaves biela, cierna, biela, ¢ierna, biela, biela, ¢ierna, biela, ¢ierna, biela, ¢ierna biela,
resp. zakladna postupnost ténov C, Cf, D, Dg, E, F, Ft, G, Gf, A, At, H. Potom
nasleduje opit C, ktoré je o oktavu vyssie. Cislo klavesy pre dany tén vypoditame
ako 3 + p + 12k, kde p je poradové cislo tonu v zakladnej postupnosti a k je ¢islo
oktavy (musime pripocitat 3, pretoze klavir zac¢ina klavesami A, Af, H). Napr. kldvesy
¢. 3+ 1+ 12k, k=0,2,...6 st tony C v roznych oktavach, pricom oktavu znaci ¢islo
k. Oktavy sme teda oznacili nasledovne: klavesy 1,2,3 st z -1.oktavy, potom nasleduje
7 celych oktav a poslednd klavesa ¢. 88 je ton C zo zacinajucej 8.oktavy. Pri prepise
not do zodpovedajicich klaves klavira teda staci identifikovat vysku tonu a oktavu v

ktorej sa nachadza. Tény budeme znacit ako T}, kde T je tén zo zakladnej postupnosti
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a k je cislo oktavy (napr. Dy).

Na Obr. 1.2 uvddzame Standardné znacenie dlZok ténov v poradi celd, polova, Stvr-
tova, osminova a Sestnastinova nota, resp. pomlckal. Pri stvrtovych a krat$ich notdch
a pomlckach plati, Zze pridanie ,zastavky“ napravo znamenda skratenie noty na polo-
viend dizku. Viacero takychto not rovnakej dizky mozeme spojit ¢iarami, ktorych pocet
je rovnaky ako pocet zastavok nespojenych not (pozri spojenie Sestnéastinovych not v

mel6dii na Obr. 1.4).

P>
(OSNS
)
QL
( THES
"
1‘27_
'~27'
1
Iele!
Iele!

Obr. 1.2: Dlzky tonov: zlava polovd, stvrtova, osminové a Sestnastinova nota a pomlcka.

Zakladnou jednotkou merania dizok je $tvrtova nota. Dizka noty, resp. pomlcky
sa skracuje na poloviéni smerom zlava doprava. Polova nota trva vzdy dvojnésobok
stvrtovej, cela nota dvojnasobok polovej. Osminova nota trva naopak polovicu stvrtovej
a Sestnastinova polovicu osminovej. Analogicky funguji pomlcky.

So skracovanim not sa dd pokracovat na dvaatricatinovi a Styriasestdesiatinovi
notu. Dalsie dlzky dostaneme spojenim not rovnakej vysky do tzv. ligatar (Obr. 1.3 v
prvom takte). Dlzka ligatiry je sucet dlzok spojenych not. Specidlnym tipom ligatiry
je ligattra s notou poloviénej dizky. Znadime ju skrdtene bodkou za notou a takéto

nota trva 1,5-nasobok svojej dlzky (Obr. 1.3 v druhom takte).

J=100
05— ! . —h n
p A > 3 | | i) 7 i’I.I ‘17 : - ii
[J)

Obr. 1.3: Priklad ligatury, ktora trva 3% Stvrtovej noty (1. takt). Osminové nota s bodkou, ktord trva
3 stvrtovej noty (2.takt).

Pri skladbe byva uvedené tempo v tvare J = n, napriklad J = 120. Toto &slo

1

udéava akt Cast minity sa md hrat stvrfova nota, v tomto pripade 135

mintty, teda 0,5

1Sestndstinova nota a polmcka si na obrazku dvakrat, pretoze ze stucet dizok not v takte musi byt

taky, aky uddva predznamenanie (dvojéislo na zaciatku riadku). Cislo 7 znadi, ze jeden takt trvd a

not ,,dfiky“ %. Napriklad predznamenanie % hovori, Ze jeden takt trva styri Stvrtové noty.
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sekundy. V zévislosti od toho dopoéitame dizky ostatnych not.
Pomocou takejto interpreticie vysok a dlZok ténov vieme notovy text jednoducho

prepisat na dva ¢iselné vektory ekvivalentné pévodnej melédii.

Definicia 1. Melddia

Melodiu charakterizujeme vektormi v a d, kde

e v je vektor vysok tonov, resp. vektor celjch cisel z intervalu [0,88], kde cisla 1 aZ

88 zodpovedaji kldvesaim na klaviri a nula znamend pomlcku.

e d je vektor diZok ténov a pomiciek v sekunddch

Prepis melédie do vektorov u a v si ukdzeme na priklade zndmej melédie Pre Elisku

od Ludwiga van Beethovena (pozri [1]).

Priklad 1. Melédia prepisand pomocou vektorov v a d

Pre Elisku

Ludwig van Beethoven

Obr. 1.4: Uryvok zo skladby Pre Elisku

Vektor vijsok v: Prva nota E sa nachadza v 4. oktave, 3+5+4.12=56, takze tato nota
zodpoveda 56. klavese klavira. Tymto sposobom dopocitame klavesy pre ostatné noty a
pomlcky oznacime nulou: v = [56, 55,56, 55, , 56, 51,54, 52,49, 0, 40,44, 49,51, 0, 44, 48,
51,52] Vektor dlZok d: tempo skladby je 70 $tvrtovych ndt za mindtu. Jedna stvrtovd

1

nota trva -; minuty, teda

6 -
2 =
1 3

osminova nota a polmcka = 3 stvrtovej = £ = 0,429 sekundy, Sestnastinova nota

0,857 sekundy. Dopoéitame dlzky ténov a polméiek:

a pomlcka = % osminovej = 0,215 sekundy. Vektor vysok v v sekundach bude d =
[0.215,0.215,0.215,0.215,0.215,0.215,0.215, 0.215,0.429, 0.215, 0.215, 0.215, 0.215,

0.429,0.215,0.215,0.215,0.215, 0.429]

V tejto praci sa budeme zaoberat skladbami, v ktorych znie naraz vzdy len jeden
ton, tzv. monoféniami. Skladby obsahujice stizvuky znacne komplikuji interpretaciou

hudby ako postupnosti. Melédiu chapeme ako monofonicki skladbu.
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Vyskové vzdialenosti (v hudobnej nauke intervaly) medzi témni sa Standardne me-
raju v poltonoch. K predstave opiat pomdze klavir. Vzdialenost medzi dvoma susednymi
klavesami (vratane ¢iernych) je jeden poltén. V definicii melédie mame vysky ténov
vyjadrené ¢islami, ktoré zodpovedaju klavesam na klaviri, ¢o umoéznuje popisat meranie

vzdialenosti ténov nasledovnym spdsobom:

Definicia 2. Interval dvoch tonov

Vzdialenost, alebo interval i-teho a j-teho tonu vo vektore v je rozdiel v; — v;.

Pre v; > v; je interval dvoch ténov vo v pocet polténov leziaich medzi nimi. Ak
v; < vy, ich interval je minus pocet polténov. V tejto praci v stlade s Rickardovou
pracou povazujeme intervaly k a —k za rozne.

Rickard sa snazil vytvorit melddiu, ktord ludskému uchu znie ¢o najhorsie. Zvolil
struktiru, v ktorej sa neda najst ziadne opakovanie alebo pravidelnost. V [9] pre ju
oznacuje pojmom pattern-free structure'. Vysledkom je melédia, v ktorej sa nedd najst

opakovanie z hladiska vysSok ani dlZok ténov. V pripade melédie to znamen4 nasledovné:

Definicia 3. Melédia bez opakovania intervalov
Melodiou bez opakovania intervalov nazijvame melddiu s takouto vlastnostou: Ak sa v
melodii raz vyskytne dvojica tonov s intervalom k poltonov, uZ v nej nendjdeme ini

dvojicu s intervalom k.

Vsimnime si, ze v definicii nehovorime len o dvoch po sebe idicich ténoch, ale o
lubovolnej dvojici tonov. Tak to je aj v Rickardovej sonate.

Melddia Pre Elisku z Prikladu 1 nie je melédiou bez opakovania intervalov. Vidno to
na 16 x 16 matici intervalov. Z vektora vysok vynechdme pomlcky (nuly) a napocitame
intervaly vietkych dvojic ténov: 2. tén —1. tén, 3. — 1.,...,17. — 1. bude 1. stipec
matice, 3. — 2.,...,17. — 2. bude 2. stlpec a7z 17. — 16. bude posledny stipec.

17 angl. pattern - vzor, schéma, pravidelnost; pattern-free - nepravidelny, bez zavislosti; structure

- Struktira, usporiadanie
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Tabulka 1.1: Matica intervalov M kde M, s = v[r + 1] —v[s],r =1,...,16,s =1,...,16

1
0 1
10 -1

-r 6 -7 6 -7 -2 -5 -3 0 9 5

-5 4 5 4 -5 o -3 -1 2 11 7 2

-2 -11 -12 -11 -12 -7 -10 -8 -5 4 0 -5 -7

8 -7 & -7 8 -3 6 -4 -1 8 4 -1 -3 4

-5 4 5 4 -5 o -3 -1 2 11 7v 2 0 7 3
4 3 -4 -3 A4 1 -2 0 3 12 8 3 1 8 4 1

Rovnaké ¢isla v matici zodpovedaju dvojiciam ténov s rovnakym intervalom. Napri-
klad —1 na pozicii [1,1] znamend, ze druhy toén je o jeden poltén nizsi ako prvy. Nuly
oznacuju dvojice tonov s rovnakou vyskou.

Okrem nepravidelnosti intervalov vyzadoval Rickard nepravidelnost dizok ténov.
Toény sa reprezentované c¢asovym okamihom kedy zacinaju zniet, pricom zneju az do

zaciatku dalSieho ténu, pripadne pomlcky.

Definicia 4. Melddia bez opakovania diZok
Melédiou bez opakovania diZok ténov nazjvame melédiu s takouto vlastnostou: Ak sa
v melodit raz vyskytne dvojica tonov, ktorych rozdiel casov, kedy zacinaju zniet, je t

sekind, uzZ v nej nendjdeme ini dvojicu s rozdielom t.

V takejto melédii musi mat kazdy t6n int dizku, pretoze definicia plati aj pre dvojice
po sebe idicich ténov. Na vektore dlzok d melédie Pre Elisku z Prikladu 1 vidime,
7e rovnaks dlzka 0,215 sekundy sa vyskytuje vela krat, takze nejde o melédiu bez

opakovania dlzok.



Kapitola 2

Ako vytvorit dokonale Skaredu

hudbu

V tejto kapitole rozoberieme matematickt stranku Rickardovej popularnej prednasky
[9]. Rozoberieme pojmy Golombovo pravitko a Costasovo pole, pomocou ktorych vy-
tvoril spominani sonatu. Ukaze sa, ze ich pouzitie vedie k melddii bez opakovania
vysok aj dizok ténov. Dalej sa budeme venovat sposobom generovania Costasovho pola
pomocou primitivneho korena modulo n. Na zaver ukdzeme, ze Specidlnym rozlozenim

Golombovho pravitka sa da vytvorit Costasovo pole.

2.1 Golombovo pravitko

Standardné pravitko dizky n na sebe ma n + 1 znaciek a vzdialenosti medzi znackami
st konstantné. Pravitko sa vyznacuje jednoduchou vlastnostou - vieme nim odmerat
vsetky vzdialenosti od 1 po n. Predstavme si, ze by sme chceli pravitko, ktoré zachovava
tuto dobri vlastnost, ale ma minimalny pocet znaciek.

V dalsich tvahach budeme chapat pravitko ako m-ticu ¢isel zoradenych od najmen-
siecho po najvacsie, ktoré predstavuju cisla na znackach. Za dizku pravitka budeme
povazovat maximalnu vzdialenost, ktora sa nim da namerat, teda rozdiel ¢isla na po-
slednej a prvej znacke. Golombovo pravitko je Specidlne tym, ze vzdialenosti, ktoré sa

nim daji odmerat, si vSetky rézne. Formélne ho zadefinujeme podla [2].

Definicia 5. Golombovo pravitko

17



KAPITOLA 2. AKO VYTVORIT DOKONALE SKAREDU HUDBU 18

Nech m,n € N am < n+ 1. Golombovgm pravitkom dlzky n s m znackami nazgvame

vektor prirodzengjch cisel g s nasledvnou vlastnostou:
Vi j kL€ (L, m]:gli] —glj] =gkl —gll] <= i=kAj=1

Poznamka 1. V literatire sa vyskytuji aj Golombove pravitka rozsahu [0,n]. V tejto
praci budeme konzistentni s [2], teda pravitka dlZky n zac¢inaji znackou 1 a koncia

znackou n + 1.

Idealne by bolo, aby Golombovo pravitko dlhé n vedelo namerat namerat vsetky

dlzky od 1 po n. Takéto pravitko mozno skonstruovat napriklad pre n = 6:

Priklad 2. Golombovo pravitko diZky 6 so Styrmi znackami vygenerované programom
golomb.mnz (pozri prilohu A): [1,2,5,7|. Daji sa nim namerat vzdialenosti 1, 4, 6, 3,
5 a 2. Su vsetky rozne, takze ide o Golombovo pravitko. Navyse dizka pravitka je 7-1=6

a nameriame nim vsetky vzdialenosti od 1 po 6.

Pre dlzku n = 6 sme nagli pravitko s m = 4 znackami, ktorym sa daji namerat
vetky dlzky od 1 po n. Takéto pravitka nazjvame dokonalé Golombove pravitka.
Nanestastie, najvacsi pocet znaciek, pre ktoré vieme skonstruovat dokonalé Golombovo
pravitko je m = 4. Pre vicsie m budeme musief upustit od snahy odmerat pravitkom
vsetky vzdialenosti od 1 po n. Napriklad pre m = 8 potrebujeme dizku aspori n = 35

a niektoré vzdialenosti od 1 po 35 na pravitku chybaji (napr. vzdialenost 16):

Priklad 3. Golombovo pravitko diZky 34 s ésmimi znackami vygenerované programom

golomb.mnz (pozri prilohu A): [1,2,5,10, 16,23, 33, 35]

Skutoc¢nost, ze pre m > 4 musia niektoré vzdialenosti chybat zdovodnime v nasle-

dujicej vete inspirovanej [13].
Veta 1. Pre m > 4 neexistuje dokonalé Golombovo pravitko.

Dokaz: Ukazeme sporom. Pokusme sa také pravitko skonstruovat.

Na Golombovom pravitku s m znackami nameriame (’;) roznych vzdialenosti. Pred-
pokladame, Ze st to prave vzdialenosti od 1 po n pre nejaké n > m. Potom nutne ide o
pravitko dlzky n = (gb) Ak by bolo kratsie, mali by sme menej nez (?) roznych vzdia-
lenosti, niektora by sa teda zopakovala. Ak by bolo dlhsie, existovala by vzdialenost

medzi 1 a n, ktort na pravitku nenajdeme.
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Na pravitku preto urcite budui znacky 1 a (ZL) + 1 =n+1 predstavujice zaciatok a
koniec pravitka. Dalej sa na pravitku musi byt dvojica znaéiek s vzdialenostou n — 1.
Méame dve moznosti: [1,n,n + 1] alebo [1,2,n + 1]. Vdaka ich symetrii si bez ujmy na
vSeobecnosti mdézeme vybrat [1,2,n + 1].

Pre vzdialenost n—2 mame tri moznosti: [1,2,n—1,n+1], [1,2,n,n+1] a [1,2,3,n+
1]. Vyhovuje jedine prva, kedze zvysné dve duplikuji vzdialenost 1.

Vzdialenost n — 3 uz na pravitku mame medzi 2 a n — 1.

Nase pravitko aktudlne vyzerd [1,2,n — 1,n + 1]. Vzdialenost n — 4 mdzeme zisklat
pridanim znacky na n—3, n—2, 3 alebo 5. Duplikdty nevytvara jedine [1, 2,5, n—1, n+1].
Pre m = 4, resp. n = 6 dostavame pravitko z Prikladu 1.1. Pre m = 5, resp. n = 10
dostédvame pravitko [1,2,5,9,11], v ktorom je zduplikovana vzdialenost 4.

Pre m > 5 pokracujeme s pravitkom [1,2,5,n — 1,n + 1]. Vzdialenost n — 5 dosiah-
neme pridanim znacky na n —4, n — 3, n, 4 alebo 6, avsak vsetky vedu k zduplikovaniu
vzdialenosti 1,2, alebo 3. Preto dokonalé Golombovo pravitko s viac ako Styrmi znac-
kami neexistuje. B

Golombovo pravitko ako také sa d4 skonstruovat velmi jednoducho, napriklad [2°, 2!,
..., 2™] bude ur¢ite Golombovo pravitko. Vzdialenosti medzi po susednymi znackami
st 1,2',22 ..., 271 takze vzdialenost od k-tej po znacku &slo k+1 je 2%, ¢o je viac
ako najdlhsia mozné vzdialenost po k-tu znacku 1 + 2' + 22 + ... 2F1 = 2k _ 1,
KedZze medzi dve susedné znackami sa zmesti cela vzdialenost od zaciatku pravitka po
mensiu znacku, na pravitku nemozeme néjst dve dvojice rovnako vzdialenych znaciek.
Formélne, majme 4 znacky 2¢,2°,2¢,2¢. 1 <a<b<c<d<m. Ak 2¢ —2% =24 — 2°,
resp. 2%(2¢7% — 1) = 2°(297% — 1), tak nutne 2 = 2°, pretoZe a a b nie si ni¢ iné ako
pocty dvojek v prvoéiselnom rozklade ¢isla 2¢(2¢7¢ — 1) = 2°(2¢-2 —1). Prvé dve znacky
by museli byt totozné, co je spor. Pre vacsie m by ale takéto pravitka museli byt velmi
dlhé, preto ich chcele konstruovat efektivnejsie. Konstrukcia Golombovho pravitka je

v principe optimaliza¢na tloha:
e pre danu dlzku n chceme minimélny pocet znaciek, alebo

e dany pocet znaciek m chceme ¢o najmensiu dlzku n

Profesor Rickard pouzil Golombovo pravitko ako vektor dlzok d, ¢im zarudil, ze jeho

sondta bude melédiou bez opakovania dlzok V jeho sonédte sa nenachédzaji pomlcky,
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preto i-ty ton zacina v Case d[i], znie d[i + 1] — d[i] ¢asovych jednotiek (napr. sekiind)
a v Case d[i + 1] zadina zniet dali. Pravitkom s m znackami teda mézeme uréit dizky

pre melodiu s m — 1 ténmi.

2.2 Costasovo pole

Po vyrieseni otazky rytmiky sa pozrime na problematiku ziskania vektora vysok tonov
v. Rickard chcel vyuzit plny rozsah klavira, chcel teda melédiu dlha 88 tonov a chceel
aby sa v nej neopakovali vysky tonov. Prirodzenym riesenim by bolo aj pre vektor v
pouzit Golombovo pravitko. Prakticky to je ale nemozné, pretoze pre m = 88 by sme
podla [6] potrebovali pravitko dlhé aspon n = 6745, ¢o znacéi 6745 klaves. Na klavir
s 88 klévesami, resp. pravitko s dlzkou najviac 88 by sa podla [6] zmestilo najviac 12
tonov takejto melddie.

Riesenim k zachovaniu 88-ténovej sonaty je dvojrozmernd analdgia Golombovho
pravitka, Costasovo pole. Ako hovori Rickard vo videu, Costasovo pole si mozeme

predstavit ako Stvorcovii mriezku vyplneni bodkami tak aby platilo:
e v kazdom riadku aj slpci je prave jedna bodka
e vsetky vektory tvorené dvojicami bodiek si navzajom rozne
Profesor Rickard a Dr. Drakakis vo svojej praci [2] definuji Costasovo pole takto:

Definicia 6. Costasovo pole
Costasovo pole velkosti s je s X s mriezka s bodmi na mreZovych bodoch umiestnenymi

tak, Ze plati:
e na kaZdej vodorovnej, resp. zvislej ciare leZi prave jeden bod

e Ziadne styri body netvoria rovnobeznik

e ak tri body oznacené zlava A,B,C lezia na jednej priamke, dizky dseciek AB a BC

s rozne

Poznamka 2. Pod siradnicami bodu myslime dvojicu [z,y|, kde x je x-td vysld ciara

y je y-ta vodorovnd ciara, pricom zaciname od lavého dolného rohu miezky (bod [1,1]).
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Costasovo pole moZeme tieZ chapat ako kladny kvadrant siradnicovej sistavy s pociat-
kom v [1,1], kde ciary mriezky si priamky kolmé na os x, resp. y prechdzdajice bodmi

1,1],[2,1], ..., [s, 1] resp. [1,1],[1,2], ..., [1, s].

Za rovnobeznik budeme povazovat také dve dvojice bodov, ktoré maji zhodné pri-
slusné rozdiely x-ovych a y-ovych siradnic. Nech [z1, y1], [x2, y2], [23, Y3, [*4, ya] st Styri
body leziace na mrezovych bodoch mriezky a nech st zoradené zlava doprava, teda
T, < 19 < x3 < x4. Budeme ich povazovat za rovnobeznik, ak yo — y1 = y4 — y3 a
zaroven xry — xry = x4 — X9 (pozri Obr. 2.1). Zmysel takejto definicie sa ukéze, ked
si predstavime styri body z Obr. 2.1 ako tény, kde y-ové sturadnice sa ich vysky. Po-
tom takyto rovnobeznik vyjadruje istu pravidelnost, resp. opakovanie. Vyskovy rozdiel
Yo — Y1 = Y4 — Y3 = —3 poltény sa opakuje medzi dvojicou prvy-treti a piaty-siedmy
ton, ktoré su rovnako vzdialené z hladiska poradia: x5 — z1 = x4 — 29 = 2. Takato
definicia navyse sa ukéze ako praktickd pri neskorSsom vyhladavani rovnobeznikov v

mriezkach.

Obr. 2.1: Priklad rovnobeznika vykresleného v R programom mriezky.r

Vsimnime si, ze na zaklade takejto definicie povazujeme za rovnobeznik aj taku stvo-
ricu bodov, ktoré lezia na priamke (Obr. 2.2a). Takyto degenerovany rovnobeznik nie je
rovnobeznikom v klasickom ponimani, avsak vyjadruje pravidelnost, preto ho budeme
rovnobeznik povazovat. Na Obr. 2.2b je trojica bodov, ktora nevyhovuje tretiemu bodu

definicie.
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(a) (b)

Obr. 2.2: Priklady degenerovanych rovnobeznikov vykreslenych v R programom mriezky.r

Costasovo pole pre s = 10 ilustrujeme na Obr.2.3.

Obr. 2.3: Costasovo pole 10 x 10 vykreslené v R programom mriezky.r

Rickardova myslienka za vytvorenim melédie, v ktorej sa neda najst opakovanie
z hladiska vysovych rozdielov, je jednoducha: ako vektor vysok témov pouzijeme y-

ové sturadnice bodov Costasovho pola. Otazkou je, ako takéto pole vytvorit. Rickard
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hovori o sposobe, akym vygeneroval Costasovo pole 88 x 88 v prednaske [9]: "Pole je
vygenerované mocninami ¢isla 3: 3,9,27,81,243,... . Ked sa dostaneme nad ¢islo 89, ¢o
je prvocislo, od¢itavame 89 az kym sa nedostaneme naspat. Tymto nakoniec vyplnime
celt mriezku 88x88."Rickard teda hovori, ze i-ty bod (bod na i-tej zvyslej Ciare) ma

y-novi stiradnicu velkosti 3° mod 89.

1. stlpec:  3'=3 3 =3 mod 89 prvy tén ma vysku 3

2. stlpec:  32=9 9=9 mod 89 druhy t6n ma vysku 9
3. stlpec: 33 =27 27 =27 mod 89  druhy tém ma vysku 27
4. stlpec: 3% =181 81 =81 mod 89  druhy tén mé vysku 81
5. stlpec: 3% =243 243 =65 mod 89 druhy tén ma vysku 65
6. stlpec: 35 =729 729 =17 mod 89 druhy tén méa vysku 17

88. stlpec: 3% =9,697x10*" 3% =1 mod 89  posledny tén ma vysku 1

Nie kazdd mriezka vygenerovand sposobom umocnovanie-modulovanie bude Costa-
sovo pole. Vysledné pole zavisi od volby cisla, ktoré umocnujeme a prvocisla, ktorym
modulujeme. Rickard vytvoril Costasovo pole, pretoze cislo 3 je tzv. primitivny koren
modulo 89 a 89 je prvocislo. Primitivny koren k ¢islu n, alebo tiez primitivny koren
modulo n, je také Specidlne cislo, ktorého mocniny maju urcité vlastnosti v stvislosti

s n (podla [10, s. 16]).

Definicia 7. Primitivny koren modulo n
Nech \,n,c € N. Cislo X je primitivnym koreriom modulo n ak pre kaZdé cislo ¢ nesi-
delitelné s n plati:

c= XN modn
pre nejaké k € N.

Poznamka 3. Ak za n vezmeme prvocislo p, definicia plati pre vsetky ¢ € N okrem
p a 1. Potom sa pre kazdé ¢ € N okrem p a 1 musi najst nejakd mocnina cisla A taka,
ze \¥ a ¢ davaju po deleni p rovnaky zvySok. Teda plati, Ze ak je A primitivny koren

modulo prvocislo, mocniny A musia davat po deleni p vsetky zvysky 1,2,....p — 1.

Ukazme si priklad prvocisla a jeho primitivneho korena:
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Priklad 4. Priklad: A = 2 je primitivnym korenom modulo n = 11

2t =2 2=2 mod 11
22 =4 4=4 mod 11
23 =8 8 =8 mod 11
24 =16 16 =5 mod 11
2% =32 32 =10 mod 11
26 = 64 64=9 mod 11
27 =128 128 =7 mod 11
28 = 256 256 =3 mod 11
29 = 512 512 =6 mod 11

210 = 1024 1024 =1 mod 11

Zvysok 1 sa objavil pri dvojici (89,3) aj (11,2) ako posledny. Nie je ndhoda, o tejto

vlastnosti prvocisel hovori znama Mald Fermatova veta (definicia podla [10], s. 16]):

Veta 2. Malda Fermatova veta

Pre lubovolné prvocislo p a lubovolné a € N také, Ze nedeli a plati:
a'=1 modyp

Budeme volit @ = X\ mensie ako p, preto zjavne p { a. Nasim najbliz$im cielom je
ukdzat Ze mriezka vytvorend pomocou primitivneho koretia je Costastovym polom!.

K dokazu st kliucové vlastnosti mocnin primitivneho korena A. V snahe zabranit
opakovaniam by sme chceli, aby bol v kazdom riadku Costasovho pola najviac jeden
bod. Preto je prirodzené pozrief sa, ¢i sa medzi prislusnymi ¢islami A = {A\! mod p, \2
mod p, ..., A1 mod p} mézu nijst dve rovnaké ¢isla (vlastnost 1.). Dalej budeme po-

trebovat rozoznat koniec periédy zvyskov mocnin A po deleni p (vlastnost IL.).

Lema 1. Vlastnosti primitivneho korena

Nech Py = {\' mod p,\* mod p,..., \’"! mod p}. Preto plati:

L X2 M mod p Vk=1,2..p—1,01=12 ..p—1k#I

1V literattre sa vyskytuji dokazy o generovani Costasovych poli tymto spdsobom, avsak nie v

zmysle rovnobeznikovej definicie. Preto uvadzame vlastny dokaz.
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II. jediny prvok z Py ddvajici zvysok 1 mod p je \P~1

Doékaz: Ukazeme, ze Py obsahuje vSetky zvysky po deleni p okrem 0, t.j. ¢isla 1,2, ..., p—
1, kazdé prave raz.
Podla Malej Fermatovej vety plati A1 = 1 mod p, zvySok 1 ddva tiez \°. Z toho

vyplyva:

(a) pre k = p — 1 zacina nova periéda zvyskov, pre vicsie k sa budu zvysky uz len

opakovat
(b) Py je jednou alebo viacerymi periédami zvyskov A\* mod p

Kedze A je primitivny koren mod p, jedna zvyskova peridda mocnin A po deleni p
musi byt tvorend vSetkymi ¢islami 1,2, ..., p—1. Preto musi byt (p—1)-prvkovd mnozina

P, jednou celou periédou a teda Py, = {1,2,...,p — 1}. Preto plati:
L A2 M mod p VE=1,2,...p—1,1=1,2,....p—1,k#1
II. jediny prvok z Py ddvajuici zvysok 1 mod p je A’~' W

Veta 3. Veta o generovani
Nech p € N je prvocislo a A € N je jeho primitivnym koreriom. Potom (p—1) X (p—1)
mriezka s mreZovymi bodmi na siradniciach [k, \* mod pl], kde k = 1,2,....p — 1 je

Costasovo pole v zmysle Def. 7.

Ddkaz: Suradnice bodov takejto mriezky tvoria mnozinu Py z Lemy 1. Chceme ukazat,

ze takto vygenerovand mriezka splna:
1. na kazdej vodorovnej, resp. zvislej ¢iare lezi prave jeden bod
2. ziadne styri body netvoria rovnobeznik

3. ak tri body ozna¢ené zlava A,B,C lezia na jednej priamke, dizky tsecick AB a

BC su rozne

1. Vezmime si dva rozne body z Py: [k, \¥ mod p| a [I, \' mod p|, k # [. Zjavne ne-
lezia v rovnakom riadku. Ak by lezali v rovnakom stipei, potom A¥ = Al mod p,

¢o je spor.
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2. Ukézeme sporom: vytvorime si kandidatov na rovnobeznik. Nech pre nejaku stvo-
ricu bodov [a, A* mod p|, [b, \* mod p|, [c, \* mod p], [d,\¢ mod p],a < b <
c < d < p plati
c—a=d-—0»

Ak tvoria rovnobeznik, zaroven kvoli y-ovym suradniciam plati:

(A mod p) — (A* mod p) = (A" mod p) — (A\* mod p) (2.1)

Pouzitim elementarnych vlastnosti kongruencii upravime rovnicu na

M X=X~ X" mod p (2.2)

Pozn. situaciu pre a = 1,b = 2,¢ = 8,d = 9 ilustrujeme na Obr.2.4.

Dalej v (2.2) vyjmeme mensie z ¢isel na oboch stranach:

MM 1) = A* (A"~ 1) mod p

Kedze ¢ — a = d — b, dostavame

A= 1) (A= A") =0 mod p (2.3)

Jedna zo zatvoriek je delitelnd p. Rozoberieme oba pripady:

(a) Plati A¥¢—1 =0 mod p. Potom A ¢ =1 mod p, zvySok 1 sa teda dosahuje

pre d —c < p — 1, ¢o je spor s II. vlastnostou mnoziny Py

(b) Plati A = A* =0 mod p. Potom A = A* mod p, ¢o je spor s I. vlastnostou

mnoziny Pj.

3. Opit sporom. Nech tri body z mriezky, [a, A* mod p], [b, \* mod p], [c, \* mod p],a <

b < ¢ < p, lezia na priamke. Potom plati
c—b=b—a
Zaujima nas platnost vyrazu

A= X=X =X modp (2.4)
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Znovu vyjmeme a dostavame
AN — 1) = A (AP — 1) mod p
kde A>=@ — 1 = X"® — 1. Po tiprave:

(A = D(A" = A) =0 mod p

Dostali sme pripad z 2., staci len preznacit: v pripade (a) d = b, = a a v
pripade (b) ¢ = a,a’ = b. Nasli sme spor s (2.4) a tym je 3. bod vety dokéazany.
|

Obr. 2.4: Mriezka obsahujica 5 rovnobeznikov, napr. medzi bodmi ¢. 1,2,8,9

V dalsej kapitole sa pozrieme na prakticku stranku generovania Costasovych poli a

Golombovych pravitok.



Kapitola 3

(Generovanie struktur bez

pravidelnosti

3.1 Generovanie Costasovych poli

Veta o generovani poskytuje jednoduchy sposob ako vygenerovat Costasovo pole (p —
1) x (p—1). Ak méme prvocislo p a jeho primitivny koren A, staci prvych p — 1 mocnin
A (zacinajtic od A') modulovat ¢islom p. Ziskame tym priamo y-ové stiradnice bodov
Costasovho pola.

Prvym krokom je néjdenie primitivneho korena pre dané prvocislo p, ¢o robime
programom primkoren.wxma (pozri prilohu A). Maxima sa hodi na tuto tlohu, pretoze
nema numerické problémy s umocnovanam a modulovanim velkych ¢isel.

Program primkoren.wxmax postupne prechadza cez ¢isla 2, 3,4, ..., min{p, 20} a tes-
tuje, ¢i prvych p—1 mocnin aktudlneho ¢isla dava po deleni p vSetky zvysky 1,2, ..., p—1.
Takyto rozsah sa ukazal ako postacujici pre kazdé prvocislo, ktorému sme potrebo-
vali najst primitivny koren. V pripade potreby sa da jednoducho rozsirit v programe
primkoren.wxmz, avsak ak chceme pridat nejaké ¢islo a vacsie ako p, musi platit p 1 a,
kvoli Malej Fermatovej vete. Program skon¢i pri prvom vyhovujicom ¢isle a vypise ho.
Zvysky {A! mod p,A\? mod p,...,\"’"! mod p} uklada to ’zvysky.txt’. Napriklad pre
p = 19 program najde najmensi primitivny koren A = 2 a zvysky
[2,4,8,16,13,7,14,9,18,17,15,11,3,6,12,5, 10, 1].

So ziskanymi zvyskami pokracujeme v jazyku R programom costas.r (pozri pri-

28
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lohu A). Zaddme pouzité prvocislo, ktorému sme nasli primitivny korernn pomocou
primkoren.wxmx, napr. p = 19, a nacitame 'zvysky.txt’, ktoré dalej povazujeme za
visky. Dalej program nastavi rozmer mriezky na ohr = p — 1 = 18 a vytvori vektor
poradia por = [1,...,p — 1]. Poradie a vysky spojime do (ohr x 2) matice "hudba’ a

mozeme vykreslit Costasovo pole.

Obr. 3.1: Costasovo pole pre p=19a A =2

3.2 Generovanie Golombovych pravitok

Konstrukcia Golombovho pravitka sa oproti Costasovym poliam ukazuje byt fazsim
problémom. Prvym pristupom je priamo riesit optimalizaént tlohu ¢o najmensej dizky
pri danom pocte znaciek za podmienky roznych vzdialenosti medzi znackami. Na toto
je idedlny jazyk MiniZinc, ktory funguje na principe optimalizania premennej pri zada-
nych podmienkach. Programu golomb.mnz doc. Stehlikovej (pozri prilohu A) zaddme

pocet znaciek m a ohrani¢enie nmax pre posledné ¢islo na pravitku. Dalej zadame
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podmienky pre vystup: posledné a najvicsie ¢islo na pravitku je n, n < nmax, pra-
vitko zacina ¢islom 1 a vSetky vzdialenosti medzi znackami maji byt navzajom rozne.
MiniZine najprv ndjde minimélne n spliiajice podmienky a vypiSe prislusné ¢isla na
pravitku (v pripade nepripustnosti zvaésime nmaz). S optimalnym n potom mézmu
spustit pokracovanie kodu, ¢oho vysledkom budu vSetky rézne pravitka pre dané m a
n. Napriklad pre m = 5, nmazr = 50 najde golomb.mnz minimdalne n = 12 a jediné
pravitko [1,2, 5,10, 12].

Problém s tymto pristupom sa ukazuje, ked sa pokusame generovat Golombove
pravitka vacsich rozmerov. Napr. pre m = 20 hladal MiniZinc pravitko 6 hodin a
bezvysledne. Pre dalsie ucely prace potrebujeme pravitko rozmerov okolo 20, preto
bolo nutné zvolit iny pristup.

Vyuzijeme bezproblémové generovanie Costasovho pola a ziskame pravitko z neho.
Vsimnime si, ze fubovolné diagonéla (t.j. mnozina bodov z mriezky na priamke prechéa-
dzajicej cez mrezové body) je Golombovo pravitko. Ak by nebola, je to spor s tym,
ze Costasovo pole neobsahuje degenerované rovnobezniky. Ak chceme pravitko s as-
pon 20 znackami, podla [6] potrebujeme dlzku aspoii n = 283 a teda Costasovo pole
aspon 283 x 283. Najblizsie vécsie prvocislo je 293, pomocou ktorého vygenerujeme
pole 292 x 292. Ukazuje sa vSak, ze aj diagondaly velkych Costasovych poli obsahuji
len méalo bodov. V tabulke uvadzame pocet bodov na hlavnych diagonalach niektorych

Costasovych poli.

p 1. diagonala 2. diagonala
293 0 2
997 2 2
1459 0 2
2003 0 4
2027 0 2
2503 0 3
3037 0 4
3119 0 0
4177 4 3

Mohli by sme prehladavat aj iné ako hlavné diagonaly, avsak profesor Rickard a Dr.

Drakakis pontikaji v [2] lepsi sposob. Golombovo pravitko mozno dostat Specidlnym
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"zjednorozmernenim'Costasovho popisanym. Ku polu prilepime zdola dostatocne vela
prazdnych mreZovych bodov, pod kazdy stlpec nejaky ndsobok danej konstanty k.
Potom postupne berieme stipce, transponujeme ich a ukladdme vedla seba do jedného

péasu. Ostéva dourcit konstantu k, ktorej existenciu zarucuje nasledovnd veta podla [2].

Veta 4. Pdsikovd veta
Nech f € R™ je vektor y-novych suradnic bodov v Costasovom poli. Nech g je vektor

dany hodnotami f a konstantou k € N ako
gli] = (i = D)k + f]i] Vi=1,...n
Ak k > 2n — 2, potom je g Golombovo pravitko.
Najprv si transforméciu ukazme na priklade:

Priklad 5. Priklad transformdcie Costasovho pola 6 x 6 na Golombovo pravitko so 6

znackami.

Obr. 8.2: Costasovo pole 6 x 6

Vektor y-ovjch siradnic bodov v poli je f = [3,2,6,4,5,1]. Podla Pdsikovej vety
k =2n—2 = 10. Pod prvy stlpec pri ddme k prazdnych mreZovych bodov, pod druhy

2k, atd. Dopocitajme cisla na znackdch pravitka:
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1. znacka g[1] =0k + f[1] =3

2. znacka  g[2] = 1k + f[2] =12
3. znacka  g[3] = 2k + f[3] = 26
4. znacka  gl4] = 3k + f[4] = 34
5. znacka  g[b] = 4k + f[5] = 45
6. znacka g[6] = 5k + f[6] = 51

Pre overenie, ¢i sme nasli Golombove pravitko, spocitajme vsetkijch @ = 15 vzdiale-
nosti medzi znackami:, [9,23,31,42,48,14,22,33,39,8,19,25,11,17,6]. St vsetky rozne,

takze mame Golombovo pravitko.

Doékaz: Chceme ukazat, ze vSetky vzdialenosti na vytvorenom pravitku s rozne, teda

podla definicie Golombovho pravitka
V reci vektora f vyzera lava strana ekvivalencie

(i = Dk + fli] = (G =Dk = fli] = (v = Dk + flv] = (w = Dk — flw]

Po uprave

fli] = fll = (flo] = flw]) = k(j —i+ v —w)
Chceme, aby tato rovnica mala riesenie jedine v Specialnom pripade i = v A j =v. V
takom pripade je zatvorka (j —i+ v —w) nulova a bez ohladu na k je rovnost splnend.

Ak je zatvorka (j—i4+v—w) nenulovd, chceme znemoznit platnost rovnice. Docielime
to tym, ze nastavime konstantu k tak aby bola prava strana nad maximéalnou alebo
pod minimalnou hodnotou lavej.

Predpokladajme j —i4v —w # 0 a pozrime sa na rozdiel f[i] — f[j] — (f[v] — flw]).
Ide o y-ové suradnice n x n Costasovho pola, takze rozdiely f[i| — f[j] a flv] — flw] st z
mnoziny {—(n—1),—(n—2),...,—1,1,2,...,n—1}. Pripad f[v]— f[w] = n—1 a zaroven
flil = fl7] = n — 1 nemdze nastat, pretoze by to znamenalo dva body v prvom aj n-
tom riadku. Prava strana teda nadobtuda hodnoty ohrani¢ené zdola —(2n — 3) a zhora
2n — 3. Ak zvolime k = 2n — 2, rovnica nemdze mat riesenie, pretoze |j —i+v—w| > 1

ateda |[k(j —i+v—w)|>2n—3. 1
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Hodnota k& = 2n—2 zarucuje Golombovo pravitko, nemusi vSak byt najmensia mozna
a pravitko bude zbytoc¢ne dlhé. Pri praktickom prepise Costasovho pola na Golombovo
pravitko budeme hladat najmensie k pre ktoré su vsetky vzdialenosti na pravitku rozne.
Robi to funkcia COSTAS _GOLOM B(n,vysky), ktoria vola program hudba.r (pozri
prilohu A), do ktorého treba zadat prvocislo p a nacitat vysky vypocitané v Maxime
(primkoren.wxzmz). Program rozlozi Costasovo pole na pravitko podla Pasikovej vety
a najde minimalne k.

V dalsej kapitole na zaklade tychto poznatkov vygenerujeme melédie bez opakovania

vysok a dlzok ténov.



Kapitola 4

Je Rickardova hudba skutoc¢ne

najskaredsia?

Profesor Rickard v [9] tvrdi, Ze melddia bez opakovania vysok a dlzok ténov je daleko
skaredsia ako napriklad ndhodne vygenerovana melodie. Presnejsie, hovori: ,So if we
think about random music as being just random notes here, and over here is somehow
Beethoven’s 5th in some kind of pattern, if we wrote completely pattern-free music,
it would be way out on the tail. In fact, the end of the tail of music would be these
pattern-free structures. ... This is supposed to be the world’s ugliest piece of music“.
Pri tychto slovach znazornuje Rickard rukami poziciu druhov hudby na pomyslenej

usecke priblizne takto:

] ] |

| | |
Beethovenova Nahodna hudba Hudba bez
Piata symfénia pravidelnosti

V tejto kapitole urobime prakticky experiment pre overenie alebo vyvratenie tohto
tvrdenia a pozrieme sa ¢i vyber najskaredsej melddie zavisi od hudobného vzdelania. Na
zaver porovname mieru pravidelnosti v melédiach pouzitych v experimente s aryvkom

z klasickej skladby.

34
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4.1 Tvorba melddii a experiment

Vytvorfme melédiu bez opakovania vySok a dlzok ténov. Vektory v a d vygeneru-
jeme a prepiseme do formy pre zapis do not pomocou programu hudba.r, pricom
zvolime p = 23. Jeho primitivny koren zistime programom primkoren.wzmz, je to
A = b5, a prislusny vektor v nacitame do hudba.r. Zodpovedajice Costasovo pole
je dané suradnicami bodov: x-ové stradnice: [1,2,...,22], y-ové stradnice (vektor v):
[5,2,10,4,20,8,17,16,11,9,22, 18,21, 13,19, 3, 15,6, 7,12, 14, 1].

Pole dalej rozlozime podla Pasikovej vety funkciou COSTAS_GOLOM B(22,v).r a
dostavame Golombovo pravitko diiky 22:[5,37,80, 109, 160, 183, 227, 261, 291, 324, 372,
403, 441,468, 509, 528, 575,601, 637,677, 714, 736]. Diéky dielikov na pravitku, teda roz-
diely 37-5, 80-37, ..., 736-714, predstavuji dizky ténov. Dostédvame vektor d: (32,43, 29,
51,23, 44, 34,30, 33,48, 31, 38, 27,41, 19,47, 26, 36, 40, 37, 22].

Pozrime sa na prakticku stranku prepisu do not. Vektor v obsahuje ¢isla od 1 po 22,
ktorym potrebujeme najst ekvivalent na klaviri. Ak by sme im priradili klavesy 1 az
22 tak ako to popisujeme v kapitole 1, slo by o velmi nizke tény. Preto celi melédiu
posunieme vyssie. Cislu 1 priradime tén A v 2. oktave, klavesu ¢islo 3+ 10+ 12 x 2 =
37. Urobime teda posun v — v + 36. Costasovo pole ostane po takejto tranformacii
Costasovym polom, pretoze posunutie o konstantu nenarusi ani jednu z jeho defini¢nych
vlastnosti v Def. 6.

Dalej potrebujeme vyriedit problém roznych dlzok vektorov v a d. Zacali sme s
p = 23, ¢o vedie k polu 22 x 22 a vektoru v s 22 zlozkami. Pole sme rozlozili na
pravitko dlhé 22, na ktorom je len 21 tisekov medzi znackami, preto ma vektor d len
21 zloziek. Mame vysky pre 22 ténov a dlzky len pre 21, preto vynechdme posledny
ton. Melddia ostane bez opakovania vysok, pretoze odobratim posledného ténu akurat
zmensime mnozinu vsSetkych vyskovych rozdielov medzi dvojicami ténov. V povodnej
mnozine boli vsetky rozne, budu aj v jej podmnozine.

Noty budeme zapisovat v programe MuseScore, ktorého najmensia jednotka je 128-

nové nota. Ostatné dizky not su jej ndsobky:
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Nota V nasobkoch 128-novej

64-nova 2 x 128-nova
32-novd 4 x 128-nova
16-nova 8 x 128-nova
osminova 16 x 128-nova
stvrtova 32 x 128-nova
polova 64 x 128-nova

celd 128 x 128-nova

Pre kazdy tén checeme vediet, z kolkych not jednotlivich dizok sa sklad4. Presne
to ndm povie zapis zloziek vektora d v dvojkovej sustave. Napriklad d[1] = 32 je v
dvojkovej stustave 100000, takze prvy tén ma byt 0 x 128-nova + 0 X 64-nova + 0 X
32-nova + 0 x 16-nova + 0 x 8-nova + 1 x Stvrtova nota. Dalej d[2] = 43, ¢o je v
dvojkovej stustave 101011, takze druhy ton bude ligiira zo Stvrtovej, 16-novej, 32-novej
a 64-novej noty. KedZe ziadna zo zloZiek vektora d nie je vicsia ako 2%, postacia ndm
6-ciferné ¢isla v dvojkovej sustave, resp. najdlhsia nota v ligatire bude Stvrtova.

Tento pristup pretransformovania Golombovho pravitka je nasim vlastnym, preto
sa moze v detailoch odliSovat od Rickardovho. Nie je zndme, akym spésobom ho vyge-
neroval - mohlo mat m = 89 znaciek a teda sa na fiom nachddzali dizky pre vietkych
88 tonov v Rickardovej sonate. Taktiez nie je zname, ako prerobil Golombovo pravitko
na dizky ténov v notdch a akd najkratsiu notu mal k dispozicii.

Vystupom programu hudba.r je sibor melodiap.txt, kde su zapisané vektory v, jeho
posunutd verzia zapisand v toénoch, vektor d a vektor d v dvojkovej ststave (pozri
prilohu B).

Pre lepsiu predstavu ilustrujeme Costasovo pole pre p = 23 a A = 5 na Obr. 4.1
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Obr. 4.1: Costasovo pole pre p=23aA=5

Na Obr. 4.2 uvadzame notovy zapis vektorov v a d pre p = 23 a A = 5. Tuto

melédiu nazveme Melddia Costas a v zvukovej forme ju uvadzame ako prilohu - pozri

subor MelodiaCostas.mp3.
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Obr. 4.2: Notovy zdpis pre p =23 a A = 5 (Melddia Costas)
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Pre nas experiment este potrebujeme nahodne vygenerované melddie, ktoré gene-
rujeme programom nahodne.r (pozri prilohu A). Pre zadané n vytvorime n-zlozkovy

vektor v, zvolime n = 21. Tény budeme generovat z rovnomerného rozdelenia v rovna-
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kom vyskovom rozsahu ako v Mel4dii Costas, teda od Ay po Fty. Dizky ténov zvolime
tiez rovnomerne nahodne v rozmedzi od najkratsieho po najdlhsi vyskytujici sa v Me-
16dii Costas, teda od 22 po 48, resp. od 10110 po 110000. Dalej zistime, kolko sa v
melodii nachéadza rovnobeznikov a ekvidistanénych trojic na priamke pomocou funkcii
TROJICE(n,vysky,por).r a ROVNOBEZ(n,vysky, por).r (pozri prilohu A). Tieto
¢isla hovoria, kolkokrat melodia porusuje definiciu Costasovho pola, resp. melédie bez
pravidelnosti. Ich sicet budeme chapat ako mieru pravidelnosti v melédii v zmysle
opakovania vyskovych rozdielov.

V experimente budeme skimat ¢i je melédia bez pravidelnosti vigok a dlzok ténov
pre posluchaca vyrazne horsia ako melddia s nejakou pravidelnostou. Zaroven budeme
testovaf, ¢i viac pravidelnosti moze implikovat vyssie hodnotenie od posluchaca. Za
tymto ucelom pouzijeme dve nadhodne vygenerované melddie, kde jedna ma takmer
trikrat vacsiu mieru pravidelnosti vysok ténov ako druha.

V prvej ndhodnej melédii sa nachadza 9 rovnobeznikov a jedna ekvidistan¢na trojica

na priamke. Na Obr. 4.3 ilustrujeme vysky zakreslené do mriezky.

Obr. 4.3: Ndhodne vygenerované vysky pre Melodiu 10 zakreslené do mriezky
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Mel6dii dalej vygenerujeme dizky ténov z rovnomerného rozdelenia v spominanom
rozsahu. Prislusny vystup programu nahodne.r je v prilohe B. Na Obr. 4.4 uvddzame

prepis do not. Melédiu si mézeme vypocut spustenim suboru Melodia10.mpS5.
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Obr. 4.4: Notovy zapis Melddie 10

V druhej nahodnej melédii je 22 rovnobeznikov a 6 ekvidistanénych trojic na priamke
(pozri Obr. 4.5). Kompletny vystup programu nahodne.r aj s ndhodnymi dizkami sa
nachadza v prilohe B. Na Obr. 4.6 uvadzame prepis do nét. Samotna melddia je v

subore Melodia28.mp3.

Obr. 4.5: Ndhodne vygenerované dizky pre Melodiu 28 zakreslené do mriezky
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Obr. 4.6: Notovy zapis Melodie 28

Pouzitim tychto troch melédif sme zostavili formulér pre experiment!. Vo formuléri
st oznacené nasledovne: Melédia 1 je Melédia 10, Melodia 2 je Melodia 28 a Melédia
3 je Melédia Costas. Formular vyplnilo 102 respondentov, ktorych tilohou bolo zoradit
melddie podla toho ako sa im pacia a nasledne im priradif bodové ohodnotenie na skale
0-10 (¢im vyssie tym krajsia). Pri zoradovani bolo nutné zoradit ich ostromonoténne,
kym pri bodovom ohodnocovani boli povolené dat viacerym melédidm rovnaké hodno-
tenie (urobili tak 6smi opytani). Respondenti boli poziadani, aby mel6didm, ktoré sa im
pacia zhruba rovnako dali priblizne rovnaké hodnotenie a v opa¢nom pripade im dali
hodnotenia s vyraznejsim rozdielom. Formular este obsahoval otdzku nakolko je clovek
hudobnikom s tromi moznostami: hrdm na nejaky hudobny nastroj, nehram aktivne
na Ziadny hudobny ndstroj alebo som profesiondlny hudobnik. Kompletné formulacie
otazok su v prilohe C.

Pozrime sa na vysledky experimentu (kompletné data st prilozené na disku v sibore
datal.tzt). Prvy graf ukazuje kolko Tudi oznacilo prislusni melédiu za najkrajsiu (Obr.
4.7). Vidime, ze vyhrava Melddia 10. Na dalsich dvoch grafoch vidime, kolko ludi
oznacilo ktord melddiu ako stredne peknt (Obr. 4.8) a najskaredsiu (Obr. 4.9). V

kategorii najskaredsia tesne vedie Melddia Costas nad Melddiou 28.

'Dotaznik je dostupny na https://docs.google.com/forms/d/1-qEkjcL425C6ZLbWbXyKsDZ\
SwrLeAZw3XUmPfiVSIOs/viewform


https://docs.google.com/forms/d/1-qEkjcL425C6ZLbWbXyKsDZ\ SwrLeAZw3XUmPfiVSI0s/viewform
https://docs.google.com/forms/d/1-qEkjcL425C6ZLbWbXyKsDZ\ SwrLeAZw3XUmPfiVSI0s/viewform
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Obr. 4.7: Graf zobrazujici kolki Tudia oznadili za najkrajsiu Melédiu 10, kolki Melédiu 28 a kolki
Melddiu Costas
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Obr. 4.8: Graf zobrazujtci kolki ludia oznaéili za stredne pekni Melédiu 10, kolki Melédiu 28 a kolki
Melddiu Costas
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Obr. 4.9: Graf zobrazujtci kolk{ ludia oznadili za najskaredsiu Melédiu 10, kolki Mel6diu 28 a kolki
Melédiu Costas

Pozrime sa na bodové ohodnotenia. Na obrazkoch vidime histrogramy c¢iselného

hodnotenia melédii. Vyrazne najcastejsie hodnotenie Melddie 10 je 4.
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Hodnotenie Pocetnost

Histogram hodnotenia Meladie 10 0 3
1 6
2 13
- 3 13
é 4 22
R 5 13
& 6 9
7 10
8 9
a 1 2 3 4 5 ] 7 & ] 10 9 3
Hednotenie 10 1

Obr. 4.10: Hodnotenia Melddie 10 Tabulka 4.1: Ciselné hodnotenia Melédie 10

Na Obr. 4.1 vidime, ze Melédia 28 dostavala najcastejsie hodnotenie 2 (21-krat) a
velmi ¢asto hodnotenie 3 (19-krét)

Histogram hodnotenia Melddie 28

24 - Hodnotenie Pocetnost
21 4
0 8
- 18 1
2 15 1 9
| =
50 2 21
S 9 3 19
o
6 4 12
3 | | 5 14
a
6 9
a 1 2 3 4 5 ] 7 B 9 10
7 6
Hodnotenie
8 4
9 0
10 0
Obr. 4.11: Hodnotenia Melddie 28 Tabulka 4.2: Ciselné hodnotenia Melbdie 28

V pripade Melédie Costas sa najcastejsie vyskytovalo hodnotenie 1. Je zaujimavé,

ze napriek tomu hodnotenie 6 dostala az 13-krat.

Hodnotenie Pocetnost

0 9
. . . ge 1 19
Histogram hodnotenia Melddie Costas ) 5
24 3 13
21 4 12
5 i: 5 10
£ 6 13
8 9 7 3
& g 8 4
3 9 2
0 10 2

0 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10

Hodnotenie

Tabulka 4.3: Ciselné hodnotenia
Obr. 4.12: Hodnotenia Melddie Costas Melodie Costas
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Porovnajme aritmetické priemery bodovych hodnoteni. Melodia 28 a Melodia Costas
maju takmer rovnaké priemerné hodnotenie, Meldédia 10 priblizne o 1 vacsie. Aj tu sa
ukazuje, ze hoci je rozdiel v miere pravidelnosti medzi melodiami 28 a Costas najvacsi,

respondenti ich hodnotia ako priblizne rovnako Skaredé.

Melodia 10 Melodia 28 Melddia Costas
4,48 3,47 3,48

Tabulka 4.4: Aritmeticky priemer bodovych hodnoteni.

7 vysledkov experimentu nadobtidame tusenie, ze celkovo je najkrajsia Melédia 10 a
najskaredsia Melddia Costas alebo Melddia 28. Toto tusenie Statisticky overime porov-
nanim strednych hodnét bodovych hodnoteni (dalej len strednd hodnodnota melédie).

Ozna¢me strednii hodnotu Melédie Costas pe, strednit hodnotu Melédie 10 pqg
a stredni hodnotu Melddie 28 pgg. Prvym cielom je potvrdit, alebo vyvratif tvrdenie
profesora Rickarda, Ze melddia bez pravidelnosti je daleko najskaredsia. Druhym cielom
je zistit, ¢i je melddia s vacsou mierou pravidelnosti v priemere vyssie hodnotena ako

melodia s mensou. Budeme testovat takuto hypotézu:
Hypotéza 2. Hy : o = 1o = pes vs. Hy : aspon jedna rovnost nie je splnend.

Pre porovndvanie viacerych strednych hodndt sticasne bez straty 95% spolahlivosti
treba podla [8] pouzit tzv. ANOVA (Analysis of Variance). Tato metéda vyzaduje nor-
malitu, nezavislost dat a tiez rovnost disperzii. Normalita bola pre vSetky melédie za-
mietnuta Shapirovym-Wilkovym testom (pozri [12]) a data st prirodzene zévislé, kedze
vsetky tri mel6die hodnotil ten isty ¢lovek. Preto pouzijeme verziu metédy ANOVA,
ktora nevyzaduje spominané predpoklady.

Mame situaciu, kedy sme jeden pokus opakovali viac krat za roznych podmienok
(dali sme pocuvat tie isté melodie réznym ITudom) a chceme porovnat viacero strednych
hodnét sicasne. Podla [8] treba pouzit tzv. Repeated Measures ANOVA (RM ANOVA).
Tento test je rozsirenim Studentovho parového dvojvyberového t-testu pre 3 a viac
objektov. Tieto objekty, u nas Melodia 10, Melédia 28 a Meldédia Costas, budeme

nazyvat skupiny®. Od kaZdého zo 102 respondentov méme hodnotenie vo vsetkych

27 angl. groups
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troch skupinach. Trojice hodnoteni od jednotlivych Iudi budeme volat bloky®. Mame
teda maticu X rozmerov 102 x 3 a ¢islami rozsahu 0-10, kde stlpce predstavuji skupiny
a riadky bloky.

Metoda RM ANOVA umoznuje testovat data, kde st hodnoty v ramci blokov zavislé.
Stale vsak vyzaduje normalitu. Preto pouzijeme neparametricki verziu RM ANOVA,
Quadeho test, ktory funguje aj pre nenormalne data s réznymi disperziami. Budeme
postupovat podla [8]. Zakladnou ideou testu je navdhovat vychylky ¢isel od blokového
priemeru podla rozptylu celého bloku. Kedze ide o neparamertickii verziu, pouzijeme
ranky (zoradenie podla velkosti). Bloky ocislujeme ¢islami @1, Qa, ... Q102 podla ma-
ximélneho rozdielu ¢isel v bloku. Dalej o¢islujeme trojice hodnét v rameci blokov &fs-
lami R(X;;) € {1,2,3}. Cislo bloku @; potom vynasobime rozdielom vnitroblokového
R(X;;) a priemeru, ¢im dostaneme ¢isla .S;;:

sy =i (Roxy) - 250,

Séftanim po stipcoch dostaneme tcet pre kazdd skupinu:
102

i=1

Dalej vypocitame celkovy sticet Stvorcov (total sum of squares - TSS) a stctu Stvorcov

pre skupiny (treatment sum of squares - tSS):

w3 13,
TSS = St tSS=—> 5
; ; v 102 =/

1=1 7= J=

Na zaver vypocitame testovaciu statistiku,
(102 — 1)tSS
Ty = ———"——— =0.020374
@ TSS —tss ’

ktori porovname s 5%-nou kritickou hodnotou Fisherovho-Snedecorovho F-rozdelenia
s prislusnymi stuptiami volnosti: Fig1 2 = 19.4858. Vidime, Ze T sa nenachadza za kri-
tickou hodnotou. Ekvivalentne o tom hovori aj p-hodnota= 97.98%, ¢o je daleko viac
ako 5%, teda Hy nezamietame (pozri kéd experiment.r, ¢ast Quadeho test). Tento vy-
sledok hovori, ze skuto¢né stredné hodnoty st priblizne rovnaké, nemozno ich povazovat
za rozne. Prisli sme k zaveru, ze na zakladne nasho experimentu neznie melddia vytvo-
renda pomocou Costasovho pola a Golombovho pravitka vyrazne horsie nez nadhodne

vygenerovand melédia, ako tvrdi profesor Rickard v [9].

3z angl. blocks
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7da sa, ze nase ucho nepocuje signifikantny rozdiel medzi melédiou bez pravidelnosti
a ndhodne vygenerovanou, v ktorej sa trochu pravidelnosti nachadza. Tento vysledok
treba braf s rezervou, pretoze ide o konkrétny tip ndhodnej melddie (generovanej z
rovnomerného rozdelenia). Taktiez by experiment mohol dopadnit inak ak by sme
pouzili melédie inej dizky. Je mozné, Ze nade ucho potrebuje dlhsiu melédiu, aby stihlo
zaregistrovat absenciu pravidelnosti alebo postrehntt rozdiel v jej miere. Porovnanie

dlhsich ndhodnych a klasickych melédii z hladiska pravidelnosti je v kapitole 4.3.

4.2 Suvislost s hudobnym vzdelanim

V tejto casti otestujeme, ¢i vyber najskaredsej melddie zavisi od hudobnej kategorie
respondenta. Na Obr. 4.13 vidime rozdelenie do kategérii. Dvaja Tudia neoznacili do

ktorej kategorie patria, preto v tejto casti pracujeme zo 100 respondentmi.

Hudohbné vzdelanie respondentov

Hrdm na nejaky
hudobny nastroj

m Nehram na hudobny
nastroj

m Som profesiondl

Obr. 4.13: Pocty respondentov, ktori sa zaradili do jednotlivych kategorii

Kedze do kategérie Profesional sa zaradili len 2 Iudia, zlic¢ime ju s kategériou Hram.

Pozrime sa ako v priemere hlasovali ludia z rovnakej kategorie.

Melédia 10  Melddia 28 Melodia Costas

Hram 4,87 3,61 3,33
Nehram 3,91 3,26 3,59

Tabulka 4.5: Priemerné bodové hodnotenia melédii v podla hudobnych kategérii.

V oboch kategoriach vyhrala Melodia 10. V pripade najhorsie hodnotenej melodie
sa to rozni: v kategérii Hram dostala v priemere najnizsie hodnotenie Mel6diu Costas,

kym v kategérii Nehrdm sa zda byt najskaredsia Melddia 28.
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Zavedme dve ndhodné veliciny M (mel6dia) a H (hudobnd kategoria), ktoré charak-
terizujui vyber najskaredsej melédie v pripade hudobnikov a nehudobnikov. Veli¢ina M
nadobuda hodnoty 10, 28 a 235, ktoré prislichaju vyberu Melédie 10, Melodie 28 a
Mel6die Costas (s parametrami p = 23, A = 5) a veli¢ina H nadobtda hodnoty ' Hram/,
'"Nehram'. Urobime x? test o nezévislosti H a M na 5%-nej hladine spolahlivosti podla

[16, s. 195-196]. Testujeme hypotézu:
Hypotéza 3. Hy: M a H nie su nezdvislé vs. Hy : M a H si nezdvislé.

K tomuto testu potrebujeme napocitat nasledovné pocetnosti:
P,; = pocetnost javu [M =i, H = j] prei=1,2,3,j = 1,2

t.j. napr. pre i=1, j=2 je P;; pocet kolko krat vybrali nehudobnici za najskaredsiu
Melddiu 10. V tabulke 4.6 st P;; ¢isla v obdlZzniku 2.-3. stipec a 2.-5. riadok. Dalej
2 3
j=1 i=1
kde suma vlavo predstavuje celkovy pocet Iudi, ktory vybrali melédiu i. V tabulke
4.6 tomu zodpoveda stipec 4, riadky 2-4. Suma vpravo predstavuje celkovy pocet Tudi,

ktory sa oznacili za hudobnika, resp. nehudobnika. V tabulke 4.6 tomu zodpoveda

riadok 5, stipce 2-3.

H=Hram H=Nehram Spolu

M=10 7 14 21
M=28 20 17 37
M=235 27 15 42
Spolu 54 46 100

Tabulka 4.6: Pocetnosti vyberu najskaredsej melddie hudobnikmi a nehudobnikmi.

Testovaciu Statistiku X? vypocitame ako

kde n = 100 respondentov. Za platnosti Hy ma X? asymptoticky rozdelenie x? s

poc¢tami stuptiov volnosti (3 — 1)(2 — 1) = 2. Hodnotu X? vypocitame programom
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experiment.r, Cast x? test (pozri prilohu A) a porovname ju s 5%-nou kritickou hod-
notou x3(5%) = 5.9915. Hodnota Statistiky vyjde X2 = 5.3997, ¢o je menej ako x3(5%),
takZze Hy nezamietame. Ekvivalentne o tom hovori p — hodnota = 6.722% > 5%.
Napriek tomu, Ze v experimente vyhrala v kategérii najskaredsia u hudobnikov Me-
l6dia Costas a u nehudobnikov Melddia 28, test povedal, Ze to nie je dostatocne Statis-
ticky vyznamné na to, aby sme mohli prehlasit preferencie hudobnikov a nehudobnikov
za odlisné. Zaverom testu je, ze vyber najskaredsej melodie zrejme nezavisi od toho, ¢i

je ¢lovek hudobnik alebo nie.

4.3 Miera pravidelnosti v nahodnej a klasickej me-
l6dii

Je mozné, ze v nahodnych melodidch bolo primélo pravidelnosti na to, aby to nase ucho
dokazalo rozlisit od melddie bez pravidelnosti. Porovnajme ich pravidelnost s niekolymi
klasickymi skladbami.

Mel6die budeme porovnavat len z hladiska pravidelnosti vysok ténov (dalej len miera
pravidelnosti) a to ako sucet poc¢tu rovnobeznikov a ekvidistan¢nych trojic na priam-
kach. Pravidelnost diZok ténov nebudeme uvazovat z dvoch dovodov: po prvé, je tazké
vobec rozoznat dlzky ténov vo vygenerovanych melédidch, pretoze st podobné. Pri

60 1

tempe /=120 trva stvrfova nota len {55 = 5 sekundy a najkratsia 128-nova nota len

11
25 2

= 0.015625 sekundy; po druhé, mieru pravidelnosti v melédiach z experimentu
budeme porovnavat s melddiou, ktoré na rozdiel od nasSich a Rickardovych obsahuje
pomleky. Pri nagom koncepte dlzok ténov ako pravitka pomléky neuvazujeme.
Najprv porovname klasicki melédiu s meldédiami z experimentu. Klasickta skladbu
prepiSeme v programe MuseScore na zjednodusentt monofonickd melédiu. Zvolime
skladbu Pre Elisku uz spominana v kap. 2, kde sme pouzili prvi 17-ténovi ucelent
cast. Melodie z experimentu maju 21 ténov, preto sa potrebujeme pozriet na rozsiah-

lejSiu cast melddie Pre EliSu. Pozrime sa ako pokracuje dalej (Obr. 4.14, pozri [1]),

melddia je aj v subore PreFElisku3b.mp3.



KAPITOLA 4. JE RICKARDOVA HUDBA SKUTOCNE NAJSKAREDSIA? 48

Pre Elisku

Ludwig van Beethoven

# g! ﬁ 'q! EJ\] . ﬁ T —— < ii

Obr. 4.14: Notovy zapis uryvku zo skladby Pre Elisku.

Zapis vo vektoroch v a d ziskame pomocou programu pravidelnost.r (pozri pri-
lohu A). Vykresleni melédiu v mriezke ilustrujeme na Obr. 4.15. Pozrime sa po-
mocou programu pravidelnost.r na rast pravidelnosti s rasticim poc¢tom toénov vo
vsetkych troch melodidch. Pre kazdu zacneme od troch ténov s kazdym pridanym
ténom spocitame mieru pravidelnosti pomocou funkcii TROJIC E(n, vysky, por).r a
ROV NOBEZ(n,vysky, por).r. Vysledok vidime na Obr. 4.16. Pre 21 ténov majiu Me-
lodia 28, Pre Elisku a Melédia 10 mieru pravidelnosti 28, 23 a 10. MozZeme konstatovat,
ze pri takejto dlhej melddii je miera pravidelnosti 23 dostacujiica na to, aby sa melodia
dala povazovat za pekni, dokonca bola ivodom hlavnej melédie jednej z najzname;j-
sich klasickych skladieb (podla [4]). Melédia 28 teda mala z tohoto hladiska Sancu na
uspech. Napriek tomu pri vybere najkrajsej melddie preferovalo az o % opytanych viac

Melédiu 10 oproti Melodii 28.



KAPITOLA 4. JE RICKARDOVA HUDBA SKUTOCNE NAJSKAREDSIA? 49

Obr. 4.15: Prepis melddie Pre Elisku 21 do mriezky programom pravidelnost.r

Porovnanie pravidelnosti

— Pre Elisku
10 Melodia 28
— Melddia 10
= O
[2 3 e}
(o]
e
9]
S 0 |
% —
a
S o |
g
p=
o
o
T T T I
5 10 15 20

Pocet tonov

Obr. 4.16: Zavislost miery pravidelnosti od poctu ténov melédii Pre Elisku, Melodia 28 a Melodia 10

Hoci melddia Pre Elisku nebola najpravidelnejsia z melédii v experimente, vo vse-
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obecnosti zrejme bude daleko pravidelnejsia ako nahodné melddie, hlavne pri porov-
névani dlhsich tsekov. Porovnajme ju s dalsimi ndhodnymi melédiami vacsej dizky.
Z rovnomerného rozdelenia vygenerujeme melédie dizky 35 a porovndme vyvoj pra-
videlnosti od 10 po 35 ténov. Na Obr. 4.17 vidime, ze pre dlsie melodie je rozdiel v
pravidelnosti vyraznejsi - pri Eliske je miera pravidelnosti pre 35 tonov 78, pre nahodné

melodie je to okolo 25.

Porovnanie pravidelnosti pre dihSie melédie

o
® | — Pre Eligku
Nahodné 1
— Nahodna 2
— Nahodna 3
2 4 — Néhodnéa 4

Nahodna 5

Miera pravidelnosti
40

20

10 15 20 25 30 35

Pocet tonov

Obr. 4.17: Porovnanie pravidelnosti melédii Pre Elisku a piatich ndhodnych

Melédia Pre Elisku sa zda byt dost pravidelna. Urobme este jedno porovnanie na-
hodnych melédii s sklasickou skladbou, ktora znie ,divokejsie”. Vyberieme skladbu
Nocturne Bb minor, Op. 9 No.1 od Frederica Chopina a pouzijeme jej zaciatok , kde
sa nenachadzaji pomlcky. Prvych 35 ténov sme prepisali v programe MuseScore, pozri
Obr. 4.18, [5]. Melddia je v sibore Nocturne35.mp3.

Porovnanie s dalsimi ndhodnymi melédiami je na Obr. 4.19. Aj tato skladba ma

omnoho viac pravidelnosti ako ndhodné melddie.
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Nocturne in B, minor, Op. 9 No.1

Frederic Chopin
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Obr. 4.18: Notovy zapis uryvku zo skladby Nocturno Bb Op.9 No.1

Porovnanie pravidelnosti pre dihSie melddie
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Obr. 4.19: Porovnanie pravidelnosti melédii Pre Elisku a piatich ndhodnych



Z.aver

V praci sme najprv zaviedli prepis melddie do vektorov v a d pomocou klaves na klaviri.
Rozobrali sme matematiku za prednaskou prof. Rickarda vyuzitim pojmov Golombovo
praviko, Costasovo pole, primitivny koren mod n. Pomocou Malej Fermatovej vety
sme vo Vete o generovani 3 ukazali, ze Costasovo pole mozno pre prvocislo p skon-
struovaf umocnovanim primitivneho korena A\ a modulovanim p. Popisali sme spdsob
rozlozenia Costasoho pola na Golombovo pravitko podla [2]. Vytvorili sme programy
primkoren.wxmz, costas.r a funkciu COSTAS_GOLOM B(n,vysky), pomocou kto-
rych sa daji generovat Golombove pravitka a Costasove polia a to aj velkosti tretieho
radu.

Popisali sme sposob, akym Rickard vytvoril sonatu a zreplikovanim jeho postupu
sme vytvorili melédiu bez pravidelnosti. Nas postup sa moze v detailoch 1isit od Ric-
kardovho, ako to popisujeme v kapitole 4.1.

Vygenerovali sme dve melddie z rovnomerného rozdelenia a spolu s melédiou bez
pravidelnosti sme zrealizovali experiment pre ich porovnanie z hladiska posluchaca.
Na vzorke 102 respondentov sme v casti 4.1 Quadeho testom nezamietli hypotézu, ze
stredné hodnoty hodnoteni melédii sa lisia. Vysledkom testu je vyvratenie tvrdenia
prof. Rickarda, ze melddia bez pravidelnosti znie daleko horsie ako ndhodne vygenero-
vand melddia. Tento vysledok sa tyka generovania z rovnomerného rozdelenia a melddie
dizky 21 ténov.

V Casti 4.2 sme pouZitim y? testu nezamietli hypotézu, ze vyber najskaredsej melddie
nezavisi od hudobnej kategorie posluchaca, aj ked podla vysledkov experimentu by sa
tak na prvy pohlad mohlo zdaf.

Vytvorili sme R-kové funkcie ROV NOBEZ (n,vysky, por) a PRIAMKY (n,vysky,

por) pre urcenie miery pravidelnosti melédie. Pomocou nich sme porovnali pravidelnost

52
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v melédii Pre Elisku s ndhodnych melédiach z experimentu. Zistili sme, ze ndhodna
Melodia 28 obsahuje dokonca mierne viac pravidelnosti ako Pre Elisku ak uvazujeme
21 tonov. V tejto melddii teda bolo dostatocéne vela pravidelnosti aby sa mohla pacit
posluchécovi. Napriek tomu bola skupinou nehudobnikov oznacend za najskaredsiu a
vyhrala Melddia 10 s podstatne mensou mierou pravidelnosti. Rozdiel v hodnoteniach
sa vsak neukazal byt statisticky vyznamny. Zaverom je, ze miera pravidelnosti ako
pocet poruseni definicie Costasovho pola 6 skor nesuvisi s tym, ako sa meldédia paci
posluchacovi. Specidlne 0 poruseni, teda melédia bez pravidelnosti sa neukézala byt
naskaredsia.

Na zaver chcem poznamenaf, Ze cielom prace nebolo komponovat skladby pomocou
algoritmov a teoretickej matematiky, ale ich analyzovat. Komponovanie hudby patri v

mojich ociach vylucne kreativite Tudi.

I used to look at composing
music as problem solving. But
as I get older, it’s not about
problem solving anymore. There
are no solutions, because there
are no problems. You just turn

the tap and it flows out.[15]

John Zorn
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V tejto prilohe su zdrojové kody k programom spominanym v texte.

Spustitelné verzie sa nachadzaju na disku.

A.1 Zdrojové kédy v jazyku Maxima

Program primkoren.wxmax

1 |p: 11;

2 | cisla: matrix()$

3 | hranica: min(p,20)$

4 |for a: 2 thru hranica do cisla: addrow(cisla ,[a])$
5 | pocet: length(cisla)$

6 | zvysky: matrix()$

7 |for i: 1 thru pocet do

8 (zvysky: matrix (),

9 aktual: cisla[i],

10 for j: 1 thru (p—1) do (dalsi: mod(aktual™j,p),
11 zvysky: addrow (zvysky ,[dalsi])),

12 if (length(unique(args(zvysky))) = (p—1)) then
13 return (aktual))$

14 | aktual;

15 | float (zvysky );

16 | write_data(zvysky ,"zvysky.txt");

A.2 Zdrojové kédy v jazyku R

Program mriezky.r, ktory slizi na vykreslovanie roznych mriezok.

1 |#pred vykreslenim vygeneruj vysky (a por) jednym so 4 sposobouv:
2

3 |ln<— 7

4 |vysky < c(4,-1,1,-1,6,—-1,3)

5

6 |#obr. 2.2a

7 |n<— 9

s |vysky < ¢(7,-1,6,—-1,—-1,-1,4,-1,3)
9

10 |#obr. 2.20

11 |n<— 7

vysky <— ¢(3,-1,—-1,4,—1,-1,5)

-
»

[
w
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#obr. 2./

n<—17

vysky <- ¢(6,9,7,1,3,4,9,2,5,3)

##2H#4# nahodne z rovnomerneho rozdelenia
n <— 10

vysky <— sample(l:n, n, replace=TRUE)

##3#4## Costasovo pole malych rozmerov

#0br. 2.3

lambda <— 2 #primitive root mod ohr

p < 11 #prvocislo

n <— p—1

vysky <— mat.or.vec(n,1)

for (i in 1l:ohr—1) vysky[i] <— lambda™i %% p A% je modulo
#Obr. 3.2

lambda <— 3 #primitive root mod ohr

p<—7 #prvocislo

n <— p—1

vysky <— mat.or.vec(n,1)
for (i in 1l:ohr—1) vysky[i] < lambda™i %% p

#### Costasovo pole wvacsich rozmerov, treba generovat v Mazime
#0br. 3.1, p=19

vysky <— read.table("c:\\maxima—>5.37.1\\wxMaxima\\zvysky.txt",
header=FALSE, sep=’_’

vysky <— as.matrix(vysky)[,1]

#0br. 4.1, p=23
vysky <— read.table("c:\\maxima—>5.37.1\\wxMaxima\\zvysky.txt",
header=FALSE, sep=’/" )

vysky <— as.matrix(vysky)[,1]

##VYKRESLENIE##
KRESLI( vysky)

57

Program costas.r

ohr <— 11 #prvocislo z Mazimy

n <— ohr-1 #rozmer mriezky

#lambda <— 2 #pritivny koren mod ohr

#vysky <— mat.or.vec(n,1)

#for (i in 1:ohr—1) wvysky[i] <— p~i %% ohr A% je modulo

#nacitanie y—sur. Costasovho pola z Mazimy

vysky <— read.table("c:\\maxima—5.37.1\\wxMaxima\\zvysky.txt",
header=FALSE, sep=’_’

vysky <— as.matrix(vysky)[,1]

por <— c(1l:n)
hudba <— cbind (por, vysky)

#vykreslenie
KRESLI( vysky)

#hladanie rovnobeznikov a trojic bodov na priamke (ma vyjst 0 a 0)

#priamky
TROJICE(n, vysky , por)

#rovnobezniky

ROVNOBEZ(n , vysky , por)

Program nahodne.r
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58

n <— 21

#generovanie s rovnomerneho rozdelenia—zakomentuj ak nacitavas
#z taxt

vysky <— sample(l:n, n, replace=TRUE)

vzdial <— sample(22:48, n, replace=TRUE)

#konstanty podla Golomba p=23,lambda=5

library (R. utils)

dlzkyv2 <— intToBin(vzdial)

© 00 N D Ok W N

i
o

#alebo nacitanie uz existujucich dat — zakomentuj ak generujes
#nacitane <— read. table ("D:/melodia21_28.txt", header=TRUE, sep="")

e el
LSS I SR

#attach (nacitane)
#dlzkyv?2 <— nacitane[,3]

= o
[2INNe4

por <— c(1l:n)

= o= e
© 0 3

#vykreslenie do mriezky

KRESLI( vysky)

NN
= O

#hladanie rovnobeznikov a trojic bodov na priamke:

#priamky
TROJICE(n, vysky , por)

NONNN
[SLE U V)

#rovnobezniky
ROVNOBEZ(n, vysky , por)

NONONN
© 0 9 O

stupnica <—c(’a2’,’be2’,’h2’ ’c3’,  cis3’,’d3’, dis3’,’e3’, {3
"fis3’,'g3’, gis3 ', a3, be3’, h3’,’cd’, cisd’,'dd’, disd’, ed’,
47, fisd )

tony <— rep(0,n)

for (i in 1:n) tony[i] <— stupnica[vysky[i]]

w W w w w
A @ 0 R O

melodia <— data.frame(vysky ,tony ,dlzkyv2)
write.table (melodia, "D:/melodia21_28.txt")

w w
[S2 IS

Program hudba.r

ohr <— 23 #prvocislo
n <— ohr-1 #rozmer mriezky

vysky <— read.table("c:\\maxima—>5.37.1\\wxMaxima\\zvysky.txt",
header=FALSE, sep=’_’
vysky <— as.matrix(vysky)[,1]

© 0 N R W N

por <— c(1l:n)

#vykreslenie
KRESLI( vysky)

= o= e
N o= O

#Costas —> Golomb. pravitko
gol_prav <— COSTAS GOLOMB(n, vysky)

= =
ook W

vzdial <— diff(golomb) #dlzky not v 128novych notach
#dlzka not — zakl. jednotka 128—nova nota

#noty su v jednotkach 128nova, 64tinova, 32tinova, 16tinova, Snova,
#stvrtova , polova

#pocet jednotiek —> zoznam wvzdial v dvojkovej sustave

#101011 = stvrtova + 16tinova + 64tinova + 128minova

NN NN E = e e
W N = O O N O

library (R. utils)
dlzkyv2 <— c(intToBin(vzdial),0)

NN
(L

#vektor wvysky na hudobne znacenie

[V
=]
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stupnica <—c(’a2’,’be2’,’h2’ ’c3’, cis3’,’d3’, dis3’,’e3 ", {3
"fis37,7g37, 7 gis37,’a3’7,’be3’ ,’h3’ ¢4’ , cisd ’,’d4d’, disd’, ed’,
47, fisd ")

tony <— rep(0,n)

for (i in 1:n) tony[i] <— stupnica[vysky[i]]

melodia <— data.frame(vysky ,tony ,golomb , dlzkyv2)
write.table (melodia, '"D:/melodia23.txt")
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Program experiment.r

data <— read.table("D:/datal.txt" 6 header=TRUE, sep="\t’ )
attach(data)

#odhady strednej hodnoty
mean( Melodial0)

mean( Melodia28)

mean( MelodiaCostas)

#testy mormality
shapiro. test (MelodialO)
#nie su z N

shapiro. test (Melodia28)
#nie su z N

shapiro.test (MelodiaCostas)
#nie su z N

#Quadeho test

Y <— matrix(c(data|,5],data[,6],data[,7]),
nrow = dim(data)[1], byrow = TRUE,
dimnames = list (Respondent = as.character (1:102),
Melodia = c(’Mell0’, Mel28 ", Costas’)))

quade . test (Y)

#p—value=97,98% > 5%, HO nezamietame

#Chi—kvadrat test

#H0: su zavisle vs HIl: su nezavisle

#H — Hudobnik, N — Nehudobnik

#ocistenie od chybajucich dat zlucenie Profesional=Hram
data[Hudobnik="",8] <— NA

data [Hudobnik="Profesional > ,8] <— ’Hram’

datal <— na.omit(data)

Hudobnik <— datal][,8]

#tabulka pocetnosti oznaceni za najskarediu

library (MASS)

tab <— data.frame ((table(datal$Najmenej, datal$Hudobnik)
[,1:3]) [, —1])

tab

chisq.test (tab)
#p—value=06,72% > 5%, zavislost mezamictame

Program pravidelnost.r

stupnica <— c¢(’a2’,’be2’,’h2’ 7¢3’, ¢cis3’,’d3’, dis3’,’e3’, {37,
"fis37,’g37, gis3’,’a3’,’be3’,’h3’,’c4d’ | 'cisd’,’d4d’, disd’,ed’
f47 0 fisd 7 7gd’ [ Cgisd’,’ad’ ,’bed’ | 'ch’, cish )

#35 tonov

EliskaTony <— c(’ed’, disd’,’ed’ ,’disd’,’ed’,’h3’,’d4d’,’cd’, a3’
"c37,’e37,’a3’,’h37,7e37,7gis3’,’h3’7,’cd’,’e3’,’ed’  'disd’ Ted’
"dis4’,’e4’,’h3’,’d4’,’cd’,’a3’,’c3’,’e3’,’a3’,’h3’,’e3’, cd’,
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9 | ’h37,7a3")

10 |n <— length (EliskaTony)

11 |por <— c(1l:n)

12 | Eliska <— rep(0,n)

13 |for (i in 1:length(EliskaTony)) Eliska[i] <—
14 | which(stupnica=—EliskaTony [i])

15
16 | KRESLI( Eliska )
17
18 | ##H#porovnanie FElisky , Mel 28 a Mel 10, od 10 po 21 tonov###
19 |od <— 3

20 | po <— 21

21 |n <— po

22 | PocTonov <— c(od:po)

23

24 |#matica melodii

2% |k <— 2 #k je pocet melodii okrem FElisky

26 | mel28 <— read.table("d:/melodia21_28.txt", header=TRUE)
27 | mell0 <— read.table("d:/melodia21_10.txt", header=TRUE)
2s | melodie2l <— cbind(Eliska[l:n], mel28[,1], mell0[,1])
29
30 |#matica pravidelnosti

31 | pravidelnosti2l <— cbind (PocTonov, mat.or.vec(po—od+1,k+1))
32 [ for (i in od:po)

33 for (stlpec in 1:(k+1)) {

34 pravidelnosti2l [i—od+1,stlpec+1] <—

35 dim(as.matrix (TROJICE(i , melodie21 [1:i,stlpec],c(1:i))))[1]

36 + dim(as.matrix (ROVNOBEZ(i , melodie21 [1:i,stlpec],c(1:1))))[1]
37

38 |}

39

10 |#vykreslenie

a1 | farby <— c("darkblue", "darkgoldenrodl","forestgreen")

42 |legenda <— c(’'Pre Elisku’, 'Melodia 28, ’>Melodia, 10")

a3 | plot (0,0, xlab="Pocet tonov", ylab="Miera, pravidelnosti"

41 | ,xlim=c(od,po),ylim=c(0,28))

45 |for (i in 2:(k+2)) {

46 | lines (PocTonov, pravidelnosti2l[,i],col=farby[i—1],lwd=2)}

47 | title ("Porovnanie pravidelnosti")

as |legend (' topleft ', legenda , lty=1, lwd=2, col=farby, bty='n’,
19 | cex=1.25)

50

51 | A #porovnanie dalsich nahodnych melodii s FEliskou, od 10 po 35
52 | tonov A

53 |od <— 10

54 | po <— 35

55 |1 <— PO

56 | PocTonov <— c(od:po)

57

58 |#generovanie matice melodii, 1.stlpec FEliska, 'k’ dalsich nahodne
59 |k <=5

60 | nahodne35 <— mat.or.vec(n,k)

61 [for (i in 1:k) nahodne35[,i] <~ sample(l:n, n, replace=TRUE)

62 | melodie35 <— cbind (Eliska, nahodne35)

63 | write.table(data.frame(melodie35), "d:/melodie35.txt")

64
65 |#matica pravidelnosti

66 | pravidelnosti3bs <— cbind(PocTonov, mat.or.vec(po—od+1,k+1))
67 | for (i in od:po)

68 for (stlpec in 1:(k+1)) {

69 pravidelnosti3b [i—od+1,stlpec+1] <—
70 dim(as.matrix (TROJICE(i, melodie35[1:1,stlpec],c(1:1))))[1] +
71 dim(as.matrix (ROVNOBEZ(i , melodie35[1:1,stlpec],c(1:1))))[1]

72 }
73 |}

74
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#vykreslenie

farby <— c¢("darkblue","gold","forestgreen", "darkorange2",
"dodgerbluel" | "red2" )

legenda <— c(’Pre Elisku’, ’Nahodna,1’, ’Nahodna 2’, ’'Nahodna 3’,
"Nahodna 4’ , ’Nahodna, 5)

plot (0,0,xlab="Pocet tonov", ylab="Miera
pravidelnosti",xlim=c(od,po),ylim=c(0,78))

for (i in 2:(k+2)) {

lines (PocTonov, pravidelnosti35[,i],col=farby[i—1],lwd=2)}
title ("Porovnanie pravidelnosti pre dlhsie melodie")

legend (’topleft ', legenda , lty=1, lwd=2, col=farby, bty='n’,
cex=1.25)

HHAHporovnanie s Nocturnom#A

NocturnoTony <— c(’bed’,’c5’, cis5’,’ad’  'bed’ 'fisd’ {4’ ,7f4"
Tf40 0147 0 fisd 47 7disd ) cd’, cisd’,’be3’ ,'bed’ ,'cH’, ¢cish 7,
‘a4’ ,’bed’ ad’  gisd’,’ad’,’ch’,’bed’ T fisd ' f47 7 fisd’ ed’,
"4 'bed’7ad’ | Tgisd’ [ gd”)

n <— length (NocturnoTony)

por <— c¢(1l:n)

Nocturno <— rep(0,n)

for (i in 1:n) Nocturno[i] <— which(stupnica=—NocturnoTony[i])
KRESLI( Nocturno)

od <— 10
po <— 35
n <— po

PocTonov <— c(od:po)

#generovanie matice melodii, 1.stlpec Fliska, 'k’ dalsich nahodne
k <—5

nahodne35 <— mat.or.vec(n,k)

for (i in 1:k) nahodne35[,i] <— sample(l:n, n, replace=TRUE)
melodie35 <— cbind (Nocturno, nahodne35)

write.table (data.frame(melodie35), "d:/melodie35druhe.txt")

#matica pravidelnosti
pravidelnosti35 <— cbind(PocTonov, mat.or.vec(po—od+1,k+1))
for (i in od:po)
for (stlpec in 1:(k+1)) {
pravidelnosti35 [i—od+1,stlpec+1] <—
dim(as.matrix (TROJICE(i, melodie35[1:1,stlpec],c(
dim(as.matrix (ROVNOBEZ(i ,melodie35[1:i,stlpec],c
}

_|_

[ESrp—

1:i))))[1
(1:1))))[1]

}

#vykreslenie

farby <— c("darkblue","gold","forestgreen", "darkorange2","dodgerblue
||red2ll

legenda <— c¢(’Nocturno, Op. 9. .No.1’, ’'Nahodna 1’, ’Nahodna 2’
"Nahodna ;3’, ’'Nahodna 4’ , ’Nahodna 5”)

plot (0,0,xlab="Pocet tonov", ylab="Miera pravidelnosti",
xlim=c (od ,po),ylim=c (0,83))

for (i in 2:(k+2)) {

lines (PocTonov, pravidelnosti35[,i],col=farby[i—1],lwd=2)}
title ("Porovnanie pravidelnosti pre dlhsie melodie")

legend (’topleft ', legenda , lty=1, lwd=2, col=farby, bty='n’,
cex=1.0)

61

[ll

Spolo¢ny kod funkcie.r - tieto funkcie pouzivaju ostatné programy

| KRESLI <— function (vysky)
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por <— c(1l:length(vysky))
n <— max(max(vysky),length(vysky))

plot (5,
t};pe:“n" ,
ann = FALSE,
axes=FALSE,

xlim=c(1,n),
ylim = ¢(1,n))

abline (v=seq(1,n,1), h=seq(1l,n,1), col = "black")

points (por,
vysky ,
col="black",
pch=19)

#ak su tri body mna priamke, obsah trojuholnika ktory tvoria
#je 0
#determinant je obsah

TROJICE <— function (n, vysky ,por)
{

troj <— matrix( c(—-1,-1,-1),nrow=1,ncol=3)
for (i in 1:(n-2))
for (j in (i41):(n-1))

for (k in (j+1):n)
{

M <— t( matrix(data=c(i,j,k,
vysky [i],vysky[j], vyskyl[k],
1,1,1),nrow=3,ncol=3) )

if (round(det(M),3) = 0)

#maju rovnaku dlzku?

if (sqrt((por[k]—por[j])=2 + (vysky[k]-vysky[j])"2)
— sqrt ((por [j]—por[i])72 + (vysky[]j]-vysky[1])"2 ))
troj <— rbind( troj , sort(c(por[i]|,por[j], por[k]) ))

}
}
; : .
Tr <— unique(troj[—1,])
return(Tr)

ROVNOBEZ <— function (n, vysky , por)
#vytvorenie matic rozdielov (Xroz a Yroz)

Yroz <— matrix(rep(—1000,length.out=(n—1)*(n—1)), nrow=n-—1,
ncol=n-1)

for (i in 1:(n-1))
{

for (j in (i+1):n)

62
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Yroz[j—1,i] <— vysky[j]—vysky[i]
}
}
#dvojice riadkov v suradnice ktore maju:
# 1.cislo rovnake ako aktual[1]
# 2. cislo o 1 wvacsie ako aktual[1]
# 1.cislo o 1 mensie ako aktual[2]

# 2. cislo rovnake ako aktual[l,]
#neporovnavame lebo su to len 3 body

# pri x—ovej vzdialenosti staci porovnavat ich poradove cisla

# bod na [5,3] v Ynove je 6.—3. bod

#do rovnobezniky sa ukladaju stvorice bodov (skut. por. cisel)
#rovnobeznikov

rovnobezniky <— matrix( c¢(—1,—1,—1,—1),nrow=1,ncol=4)

for (i in (1-n):(n-1))

{
suradnice <— which(Yroz=i, arr.ind=TRUE)
#nie abs(Yroz! lebo chcem zachovat smer)
if (dim(suradnice)[1]>0)

for (j in l:dim(suradnice)[1])
t aktual <— suradnice[]j,]
#vyhodime tie s ktorym ma zhodnu mniektoru suradnicu
suri <— suradnice[suradnice[,1] != aktual[l] & suradnice][,?2]
!= (aktual[l]+1) & suradnice[,1] != (aktual[2]—1)
& suradnice[,2] != aktual[2],]

%f ((dim((as.matrix(suri)))[1]) !=0)

if ((dim((as.matrix(suri)))[2]) !=1)

#otestuje ci su Xove rovnake

for (k in 1:dim(t(as.matrix(suri)))[1])

{
if ((aktual[l]+1 — aktual[2] =
abs((as.matrix(suri))[k,1]+1 — (as.matrix(suri))
rovnobezniky <— rbind(rovnobezniky ,sort(c(suri [k
suri[k,2],aktual [1]4+1,aktual[2])))
#+1 tam nemusi byt lebo rozdiel to nezmeni

}

}

else

[k,2])))
141,

if (aktual[l]4+1 — aktual[2] = abs(suri[l]4+1 — suri[2]))
rovnobezniky <— rbind (rovnobezniky , sort(c(suri[l]+1
,suri [2],aktual [1]4+1,aktual [2])))

#+1 tam nemusi byt lebo rozdiel to nezmeni
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135 |#1. riadok su —1 tky ,vyhodime duplikaty
136 | return (unique(rovnobezniky[—1,]))

137 |}
138
139

140

141

142 |COSTAS GOLOMB <— function (n, vysky)
143 | {
144 golomb <— rep(0,n)

145 kons <— 2xn-2

146 for (i in 1:n) golomb[i] <— (i—1)xkons+vysky[i]

147 #urcite G. pravitko ak vysky z Costasovho pola
148 dlzky <— c(-1)

149

150 for (i in 1:(n-1)) {

151 #napocitame dlzky na pravitku

152 for (j in (i+1):n)

153 dlzky <— cbind (dlzky ,c(golomb[j]—golomb[i]))
154

155

156 dlzky <— dlzky[—1]
157 dobre <— c(kons)

158

159 for (d in 1:(2*n-3)) {

160 for (i in 1:n) golomb[i] <— (i—1)*(kons—d)+vysky[i]
161 dlzky <— c¢(-1)

162 for (i in 1:(n-1)) {

163 for (j in (i+1):n)

164 dlzky <— cbind(dlzky ,c(golomb[j]—golomb[i]))

165

166

167 dlzky <— dlzky[—1]

168 if (length(dlzky) = length (unique(dlzky))) dobre <—
169 cbind (dobre , kons—d)

170 }

171

172 kons <— min(dobre)

173 for (i in 1:n) golomb[i] <— (i—1)xkons+vysky[i]
174 return (golomb)

s |}
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A.3 Zdrojové kédy v jazyku MiniZinc

Program golomb.mnz

1 |include "alldifferent .mzn";

2

3 [int: m=20; % pocet bodov na pravitku

4 |int: nmax=290; % ak vyjde nepripustnost, treba zvysit nmax
5

6 |var int: n; % posledny bod na pravitku, ma byt <= nmax

7 | (aby boli premenne ohranicene)

s |array [1..m] of var 1..nmax: f; % body na pravitku

9

10 |constraint n = max([f[i] | i in 1..m]);

constraint n <= nmax;

= R
W N =

constraint f[1]
constraint f

— =
S
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16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

constraint ((f[2]—f[1]) < (f[m]—f[m
constraint forall(i in 2..m) (f[i-1
constraint alldifferent ([f[j]—f]i
% staci i<j namiesto not(i=j)

% ULOHA 1: najdeme optimalne n
solve minimize n;

% ULOHA 2: s optimalnym n dame v konfiguracii
"print all solutions’

%constraint n=25;

%solve satisfy;
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B.1 Vystupy programu hudba.r

Melddia Costas (poc¢et rovnobeznikov: 0, pocet ekvidistan¢énych trojic: 0):

Por. ¢islo Povodny Posunuty vektor Golombovo vektor d v dvoj-

tonu vektor v v v notach pravitko kovej ststave

1 5 cis3 5 100000
2 2 be2 37 101011
3 10 fis3 80 11101
4 4 c3 109 110011
5 20 ed 160 10111
6 8 e3 183 101100
7 17 cis4 227 100010
8 16 c4 261 11110
9 11 g3 201 100001
10 9 £3 324 110000
11 22 fis4 372 11111
12 18 d4 403 100110
13 21 f4 441 11011
14 13 a3 468 101001
15 19 dis4 509 10011
16 3 h2 528 101111
17 15 h3 575 11010
18 6 d3 601 100100
19 7 dis3 637 101000
20 12 gis3 677 100101
21 14 be3 714 10110
22 1 a2 736 0
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Melddia 10 (pocet rovnobeznikov: 9, pocet ekvidistanénych trojic: 1):

Por. ¢islo Povodny Posunuty vektor vektor d v dvoj-
tonu vektor v v v notach kovej sustave
1 6 d3 100011
2 11 g3 101000
3 5 cis3 10110
4 2 be2 100011
5 11 g3 11101
6 11 g3 10111
7 19 dis4 100001
8 10 fis3 11011
9 19 dis4 101000
10 9 £3 100000
11 5 cis3 11101
12 19 dis4 101100
13 1 a2 11111
14 13 a3 11101
15 18 d4 11100
16 6 d3 11101
17 4 c3 101010
18 14 be3 11101
19 13 a3 101100
20 1 a2 100110
21 5 cis3 11100

67



Priloha B

Melddia 28 (pocet rovnobeznikov: 22, pocet ekvidistancnych trojic: 6):

Por. ¢islo Povodny Posunuty vektor Vektor d v dvoj-

tonu vektor v v v notach kovej ststave
1 16 cd 11111
2 14 be3 101111
3 5 cis3 11011
4 3 h2 11101
5 1 a2 101000
6 1 a2 101100
7 1 a2 110000
8 8 e3 11001
9 15 h3 100111
10 5 cis3 11010
11 5 cis3 100110
12 6 d3 101111
13 1 a2 100011
14 2 be2 101110
15 15 h3 11110
16 11 g3 101000
17 4 c3 10111
18 8 e3 10110
19 6 d3 11100
20 14 be3 100000
21 15 h3 101101
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C.1 Formular k experimentu
Vypocuj si tri melddie.

1. Aky si hudobnik?
a) Nehram aktivne na ziadny hudobny néstroj

b) Hram na nejaky hudobny néstroj
¢) Som profesionalny hudobnik alebo pedagdg

2. Zorad melodie podla toho ako sa Ti pacia

Melédia 1 Meldédia 2 Melddia 3

Najviac sa mi paci 0 0 0
Menej sa mi paci 0 0 0
Najmenej sami paci 0 0 0

3. Na skale 0-10 vyjadri ako vyrazny je rozdiel medzi mel6diami
Kazdej melédii daj ¢islo od 0 po 10 - ¢im vyssie ¢islo, tym viac sa Ti melédia paci. Zaroven vyjadri o
kolko sa viac sa Ti paci oproti ostatnym. Ak sa Ti jedna paci ovela viac ako druhd, daj jej podstatne

vyssie hodnotenie. Ak sa Ti nejaké pacili priblizne rovnako, daj im takmer rovnaké hodnotenia.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Melédial o o o o o o0 0 O O O O
Mel6dia2 o o o o o o0 o 0 O O O

Melédia3 o o o o o o o0 O O O O
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