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Abstrakt

V tejto bakalarskej praci je predstaveny model nahodnych sieti Erdésa a Rényiho,
v ktorom pozorujeme fenomén “malého sveta”. Vlastnosti spominaného modelu st ma-
tematicky odvodené, a tiez ukdzané na konkrétnych simulovanych nahodnych sietach.
Praca obsahuje zédkladné pojmy z teoérie grafov ilustrované na prikladoch a najdolezi-
tejsie vlastnosti realnych grafov spolu s ilustra¢nymi obrazkami. TiezZ sa v nej nachadza
analyza redlnych socialnych sieti zobrazenych z nazbieranych dat a nasledné porovnanie
tychto realnych sieti s modelom nahodnych sieti Erdsa a Rényiho. Fenomén malého
sveta je vlastnost mnohych sieti, ktora sa vztahuje k dvom podobnym, ale odlisnym
vlastnostiam: malé vzdialenosti medzi vrcholmi a velk& miera zhlukovania. Kedze sa
ukaze, 7e model Erd6sa a Rényiho nepopisuje dobre zhlukovanie, nakoniec st uvedené

aj iné pristupy k vytvaraniu nahodnych grafov.

KIucové slova: fenomén malého sveta, model Erddsa a Rényiho, ndhodné siete, zhlu-

kovanie.



Abstract

In this bachelor thesis is introduced Erdgs-Rényi model, which has “small world” proper-
ties. Properties of mentioned model are mathematically derived and shown at concrete
simulation of random network. Thesis contains basics concepts of graph theory, illustra-
ted in the examples and the most important properties of real graphs all together with
illustrative images. It contains real social network analysis by using the collected data
and subsequent comparison of real networks with random network model of Erdés and
Rényi as well. Small world phenomenon is a feature of many networks, which relates
to two similar but distinct characteristics: small distance between the vertices and the
large degree of clustering. Since it turned out that the model of Erdgs and Rényi does
not describe clustering appropriately, eventually are mentioned also other approaches

to the creation of random graphs.

KIucové slova: small world phenomenon, Erdés-Rényih model, random network, clus-

tering.
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Uvod

Siete st viade okolo nas. Ci uz s to trate elektriciek, potravinovy retazec alebo
internet. Dokonca aj my sami sme ich sic¢astou. Siete vztahov medzi ludmi volame so-
cidlne siete. Tie ovlyviuji cely chod spolo¢nosti. Odovzdavame si informécie, zdiel ame
nazory, ovlyvitujeme navzajom svoje rozhodnuta atd.

Znamy je Milgramov experiment, ktory spoc¢ival v tom, Ze ndhodne vybrany c¢lovek
mal dorucit balicek druhému ndhodne vybranému ¢loveku tak, ze ho odovzdal svojmu
znamemu, ten zase svojmu a tak dalej. Z experimentu vyplynulo niekolko zaverov.
Jednym z nich bol, Ze z tych balickov, ktoré sa podarilo dorucit, bol priemerny pocet
takychto poslani zasielok Sest, ¢o je mozno mensSie ¢islo, nez by sme cakali. Tento feno-
mén volame maly svet. Ulohou tejto bakalarskej prace je matematicky popisat fenomén
malého sveta a analyzovat dalSie vztahy v socidlnych sietach, pomocou teorie grafov
a pravdepodobnosti. Hlavnym zdrojom, z ktorého sme pri tejto praci cerpali bol kurz
“Social and Economic Networks: Models and Analysis” Matthewa Jacksona, profesora
Stanforskej univerzity na stranke coursera.org. V préaci sme tiez pouzili software Gephi,
ktory vyuzivame na simulaciu a zobrazovanie ndhodnych sieti.

Hlavnym ciefom préce je oboznamit ¢itatela s problematikou, popisat siete pomo-
cou ndhodnych grafov a zhodnotit ich dobré vlastnosti a nedostatky. Vysvetlit, v ¢om
tieto nedostatky spocivaji, preco sa redlne siete odlisuji od ndhodne vygenerovanych
sieti a navrhnit alternativne modely, ktoré moézu byt pouzité na modelovanie redlnych
socialnych sieti. Zistené skuto¢nosti sa budeme snazit zobrazit na zozbieranych datach.

Préca sa ¢leni na péat kapitol. Prva kapitola uvidza teoretické zédklady a definicie z
teorie grafov, ktoré budu vyuZzité v dalsich ¢astiach prace. Napriklad definicie priemeru
siete, najkratsej cesty a tak dalej. Citatel sa tiez dozvie, ¢o st to ndhodné siete a v com
spociva ich ndhodnost.

Druhé kapitola sa venuje modelu ErdGsa a Rényiho. St tu uvedené najdolezitejsie



vlastnosti a prahové funkcie modelu ndhodnych sieti ErdGsa a Rényiho. Tieto vlastnosti
st ilustrované na prikladoch simulovanych sieti.

Tretia kapitola sa zaobera vlastnostami, ktoré su Specifické pre redlne socialne siete.
Ukazeme si, ako zavisi priemer siete od poc¢tu vrcholov, zavedieme dve rozli¢né miery
zhlukovania a vlastnost homofilie, ktora si ukdzeme na priklade Studentov americkych
strednych skol.

V nasledujicej ¢asti st analyzované a zobrazené realne socidlne siete.

Obsahom zaverecCnej, piatej ¢asti su dalsie modely a ich vlastnosti, ktorymi mézeme

modelovat maly svet.



Kapitola 1

Siete a ich charakteristiky

1.1 Socialne siete

Pod pojmom siet rozumieme mnozinu objektov, ktoré si medzi sebou nejakym
sposobom poprepajané. Mozeme hovorit o priatelstvach medzi Tudmi, pocitacovych
sietach, ¢i neutrénoch v mozgu. Vsetko toto su siete, av8ak si velmi odlisné. Na to, aby
sme ich mohli viac charakterizovat, potrebujeme vediet nielen ¢o to siete su, ale aj aké
rozne druhy sieti vieme vyrobit.

Vela ekonomickych, politickych a socidlnych vztahov je zaloZenych na Struktire
socialnych sieti. Tieto siete zahffiaja vztahy medzi pribuznymi a priatelmi, s ktorymi
pravidelne zdielame informacie, laskavosti, nazory. Su to tieZ vztahy medzi svetovymi
spolo¢nostami, ktoré sa navzajom ovlyviiuju pri rozhodovani, kde a s kym budu ob-
chodovat. Aj ked siete vykazuja ur¢ita roznorodost, maji rovnaki zékladna Struktiru
vztahov. Tie vieme matematicky analyzovat.

Zaciatky teodrie a sieti sa spajaji s rokom 1736, ked Leonhard Euler, jeden z naj-
vicsich matematikov vobec, riesil problém v pruskom meste Konigsberg, ako prejst
cez sedem mostov bez toho, aby presiel po niektorom dva krat. Dokéazal, Ze to nie je
moZné a tym polozil zéklady teorii grafov.[6] Teraz jej rozsah siaha do mnohych odlis-
nych vednych odborov ako sociologia, ekonomika, pocitacové vedy, fyzika, matematika
a iné.

Prikladom nam moze byt socidlna siet (vid. Obr. 1.1), kde vrcholy st rodiny vo
Florencii v 15. storo¢i a neorientované hrany predstavuju manzelstvd medzi nimi. V

minulosti bola Florencia riadena oligarchiou elitnych rodin.
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Tuto siet analyzovali Padgett a Ansell (1993), ktori vo svojej knihe vysvetluji kIic¢ovi
rolu rodiny Mediciovcov. T4 bola svojho ¢asu najmocnejsou rodinou ¢i uz politicky
alebo obchodne. Manzelské vztahy boli kI'i¢om k prenosu informacii, obchodnych po-
nuk ¢ dosiahnutie politického rozhodnutia. Z tohto hladiska st Mediciovei v ovela
lepsej pozicii nez ostatné rodiny. Padgett a Ansell zdoraziuji, ze postavenie Mediciov-
cov v sieti nie je vecou nahody, ale starostlivého planovania. Tu si mozeme uvedomit,

aké dolezité je modelovanie sieti.

Obr. 1.1: Manzelstva medzi rodinami vo Florencii, 15. storo¢ie(Zdroj: Padgett a Ansell

(1993))
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1.2 Zakladné pojmy

Definicia 1.1. Definuyjme N = {1,...,n} ako mnozinu uzlov a maticu susednosti
g € {0,1}™", kde g;; = 1, ak medzi ij je vizba. Ttto vazbu budeme volat hrana.
Siet (graf) (N, g) je potom charakterizovand mnozinou uzlov N a maticou g.
Zavedme tiez oznacenie ij € g, ktoré bude znamenat ¢g;; = 1 a ij ¢ ¢, ktoré bude
znamenat g;; = 0.

Siet je orientovand, ak existuje dvojica ij pre ktoré plati g;; # gji.

Siet je neorientovand, ak pre vSetky ij plati, Ze g;; = gji-

11



Napr. pre orientovany graf na Obr. 5.3 bude matica susednosti

= o O
- o O =
(@]
o o o O

a pre neorientovany graf na Obr. 5.4 bude matica susednosti

0011

0001
g:

1 001

1 110

Definicia 1.2. Ak ¢ je matica susednosti a ¢ je uzol, ozna¢me okolie uzla i € g,
Ni(g) = {jlij € g}
Definicia 1.3. Stupei d; = #NN;(g) reprezentuje pocet vézieb, ktoré uzol ma.

Definicia 1.4. Prechadzkou z i; — i nazveme postupnost uzlov (iy,is,...,i) a po-
stupnost vézieb (i1is, 423, . . ., ix_11x) takych, ze ix_1ix € g, pre vSetky k.

Ak su vietky 4, odlisné, tato prechadzku nazveme cestou. Jej dlzka je k — 1.
Definicia 1.5. Siet (NN, g) je stuvisla, ak existuje cesta medzi kazdymi dvomi vrcholmi.

Definicia 1.6. Komponent je maximalny suvisly podgraf. To je, (N’, ¢’) je komponent

(N, g) ak:
e (N,g') C(N,g),
o (N',¢') je suvisly,
eicN'ANijeg=>jeN Nije(.

Definicia 1.7. Priemer siete (V, g) je maximalna najkratsia cesta. Vypoéitame ho ako
d(g) = maz;;d(i, j), kde d(i, j)je najkratsia dlzka cesty. Ak je siet nestivislé, tak priemer
je nekonecno. Kedze vela socidlnych sieti je nesuvislych, ¢asto sa priemer uvadza pre

najvicsi komponent.
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Ukazme si tieto pojmy na priklade (Obr.1.1), vplyvu rodin vo Florencii. Tato siet je
neorientovand, kedze manzelstvo je obojstranny vztah. Ma dva komponenty. Jednym
z nich je izolovany uzol (Pucciovei) a druhym komponentom st vSetky ostatné rody.

KedZze rod Pucciovcov je izolovanym uzlom, okolie bodu je prazdna mnozina, a teda
aj stupen uzla je rovny nule. Dominantni poziciu mala v tom c¢ase rodina Mediciovcov.
Preco, to dobre vidime z grafu. Ma najvicsie okolie, to znamena najviac susedstiev, aj
najvacsi stupen (3est).

Dalsim pojmom ktory sme uz definovali, je prechddzka. Napriklad, prechadzkou z
uzla Albizzi do Ridolfi méze byt postupnost: (Albizzi, Medici, Tornabuon, Guadagni,
Tornabuon, Ridolfi). Tato prechadzka nie je cestou, pretoze sa tam dva krat vyskytuje
rodina Tornabuoncov. Cestou, a zaroveii aj najkratsou cestou (dlzky dva) z Albizzi do
Ridolfi, je postupnost (Albizzi, Medici, Ridolfi).

Kedze je siet nesuvisla, priemer siete je nekonec¢no. Ako sme uz spomenuli, ¢asto sa
zvykne uvadzat priemer najvicgieho komponentu. V tom pripade, je priemer siete pét.
Napriklad z vrcholu Peruzzi do vrcholu Pazzi neexistuje kratsia cesta ako pat. Tiez z

vrcholu Pazzi do vrcholu Lambertes.

1.3 Nahodné siete

Téato kapitola sa zaobera nadhodnymi siefami (grafmi). V ¢om spociva ich nahod-
nost? Pojmom n&hodny graf oznacujeme graf, ktorého hrany, vrcholy alebo oboje st
generované ndhodnym procesom. Predstavme si taktto situdciu: Chceme modelovat
siet kamaratstiev ziakov 1.A triedy (predpokladajme, Ze tried prvého roénika je viac).
Vrcholy siete st ziaci 1.A triedy. Hranou spojime tych dvoch ziakov, ktori sa skamara-
tili. Treba si uvedomit, ze to, ako budu Ziaci rozmiestneni do tried, je ndhodné udalost.
Taktiez, po vytvoreni tried je ndhodné aj vznikanie hran (tzn. ndhodné je aj to, kto s
kym sa skamarati).

V reélnych sietach sa casto stretavame s takzvanym rastom siete. Do siete vrcholy
pribudaji a pripdjaju sa novymi hranami k uz existujicim vrcholom. Napriklad: vy-
tvorenie novej stranky na internete, ¢i nadviazanie kontaktu medzi ludmi v socialnych
sietach.

Skoro vSetky modely, ktorymi sa v bakalarskej praci zaoberame, su vSak takzvané

13



statické modely. Nahodny graf vznika sposobom, pri ktorom sa na zaciatku pevne urci
pocet vrcholov, a potom sa medzi tymito vrcholmi ndhodne vytvaraju hrany. Nakolko
Erd&sov-Rényiho graf je dobrym modelom malych svetov, ale nevystihuje dobre zhlu-
kovanie, existuju aj iné pristupy k vytvaraniu ndhodnych grafov, ktoré by mohli sluzit
na modelovanie realnych sieti. Praca sa ukon¢i uvedenim niektorych z nich,... Aj ked
su tieto siete statické, vo vela pripadoch nas zaujima, ako sa siet zmeni, ak n — oo.
Mnozina takto vygenerovanych grafov spolu s pravdepodobnostnou funkciou vytvara
diskrétny pravdepodobnostny priestor (£2,.5, P), kde Q je mnoZina vSetkych sieti na
tychto n vrcholoch. o-algebra obsahuje vSetky podmnoziny 2. Model spodiva v tom,
Ze sa uréi pravdepodobnostna miera P, teda pre kazu siet sa da povedat, s akou prav-

depodobnostou vznika.
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Kapitola 2

Nahodné siete Erddsa a Rényiho

Paul Erdés (1913-1996) bol legendarny madarsky matematik, ktory do svojej smrti
napisal viac nez 1500 matematickych ¢lankov. Niektoré z nich publikoval spoloc¢ne
s dalsim madarskym matematikom, Alfrédom Rényim (1921-1970). Medzi nimi boli
aj ¢lanky zaoberajice sa otdzkou nasho vzajomne previazaného sveta, otdzkou, ako
vlastne vznikaju siete!. Ich vysledky poloZili zaklady teérie nahodnych sieti.

Zjednodusenie vSetkych redlnych sieti na grafy nas privedie k réznym problémom.
Napriek tomu, ze Tudska spolo¢nost, internet, bunka ¢i mozog mézu byt dobre reprezen-
tované pomocou grafu, rozhodne sa navzajom liSia tym, Ze vznikaju s velmi odliSnymi
pravidlami. Tieto problémy vyriesili Erdds a Rényi tak, zZe zanedbali rozdiely vzniku
siete a zacali uzly spajat nahodne. Pravidlo znelo takto: Vyber dva uzly, hod kockou,

ak padne Sestka spoj ich hranou, ak padne ¢okol'vek iné, nespajaj ich. [5]

Definicia 2.1. Majme graf, ktory ma n uzlov, pricom vizby medzi Tubovolnymi dvoma
uzlami si tvorené ndhodne, nezavisle od seba s rovnakou pravdepodobnostou p. Takyto

graf nazveme graf Erddsa a Rényiho.

Na Obr. 2.1 mézeme vidiet ndhodne vygenerovany graf s n = 50 uzlami. Pravde-

podobnost Ze medzi niektorymi dvoma uzlami vznikne hrana je p = 0.03.

1On random graphs (1959), On the evolution of random graphs (1960), On the strength of con-
nectedness of a random graph (1961), Asymmetric graphs (1963), On random matrices (1964), On a
problem of graph theory (1966), On the existence of a factor of degree one of a connected random

graph (1966), On random matrices IT (1968) [18]
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Obr. 2.1: Priklad ndhodne vygenerovanej siete s n = 50 uzlami a p = 0,03 (Zdroj:

vlastné spracovanie).

2.1 Rozdelenie stupna uzlov

Dolezita vlastnost socidlnych sieti je rozdelenie stupna uzlov. Napriklad, stupne
uzlov v priklade rodin (Obr.1.1) stt: 0(Puzzi), 1(Pazzi), 1(Acciaiuol), 1(Ginori), 1(Lam-
bertes), 2(Salviati), 2(Barbadori), 3(Albizzi), 3 (Bischeri), 3(Peruzzi), 3(Tornabuon),
3(Caltellan), 3(Ridolfi), 4(Strozzi), 4(Guadagni), 6(Medici). Z ¢oho mozeme vidiet, ze
Mediciovei maju viac nez dva krat vacsi stupen nez priemerny stupeni, a dva krat vacsi
stupen nez median celej siete.

Rozdelenie stupha uzlov siete (N, g), oznacované ako P(d), je pravdepodobnost, Ze
vrchol bude mat stupen d.

Erdgs—Rényiho siete s velkym poc¢tom vrcholov zvykneme nazyvat aj Poissonove
nahodné siete. Suvisi to s aproximéaciou stupiia vrcholov, ktori odvodime v nasledu-
jacejvete. Majme dany Erdés—Rényiho graf a rozdelenie stupna uzlov P(d). Potom

stupne vrcholov maji binomické rozdelenie,

P - (", -

Veta 2.1.1. Ak m — oo a p — 0 takym sposobom, Ze mp = A, kde \ je kladnd
konstanta a m = (n — 1), konverguje d-ty clen binomického rozdelenia ku d-temu clenu

Poissonovho rozdelenia. [16]
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Dokaz. Dokaz vety na zaklade [17].
(n—1)! d —d-1
Pld) = — T g pyn

(d) d!(n_d_l)!p( p)

Zavedme substiticiu, aby sme mali Standardny tvar binomického rozdelenia:

m=(n—1). '
P(d) = mpd(l —p)"

Z predpokladu mp == p = %
m! A A\
Pd=————(1-—— .

(4) d!(m — d)! m? ( m)

Predpoklad mp = A pre m — oo modZme zrejme nahradit virazom p = lim,, o0 =

Pravdepodobnost p — 0. Z toho hned plynie, Ze plati:

A _d
1= lim (1 — —) . (2.1)
m—r0o0 m
Vypocitame teraz limitu ako:
! — — — k)
lim m! _ lm m(m—1)...(m—k+1)(m—k)!
m—oo (m — k)lmF  m—oo (m — k)lm* (2.2)
. mm—1 m—-—k+1 '
= lim — e =1
m

m—oo M, M
2 — 4 dostavame

Vyuzitim vzorca lim, o (1 + x)% = e a zavedenim substiticie —= =
)\ m
e = lim (1 - —) : (2.3)
m—»00 m

Vyuzitim predoslych vypoctov(rovnice 2.1, 2.1, 2.1) a predpokladu ze m — oo a

p — 0 takym sposobom, ze mp = A\ dostavame Poissonove rozdelenie,

e~ (mp)*

P(d) — i
P(d) - e—(n—l)p(((; — 1)p)d'
O

Z grafu(Obr. 2.2) vidime, Ze pre velké n a malé p je Poissonove rozdelenie dobrou
aproximéciou binomického rozdelenia. Takéto siete, ktoré si ndhodne vygenerované s
rovnakou pravdepodobnostou sa stali akymsi Standardom, s ktorymi sa oplati siete,
ktoré nie st vytvorené ndhodnym procesom, porovnavat.
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Obr. 2.2: Aproximdcia binomického rozdelenia Poissonovym. Déta(10000) vygenero-
vané z binomického rozdelenia s pravdepodobnostou p = 0,001 tvoria histogram, cer-

vena krivka predstavuje Poissonove rozdelenie. (Zdroj: vlastné spracovanie)

1000-

0- _._..II II..“-‘-;.. R
;

stupen

pocetnost

2.2 Vlastnosti a prahové funkcie pre siete Erddésa a
Rényiho

Uvazujme Erdds—Rényiho model pre velké m na mnoZine n vrcholov, kde index
pravdepodobnosti vzniku hrany je funkciou n, oznacovany p(n). Je prirodzené, Ze nie-
ktoré vlastnosti siete zavisia od poc¢tu uzlov. Pravdepodobnost, Ze siet dani vlastnost
mé, sa s rasticim n moéze prudko menit medzi 0 a 1. Napriklad sa mozeme pytat, ¢i
v sieti vznikni nejaké izolované uzly. Pre niektoré ndhodne generované siete je takmer
isté ze vznikne aspon jeden izolovany uzol (v pripade Ze siet je velka), o inych nahodne
generovanych sietach moze platit, ze takmer iste nevznikni ziadne izolované body.

Takéto vlasnosti st zvycajne Specifikované ako mnozina sieti, pre kazdé n, pre
ktoré je dana vlastnost splnend. Oznacme, G(N) je mnozina v8etkych neorientova-
nych sieti na mnozine N vrcholov. Vlastnost je mnozina takych A(N), pre kazdé N, ze

A(N) C G(N). Napriklad vlastnost, ze siet nemé ziadne izolované uzly zapiSeme ako

A(N) = {g|Ni(g) =0 pre Vi € N}.
Definicia 2.2. Vlastnost siete je monoténna, ak g € A(N)Ag C ¢ = ¢ € A(N).
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Definicia 2.3. Funkcia t(n) je prahova funkcia pre monoténnu vlastnost A(n), ak A(n)
je funkcia t(n) taka, ze

0 pre 3oy
limn—mopr [A(n)lp(n)] =
(n)

%
1 prep—)—>oo.

Ak existuje prahova funkcia, hovori sa, ze v t(n) nastane fazovy prechod.

2.2.1 Existencia aspon jednej hrany

Veta, ktora je obsahom tejto podkapitoly, hovori o prahovej funkcii existencie aspon
jednej hrany. Dokazeme ju dvoma spésobmi. Najprv priamo a potom inym sposobom,
v ktorom vyuZijeme Markovu a CebySevovu nerovnost (2.2.2 a 2.2.3). Druhy sposob
uvadzame preto, ze dokaz ma podobnt myslienku, ako zlozitejsi dokaz, ktory uvadzame

neskor.

Veta 2.2.1. [12] Nech X je ndhodnd velicina s koneénou strednou hodnotou p = E(X7).

Potom pre lubovolné e > 0 plati

P(x| > o < WX

€T
Dékaz. [12] Nech F(x) je distribu¢né funkcia ndhodnej premennej X, potom E(|X|") =
7 |z|rdF > f| |z|"dF > f\wlze €"dF = €' Ap(|z| > €) = €' Pr(|z| > ).

z|>e

Kde Ap(|z| > €) je miera mnoziny {|z| > €}. O
Nasledujice vety (2.2.2 a 2.2.3) s dosledkami vety 2.2.1.

Veta 2.2.2 (Markovova nerovnost). [12] Nech X je ndhodnd velicina s konecnou stred-

nou hodnotou E(X). Potom pre lubovolné € > 0 plati

Dokaz. Markovova nerovnost je len Specialny pripad vety 2.2.1 pre r = 1. O

Veta 2.2.3 (Cebysevova nerovnost). [12] Nech X je ndhodnd velicina s konecnou stred-

nou hodnotou E(X) a kladnou disperziou D(X). Potom pre lubovolné € > 0 plati

D(X))

P(X —B(X)| 2 ) < =

€
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Dokaz. éebyéevova nerovnost je $pecidlny pripad vety 2.2.1 pre r = 2.

P{w e Q: |X(w) — B(@)] = o) < 2K _f(XM.

]

Veta 2.2.4. [8] Nech A(n) je vlastnost definovand ako tvrdenie, Ze v ndhodnej sieti
Gnp vznikne aspon jedna hrana, potom t(n) = # je prahovd funkcia pre monotdnnu

vlastnost A(n).

[\

0 pre 2P 0,

limy, oo Pr [A(n)|p(n)] = n?
1 pre 2% 5 .

L
TL2

Doékaz 1. Majme nahodnu premennu X, ktora reprezentuje pocet hran. Teda, X ma

n

2),p). Najprv dokézme tvrdenie, Ze

binomické rozdelenie s parametrami X ~ bin((
pre p(n)n?® — oo sa pravdepodobnost, ze vznikne aspoii jedna hrana bude blizit k
jednotke. Pocitajme opac¢ni pravdepodovnost. Dokazme, ze pravdepodobnost, Ze ne-

vznikne ani jedna hrana pojde k nule.

n n(n—1)
et

— n(n— —n(n— n2
PX =0)=(1 —p(n))(Q) = n(1-p) _ M5 n(1-p) < oM (-p) TR ey

2 n? — 0,
kde sme vyuzili, ze vieme In(1 + z) < z pre z > —1. Z toho vyplyva, ze In(1 — p) < —p.
Kedze sme pocitali opa¢ni pravdepodobnost, pravdepodonost, Ze vznikne aspon jedna
hrana ide v tomto pripade do jednotky, ¢o bolo treba dokazat.

Teraz ukazeme, 7ze pre p(n)n® — 0 sa pravdepodobnost, Ze vznikne aspoii jedna

hrana bude blizit k nule:

P(X=0)=(1- p(n))(g> = eln(lop) T G n(1=P) kde pre exponent plati, Ze:

— — — — — 2 —
In(1—p) n(n —1)pln(1 — p) _ n(n —1)pn*In(1 — p) L 1, lebo
pn2—0 2 P 2n? p

1

In(1 — s 1

plati, ze lim u = lim =2 = 1. Pravdepodobnost p — 0 pretoze p = pn®*— — 0.
p—0 p p—0 1 ’rL2

Pocitali sme opac¢ni pravdepodobnost, a teda pravdepodobnost, Ze vznikne aspon

jedna hrana ide v tomto pripade do nuly, ¢o bolo treba dokézat.

Dékaz 2. Dokéazme prvy pripad, ¢ize pre 22 — 0. Nech X je ndhodna premennd repre-

n2

n

zentujlca pocet hran v grafe. X ma binomické rozdelenie s parametrami X ~ bm((g), p)

a teda jej stredna hodnota je E(X) = (3)p a disperzia D(X) = (5)p(1 — p) =
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= (1 —p)E(X). Pravdepodobnost, ze vznikne najmenej jedna hrana moézeme ohranicit

strednou hodnotou (z Markovovej nerovnosti 2.2.2)

n(n—1) 2

Px 2 1) <800 < (ot < "ot < ot

Ak lim, o 22 — 0 tak n?p(n) — 0 Z toho vyplyva, ze E(X) — 0 pre n — oco. V

n2

druhom pripade (pﬁ) — oo) vyuzijeme Cebygevovu nerovnost ( 2.2.3):

P(X>1)=1-P(X<0)=1-P(-X>0)=1-PEX)-X>EX)) >
D(X) (1 - p)E(z)
> 1 - P(B(X) - X| > B(X)) > 1 - > U-PE@
[E(x)]? [B(z)]?
>1— (1_]29) 21_2<1—_€).
o p(rin
Ak lim, e 22— 00 tak % — 0. Z toho vyplyva, ze P(X > 1) — 1 pre n — oo.

n2

]
To znamend, ze ak t(n) = 1/n je prahova funkcia pre vznik aspon jednej hrany, tak
ak pravdepodobnost p(n) << 1/n v limite bude pravdepodobné, Ze siet nebude mat

ziadne hrany. Naopak, ak p(n) >> 1/n, pravdepodobnost, 7e siet ma najmenej jednu

hranu sa limitne bude blizit k jednotke. m

2.2.2 Dalsie prahové funkcie

Veta 2.2.5. [8]. Nech A(n) je vlastnost definovand ako tvrdenie, Ze v ndhodnej sieti
Gp vznikne komponent vicési ako dva vrcholy, potom t(n) = n: je prahovd funkcia pre

monoténnu vlastnost A(n).

Veta 2.2.6. [8]. Nech A(n) je vlastnost definovand ako tvrdenie, Ze v ndhodnej sieti

Grp 2aéni venikat cykly, potom t(n) = L je prahovd funkcia pre monoténnu vlastnost

A(n).

Veta 2.2.7. Nech A(n) je vlastnost definovand ako tvrdenie, Ze v ndhodnd siet G, je
In(n)

stivisld, potom t(n) = == je prahovd funkcia pre monoténnu vlastnost A(n).

Vygenerujme ndhodni siet s 50 vrcholmi a pravdepodobnostou, ze medzi kazdymi

dvoma vrcholmi vznikne hrana p = 0,01. Pre n = 50 sa za¢ni objavovat spojenia

21



medzi vrcholmi s pravdepodobnostou p = n% = 0,0004. Obr. 2.3 ilustruje tvrdenie,
7e s malym p vznika vela izolovanych bodov a komponenty st najviac z dvoch uzlov.

Hranica, kedy vznik4 komponent obsahujici viac ako dva uzly je p = n: = 0,003. Ak

Obr. 2.3: Poissonova nahodna siet n = 50, p = 0,01. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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zviacsime pravdepodobnost na hodnotu p = 0,03 ( Obr. 2.4), vznika viac spojeni medzi
uzlami, pocet izolovanych bodov je mensi a vznikaju cykly (je postupnost hran, ktoré
vedu z jedného vrcholu a vratia sa opét do toho istého vrcholu). Hranica, kedy za¢inaja

cykly vznikat je p = % = 0.02. Na Obr. 2.5 je vygenerovand siet s p = 0,05. VSimnime

Obr. 2.4: Poissonova nahodna siet n = 50, p = 0,03. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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si, ze pocet komponentov sa zmensuje, vznika jeden velky komponent. Graf generovany

s pravdepodobnostou p = 0,1 (Obr. 2.6) nema Zziadne izolované body. Hranica, kedy

zafina byt graf suvisly(vznik jedného komponentu) je p = hlf@”) = 0,08.

2.2.3 Suvislost nadhodnych sieti

Veta 2.2.8. [15] Nech p(n) = CIHT(”) Akc >3 an > 100, tak P, ,(G je sivisly) > 1—+.

Predstavme si §tat, ktory ma 2000 strategicky vyznamnych miest, pricom kazdé dve

z nich st spojené samostatnou Zelezni¢nou tratou.
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Obr. 2.5: Poissonova nahodna siet n = 50, p = 0,05. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Stat ma “potencidlneho protivnika”. V pripade konfliktu protivnik zni¢i urcita ze-
lezni¢nu trat spajajicu dve miesta s pravdepodobnostou ¢, nezéavisle od ostatnych.
Pytame sa, aké velké moze byt ¢, ak si §tat chce zachovat “infrastruktaru”, s dostatoc-
nou velkou pravdepodobnostou? Infragtruktiura je prave sivislost. Z jedného miesta sa
vieme dostat do druhého.

Podla vety 2.2.8 ak p = % = 0.01 a teda g = 0.99, tak pravdepodobnost, ze

_1

graf je stvisly, je viac ako 1 — 5555

> 0.999. Teda protivnikovi “dovolime” znicit kazda
trat s pravdepodobnostou 0.99, ale suvislost sa zachova s pravdepodobnostou viac ako
0,999. Co je prekvapujice.

0 ak je G suvisly,
Dékaz. |15] Definujme ndhodni premenni X,, = X,,(G) =

k ak ma k komponentov, pre k > 1.

Dokazme, ze pravdepodobnost P, ,(X,, = 0) — 1 pre n — oo, ¢o je ekvivalentné tomu,

ze P, (X, > 1) — 0. Podla Markovovej nerovnosti (2.2.2) P, (X, > 1) < E(X,),
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Obr. 2.7: Infrastruktira (sucislost) Zelezni¢nej siete statu (Zdroj: [15])

takze staci dokazat, ze E(X,,) — 0.
Potom X,, = X, 1 +--- + X, 1, kde X,, ; je pocet komponentov tvorenych prave
z k vrcholov, ktoré mé graf s n vrcholmi. Pocet k-prvkovych mnozin vrcholov je (Z),

oc¢islujme ich Ky, ..., K(n>

k

. 1 ak K; je komponent,
Dalej, Xn,k = Xn,k,l +--+ X k,( )7 kde Xn,k,i =

nk,(7
' 0 inak.
Strednt hodnotu X,, vieme napisat ako

kde E(X,, ki) = P, ,(K; je komponent gragu G)

< P, ,( neexistuju hrany spajajtce vrcholy z K; s vrcholmi z V' \ K;)

Nerovnost vyplyva z toho, 7ze K; st k-prvkové mnoziny. To, 7e si komponentom je

silnejgia podmienka, teda pravepodobnost je mensia.

n—1 (Z) n—1
Vratme sa k strednej hodnete, a dosadme: E(X,,) < gFh = (n) ¢Frh,
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Tato suma je symetrickd v tom zmysle, Ze ¢leny pre indexy ¢,n — ¢ st rovnaké. Casto
budeme vyuzivat, ze In(1 + x) < z pre x > —1.

clnn
7Z toho vyplyva, ze In(1 —p) < —p a zéarovei, pre ¢ > 3 plati, ze p = :

= (2.4)

Vyuzitim rovnice (2.4) dostavame pre k = 1:

ng" t=n(l-p)" = nem=Din(1=p) < po—p(n-1) < el

Pre dost velké n (n > 10) je =1 > 0.9, vtedy ng" ' < e”7"" = —1= Zoberme teraz

n

podiel dvoch po sebe iducich ¢lenov sumy:

( n )q(k+1)(n—k—1)

k+1 n—k iinra

b k1l

Kvoli uvedenej symetrii ¢lenov ndm staci zaoberat sa clenmi pre k£ < 7. RozliSme dve
moznosti:

1. Ak k <2, tak

—9lnn —9lnn

q—k:-i-n—k—l < (n . 1)(]37”—1 < (71 _ 1)6 TP <ne 14 +p < ne;gin"-ﬁ-l_

n—k
k+1

5 P (. n—k —k+n—k—1 o~ n—1
Prva nerovnost je jednoducha: 375¢ < 514

—k+n—k-1

—k+n—k—1 S (n_l)q—k-l-n—k—l S
(n —1)¢'t 1, pretoze vyraz q je najvicsi pre k = 2.

Druht nerovnost dostavame vyuZitim rovnice(2.4):

1_31nn

(n=1)g% " < (n—-1) (1 — 222) €71 = (n1)e(F ) (52) < (nop)elF 1))

Pre dost velké n mame:

| —=

o
.
N

Podiel dvoch po sebe idicich ¢lenov je % < 1, a teda, k-ty sc¢itanec je mensi ako

prvy. VyrieSme eSte, ¢o znamend “pre dost velké n”. Pretoze aby platila nerovnost

—9lnn Inn_ g

ne—a 1< nSlZ;"—l’ musi byt vyraz, ktorym prenasobujeme vicsi ako jedna. To
e

vSak je iba pre n > 55.
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2. Ak k> 2, tak

(a) (}) < 2", pretoze mnozinu vietkych kombindcii k-tej triedy z n prvkov

definujeme ako podmnozinu potencénej mnoziny.

2

(b) """ kedze ¢ < 1, § < k <5, (n—k) > § je ¢""N < ¢5F = ¢is =
7L2

2
n< _ —pn _ 3(Inn)n , . . .
eteM(1=P) < ¢7fe- < e~ " 16, kde posledné dve nerovnosti sme dostali opit

vyuzitim 2.4.

Z (a) a (b) mame: (})g*" k) < 2"~ 16 . Pre dost velké n plati 2"n~ 16 < ==, o
je naSe ohranic¢enie pre prvy c¢len. A tak je prvy séitanec v sume najvacsi. Teda:

1 n 1 n—00
E(Xn) < n27 < n27 - nl7 0.
1

3
—

T

Nerovnost 2"n~ 16 < # plati pre n > 86, ¢o vidno na (Obr. 5.5), kde sme zobrazili
funkciu f(n) = == — 2"n~16 pre n € (0,250). Co viak potrebujeme dokazat je, ze

f(n) > 0 pre vSetky n > 86. Nerovnost upravime ekvivalentnymi tpravami:
3n
2n S nﬁn—2.7
3n
nln2 < 1—61nn —2.7Inn

3 Inn
< — — 27— —

Ozna¢me pravi stranu rovnice g(n) = & Inn — 2.7"2% — In 2. Plati,
31 Ip—Inn
n) = —= —2.7(=2
g(n) 16 < n? >
31 1—Inn
'(n)=———-27
g(n) 16 n < n? >

1 /73
/ e — — p—
g(n)= - (1671 2.7+ 2.71nn)

Oznatme vyraz ($n — 2.7+ 2.7lnn) = h(n)

3 7
h'(n) = 6 + —> 0, ¢ize h(n) je rastica

h(2) = —0,4535; h(3) = 0,8288 > 0,teda h(n) > 0 pre n > 3 Pre n > 3 je teda aj
g'(n) > 0, ¢ize g(n) je rastica. Kedze g(85) = —0.00123696 < 0; g(86) = 0,0021972 >

0, tak g(n) > 0 pre n > 86. Co znamena, 7e pre n > 86 plati nerovnost. ]
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Veta 2.2.9. [15] Nech p(n) = 22 potom:

n Y

—0 prec<1,
limy, o Pr|graf je stvisly] =

—1 prec>1.

Dokaz. [15] Dokazeme tvrdenie pre ¢ < 1. Dokaz tvrdenia pre ¢ > 1 je podobny ako v
predchadzajicej vete, ale treba robit presnejSie odhady. Dokaz sa da najst napriklad
v [15]. Nech nadhodné premenna £ reprezentuje pocet izolovanych vrcholov. Dokézme,
7e siet nie je suvisla (pre ¢ < 1). Pravdepodobnost, 7e siet je stvisla potom bude
P(E=0)=1-P(=>1)).

Vyuzitim vety (2.2.2) P(§ > 1) = E(&). Z toho plynie, ze nam stadi pocitat stredni
hodnotu:

1 Ak je vrchol izolovany,
E(&) = E(&+ - +&,) = nE(&), kde &(G) je indikator &(G) =

0 inak.
Vrchol i je izolovany, ak s nim nie je Ziadny iny bod spojeny hranou. (To znamena,
neexistuje n — 1 hran). Pravdepodobnost, Ze vznikne medzi nimi hrana je p. Stredni
hodnotu E(&;) potom vypocitame ako E(&;) = (1 —p)" ! a teda, E(§) =n(1—p)"! =

ne"=Vm01-P) Vieme, 7e In(1+ ) < x pre > —1. Z toho vyplyva, Zze In(1 —p) < —p.

E(f) — npem=Dh(d-p) <, —(n=1)p < nef(nfl)c“‘T" _ ne[lnn]_e% _ nlfchil.

(n+1)—1 n—1

Pre ¢ <1 je1—c>0.Pre vSetky n > 0, plati: “=-5— > “—=, preto pre n > ng, pre

nejaké ng (ng = 2) plati:
n—1 - 1
n 2
n—1 1

—C

(1-¢)

n1=9% 5 p'5°,

n
n—

Kedze lim, ,oon' — o0, aj B(¢) — oo. Z (22.3)plati, ze P(¢ > 1) > 1 — 2.
Poditajme disperziu: D(§) = E(£2) — E*(€) kde,

E() =E@+---+ &2+ Y &6) =E(E + -+ &) + > E(GE).

i#] i#]
Plati: P(&€ = 1) = (1 — p)* 3 = E(&E) = (1 — p)* 3, pretoze & ma hodnotu
1 iba ak st oba vrcholy izolované. V opac¢nom pripade je to 0. Aby boli oba vrcholy

izolované, musime vyladit existenciu 2(n — 1) — 1 = 2n — 3 hran. (Pre kazdy z nich
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n — 1, avSak hranu, ktord spaja ich dva navzajom sme zapocitali dva krat, preto ju

musime od¢itat).

E@) =nl—p)"" +) (1-p)"?=n(l=p)" " +n(n—-1)1-p?>"
i

D(§) _ E(€) - E*(§) _ E&

E2() E2(€) E2(¢

o

1 — n—1 —1(1 = 2n—3 1 -1
(n(1 —p)n=1)2 n(l—p)»=*  n
1 1 p n—00 0

TEQ a(l-p)  1-p

Veta 2.2.10. [15] Nech p(n) = <21,

1. Ak ¢ > 1, tak nahodny graf je skoro iste suvisly pre n — oo.

2. Ak ¢ < 1, tak ndhodny graf je skoro iste nesuvisly pre n — oc.
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Kapitola 3

Vlastnosti realnych socialnych sieti

3.1 Maly svet

Pojem “maly svet” sa vztahuje na znamu situéciu, ked pri stretnuti s nezndmym
¢lovekom zistime, Ze mame spolo¢nych znamych. Stanley Milgram, renomovany profe-
sor sociologie, opisal fenomén malého sveta znadmym experimentom, pri ktorom sa mala
zasielka dorucdit “nahodne zvolenému” obyvatelovi Bostonu, $tartujic od “nédhodne zvo-
leného” obyvatela zo vzdialeného mesta, pricom kazdy ju mohol poslat iba niekomu,
koho osobne pozna. Skiimal sa pocet takychto odovzdavani zésielky, kym sa dostala do
ciela. Z 296 zasielok sa do ciela dostalo 29 % a takto namerané “vzdialenost” medzi
dvoma nahodne vybranymi obyvatelmi bola v priemere 5.7 medzi¢lankov (“six degrees
of separation”). |9|

Takyto druh vysledku dosiahlo mnoho d'alsich podobnych §tudii, ktoré tento fe-
nomén analyzovali na ovela vicsich datach. Napr. socidlna sief Facebook skumala
tato skuto¢nost na aktivnych uzivateloch v méaji 2011. V tom ¢ase mal Facebook pri-
blizne 721 milién uzivatelov. Priemerna vzdialenost medzi ndhodne vybranymi dvoma
uzivatelmi tejto socidlnej siete bola 4.74, ¢o znamené, v priemere 3.74 medzic¢lankov

(“degrees of separation”). 2]

3.1.1 Priemer ndhodnych sieti

Maly svet poukazuje na pomerne maly priemer vo velkych sietach. Preto sa tato
podkapitola zaobera vztahom medzi poc¢tom vrcholov v grafe a priemerom grafu. Pri

tvorbe sme sa opierali o zdroje [3],[11].
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Veta 3.1.1. Nech je dang graf G s n vrcholmi, priemerom D a najvdcsim stuprom
vrcholov A(A > 2). Potom priemer grafu splia:

(A-1)P -1

<1+A
n<1+ N

FEkvivalentne
log (n[1 — X] + %)
log(A —1)

Pre lepsie pochopenie, si predstavme takyto jednoduchy graf (Obr. 3.1):

Obr. 3.1: Siet s 10 vrcholmi, priemerom 3 a najva¢$im stupiiom 6.

Ozna¢me d;(u) ako pocet vrcholov zdialenych o i od u. Uvedomme si, ze dy(u) < A
pretoze vrchol u méze mat najviac A susedov. Vrchol v je vzdialeny od u na vzdialenost
i = 1. Vidime, Ze mo6ze mat najviac A —1 susedov vzdialenych od u na vzdialenost i+1,
kedZe maximéalny stupeii vrchola je A a jednym zo susednych vrcholov je préve u
(v tomto pripade st to vrcholy a,b,¢,d,e).

Pre pocet vrcholov vzdialenych od u na vzdialenost i = 2 musi platit do < (A—1)d;.
Zoberme teraz vrchol, ktory je od u vzdialeny na vzdialenost dva(v naSom pripade
napriklad vrchol b). Existuje teda cesta dlzky dva medzi vrcholmi v a b, v nagom pripade
u,v,b. Vrchol b moze mat maximalne A susedov, jednym z nich je v8ak ten, ktory je na
tejto najkratsej ceste, a teda jeho vzdialenost od u je mensia ako vzdialenost b od wu.
Pocet susedov b, ktoré si od u vzdialené na vzdialenost ¢+ 1, je teda maximalne A — 1.

Pre pocet vrcholov vzdialenych od u na vzdialenost @ = 3 musi platit d3 < (A—1)ds.
Zoberme teraz vrchol, ktory je od u vzdialeny na vzdialenost tri (v nasom pripade
napriklad vrchol h). Existuje teda cesta dlzky tri medzi vrcholmi u a h (cesta u,v,c,h).
Vrchol h méZze mat maximélne A susedov, jednym z nich je vSak ten, ktory je na tejto
najkratsej ceste, a teda jeho vzdialenost od u je dva (nie tri). Pocet susedov h, ktoré st

od u vzdialené na vzdialenost i+1, je teda maximalne A —1. Preto plati ds < (A—1)do.
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Doékaz. Oznacme d;(u) = |I;(u)|, kde I'; := {v : dg(u,v) = i} je mnozina vrcholov,
ktoré su vzdialené na vzdialenost ¢ od vrcholu u , pre vSetky 0 < i < D. Predpokla-
dajme, ze A > 2. Lahko vidietf, Ze ak maximalny stupeni vrchola je najviac A, pre
nejaky vrchol u, di(u) < A a pre vetky i > 2 je d;(u) < A(A — 1)1, Ak priemer nie

je vacsi ako D, tak
n=1+d(u)+dy(u)+-+dplu) =1+A{1+(A—=1)+---+(A—-1)P"}.

Stuctom geometrickej postupnosti dostavame
(A-1P -1
A—-2

7 toho upravami dostaneme vztah pre priemer:

n<l+A

nA-2)<(A-2)+AA-1)P - A
n(l—%)—(l—%)ﬂgm—l)l?

2 2
log {n (1_Z) +Z} < Dlog[A —1]
D

log (n [L - X] + %)
log(A —1)

]

Pre ilustraciu vety 3.1.1 sme na Obr.3.2 (obrazok zlava) zobrazili vzfah medzi
priemerom a poc¢tom vrcholov siete, pri pevnom najvac¢som stupni vrcholov. Ten sme
pevne urcili A = 30. KedZe priemer siete moZze byt iba celé ¢islo, ¢ervena ¢iara na
grafe je horna cela ¢ast priemeru siete pri danom pocte vrcholov. Obrazok teda hovori
o tom, ako rychlo rastie priemer siete s rastiicim po¢tom vrcholov pre n € (1,1000).

Na Obr.3.2 (obrézok sprava) sme znazornili vztah medzi priemerom siete a naj-
vacsim stupnom vrcholov, pri pevnom pocte vrcholov siete n = 1000. Obrazok teda
hovori, ako rychlo rastie priemer siete s rasticim najvic¢sim stupnom vrcholov v sieti,

ktord ma tisic vrcholov.

3.2 Zhlukovanie

Je veImi prirodzené predpokladat, Ze ak poznam Eriku a Nikolu, pravdepodobnost
toho, Ze sa aj ony dve poznaji navzajom je ovela vicSia, nez pravdepodovnost v na-

hodnych grafoch Erdésa a Rényiho. To nie je az také prekvapivé. Ludia maju uz od
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Obr. 3.2: Vyvoj priemeru siete s rasticim po¢tom vrcholov(obrazok zlava) a s rastiicim

najvac¢sim stupnom vrcholov(obrazok sprava). (Zdroj:vlastné spracovanie)
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pradavna tendenciu tvorit spolocenstva a zhluky. AvSak, zistilo sa, Ze zhlukovanie nie
je len vlastnost socialnych sieti, ale napriklad aj sieti www-stranok a dalSich. Ukazuje
sa, 7e je velmi dolezité vediet toto zhlukovanie hlbsie analyzovat. Preto, aby sme mohli
zhlukovanie matematicky popisat, zaviedol sa pojem klasteriza¢ny koeficient, alebo
koeficient zhlukovania. Ten vlastne popisuje, aka husté je siet. Tiez sme si v tejto pod-
kapitole definovali dve rozdielne miery zhlukovania: Priemerny klasteriza¢ny a celkovy

klasteriza¢ny koeficient.

Definicia 3.1. [8] Zavedme oznacenie Cl;(g), ¢o je klasterizaény koeficient (koeficient

zhlukovania) uzla i,

~ #{kj € glk,j € Ni(g)}
Chl9) = =Tk g € Nilg)}

Potom priemerny klasteriza¢ny koeficient je

C«lavg<g) — E?:l Cll(Q)

n

Celkovy klasterizacny koeficient vypocitame ako

Yt #{kjeglk,j e Ni(9)}
CU9) = =5 Tk, € Ni(g)}

Na Obr. 1.1 st napriklad takéto klasteriza¢né koeficienty: Clyppror(g) = %, pretoze

okolie Mediciovcov st rody Ridolfi, Tornabuon, Albizzi, Acciaiuol, Salviati, Barbadori

a z nich st navzéjom spojené rodiny Ridolfiovcov a Tornabuoncov. Clgrsreri(g) = %,
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lebo okolie rodu Bisteri st uzly Peruzzi, Strozzi a Guadagni, z nich st prepojené véz-
bou rodiny Peruzzi a Strozzi. Klasteriza¢ny koeficient uzla Guadagni je nula. Guadagni
maju sice stupeii 4, ale tieto uzly nie st prepojené vizbou, ¢ize Clgyapacni(g) = % =0.
Na Obr. 3.3 sme ilustrovali rozdielnost mier klasterizacie. Poukazuje na to, ako velmi
sa priemerny a klasterizac¢ny koeficient moze ¢asto lisit. Na Obr. 3.3 mozeme vidiet siet,
ktorej priemerny klasterizaény koeficient je C4V%(g) = 0, 946, celkovy klasterizaény ko-
eficient je Cl(g) = 0,4. S rasttcim po¢tom takychto zhlukov by sa priemerny koeficient
blizil k jednotke, avsak celkovy koeficient k nule. Metoda priemerného klasteriza¢ného

koeficientu déava totiz vac¢siu vahu vrcholom s malym stuphom uzlov.

Obr. 3.3: Rozdielne miery klasterizacie(Zdroj: [8])
13

Ako sme uz spomenuli, ak pozndm Eriku a Nikolu, pravdepodobnost toho, ze aj ony
dve sa poznaju navzajom je ovela vi¢§ia, nez pravdepodovnost v ndhodnych grafoch
Erdésa a Rényiho. Tam plati, Ze pravdepodobnost, Ze sa aj ony dve poznaju, je p
(kedZe v tomto modeli vznikaju vizby nezéavisle od seba). Tato pravdepodobnost je
pre vSetky vrcholy rovnaka, preto celkovy klasteriza¢ny koeficient je tiez Cl(g) = p.

Teda, pre realnu siet s n vrcholmi, vieme vypocitat jej priemerny stupen uzlov d. Ak
predpokladame, Ze nas graf vznikol takym istym spésobom ako ndhodné grafy, mozeme
tiez predpokladat, Ze celkovy klasterizac¢ny koeficient bude Cl(g) = % = p. Dokazalo
sa, 7e rozdiely medzi tymito redlnymi klasterizacnymi koeficientami a koeficientami
nahodnych sieti s v mnohych pripadoch velmi velké (vid. tabulka 3.1). Z toho plynie,
ze zhlukovanie nie je len vlastnost socidlnych, ale aj inych komplexnych sieti (neutrény

v mozgu, www-stranky...). [13], [8].
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Tabulka 3.1: Porovnanie klasteriza¢nych koeficientov pre redlne a ndhodné siete

Siet n d | Clrear | ClranD Referencia
Spolupréca matematikov | 253339 | 3,9 0,15 0,00001 Newman(2001)
Spolupraca biolégov 1520251 | 15,5 0,081 0,000010 Newman(2001)
Neutrony 282 | 14,0 | 028 0,040 | Watts, Strogatz (1998)
WWW 153127 | 35,2 0,11 0,00023 Adamic(1999)

(Zdroj [13], vlastné spracovanie)

3.3 Homofilia

V sietach, kde vrcholy su I'udia, ¢asto poprepajanie uzlov zavisi od velkého poctu
inych charakteristyk tychto uzlov. Je to preto, Ze Iudia maju svoju identitu, ktora
zahfia veci ako: vek, pohlavie, etnicky povod, povolanie, Groven vzdelania a iné. Inak
povedané, Tudia maju tendenciu spajat sa podla rovnakych nazorov, zalub a tak dalej.

Majme mnozinu vrcholov N, rozdeleni do skupin podla nejakych vlastnosti na
Ni,...,N;, ..., N,. VSetky vrcholy v jednej skupine maji rovnaké vlastnosti a uzly
z roznych skupin maja rozdielne vlastnosti. Nech n a nq,...,n; je prislusna pocetnost.
Nech p(g) je pocet vézieb v sieti g v porovnani s tym, kolko by ich mohlo byt. Teda:

plg) = ZjeN dj(9)7
n(n —1)
kde d;(g) je stupen uzla j. Teraz urobme rovnaky vypocet, ale pozrime sa, aky je pocet
spojeni medzi vrcholmi rovnakého typu v sieti g, v porovnani s tym, aky by mohol byt.
Tato veli¢inu oznaéme pgs(g). Je to teda:

Zi:l,...,m Zi,keNi Gik

—Lyeee

ps(9) =

Homofiliu potom vyratame

Na ilustraciu si zoberme priklad® o priatelstve medzi studentmi strednych gkol v
stibore dat “Adolescent Health”, ktoré sa zalozené na rozhovore s viac ako devitdesiat-

tisic Studentmi, ktori boli vybrati ako reprezentativna zlozka americkych stredych skol

!Tento priklad pochadza z ¢lanku Golub and Jackson (2008)
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vratane miest i vidieka, z roznych geografickych regionov a inych roznych etnickych a

socialno-ekonomickych skupin Studentov.

Tabulka 3.2: Priklad homofilie §tudentov v amerike

Rasa | Pohlavie | Ro¢nik
Priemerna homofilia skol 14 1,2 4
Miniméalna homofilia gkél 0,9 1 1,5
Maximalna homofilia §kol 2,7 1,5 5,6
Standardna odchylka homofilia §kol | 0,43 0,8 0,9

(Zdroj [8], vlastné spracovanie)

7 tabulky 3.2 napriklad vidime, Ze so $tyri krat véacSou pravdepodobnostou sa
zvyknu Studenti kamaratit so Studentmi z ich roc¢nika, nez s ostatnymi Studentmi,
alebo s 1,4 krat vacsou pravdepodobnostou vzniknu priateltva v ramci jednej rasy,
nez medzi rasami a tak dalej. V tejto ¢asti sme Cerpali z [8]. Viac o tejto vlastnosti

socialnych sieti sa mozte dozvediet prave tam.

35



Kapitola 4

Analyza realnych socialnych sieti

4.1 Siet poistnych matematikov

Majme siet tvorent n = 16 vrcholmi (Studenti z krazku poistna matematika). Hrana
predstavuje priatel'stvo na socialnej sieti Facebook. Na tejto velmi rozsirenej socialnej
sieti je mo7né spriatelit sa s inym uzivatelom tak, 7e ho o priatel'stvo poziadate. Ak tato
Ziadost potvrdi, stavate sa obaja navzajom priatelmi. Teda, siet poistnych matematikov

na Facebooku je neorientovanou sietou.

Obr. 4.1: Sociala siet studentov krazku poistnad matematika (Zdroj: vlastné spracovanie)

V triede poistnych matematikov nie je ani jeden clovek, ktory by na spominanej
socialnej sieti nemal v priateloch svojho spoluziaka (je stuvisla). Tvori ju iba jeden
komponent.

V Tabulke 5.1 mézeme vidiet rozdelenie stupiia vrcholov tejto siete. Najvacsi stupen
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vrcholov je D = 13. Na zéklade vety 3.1.1 odhadujeme priemer siete D > 2. 7 grafu
vieme, 7e realne je tato vzdialenost D = 3 (vzdialenost vrcholov “Peter” a “Réachel” ). V
tabulke 5.1 mozeme tiez vidiet klasterizac¢né koeficienty vsetkych studentov. Priemerny
klasterizacny koeficient pre celi sief je CI4V¢ = 0,756 a celkovy klasterizacny koeficient
je Cl = 0,713. Ak predpokladdme, ze nas graf vznikol takym istym spodsobom, ako
nadhodné grafy, celkovy klasteriza¢ny koeficient pre ndhodni siet odhadneme takto:
Clganp = % = 0,544. Vidime, Ze celkovy klasterizacny koeficient redlnej siete je vAcCSi
a teda, tato siet je pomerne dobre poprepajana. To tiez vidno aj z toho, Ze priemerna

dlzka cesty je iba 1, 392.

4.2 Siet hudobnikov

Graf, ktory spominame v tejto podkapitole, je graf socidlnej siete jazzovych hu-
dobnikov. Data spracovali Pablo Gleiser a Leon Danon v roku 2003. Udaje ziskali z
digitalnej databazy “Red Hot Jazz Archiv”. Pozreli sa na 198 jazzovych kapiel, ktoré
existovali v rokoch 1912-1940. Skupiny spojime hranou, ak existuje aspon jeden hrac,
ktory hral v obidvoch skupinach [1]. Data uvddzame v zdrojoch pouzitej literatary [7].

Siet je neorientovand, sivisla. Pablo Gleiser a Leon Danon si na tejto sieti v§imli, ze
zhlukovanie ovplyviiuje aj napr. rasové prislusenstvo, ¢i geografické rozpolozenie hudob-
nych skupin. Mozeme to vidiet uz z Obr. 4.2. Siet je rozdelena na dva velké zhluky. Toto
rozdelenie do dvoch velkych komunit méze byt interpretované ako prejav rasovej seg-
regécie. Tuto vlastnost, Ze I'udia maju tendenciu spéajat sa podla toho, ¢i maja nejaka
spolo¢ni vlastnost nazyvame “homofilia”. V tejto sieti st znaky malého sveta, pretoze
priemerna vzdialenost medzi dvoma nédhodne vybranymi vrcholmi je mala (priemerna
di7ka cesty je 2,23) a klasterizaény koeficient je velky (Clayg = 0,63). Celkovy klas-
teriza¢ny koeficient, ktory sme vypocitali z dat je Cl = 0, 52. Teoreticky klasteriza¢ny
koeficient, ¢ize taky, ktory ma ndhodné siet, ktorej pravdepodobnost vzniku hrany me-
dzi dvoma vrcholmi odhadneme ako podiel priemerného stupiia vrcholov a celkového

poctu vrcholov je Clgranp = 0, 1398.
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Obr. 4.2: Siet jazzovych hudobnikov (Zdroj: vlastné spracovanie)
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4.3 Siet vedcov

V tejto podkapitole sme zobrazili a analyzovali siet spoluprace vedcov, ktori pracuju
v oblasti teorie sieti a experimentov. Data zhromazdil M. Newman v maji roku 2006.
Uvadzame ich v zdrojoch pouzitej literatury [14].

Zobrazené su len mené vedcov, ktori maju najvic¢si stupen, ¢ize sa najviac spo-
lupodielali na ¢lankoch zaoberajicimi sa analyzou sieti. Siet ma 1589 vrcholov. Nie
je savisla (tvori ju az 396 komponentov). Kedze nie je stvisla, priemer siete by mal
byt nula. Av8ak, ako sme uz spominali, ¢asto sa zvykne uvadzat priemer pre najvicsi
komponent siete. Ten je 17.

Klasteriza¢ny koeficient pre ndhodnu siet je Clgranyp = 0,00217. Realna siet ma cel-

kovy klasteriza¢ny koeficient Cl = 0,693 a teda, miera zhlukovania je velka. Priemerny
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Obr. 4.3: Siet vedcov (Zdroj: vlastné spracovanie)

klasteriza¢ny koeficient je CI4V¢

= 0,878. Vidime, zZe celkovy klasterizac¢ny koeficient

redlnej siete je rddovo vacsi nez klasteriza¢ny koeficient ndhodnej siete. Dovod sme

vysvetlTovali v predoslej kapitole. Ndhodné grafy nereprezentujiu dobre zhlukovanie.
Priemerny stupen uzlov je 3,451. Zaujimavé je, ze pri takomto malom priemernom

stupni vrcholov, je priemerna dlzka cesty 5,823. Siet méa znaky malého sveta, pretoze

priemerna dizka cesty je mala a klasterizacia velka.
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Kapitola 5

Dalsie modely pre socialne siete

5.1 Model malého sveta

Z uvedenych dovodov je zrejmé, Ze model Erdésa a Rényiho nevystihuje dobre
zhlukovanie. RieSenie tohto problému prislo v roku 1998, kedy Duncan Watts a Steven
Strogatz publikovali novy model sieti. Vrcholy st usporiadané do kruznice tak, ze kazdy
uzol je spojeny so susedom, ktory je od neho vzdialeny k vrcholov (napriklad moze byt
spojeny so svojimi najblizsimi dvoma susedmi a susedmi, ktoré su “ob jeden”). Tento
model lepsie opisoval zhlukovanie, avsak stratil rysy malého sveta. Ak by sme napriklad
chceli prejst z jednej strany kruznice na druhi, museli by sme ist cez vela bodov a teda

priemer siete by bol privelky. (8]

Obr. 5.1: Wattsonov a Strogatzov model (Zdroj: [8])
25 23

1
—

Preto tento model Watts a Strogatz vylepsili. Nahodne vybrali dva uzly a zrusili

vizbu medzi nimi (napriklad vrchol i a j). Potom tento uzol ndhodne spojili s inym
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uzlom, ktory nie je jeho susednym uzlom (¢ize vrchol ¢ by sme spojili s nejakym vr-
cholom £k).[8] Tieto ndhodné vizby fungovali ako mosty a tym sa priemer siete rapidne
zmensil. Samozrejme, 7e dalsim takymto odpéjanim a pripajanim vézieb by zhlukova-
nie nakoniec zmizlo. Zistilo sa vSak, Ze sta¢i pomerne méalo takychto vizieb na to, aby
sa priemer siete dostatocne zmensil.

Model Wattsona a Strogatza je zaujimavy z hladiska zhlukovania. Po vhodnom
vzniknuti ndhodnych hran zachoviva aj maly priemer siete, avsak mé aj nedostatky.
Tymi je najméa priliz pravidelnd distribtciu stupna uzlov, ktora nie je Specificka pre

sociélne siete. [§]

5.2 Mocninovy model

V tejto Casti sa opierame hlavne o [5] a [4], kde moze Citatel najst viac informécii o
tomto modeli. Skimanim realnych sieti sa ukazalo, Ze niektoré uzly siete maju az nie-
kolkonasobne vi¢si stupeit vrcholov nez iné.[5] Taketo vrcholy ozna¢ujme centra. Vznik
centier je nasledkom iného uvazovania vzniku sieti. Na rozdiel od predchédzajiacich mo-
delov, v tomto modeli st vrcholy pridavané do siete postupne. Dalgim pravidlom pre
pripajanie uzlov do siete je preferenc¢né pripajanie. Co znamena, ze uzly sa do siete
nepripajaju rovnomerne nahodne, ale podla nejakého kritéria. Novy uzol sa s va¢sou
pravdepodobnostou pripoji k uzlu s va¢$im stupnom. Tak nam vznikne jedno velké
centrum, niekolko mensich, eSte mensich a tak dalej. Siete s takymto charakterom
volame bezgkalové siete. Bezskalova topologia je prirodzenym dosledkom toho, Ze siet
svojou podstatou stale expanduje. |5] Tieto typy sieti popisujeme pomocou mocnino-
vého rozdelenia

P(d) = cd™,
kde P(d) je pravdepodobnost, ze vrchol ma stupen d, ¢ je normaliza¢na konstanta a -y

je parameter. To mozeme prepisat ako:

log(P(d)) = log(c) — 7 log(d).

Siete riadiace sa mocninovym zdkonom maji niektoré spolo¢né vlastnosti. Napri-
klad, ze maju “fazké chvosty” vzhladom na Poissonovo rozdelenie. To znamend, ze
frekvencia vel'mi vysokych a nizkych stupiiov je vi¢sia, nez v pripade, kde vizby vzni-

kali nezavisle s rovnakou pravdepodobnostou. [8], [5]
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Kvoéli centram maji pomerne maly polomer a st odolné voci ndhodnym vypadkom.
éiie, ak ndhodne odoberieme niektory uzol, siet sa nerozpadne na komponenty. Avsak,
keby sme odstranovali uzly cielene, stacilo by odstranit maly pocet uzlov na to, aby sa
siet aplne rozpadla. V tomto pripade by sme sa zamerali prave na centra. [5]

Na Obr.5.2 mozme vidiet porovnanie Poissonovho a mocninového rozdelenia. Jed-

notlivé grafy predstavuji:

(a) Porovnanie Poissonovej funkcie a Moninovej funkcie s parametrom v = 2, 1, obi-

dve funkcie maju priemerny stupen jedenast.
(b) To isté ¢o v a), ale je zbrazeny log-log graf.
(c) Nahodne generovana siet s n=50 vrcholmi a priemernym stupfiom tri.

(d) Bezskalova siet s parametrom v = 2,1, a priemernym stupiiom uzla tri.

Obr. 5.2: Poissonovo rozdelenie vs. Mocninové rozdelenie, (Zdroj: [4])
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Zaver

Témou prace bol fenomén malého sveta v socidlnych sietach. Ten sme modelovali
pomocou modelu Erdgsa a Rényiho, ktori polozili zéklady tedrie ndhodnych grafov.
Napriek tomu, Ze Tudska spolo¢nost, internet, bunka ¢i mozog mozu byt dobre repre-
zentované pomocou grafu, rozhodne sa navzajom liSia tym, Ze vznikaju s velmi od-
liSnymi pravidlami. Tieto problémy vyriesili Erd6s a Rényi tak, Ze zanedbali rozdiely
vzniku siete a zacali uzly spajat ndhodne.

V prvej kapitole sme sa oboznédmili so zdkladnymi pojmami, ktoré sme v praci
vyuzivali, socidlnymi siefami a ndhodnymi grafmi. Ukazalo sa, Ze takéto grafy sa stali
akymsi Standardom, s ktorymi sa oplati redlne siete porovnavat za tcelom zistit, ¢i boli
hrany v sieti vytvorené ndhodne, alebo vznikaja s nejakym pravidlom.

Modelom Erdésa a Rényiho a jeho vlastnostami sme sa zaoberali v druhej kapitole.
Tieto vlastnosti sme ilustrovali na prikladoch simulovanych sieti.

Tretia kapitola sa zaoberala vlastnostami realnych socidlnych sieti. Ukazali sme ako
priemer siete zavisi od po¢tu vrcholov siete, definovali sme si dve rozliéné miery zhlu-
kovania a vlastnost homofilie, ktori sme si ukdzali na priklade Studentov americkych
strednych Skol. Je prirodzené predpokladat, ze ak mam dvoch kamaréatov, pravdepo-
dobnost toho, ze sa aj oni dvaja poznaji je vac¢sia, nez v ndhodnych grafoch Erdésa a
Rényiho, kde takito skuto¢nost nebera do tvahy. Hrany tam vznikaji ndhodne s rov-
nakou pravdepodobnostou a nezavisle od seba. Inak povedané, graf Erddsa a Rényiho
nepopisuje dobre zhlukovanie.

V nasledujicej, Stvrtej casti st analyzované a zobrazené redlne socidlne siete. Zo-
brazili sme siet spoluprice vedcov, siet jazzovych hudobnikov a siet poistnych mate-
matikov.

Obsahom zaverecCnej, piatej ¢asti su dalsie modely a ich vlastnosti, ktorymi moézeme

modelovat maly svet. Uviedli sme model malého sveta Watta a Strogatza, ktory velmi
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dobre popisuje maly svet, avSak distribtcia stupina vrcholov je oproti redlnym sietam
priliz pravidelna. Tiez sme uviedli mocninovy model, v ktorom siet vznika aplne inym

sposobom nez v predoslych modeloch. Uvazuje bezskalovost rasticich sieti.
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Prilohy

Priloha A

@

Obr. 5.3: Priklad orientova-

nej siete

@
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Obr. 5.4: Priklad neoriento-

vanej siete




Priloha B
Zobrazenie funkcie, ktori vyuzivame v dokaze vety 2.2.9.

3

Obr. 5.5: Zobrazenie funkcie f(n) = = — 2"n"16 pre n € (0,250)
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Priloha C

Tabulka 5.1: Tabulka charakteristik vrcholov ($tudentov poistnej matematiky)

Meno Stupen Klasterizaény koeficient
Kristina 13 0.653
Adam 12 0.681
Monika 10 0.844
Katarina 10 0.755
Nikola 13 0.679
Erika 13 0.679
Lukas 10 0.688
Michal 10 0.822
Veronika 10 0.644
Barbara 12 0.621
Martin 6 0.933
Rachel 4 0.666
Peter 4 0.833
Andrej 4 1.0
Lucia 7 0.857
Miria 10 0.733
Priemerny klasteriza¢ny koeficient 0,756

Celkovy klasteriza¢ny koeficient 0,544

47



Literatura

1]

2]

3]
4]

[5]

6]

|7l

18]

19]

[10]

AMAIRANI, G., ABBEY, B., 2014. Network of Shared Jazz Musicians. [cit.
2016-04-20]. Dostupné na adrese:
http://humnet.scripts.mit.edu/wordpress2/wp-content /uploads/2011,/09,/1041
JazzBandslL.pdf

BACKSTROM, L., BOLDI, P., ROSA, M., UQANDER, J., VIGMA, S. 2011. Four
degrees of separation. arxiv:1111.4570v1,2011

BALLOBAS, B. 1985. Random Graphs. London: Academic Press.

BARABASI, A. L. 2014. Network science. [cit. 2016-05-12]. Dostupné na adrese:
http://barabasi.com/networksciencebook/

BARABASI, A. L. 2005. V pavuéiné siti. Vyd. 1. V Praze: Paseka. ISBN 80-718-
5751-3.

DUNCAN, J. W. 2003. Six degrees: The Science of a Connected Age. W. W.
Norton and Company. ISBN 0-393-04142-5.

GLEISER, P., DANON, L., 2003. Adv. Complex Syst.6, 565. Dostupné na adrese:
https://github.com/gephi/gephi/wiki/Datasets

JACKSON, M. O. 2010. Social and Economic Networks. Princeton University
Press. ISBN 978-0691148205.

LEVENE, M. 1957. An introduction to search engines and web navigation , second
edition. ISBN 978-0-470-52684-2.

MARKECHOVA, D., STEHLIKOVA, B., TIRPAKOVA, A, 2011. Statistické me-
tody a ich aplikacie, Nitra. Dostupné na adrese:

http://www.km.fpv.ukf.sk /upload publikacie/20120125 143707 1.pdf

48


http://humnet.scripts.mit.edu/wordpress2/wp-content/uploads/2011/09/1041_JazzBandsII.pdf
http://humnet.scripts.mit.edu/wordpress2/wp-content/uploads/2011/09/1041_JazzBandsII.pdf
http://barabasi.com/networksciencebook/
https://github.com/gephi/gephi/wiki/Datasets
http://www.km.fpv.ukf.sk/upload_publikacie/20120125_143707__1.pdf

[11] MILLER, M., SIRAN J. "Moore graphs and beyond: a survey of the de-
gree/diameter problem."The Electronic Journal of Combinatorics [electronic only|
DS14 (2005): 61 p., electronic only-61 p., electronic only. http://eudml.org/doc/
125462

[12] NATHER, A. Prednagka z teérie pravdepodobnosti.

[13] NEWMAN, M. E. J. Random Graphs as Models of Networks. Santa Fe Institute.
1399 Hyde Park Road. Santa Fe. NM 87501, U.S.A.

[14] NEWMAN, M. E. J. 1985. Phys. Rev. E 74, 036104x. [cit. 2016-04-20]. Dostupné

na adrese:

https://github.com/gephi/gephi/wiki/Datasets

[15] Paitroponckuit, A. M. 2011. Mogenu cayqaiinsix rpados. U3narenascrso MITH-
MO. Mocksa . Dostupné na adrese:

http://www.mccme.ru/free-books /dubna/raigor-4.pdf
[16] RENYT, A. 1972. Teorie pravdépodobnosti. Academia, Praha.

[17] RICE, J. A. 1995. Mathematical Statistics and Data Analysis, second edition.
Belmont, CA: Duxbury Press.

[18] Clanky Erdésa a Rényiho. [cit. 2016-04-20]. Dostupné na adrese:
https://renyi.hu/"p erdos/Erdos.html

49


 http://eudml.org/doc/125462
 http://eudml.org/doc/125462
https://github.com/gephi/gephi/wiki/Datasets
http://www.mccme.ru/free-books/dubna/raigor-4.pdf
https://renyi.hu/~p_erdos/Erdos.html

	Siete a ich charakteristiky
	Sociálne siete
	Základné pojmy
	Náhodné siete

	Náhodné siete Erdősa a Rényiho
	Rozdelenie stupňa uzlov
	Vlastnosti a prahové funkcie pre siete Erdősa a Rényiho
	Existencia aspoň jednej hrany
	Ďalšie prahové funkcie
	Súvislosť náhodných sietí


	Vlastnosti reálnych sociálnych sietí
	Malý svet
	Priemer náhodných sietí

	Zhlukovanie
	Homofília

	Analýza reálnych sociálnych sietí
	Sieť poistných matematikov
	Sieť hudobníkov
	Sieť vedcov

	Ďalšie modely pre sociálne siete
	Model malého sveta
	Mocninový model

	Prílohy

