UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

AKO VZNIKAJU KONTAKTY MEDZI LUDMI -
MODELOVANIE VZNIKU SOCIALNYCH SIETI

BAKALARSKA PRACA

2016 Ema LOFFLEROVA



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

AKO VZNIKAJU KONTAKTY MEDZI LUDMI -
MODELOVANIE VZNIKU SOCIALNYCH SIETI

Studijny program:
Studijny odbor:

Skoliace pracovisko:

Veduci prace:

Bratislava 2016

BAKALARSKA PRACA

Ekonomicka a finan¢nd matematika
1114 Aplikovana matematika
Katedra aplikovanej matematiky a statistiky

doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD.

Ema LOFFLEROVA



54036039

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Ema Lofflerova

Studijny program: ekonomicka a finan¢né matematika (Jednoodborové
Studium, bakalarsky I. st., denna forma)

Studijny odbor: 9.1.9. aplikovand matematika

Typ zaverecnej prace: bakalarska

Jazyk zaverefnej prace: slovensky

Sekundarny jazyk: anglicky

Nazov: Ako vznikaju kontakty medzi 'ud’'mi - modelovanie vzniku socidlnych sieti

Ciel’:

Literatura:

Veduci:
Katedra:

How are relations between people formed - modelling social networks formation

Siet’ pozostava z vrcholov grafu ('udia) a hran (dva vrcholy mézu byt’ spojené
hranou, ktora reprezentuje nejaky definovany vztah). Zaujimavou otazkou je
sposob, akym takato siet’ vznika, teda ako postupne vznikaji hrany medzi
vrcholmi. Zakladnymi modelmi st random network a preferential attachment.
Tieto dve mozZnosti sa daji kombinovat, priCom je dana vaha jednotlivym
sposobom vzniku hran. Pre takuto siet’ sa da odvodit’ pravdepodobnostné
rozdelenie poctu hran, ktoré budi z vrcholov vychadzat. Na zaklade toho sa
daju sktimat’ redlne siete a moZeme sa snazit’ zistit, akym spdsobom v nich
hrany vznikali. V knihe [1] je uvedeny postup a ilustrovany je na niekol’kych
prikladoch.

Struktura prace:

(a) Nastudovat’ teériu o sietach a ich vzniku, ilustrovat uvedené modely
na vygenerovanych prikladoch, odvodit' rozdelenie poctu hran, uviest
algoritmus odhadovania parametra pri zmie$anom modeli.

(b) Zreprodukovat’ priklady pouzitia tohto algoritmu uvedené v [1].

(c) Testovat algoritmus a jeho konvergenciu na simulovanych datach.

(d) Pouzit’ algoritmus na niekolkych (2-3) vlastnych prikladoch pracujucich
s realnymi a originalnymi datami.

[1] M. O. Jackson, Social and Economic Networks. Princeton University Press,
2008.
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Abstrakt

LOFFLEROVA, Ema: Ako vznikaji kontakty medzi ludmi - modelovanie vzniku so-
cidlnych sieti [Bakaldrska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta ma-
tematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; skolitel:
doc. RNDr. Bedta Stehlikova, PhD, Bratislava, 2016, 50s.

Tato praca sa zaobera modelmi opisujicimi vznik sieti: rastiice nahodné siete, prefe-
rential attachment a hybridny model. Kombinéciou prvych dvoch modelov dostaneme
hybridny model, v ktorom vystupuje parameter urcujici aka ¢ast hran je tvorena prvym
sposobom a aké ¢ast druhym. Uvedieme algoritmus na odhadovanie tohto parametra
a spustime ho na dvoch prebratych a dvoch vlastnych prikladoch. Na zéklade tejto
odhadnutej hodnoty zistujeme ako dané siete vznikli. Nakoniec sa zameriame na testo-
vanie algoritmu na simulovanych datach, v akych pripadoch skonverguje a ¢i sa tento

odhad parametra zhoduje s hodnotou, pomocou ktorej boli tieto siete vygenerované.

KlIicové slova: graf, rastiice nahodné siete, preferential attachment, hybridny

model, odhadovanie parametra



Abstract

LOFFLEROVA, Ema: How are relations between people formed - modelling social
networks formation [Bachelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Sta-
tistics; Supervisor: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD, Bratislava, 2016, 50p.

This thesis deals with models that describe network formation: growing random
network, preferential attachment and a hybrid model. Combination of the first two
models create hybrid model in which parameter determine fraction of edges formed by
the first way. We introduce an algorithm for estimating this parameter and we apply it
on two taken over examples and our own examples. According to this estimated value
we study how the network was created. Finally, we focus on testing the algorithm on
simulated data, in which cases it converges and whether this estimate matches the

parameter value by which the network was generated.

Keywords: graph, growing random network, preferential attachment, hybrid model,

parameter estimation
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Uvod

Siete vyjadruji struktaru vzfahov medzi jednotlivymi skimanymi objektmi. Tento de-
finovany vztah moze predstavovat medziludské ¢i pracovné vzfahy, ale taktiez moze
ist o urciti ekonomicku interpretaciu (preprava tovaru medzi mestami, statne dlhy).
Dovody na skiimanie sieti st rozne. Vieme vdaka nim sledovat a lepsie chapat sire-
nie informécii medzi ludmi ¢i fungovanie jednotlivych trhov. Mozeme sa zamyslat nad
tym, ¢i struktira siete ovplyvnuje spravanie sa jednotlivych objektov a naopak, ¢i ich
spravanie ovplyviuje jej struktaru.

Jednou z oblasti, ktorou sa mozno zaoberat je vznik tychto sieti. Existuji rozne modely,
ktoré popisuju vznik hran medzi jednotlivymi vrcholmi, ako napriklad nahodny ras-
tuci graf, preferential attachment ¢i zmiesany model. Pre siet potom dokézeme odvodit
pravdepodobnostné rozdelenie poc¢tu hran, ktoré z vrcholov vychadzaji. Pomocou toho
mozeme skimat sposob akym vznikali realne siete.

Cielom tejto bakalarskej prace je nastudovat tedriu o sietach a ich vzniku. Predstavime
citatelovi jednotlivé modely a podrobnejsie vysvetlime algoritmus odhadovania para-
metra pri hybridnom modeli. Tento algoritmus budeme postupne testovat na prikladoch
uvedenych v [5], prikladoch s vlastnymi ddtami a pozrieme sa aj na jeho konvergenciu.
Tato praca je rozdelenda na 4 kapitoly. V prvej kapitole si predstavime zakladné pojmy
tykajuce sa sieti, ktoré budeme v praci pouzivat. Obsah tejto kapitoly sleduje vyklad vi-
deoprednasok, ktoré boli sticastou online kurzu zameraného na socialne a ekonomické
siete [7], ktoré priamo vychadzaji z knihy [8]. Ku koncu kapitoly prejdeme k trom
modelom opisujicim vznik sieti a pri kazdom si uvedieme tvar distribucnej funkcie
rozdelenia stupna vrcholov. V nasledujucej kapitole sa zameriame na hybridny model,
konkrétne na odhadovanie parametra, ktory v niom vystupuje. Algoritmus zostrojime

podla [5] a spustime ho na dvoch prikladoch z tohto ¢lanku. Tretia kapitola sa stistre-



UVOD

duje na aplikaciu algoritmu na dvoch vlastnych prikladoch. Prva siet bude reprezen-
tovat studentov EFM a druhd emailovii komunikaciu zamestnancov jednej instittcie.
V poslednej kapitole sa zameriame na konvergenciu tohto algoritmu. Spustime ho na
simulovanych datach a budeme zistovat za akych podmienok dokonverguje k spravnej

hodnote.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

Grafy zachytavaji schému alebo struktiru réznych problémov. Moéze ist o modelovanie
cestnych sieti, poc¢itacovych sieti alebo mozu reprezentovat vztahy medzi osobami.

Ako prvy priklad si uvedieme manzelstva medzi florentskymi rodinami zaciatkom 15.
storocia, ktoré moézeme vidiet na Obrazku 12. V ¢lanku [12] sa Padgett a Ansell za-

oberali tym, preco prave rodina Mediciovcov zaujala prvé miesto medzi rodinami vo

.....

& PUCCI

LAMBERTES

GINORI
'ACCLAJUOL SALVIATI
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Obr. 1.1: Manzelstva vo Florencii zac¢iatkom 15. storocia 12
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KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

V druhom priklade ide o romantické vztahy studentov na skole Jefferson High School
[2]. Graf na Obrazku 1.2 bol zostrojeny na zdklade prieskumu National Institute of
Child Health and Human Development, v ktorom pozadovali od studentov, aby uviedli
vsetky svoje romantické znamosti pocas poslednych Siestich mesiacov. Na zéklade tohto

prieskumu sa snazili analyzovaf prenos chorob medzi studentmi tejto strednej skoly.
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Obr. 1.2: Partnerské vztahy medzi studentmi Jefferson High School 2

V tejto kapitole sa budeme zaoberat zakladnymi charakteristikami sieti, poskytu-
jucimi informacie o sietach, ako napriklad stupne vrcholov, diiky ciest..., ktoré nam
pomdzu pri ich porovnavani. Pomocou tychto tdajov dokazeme sledovat ako sa Siria
informacie medzi Iudmi, ako siet ovplyvnuje spravanie jednotlivych subjektov, ¢i je
normalne, ze vznikaju urcité zoskupenia v ramci sieti a budeme sa snazit zistif akym
sposobom siete vznikali. Zavedieme zakladné pojmy, pri ktorych sme ako zdroj pouzili
knihu [8]. Pre lepsie porozumenie ich budeme ilustrovat na grafe na obr. 12 a obr. 1.3.

Slovensku terminolégiu sme prebrali z [15].

11



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

Obr. 1.3: Graf

Vrcholom grafu nazveme nase objekty, ktoré tvoria siet a medzi ktorymi sa vztahy
vytvaraju. Na Obrazku 1.3 to si body 1-7 a v druhom grafe su to talianske rodiny.
Mnozinu tychto vrcholov budeme oznacovat N = {1,...,n}. Pod pojmom hrana bu-
deme rozumiet vztah medzi dvomi vrcholmi, napr. vrcholy 1 a 4 st spojené hranou. V
jednotlivych siefach rozliSujeme hrany s vahami, ¢o méze vyjadrovat intenzitu daného
vztahu, a hrany bez vah, v tomto pripade ziskavame len informéciu ¢i dana hrana exis-
tuje (0 alebo 1). Dalej hrany rozdelujeme na orientované a neorientované, ¢o znamena,
ze mdzeme mat nesymetrické vztahy.

Informaciu o pocte vrcholov a hran vieme zaznamenat do takzvanej matice susednosti,
ktort budeme znacit g. Ak je zlozka g;; = 1 , znamena to, Ze z vrcholu i ide hrana do
vrcholu j. V pripade, ze hrany v sieti st neorientované, matica g bude symetricka. Pre

nas graf ma matica g tvar 1.1.

12



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY
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0101001
1011001
0010110

Sledom z i1 do i), nazveme postupnost vrcholov (i1, ..., %) a postupnost hran (iyis, ...,
ix—11%) takych, ze i;_yi; patri do g pre vSetky j. Ak sa vrcholy v danom slede neopakujt
budeme hovorit o ceste. Postupnost vrcholov (1,4,6,7,3,6) je sled, ale nie cesta, pretoze

vrchol 6 sa opakuje.

Graf nazyvame suvislym, ak medzi kazdymi dvomi vrcholmi existuje cesta. Z Obrazku
1.3 vidime, ze tento graf je suvisly, ale graf na Obrazku 12 stvisly nie je, pretoze rodina
Pucciovcov neméd ziadnu hranu, tym padom neexistuje cesta medzi nimi a ostatnymi
rodinami. Jednotlivé grafy mozu byt rozdelené na viacero casti - podgrafov, ktoré nie

st prepojené ziadnou hranou. Maximalny suvisly podgraf nazveme komponent.

Teraz uvedieme niektoré zédkladné charakteristiky grafu. Priemer grafu bude predsta-
vovat maximalnu dizku najkratSej cesty nachddzajtcej sa v grafe. Podobny pojem je
priemernd diZka cesty, ktory oznaduje priemernt najkratsiu cestu. Priemer nasho grafu
je 3 a priemernd dlzka cesty je 1,524.

Mnozinu indexov vrcholov, ktoré maja spolo¢nt hranu s vrcholom ¢ nazveme susedstvo
a budeme ju znacit N;(g). Potom stupen vrcholu i je rovny mohutnosti mnoziny N;(g),
oznacenie bude d;. V nasom grafe mame najvyssi stupen dy = dg = 4 a najnizsi stupen

dy = 2.

1.1 Erdoés-Rényi nahodny graf

Dolezity pojem, ktory budeme pouzivat je nahodny graf. V Erddés-Rényi ndhodnom

grafe zaciname s n vrcholmi, s tym, ze kazda hrana vznikd nezavisle s pravdepodob-

13



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

nostou p. Takyto graf budeme oznacovat G(n,p). Z definicie grafu vidime, ze stupne
vrcholov maju binomické rozdelenie, t.j. pravdepodobnost, Ze vrchol ma d hran je:

n—1) d n—d—1
d!(T(L - dz i L= p)

V programe R sme pomocou funkcie erdos.renyi.game(n,p) vygenerovali graf,

P[X =d] =

kde pocet vrcholov bol n = 20 a pravdepodobnost p = 0,2, ktory mozeme vidiet
na Obrazku 1.4 a v prislusnom koéde 1. Nasledne funkciou degree.distribution()
vieme zistit rozdelenie stupnov vrcholov nasho vygenerovaného grafu. Na Obrazku 1.5
je ¢iernou farbou znazornené rozdelenie, ktoré nam vyslo a modrou farbou teoretické

binomické rozdelenie.

Obr. 1.4: Graf vygenerovany erdos.renyi.game(20, 0,2)

Pre n x p = X\ konstantné sa d& rozdelenie poétu hrdn pre n — oo aproximovat
Poissonovym rozdelenim. Ide o zndme odvodenie z oblasti pravdepodobnosti [9] a preto

si ho tu uvedieme. Pravdepodobnost, zZe vrchol ma d hran je:

= D=yt (12

PIX =d] dn—d—1)

Vyraz (ﬁi);)! mozeme prepisat na (n — 1)(n — 2)...(n — d) = n? + O(n®!), kde

O(n%1) st mocniny (d — 1)-teho a nizsieho radu.

14



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY
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Obr. 1.5: Porovnanie rozdelenia vrcholov Erdés-Rényiho grafu s teoretickym binomickym

rozdelenim

lim 1)%__2 )15;' =D i "d(ff(ﬁdd_1> =1
Preto mdzeme limitu pre n — oo rovnice (1.2) zapisat ako:
tim P = =g (P e = 2y e,
p si zapiSeme ako (ni 0 2 mocninu rozdelime na 2 casti
A\ . (n—1) )\ —d
lim PX =d] = d!nhnc}O<1+(n—1)> ( +(n—1)> (1.3)

—d
—A
li 14+ — =1
s (1+ 27
Po dosadeni tychto dvoch limit do (1.3) dostavame Poissonovo rozdelenie s parametrom
Al

)\d
lim P[X =d] = S (1.4)
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KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

Na Obrazku 1.6 sa nachadza vygenerovany graf, pre n = 50 a p = 0,02 (tj. A = 1)
a na Obrazku 1.7 porovnanie rozdelenia poc¢tu vrcholov nami vygenerovaného grafu s

teoretickym Poissonovym rozdelenim.

Obr. 1.6: Graf vygenerovany erdos.renyi.game (50, 0,02)

0.4

0.3

0.2

0.1

Obr. 1.7: Porovnanie rozdelenia vrcholov Erdés-Rényiho grafu s teoretickym Poissonovym

rozdelenim
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KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

1.2 Vznik sieti

V tejto casti prestavime tri zakladné modely popisujtice vznik sieti - rastice nahodné

siete, preferential attachment a hybridné modely.

1.2.1 Rasttuce ndhodné siete

Uz podla nadzvu mozeme ocakavat, ze pri rasticich ndhodnych siefach sa buda hrany
tvorit s urcitou pravdepodobnostou. Na rozdiel od Erdés-Rényiho nahodného grafu sa
v tomto modely kazdu peridodu prida novy vrchol, ktory si vytvori hrany s ostatnymi
vrcholmi.

Budeme zac¢inat s m kompletne prepojenymi vrcholmi, t.j. medzi kazdymi dvoma exis-
tuje hrana. V kazdom kole vznikne jeden novy vrchol, ktory si vytvori m vézieb s uz

existujucimi bodmi s tym, ze vrcholy si vyberd s rovnakou pravdepodobnostou. To

m

znamena, zZe bod ma pravdepodobnost %, Ze mu v danom kole pribudne novéa hrana,

kde t oznacuje pocet existujucich bodov a teda zaroven aj periédu.

Ocakavany stupeni d;(t) vrchola i takého, ze m < i <t je

Pri svojom vzniku mé kazdy vrchol stupen m, t.j. d;(i) = m. Vieme, Ze nasledne
za kazdu jednotku cCasu ziska vrchol % novych vizieb. Spravime spojiti aproximaciu
stupna vrcholu a zapiSeme to do tvaru diferencidlnej rovnice (1.5) s poc¢iato¢nou pod-

mienkou d;(i) = m. Jej vyrieSenim ziskame aproximéciu o¢akdvaného stupna vrcholu.

Integrovanim oboch stran dostaneme:

/ ddy(t) = / %dt.

17



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

Dalej vypocitame jednotlivé neurcité integraly, pricom konstantu si zapiSeme v tvare

aky nam vysiel pri rieSeni druhého neurcitého integralu:
/ ddi(t) = di(t) +In(c),
m/ 71dt = mln(t).
Po dosadeni do rovnosti mame:

d;(t) +1In(c) = mln(t),

d;(t) = mln(t) — In(c). (1.7)
Pouzitim pociato¢nej podmienky si mozeme vyjadrit (n(c):
m=d;(1) = mln(i) —In(c),
In(¢c) = mln(i) — m.
Teraz mozeme tento tvar In(c) dosadit do (1.7):

d;(t) = mln(t) — mln(i) +m,

di(t) = m<1+ln (:)) (1.8)

Na obrazku 1.8 méZzeme vidiet zavislost o¢akdvaného stupiia vrcholu d;(t) od i (pe-
ridda, v ktorej vznikol). Tvar krivky si mo6zeme vysvetlit tak, ze vrchol ¢, pre i malé, si
na zaciatku lahko vytvori hrany pretoze je este malo uz existujicich vrcholov a zaroven
tento vrchol Zije vela periéd. Na druhej strane vrchol j, pre 5 velké, si vytvori m hran
pri svojom vzniku, ale zazije len mélo peridd pocas ktorych vzniknii nové vrcholy a
zaroven existuje uz vela vrcholov a preto stupen tohto vrcholu bude blizky m.

Distribuénit funkciu F;(d) dostaneme pomocou nerovnice vyjadrujicej, Ze ocakavany

stupeit vrcholu d;(t) je mensi ako hodnota d:

m<1+1n (’;)) < d

18



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY
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di(t)

20
|

0 20 40 60 80 100

Obr. 1.8: Zavislost ocakévaného stupiia vrcholu d;(t) od i, t = 100, m = 20

Nasledne si z tejto nerovnice vyjadrime .

texp(—(d_mm) < 1

. . d— . . . PR
Teraz vieme, ze t — t exp (—%) nam oznacuje pocet vrcholov, ktoré maja ocaka-

vany stupen mensi ako d. Po vydeleni ¢t dostavame:

—texp (—4m _
P[Ji(t)ﬁd]ZFt(d)Z(t : pt( = >)=1—exp<—(dmm)> (1.9)

Z distribucnej funkcie (1.9) vidime, ze ocakévané stupne vrcholov maji exponen-

cidlne rozdelenie.
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KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

1.2.2 Preferential attachment

Preferential attachment model sa snazi vylepsit formovanie hran z 1.2.1. Ak sa v re-
alnom svete objavi v komunite ludi novy ¢lovek, nie vsetci jej ¢lenovia maja rovnaku
pravdepodobnost, Ze sa s nim spriatelia. Osoba s vela kamaratmi je asi komunikativ-
nejsia a lahsie vychadza s Iudmi. Preto ma véicsiu pravdepodobnost, Ze sa spriateli aj
s tymto novym clenom.

V roku 1976 napisal Price ¢ldnok [13],v ktorom skiimal citdcie ¢lankov autormi. Aj
v tomto pripade plati, Ze clanok, ktory bol vela krat citovany ma vécsiu Sancu byt
citovany znova. Neskor sa Barabési a Albert v ¢lanku [1] podrobnejsie zaoberali prefe-
rential attachment metddou a preto sa tento model niekedy nazyva aj Barabasi-Albert
(BA) model.

Preferencie vrcholov sa v tomto modeli odzrkadlia tak, ze uz existujuci vrchol nebude
mat pravdepodobnost, ze si v danom kole vytvori hranu rovnu 7, ale bude to zavisiet
od jeho stupna d;.

Znova budeme zac¢inat s m kompletne prepojenymi vrcholmi. Kazda periédu vznikne
novy vrchol a vytvori si m hran s uz existujicimi bodmi, kde pravdepodobnost vytvo-

renia hrany je imerna stupnu vrcholu. Inak povedané pravdepodobnost, Ze vrchol i,
d;(t)

2tm

kde 7 < t, si v t-tom kole vytvori hranu je d;(t) je stupen bodu i v t-tej peridde.

Kazdy vrchol pri svojom vzniku je stupna m, to znamend, Ze d;(i) = m a neskor
kazdé jedno kolo ziska m%L vizieb. ZapiSeme to ako diferencidlnu rovnicu (1.10) s

2tm

podiato¢nou podmienkou d;(i) = m.

dd;(t) di(t)
a 12tm (1.10)
mddi(t) = oyt (1.11)

Obe strany integrujeme a vypocitame si oba neurcité integraly:

/ dit)ddi(t) = In(d;(t)) + In(c),

1 1
Sdt = In(ed).
/Qt n(t?)
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KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

Nésledne dosadime tieto vysledky do rovnice (1.11) a vyjadrime si d;(t):

In(d;(t)) + In(c) = In(t2),

t3
d;(t) = — (1.12)
c
Pomocou pociato¢nej podmienky zistime tvar konstanty c:
0:(0) i3
m=d;(1) = —,
’ c
1
22
c = —.
m

Po dosadeni do (1.12) ziskavame aproximaciu ocakdvaného stupna vrcholu:

di(t) = m (t)l . (1.13)
Rovnako ako v predchadzajicej podkapitole si aj tu na obrazku 1.9 vykreslime graf
zavislosti ocakavaného stupna vrcholu Jz(t) od 7, pre m = 20 a t = 100. Vidime, ze v
tomto pripade st rozdiely medzi malymi a velkymi i eSte vyraznejsie. Vrcholy, ktoré
vznikli na zadiatku lahko ziskali hrany v prvych periédach a pretoze mali vicsie d, (i)
ako nové vrcholy, tak tie rozdiely sa zvacsovali. Inak povedané, pri tomto modeli sa
bohaty z hladiska poc¢tu hran stavaji bohatsimi a chudobny chudobnejsimi.
Odvodime distribu¢nt funkciu rozdelenia poc¢tu vrcholov pre preferential attach-

ment. Zaujima nés kolko vrcholov mé oc¢akavany stupen mensi ako d.

m<t>2 < d
7

m 2
T

2
Pocet vrcholov s oc¢akavanym stupnom mensim ako d je t —¢ (%) . Néasledne prede-

Vyjadrime si i:

lenim ¢ dostaneme tvar distribuc¢nej funkcie:

Pldi(t) < d) = Fy(d) = ’W —1- (’;)2.

Na obrazku 1.10 mame graf vytvoreny pomocou preferential attachment. Pouzili
sme na to funkciu barabasi.game() v programe R, v prilohe kéd 1. Graf zacinal s

piatimi kompletne prepojenymi vrcholmi, m = 5 a koneény pocet vrcholov je ¢t = 10.
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Obr. 1.10: Vygenerovany graf, barabasi.game (n=10,power=1,m=5, directed=FALSE)
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KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

1.2.3 Hybridné modely

Pri hybridnych (zmiesanych) modeloch ide o kombinaciu rasttcich ndhodnych sieti a
preferential attachment. V [5] Jackson a Rogers predstavuju jednoduchy hybridny mo-
del. Novy vrchol si ¢ast hran vytvori tak, ze vSetky uz existujice vrcholy majia rovnaku
pravdepodobnost vytvorenia hrany, a zvySok hran si bude tvorit len s vrcholmi patria-
cimi do susedstiev vrcholov, s ktorymi mé spoloénii hranu (bude spoznavat priatelov
jeho priatelov). Sposob vytvarania hran typu 2 je totozny s preferential attachment,

t.j. pravdepodobnost, Ze vrchol ¢ ziska hranu v t-tom kole, kde 7 < t, je ‘;ts;)

Stupeti kazdého vrcholu je na zaciatku m, preto d;(i) = m. Dalsie kolo vrchol ziska
=+ %, kde prvy zlomok predstavuje hrany tvorené nahodne s rovnakou prav-
depodobnostou a druhy zlomok st hrany vytvorené preferential attachment. Mozeme
si to zapisat ako diferencidlnu rovnicu (1.14) s pociatoénou podmienkou d;(i) = m, kde

a vyjadruje aka cast hran je typu 1:

= S+ T (1.14)
o (11_ S = 21tdt. (1.15)
Obe strany rovnice zintegrujeme:
! ddy(t) = —In(2am + (1 — a)ds(t)) + In(c),
2am + (1 — a)d,(t) (1—a)
1 1 ,
/%dt — (1) = In(0)}d.

Dosadime to do (1.15) a vyjadrime si z toho d;(t):

[NIE

In(2am + (1 — a)d;(t)) +In(c) = In(t)2, (1.16)

((ct2) =) — 2am) . (1.17)
(1.18)
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KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

Teraz pouzijeme zaciatoéni podmienku pre vyjadrenie konstanty c:

m=d;(1) = 1=a) ((Ci%)(l_a) - 2am) ,

1 1
c = 1QRam+m(l —a))Ta.

1
22

Tento tvar nasej konstanty dosadime do (1.17):

di(t) = a i " [<:><12> [2am + m(1 — a)] — 2am (1.19)
- () ()T - 12

Teda aproximécia o¢akdvaného stupna vrcholu ma tvar (1.20).
Distribu¢na funkciu ziskame rovnakym sposobom ako pri predchéddzajicich mode-

loch. Vyjadrime si vrcholy, ktoré maju o¢akavany stupen mensi ako d s tym, ze © = f2a3

£\ =
(m + zam) (z) —zam < d.

Nasledne si z toho vyjadrime i:

(m + xam)"”
—_ < -.
d+ xam t

~.

7 tejto nerovnice vieme, ze pocet vrcholov, ktoré maji ocakavany stupen mensi ako

dijet— (%)x Z toho dostdvame:

Pl 1) < d) = Ry = C70 <y (Tt ey (1.21)
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Kapitola 2

Odhadovanie parametra

Tvar distribu¢nej funkcie hybridného modelu sme si odvodili ako rovnicu (1.21) v pred-

chadzajicej kapitole z ¢oho po zlogaritmovani oboch strén dostdvame rovnicu (2.1).

In(l1 — F(d)) = zln(m+ xzam) — xIn(d + zam) (2.1)
In(l = F(d) = ol (d+ f‘i”l) (2.2)

Vyraz x In(m+xam) nezavisi od stupria vrcholu, preto si to oznacime ako konstantu
¢ a dostavame rovnicu (2.2). Hodnoty d a F'(d) pozname z nasich dat. Pocet hran m,
ktoré si vrchol pri narodeni vytvori vypocitame z celkového poétu hran nachadzajiacich
sa v grafe, co je txm, kde t oznacuje celkovy pocet vrcholov. V pripade neorientovaného
grafu je potom sucet vsetkych stupnov vrcholov 2 x ¢« m. Teraz vidime, ze po vydeleni
2 x t * m poctom vrcholov ¢ ziskame nasu hodnotu m. Pre orientované grafy je celkovy
pocet hran t x m zaroven aj sucet vsetkych stupnov vrcholov. Pocet pridavajucich sa
hran m preto vypocitame ako celkovy pocet hran vydeleny poc¢tom vrcholov.
Jedina neznama, ktora nam ostéva je parameter a. Vyskytuje sa v logaritme a taktiez je
zahrnuty v o = 13—@ Kedze odhadujeme parameter a, tak nasim cielom je minimalizovat
rozdiel medzi pravou a lavou stranou rovnice (2.2). Jeden zo sposobov ako odhadniit

tento parameter je pomocou iteracného procesu. Na zaciatku si zvolime ag, ktoré bude

vystupovat v logaritme na pravej strane:

In(l— F(d)) = c—xln(d—i— 2a°m).

(2.3)
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KAPITOLA 2. ODHADOVANIE PARAMETRA

Ked spravime linedrnu regresiu (2.5) s dvomi parametrami 3y a (1, tak nové a; dosta-

neme zo vztahu ) = —z = —2- a preto a; = 1 + %
Ya = Po— Pirg+ €4 d=1,...,maximéalny stupen vrcholu (2.4)
2apm
(1= F(d) = il (d+ T2 )+ (25)
— Qg

Vsetky nase ziskané data, na ktorych sme testovali algoritmus boli zapisané ako
hodnoty pravdepodobnostného rozdelenia stupna vrcholov. Preto prvy krok, hned po
nacitani dat, bolo ziskanie hodnét distribuc¢nej funkcie. Po vyradeni poslednych dat s
F(d) = 1, ktoré by nam sposobovali v regresii problémy kvoli In(1 — F(d)) moézeme
pristupit k samotnému odhadovaniu parametra a. N&s algoritmus sme testovali pre
rozne Startovacie ag, konkrétne pre 0,05, 0, 15, ..., 0,95. Vnitri tohto cyklu sa nachédzal
jeden while cyklus, v ktorom sme vzdy s aktudlnym a spravili regresiu podla rovnice
(2.5). Nésledne sme si pomocou druhého parametra regresie vypocitali nové a. While
cyklus sa zastavi, ked rozdiel starého a nového parametra a je menej ako 0,001 alebo
ak sa parameter dostane mimo intervalu (0,1). Kéd tohto algoritmu sa nachadza v
priloha ako kod 2.

Na obrazku 2.1 vidime 3 grafy zavislosti In(1 — F'(d)) od In(d) zlava pre a =0, a = 0,5
a pre a = 1. Tieto hodnoty sme vypodéitali pomocou rovnice (1.21) s tym, Ze m sme
zvolili 5 a pocet vrcholov 100. Vdaka tymto grafom budeme mat pri uvedeni prikladov

sieti predstavu o tom, aky by nam mal vychadzat parameter a.

log(1 - Fd)

Obr. 2.1: Porovnanie zavislosti In(1-F(d)) od In(d) pre a=0, a=0.5, a=1
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KAPITOLA 2. ODHADOVANIE PARAMETRA

2.1 Priklady pouzitia algoritmu

V ¢lanku [5] pocitali Jackson a Rogers parameter a pre 6 roznych sieti. V nasej préci
tento algoritmus otestujeme na dvoch prikladoch, na stibore dat spoluautorstva a citacie

, ktoré sme ziskali z [6].

2.1.1 Spoluautorstvo

Déta o spoluautorstviach pochadzaji z ¢lanku [4], v ktorom autori Goyal, van der Leij a
Moraga-Gonzalez analyzuju vyvoj izolovanosti, alebo naopak prepojenosti ekonémov.
Tato sief mapuje interakcie medzi ekonémami v rokoch 1970-2000. Vrcholy siete si re-
prezentované jednotlivymi publikujicimi autormi a hrany predstavuju ich spolupracu,

teda ¢i v priebehu sledovanych tridsiatich rokov publikovali spolu ¢lanok.

Siet obsahujuca tieto data je tvorena 56639 vrcholmi s tym, ze m = 1, 198 je polovica
priemerného stupna vrcholov, kedze je to neorientovany graf. Na obrazku 2.2 mdézeme

vidiet graf zavislosti In(1 — F'(d)) od In(d).

-4 —
1

log(1 - Fd)

-8
|

-10

Obr. 2.2: Zavislost In(1 — F(d)) od In(d) pre siet spoluautorstiev
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KAPITOLA 2. ODHADOVANIE PARAMETRA

V tabulke 2.1 sa v stipci ag nachddzajt hodnoty Startovacieho bodu, v ktorom sme
za¢inali nas algoritmus. Vo vedlajsom stlpci st hodnoty parametra a, ku ktorym do-
konvergoval cyklus a v poslednom stlpci je zaznamenany pocet iterdcii, ktory bol na to
potrebny. Odhad parametra a nam vysiel 0,566, ¢o sa zhoduje s hodnotou uvadzanou v
[7]. Algoritmus konverguje aj pre Startovacie hodnoty, ktoré boli vzdialenejsie od 0,566

a vo vsetkych pripadoch to trvalo menej ako 10 iteracii.

ao a iteracie
1 10,05 0,566 7
2 10,15 | 0,566 7
3 10,25 | 0,566 6
4 10,35 | 0,566 6
5 | 0,45 | 0,566 6
6 | 0,55 | 0,566 4
7 10,65 | 0,567 6
8 10,75 | 0,567 7
9 10,85 0,567 7
10 |1 0,95 | 0,567 9

Tabulka 2.1: Tabulka startovacich ag, odhadnutych hodn6t parametra a a poctu iteracii

Na obrazku 2.3 mézeme vidiet graficky zndzornené hodnoty parametra a pocas itera-
cii pre rozne Startovacie ag. Rovnako ako v tabulke 2.1 aj tu vidime, Ze najviac iteracii
bolo potrebnych pri Starte z ag = 0,95 a najmenej ked sme zac¢inali z ay = 0,55.
Na prvom obrazku 2.4 vidime porovnanie distribu¢nych funkcii dvoch sieti, prva je zo
ziskanych dat a druhd je jej nase najlepsie odhadnutie. Mozeme si v§imnut, ze uz od
hodnoty 20 st prakticky identické. Na druhom obrazku sa nachéddza porovnanie zavis-

losti In(1 — F(d)) od In(d) pre nasu siet s redlnymi ddtami a pre simulované data.

Pre odhadnuty parameter ma platit, Ze je to pevny bod funkcie 2.2, t.j. po dosadeni
tejto hodnoty a do regresie mame po upraveni koeficientu opét dostat nasu odhadnuta

hodnotu. Na obrazku 2.5 st éiernou farbou zobrazené hodnoty parametra a, ktoré vysli
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1.0

parameter a
0.6 0.8
|

0.4

0.2

iteracie

Obr. 2.3: Hodnoty parametra a pocas iteracii pro ag = 0.05,0.15,...,0.95
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log(1 - Fd)
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Obr. 2.4: (i)Porovnanie distribu¢nej funkcie spoluautorstiev s distribu¢nou funkciou (1.21)
pre a = 0.566,m = 1,198. (ii) Porovnanie zavislosti In(1 — F'(d)) od In(d) pre nase data a
pre vypoéitand distribu¢énd funkciu, kde a = 0.566, m = 1,198. Cierna farba - redlne dita,

modré farba - teoretické hodnoty.

po dosadeni do regresie a Sedou farbou je zvyraznena priamka y = x. Priese¢nik tychto

dvoch kriviek oznacuje nas pevny bod, ktory nam vysiel a = 0,567. Vidime, Ze tato
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hodnota sa lisi od nasho odhadu parametra len o 0,001 a tak vieme, ze nas algoritmus

dokonvergoval k spravnej hodnote.

1.0

0.8
|

0.6
|

/

hodnota parametra a po regresii
0.4

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

hodnota parametra a0

Obr. 2.5: Hodnoty parametra a, ktoré vysli z regresie v zavislosti od a, ktoré vstupovalo do

regresie

2.1.2 Citacie

Druhé sada dat popisuje graf citacii. Medzi vrcholy boli zaradené vsetky ¢lanky, ktoré
mali v pouzitej literatiire zaradeny ¢lanok [11] alebo sa v ich nézve vyskytoval vyraz
ysmallworld“. Stupen vrcholu potom predstavoval pocet clankov, v ktorych bol dany
vrchol citovany. Data pochédzaju zo systému HistCite, ktory ulah¢uje ziskavanie dat
pre bibliometrické analyzy. Tento systém vytvoril Eugene Garfield, ktory je povazovany
za jedného zo zakladatelov bibliometrie [3].
Siet bola tvorena 396 vrcholmi a kedze tento graf je orientovany, tak priemerny stupen
vrcholu bol m = 5,02. Na obrazku 2.6 sa nachadza graf zavislosti In(1 — Fig)) od In(d).
Obréazok 2.7 zobrazuje hodnoty parametra pocas iteracii pri roznych startovacich ag.
Mozeme si vsimnuf, ze bez ohladu na to na akej hodnote sme Startovali, parameter a

sa dostal do zdpornych hodnot a teda mimo intervalu (0, 1).
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log(1 - Fd)
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log(d)

Obr. 2.6: Zavislost In(1 — F(d)) od In(d) pre siet citacii
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Obr. 2.7: Hodnoty parametra a pocas iteracii pre ag = 0,05,0, 15, ...,0,95

V tabulke 2.2 st1 zapisané odhadnuté hodnoty parametra a, po ktorych sa algoritmus

zastavil. Vidime, ze najviac 3 iteracie trvalo algoritmu kym sa dostal s parametrom
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ao a iteracie
1 10.05|-0.349 1
2 10.15 | -0.261 1
3 10.25]-0.183 1
4 10.35 | -0.107 1
5 | 0.45 ] -0.028 1
6 | 0.55 | -0.339 2
7 10.65 | -0.252 2
8 | 0.75 | -0.156 2
9 10.85|-0.021 2
10 | 0.95 | -0.164 3

Tabulka 2.2: Tabulka Startovacich ag, odhadnutych hodn6t parametra a a poctu iteracii

mimo intervalu (0,1). Pevnym bodom regresie je a = 0,993, ¢o moézeme vidiet na
obrazku 2.8 ako priese¢nik dvoch kriviek. V tomto pripade nas algoritmus nedokazal
skonvergovat ani pre Startovaciu hodnotu ag = 0,95, ktord bola najblizsie pevnému

bodu.

1.0

0.5

hodnota parametra a po regresii
0.0

I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

hodnota parametra a0

Obr. 2.8: Hodnoty parametra a, ktoré vysli z regresie v zavislosti od a, ktoré vstupovalo do

regresie
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Aplikacia algoritmu - vlastné

priklady

3.1 EFM 2013-2016

Ako prvy vlastny priklad, na ktorom sme sa rozhodli otestovat odhadovanie parametra
a a tym padom zistit ako tato siet vznikala, sme si vybrali graf opisujuci priatelstva vo
facebookovej skupine EFM 2013-2016. Ide o uzavrett skupinu Iudi, ktori zacali studovat
odbor EFM v roku 2013 alebo ktori mali s nimi nejaky spolo¢ny predmet.

Informacie od jednotlivych studentov sme ziskavali formou zdielaného dokumentu, do
ktorého kazdy ¢len skupiny napisal pocet svojich priatelov na Facebooku, ktori su tiez
clenmi tejto skupiny. Graf, ktory sme ziskali je suvisly, neorientovany a je tvoreny
61 studentmi, minimalny pocet priatelov je 2 a maximalny 46. Polovica priemerného
stupna vrcholov, ktora pri nasom odhadovani predstavovala hodnotu m bola 12,754.
Na obrazku 3.1 mozeme vidiet zavislost In(1 — F(d)) od In(d).

Obrazok 3.2 predstavuje vyvoj parametra a pocas iteracii. Vidime, ze pre ani jednu
startovaciu hodnotu aq algoritmus neskonvergoval a hodnoty skonc¢ili mimo intervalu
(0,1), konkrétne islo o zdporné ¢isla. Parameter a sme nakoniec dopocitali ako pevny
bod regresie (2.5). Na Obrazku 3.3 je ¢iernou farbou znazornend krivka hodnot a,
ktoré vysli po ich pouziti v regresii a priamka ay = a, ktora je zobrazena sedou farbou.
Pevny bod vysiel a = 0,998 = 1 ¢o znamend, ze hrany v tomto hybridnom modeli

neboli tvorené na principe preferential attachment, ale pri vzniku nového vrcholu, mali
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log(1 - Fd)
-2
!

-4
|

log(d)

Obr. 3.1: Zavislost in(1 — F(d)) od In(d) pre siet EFM

vSetky existujice vrcholy rovnaka pravdepodobnost vytvorenia hrany.

0.5 1.0

parameter a
0.0

-1.0

iteracie

Obr. 3.2: Hodnoty parametra a pocas iteracii pre ag = 0.05,0.15,...,0.95
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Obr. 3.3: Hodnoty parametra a, ktoré vysli z regresie v zavislosti od a, ktoré vstupovalo do

regresie

3.2 Emailova komunikacia

Druhy nami vybrany priklad je sief predstavujica emailovii komunikaciu jednej eurdp-
skej vyskumnej institicie. Ide o déata, ktoré zaznamenévaji obdobie od oktébra 2003
po méaj 2005, ¢o prestavuje 18 mesiacov. Tieto dédta si volne dostupné na [14] a boli
pouzité v ¢lanku [10]. Graf je orientovany a je tvoreny 265214 vrcholmi, medzi ktorymi
je 420045 hran, t.j. poslanych emailov. Polovica priemerného stupna vrcholov je 1,584,
minimalny pocet emailov je 0 a maximdlny 930. Zavislost in(1 — F(d)) od In(d) je

zobrazend na Obrazku 3.4.

Na obrazku 3.5 je zobrazeny parameter a pocas iteracii. Rovnako ako v predchadza-
jucom podkapitole 3.1 nas algoritmus neskonvergoval pre ani jednu Startovaciu hodnotu
parametra a a vo vSetkych pripadoch sme sa dostali do zapornych hodnét. Dopocitali
sme hodnotu parametra a ako pevného bodu 2.2. Na Obrazku 3.6 je zobrazena zavis-
lost parametra a, ktory vysiel po dosadeni do regresie od hodnot, ktoré boli dosddzané.

Priese¢nik priamky ag = a s krivkou je v hodnote a = 1.
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Obr. 3.4: Zavislost In(1 — F(d)) od In(d) pre siet emailov
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Obr. 3.5: Hodnoty parametra a pocas iteracii pre ag = 0.05,0.15,...,0.95
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Obr. 3.6: Hodnoty parametra a, ktoré vysli z regresie v zavislosti od a, ktoré vstupovalo do

regresie
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Kapitola 4

Testovanie algoritmu

V predchadzajucej kapitole sme sa pri odhadovani parametra a stretli s problémom,
ked nés algoritmus nekonvergoval. Parameter a vybiehal z intervalu (0, 1), konkrétne
isiel do zapornych ¢isel. Preto sa pozrieme blizsie na to, kedy takyto pripad nastava.

Vygenerovali sme si umelé data pre rozne hodnoty parametra a a m, na ktorych sme
testovali konvergenciu algoritmu a jej rychlost. Presnost riesenie sme zmenili vo while
cykle na 107%. V nagich testovacich siboroch dat bolo a = 0,1,...,0,9 a zaiato¢ny
stupen vrcholu m = 10, ...,90, ¢o predstavuje 90 sieti. Vo vsSetkych grafoch bolo t =
100. Postupne sme pre kazdy subor dat odhadovali parameter a rovnakym sposobom
ako v kapitole 2, to znamena, ze sme iteracny cyklus spustili vzdy pre desat réznych
startovacich hodndt ag. Prislusny kod sa nachadza v prilohe ako kod 3.

Tabulka 4.1 nam ukazuje pocet Startovacich ag, pri ktorych iteracie skonvergovali.
Hodnoty v prvom stipci ndm zaddvaji a, pri ktorom bola siet vygenerovand a prvy
riadok urcuje aké m bolo pouzité. Vidime, ze len v 14 pripadoch nés algoritmus skon-
vergoval. V tabulke 4.2 sa nachadzaju odhadnuté hodnoty parametra a. Vo vsetkych
pripadoch nam vysli hodnoty takmer rovnaké, a = 1. S vynimkou posledného riadku,
kde a = 0,9 sa nase odhadnuté a nezhoduje s hodnotou parametra, pomocou ktorej

boli data vygenerované.
Na zaklade tychto vysledkov to vyzera, ze ak algoritmus skonverguje, tak odhad-
nutd hodnota parametra vyjde a = 1. Lenze v kapitole 2 sme v pripade spoluautorstiev

dostali hodnotu a = 0.566, preto vieme, ze nas algoritmus je funkény. Konvergencia
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KAPITOLA 4. TESTOVANIE ALGORITMU

10 120 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90
a=01] 000000 0]0]O0
a=02] 01200001 0]0]O0
a=03 | 712 |3]0]0]0,0]0|O0
a=04, 0|1, 0]0]0]0,0]0]|O0
a=05| 00| 2]0]0]0,0]0|O0
a=06, 02 ,0]0]0]0,0]0|O0
a=07| 716 | 1]0]0]00]0|O0
a=08 |3 |1, 0]0]0]0,0]0|O0
a=09| 2 |1 ]0[0,0,0,0]0]O0

Tabulka 4.1: Tabulka zaznamenavajica ko2ko bolo konvergencii pre data s a =0,1,...,0,9

am = 10,20, ..., 90

10 20 30 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90

01| NA | NA | NA | NA|NA | NA|NA|NA | NA
02| NA [0997| NA | NA|NA |NA|NA|NA | NA
0.31]0,995 | 0,998 | 0,999 | NA | NA | NA | NA | NA | NA
04| NA [0997| NA | NA|NA |NA|NA|NA | NA
05| NA | NA 10999 | NA | NA | NA | NA|NA | NA
06 NA [0998| NA |NA|NA|NA|NA|NA| NA
0.7 1 0,999 1 0,997 | NA | NA | NA | NA | NA | NA
0.8 10,997 | 0,996 | NA | NA|NA | NA | NA|NA | NA
0910993099 | NA | NA | NA | NA | NA | NA | NAe

Tabulka 4.2: Odhady paramtera a

algoritmus moze zavisiet od pomeru pocet dat a hodnota m, preto sme vygenero-
vali nové siete. Parameter a sme zachovali rovnaky ako v predchadzajicom teste, t.j.
a=0,1,...,0,9 a taktiez aj pocet hran, ktoré si vrchol pri vzniku vytvori sme nechali

m = 10, ...,90. Jedinad hodnota, ktorti sme zmenili je pocet vrcholov ¢ = 1000.
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KAPITOLA 4. TESTOVANIE ALGORITMU

10 1 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90
a=01, 009007 ,0]0/|0
a=02] 000000 0]0]O0
a=03 19100000 [7]0]2
a=04 | 8|0, 0[O0 7]0[5]0]S5
a=05 10| 7 | 7|80 7|5]0/|0
a=06| 8 |8 | 8] 0|60 |3]6/|0
a=07 1109 | 7| 7| 4|8 [0]4]5
a=08 1010 6 | 4 | 5|5 | 4] 0] 4
a=09 10| 8 | 8| 7 |8 |4 |2]4]5

Tabulka 4.3: Tabulka zaznamenévajica kolko bolo konvergencii pre data s a =0,1,...,0,9

am = 10,20,...,90

V tabulke 4.3 mame zapisany pocet Startovacich hodndt ag, pre ktoré algoritmus

skonvergoval. Oproti testovaniu pre ¢ = 100, kde konvergencia bola len v 14 pripadoch,
nam tento krat algoritmus skonvergoval 46 krat, ¢o je pre viac ako polovicu sieti. Pre
mensie hodnoty m konvergoval pri vic¢som pocte startovacich ag ako pre m = 90. V
tabulke 4.4 st priemery odhadnutych hodnét parametra a, ktoré sme dostavali pre
rozne ag. VSimnime si, ze teraz méame aj hodnoty, ktoré sa nerovnaji 1. Pre m = 10
odhadnuté parametre zodpovedajui a, pre ktoré boli siete vygenerované. Ked zvysujeme
m, tak pocet pripadov, ktoré dokonvergovali k hodnote a = 1 narasta, az napokon pre
m = 70, 80,90 je odhadnuty parameter a =1 v 13 zo 14 sieti.
Teraz sa pozrieme na zavislost konvergencie od a generujiceho sief. Pre hodnoty
a < 0,4 ndm algoritmus skonvergoval devit krat a len v jednom pripade k hodnote
zodpovedajicej pévodnému a. Pre 0,5 < a < 0,7 sme v siedmich pripadoch nemali
konvergenciu, ale vidime, ze pri vacsine sieti sme dokonvergovali k hodnote a = 1. Pre
a > 0,8 sme mali konvergenciu v sedemnastich pripadoch. Odhad nam vychadzal a = 1
vo vsetkych siefach okrem troch.

Na zéklade testovania algoritmu so 162 sietami mozeme tvrdit, Ze jeho konvergencia

zavisi od poctu vrcholov ¢, hodnoty m a skutocnej hodnoty a. Pre velku siet, s malym
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KAPITOLA 4. TESTOVANIE ALGORITMU

10 20 30 40 20 60 70 80 90

10 20 30 40 20 60 70 80 90

a=0.1| NA | NA | 0541 NA | NA [0814| NA | NA | NA
a=02| NA | NA | NA | NA | NA | NA | NA | NA | NA
a=0.3 0231 NA | NA | NA | NA | NA 0998 | NA |0.883
a=0.410.245| NA | NA | NA | 091 | NA ]0.985 | NA |0.999
a=0.5 | 0.601 | 0.447 | 0.695 | 0.952 | NA ]0.998 | 0.997 | NA | NA
a=0.6 | 0.5 |0.699|0.907 | NA ]0.953 | NA [0.961 |0.999 | NA
a=0.7 | 0.831 | 0.874 | 0.892 | 0.996 | 0.927 | 0.999 | NA | 0.998 | 0.999
a=0.8 | 0.969 | 0.999 | 0.872 | 0.941 | 0.997 | 0.998 | 0.998 | NA | 0.999
a=0.9 [ 0.995 | 0.997 | 0.999 | 0.999 | 0.999 | 0.998 | 0.99 | 0.999 | 0.999

Tabulka 4.4: Odhady parametra a

po¢tom vznikajicich hran dostavame najpresnejsie odhady. Pre m, ktoré je radovo
desatina a viac oproti celkovému poc¢tu vrcholov sa v pripade konvergencie dostavame
k hodnotam a = 1, ktoré nezodpovedaji skuto¢nému a. Pre malé hodnoty parametra

a nam algoritmus nekonverguje a pre velké a dostdvame hodnoty a = 1.
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Z.aver

Tato praca bola venovana grafom a modelom opisujicim ich vznik. Citatela sme po-
stupne oboznamili so zdkladnymi pojmami stavisiacimi s grafmi a vysvetlili sme mu ako
vznikaju hrany pri jednotlivych modeloch. V druhej kapitole sme uviedli algoritmus
na odhadovanie parametra a pri hybridnych modeloch, vysvetlili sme ako funguje a
pouzili sme ho na dvoch zreprodukovanych prikladoch, v prilohe kod 2. Pre siet spo-
luautorstiev nam algoritmus skonvergoval k hodnote a = 0, 566, pre ktora plati, Ze je
to pevny bod regresie 2.5. Ako druhy priklad sme uviedli sief citécii, pri ktorej ndm
algoritmus neskonvergoval pre ziadne ay a preto hodnotu parametra a = 0,993 sme
ziskali ako pevny bod regresie. V prikladoch s vlastnymi datami ndm opéat algoritmy
neskonvergovali a hodnoty a boli 0,998 pre EFM data a 1 pre emailovii komunikaciu.
Jednym z cielov prace bolo testovat algoritmus na simulovanych datach. V kapitole
4 sme zistili, Ze jeho konvergencia este nezarucila spravny odhad parametra a, kedze
vo vsetkych pripadoch pre ¢ = 100 sme dostali hodnotu a = 1 aj ked a, pomocou
ktorého boli siete vygenerované sa nerovnalo 1. Pri zmene celkového pocétu vrcholov na
t = 1000 hodnoty odhadnutych parametrov viac zodpovedali skutocnému a. Na zédklade
vysledkov z tejto kapitoly mozeme tvrdit, ze velkost siete, jej priemerny stupen vrcholu
a skutocna hodnota a ovplyvnuju konvergenciu algoritmu. V troch prikladoch, ktoré
sme uvadzali sa odhadnuty parameter dostal mimo intervalu (0,1) a tym padom algo-
ritmus neskonvergoval. Pre data citacii bolo m = 5,02 a t = 396. Parameter a ndm ako
pevny bod vysiel rovny 0,993. Hoci algoritmus neskonvergoval, podla kapitoly 4 nemal
maf problém kvoli hodnotam a, m a t. Pri ddtach EFM 2013-2016 bolo m = 12,75, ¢o
sa zdé ako prilis velké v pomere k ¢t = 61. Poslednou sietou boli emailové komunikéacie,
ktoré mali m = 1,584 a t = 265214. Dopocitané a sa rovnalo 1, ¢ize algoritmus nemal

mat problém s konvergenciou.
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ZAVER

Hlavnym prinosom pre autora bolo zlepsSenie programovacich zruc¢nosti v programe R
a praca s datami, ¢i uz hladanie alebo samotné ich spracovanie. Tato bakalarska praca
by sa dala rozsirit o opakované simulacie dat v kapitole 4 a néasledné odhadovanie
parametra. Dalej by sme sa mohli zamerat na zavedenie dalsieho kritéria, na zaklade
ktorého by sme odhadovali parameter a ako napriklad priemernd dlzka cesty v grafe

alebo zoskupovanie vrcholov.
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library (igraph)
set.seed (12345) # kvoli reprodukovatelnosti

#nazorny graf

ukazka <— erdos.renyi.game(n=7, p=0.5) #vygenerovanie grafu
pdf("ukazka.pdf")

average .path.length (ukazka)

plot (ukazka)

dev.off ()

#rozdelenie stupnov wvrcholov—binomicke rozdelenie

graf2 <— erdos.renyi.game(n=20, p=0.2) #vygenerovanie grafu
pdf("renyi0.pdf")

plot (graf2)

dev. off ()

pdf("renyil.pdf")

dl <— length(degree.distribution (graf2))

#graf distribucnej funkcie stupnov wvrcholov

plot ((1:d1),degree. distribution (graf2), xlab="_", ylab="_")
lines ((1:d1),degree.distribution (graf2), col="black")
#teoreticke hodnoty pri binomickom rozdeleni

lines ((1:d1), dbinom((1:d1), 20, 0.2), col="blue")
dev.off ()

#rozdelenie stupnov wvrcholov—Poissonovo rozdelenie

graf2 <— erdos.renyi.game(n=50, p=0.02) #vygenerovanie grafu
pdf("renyi20.pdf")

plot (graf2)

dev.off ()

pdf("renyi2.pdf")

dl <— length(degree.distribution (graf2))

#graf distribucnej funkcie stupnov wvrcholov

plot ((1:d1),degree.distribution (graf2), xlab=",", ylab="_")
#teoreticke hodnoty pri Poissonovom rozdelent

lines ((1:d1),degree.distribution (graf2), col="black")
lines ((1:d1), dpois((1:dl), 1), col="blue")

dev. off ()

Listing 1: Kéd 1
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library (randomcoloR))

coauthor <— read.table(file="coauthor.txt", header=IRUE)
head (coauthor)

attach (coauthor)

x <— coauthors

plot(x,degree)

sum ( x

m <— sum(degreex*x) /sum(x)/2 #priemerny stupen wvrchola

vsetky <— NA

for (i in 1l:length(x)) vsetky <— c(vsetky ,rep(degree[i],x[i]))
Fd. funkcia <— ecdf(vsetky)

d <— seq(from=0, to=max(degree), by=1)

Fd <— Fd. funkcia(d)

# uprava — kvoli tomu ze ecdf ma F(z)=Pr(X<=z),

#my chceme podla sladjov Pr(X<z)

pocet <— length(d)

d <— d[-1]

Fd <— Fd[—pocet]

#vymazanie prvkov, kde Fd=1, pretoze by wvznikal problem
#pri log(1—Fd) v regresii
if (Fd[length(Fd)]==1)

Fd <— Fd[—which(Fd==1)]

d <~ d[1:length(Fd)]

#pdf("coauthor.pdf")
plot(log(d),log(1-Fd), type="p") # log(l1—Fd) v zawvislosti o log(d)

#dev. off ()

#iteracny cyklus

#start s a0, ktore wvstupi do regresie

#nasledny vypocet noveho al, ktore si wvyjadrime pomocou
#koeficientou regresie

k <— NA #bude pocitat iteracie pre jednotlive a0

a <— NA

7z <— seq(from=0.05, to=0.95, by=0.1)

for (i in z) {

a0 <— 0
al <— i
iter <~ 0

a.vektor <— NA
while (abs(al—a0)>0.001)

a0 <— al

if (a0<0 || a0>1) break
parameterMODEL <— Im(formula = log(
x <— —unname (parameterMODELS$ coeff [2
al <— 1-(2/x)

iter <— iter+l1

a.vektor[iter] <— al

1};Fd)~1+10g (d+2%a0*m/(1-a0)))

a.vektor <— t(a.vektor)
if (i==0.05) {
A.matica <— matrix(a.vektor ,ncol=(length(a.vektor)), nrow=1)
} else {
rozmer <— abs(length(a.vektor)—ncol(A.matica))
if (length(a.vektor) > ncol(A.matica)) {
A.matica <— cbind(A.matica, matrix(rep (NA,
nrow (A. matica)*rozmer), ncol=(rozmer) ,nrow=(i —0.05)%10))
} else {
a.vektor <— cbind(a.vektor, matrix(rep(NA, rozmer),
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ncol=rozmer, nrow=1)) }
A.matica <— rbind (A.matica, a.vektor)

i[(i+0.05)*10] < al
k[(1i+0.05)%10] <— iter

A.matica <— cbind(z, A.matica)
cl <— distinctColorPalette (10)
cl <— rainbow (15, start=0.1, end=0.9)

pdf("iteracieCA .pdf")

plot (seq(1,sum(!is.na(A.matica[l,]))),

A.matica[l,l:sum(!is.na(A.matica[l,]))], xlab=",", ylab=",",

xlim=c(1,ncol(A.matica)), ylim=c(0,1))

for (i in 1:10)
lines (seq(from=1, to=sum(!is.na(A.maticali,])), by=1),
A.matica[i,l:sum(!is.na(A. matical[i,]))], col=cl[i])
points(seq(from=1, to=sum(!is.na(A.maticali,])), by=1),
A.matica[i,l:sum(!is.na(A. maticali,]))], col=cl[i])

title (xlab="iteracie", ylab="parameter a")
dev. off ()

Listing 2: Kod 2

#simulovane data, neorientovane grafy
library (gdata)

Afor <— seq(from=0.1, to=0.9, by=0.1)
Mfor <~ ¢(10,20,30,40,50,60,70,80,90)
#Afor <— seq(from=0.6, to=0.9, by=0.1)

h<-0

#matice pre zapisovanie konvergencii

maticaAO <— matrix(rep(NA,2430), ncol=243, nrow=10)

maticaAD <— matrix (c(NA, Afor ,rep(NA,90)), ncol=10, nrow=10,
byrow=FALSE)

maticaAD [1,] <— c(NA, Mfor)

odhadA <— maticaAD

#t <— 1000

t <— 100

#cykly , v ktorych sa pre rozne a,m vygeneruju Sstiete
#a nasledne odhadne parameter a

for (i in Afor) {

for (j in Mfor) {

h <— h+1
a <— i
m <— j

maticaS <— matrix(rep (NA,t+t), ncol=t, nrow=t)
priatelia <— NA

pria2 <— NA
HMdata <— NA
HMroz <— NA

#generovanie siete

for (r in 1:m) {
maticaS[l:m,r] <— rep(1l,m)
maticaS [r,r]=NA

for (r in (m+1):t) {
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}

#nepreskalovane wvahy

priatelial <— NA

for (ii in 1:(r—1)) priatelial [ii]=sum(!is.na(maticaS[ii,]))
priatelia2 <— 1:(r-—1)

#vytvorenie nahodnych axm hran

if (al=0) {

hrany <— sample(1:(r—1), a=m)

maticaS [r,hrany] <— rep(1l,length(hrany))
maticaS [hrany ,r| <— rep(1l,length(hrany))

}

if (al=1

#hl(gdaniz (1—a)xm hran cez preferential attachment
priatelial priatelial [—hrany] # nepreskalovane wvahy
priatelia2 priatelia2[—hrany] # wvrcholy indexy

priatelial priatelial /sum(priatelial) # preskalovane wvahy

hrany2 <— resample (x=priatelia2 , size=(1—a)*m, prob=priatelial)

maticaS [r,hrany2] <— rep(1,length(hrany2))
maticaS [hrany2,r| <— rep(1l,length(hrany2))

}

#HMroz je pravdepodobnostne rozdelenie stupna vrcholowv
for (r in 1:t) {
HMdata[r] <— sum(!is.na(maticaS[r,]))

HMroz <— matrix (rep (NA,2* (max(HMdata)+1)), ncol=2,
nrow=max ( HMdata)+1)

for (r in 0:max(HMdata)) {

HMroz[r+1,] <— c(r,sum(HMdata=—r))

}

#vytvorenie distibucnej funkcie
x <— HMroz]|,2]
degree <— HMroz[,1]

m <— sum(degreex*x) /sum(x)/2 #priemerny stupen vrchola

vsetky=HMdata

Fd.funkcia <— ecdf(vsetky)

d=degree

Fd <— Fd. funkcia(d)

# uprava — kvoli tomu ze ecdf ma F(x)=Pr(X<=x), my chceme podla
#sladjov Pr(X<z)

pocet <— length(d)

d <— d[-1]

Fd <— Fd[—pocet]

#vymazanie prvkov, kde Fd=1, pretoze by wvznikal problem pri
#log(1—-Fd) v regresii
if (Fd[length(Fd)]==1) {

Fd <— Fd[—which(Fd==1)]
d <— d[1:length(Fd)]

#iteracny cyklus

#start s a0, ktore wvstupi do regresie

#nasledny vypocet noveho al, ktore si vyjadrime pomocou
#koeficientov regresie

k <— NA #bude pocitat iteracie pre jednotlive a0

a <— NA

z <— seq(from=0.05, t0o=0.95, by=0.1)

for (r in z) {

a0 <— 0
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106 al <~ r

107 iter <— 0

108 a.vektor <— NA

109 #for (jj in 1:20)

110 while (abs(al—a0)>0.0001)

111

112 a0 <— al

113 if (a0<0 || a0>1) break

114 parameterMODEL <— Im(formula = log(1—Fd)~1+log(d+2+*a0+m/(1—a0)))
115 x <— —unname(parameterMODELS$coeff [2])

116 al <— 1—(2/)()

117 iter <— iter+1

118 a.vektor[iter] <— al

119

120 a.vektor <— t(a.vektor)

121 if (r==0.05) { A.matica <— matrix(a.vektor ,ncol=(length(a.vektor))|
122 nrow=1)

123 } else {

124 rozmer <— abs(length(a.vektor)—ncol(A.matica))

125 if (length(a.vektor) > ncol(A.matica)) {

126 A.matica <— cbind (A.matica, matrix(rep (NA,

127 nrow (A. matica)*rozmer), ncol=(rozmer),nrow=(r —0.05)*10))

128 } else {

129 a.vektor <— cbind(a.vektor, matrix(rep(NA, rozmer),

130 ncol=rozmer, nrow=1)) }

131 A.matica <~ rbind (A.matica, a.vektor)

132 }

133 al(r+0.05)%x10] <— al
134 k[(r+0.05)*10} <— iter
135
136 |A. matica <— cbind(z, A.matica)
137
138 |#zapisovanie ci pre tuto sadu dat bola nejaka konvergencia
139 | if (sum(a>=0)!=0)

140 | maticaAD[i*104+1, which(Mfor=—j)+1] <— sum(a>=0)

141 | odhadA[i%1041, which(Mfor—j)+1] <— round (mean(a[a>=0]),3)
142 |} else maticaAD [i%10+41, which(Mfor—j)+1] <— 0

143 |#zapisovanie odhahov a a poctu iteracit

144 | maticaAO[,(h*3)—2] <— z

145 | maticaAO [, (h*3)—1] <— a

146 | maticaAO[,(h*3)] <— k

147
148 |}
149 }

150
151 | write.table (maticaAD, "maticaADd2.txt")

152 | write.table (odhadA, "odhadAd2.txt")

153 | write.table (round(maticaA0,3), "maticaAOd.txt")

Listing 3: Kéd 3
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