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(a) Sangaku st tabulky s geometrickymi tlohami, ktoré sa nachadzaju
v niektorych budhistickych a Sintoistickych chramoch v Japonsku. V kapitole
sa uvedie jednochy priklad na ukazku a potom niekol'ko (2-3) naro¢nejSich
prikladov.

(b) Origami, skladanie z papiera ma suvislosti s matematikou. V praci sa
budeme zaoberat’ dvoma z nich podl'a knihy [1]: skladanie do seba vloZenych
Stvorstenov (vedie na optimalizaént tlohu - treba uréit’ pomer stran papiera,
z ktorého sa jednotlivé Casti skladaji tak, aby do seba ¢o najlepSie zapadali)
a skladanie iteracii Mengerovej Spongie [2] (treba najst’ rekurentny predpis
a potom explicitny vzt'ah pre pocet pouzitych papierovych vizitiek, z ktorych
sa model sklada).

(¢) Samostatne naprogramovat’ rieSenie niekol’kych (2-3) japonskych logickych
hlavolamov v sofvéri Minizinc. Programovanie je zalozené na modelovani
a matematickej formulacii problému, nie na naprogramovani algoritmu jeho
rieSenia (solver je mozné vybrat’ spomedzi dostupnych moznosti pri spustani
programu).

[1] T. Hull, Project origami: activities for exploring mathematics. CRC Press,
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Abstrakt v statnom jazyku

PELLEROVA, Daniela: 3x Japonsko a Matematika [Bakaldrska préca), Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej
matematiky a Statistiky; skolitelka: doc. RNDr. Bedta Stehlikova, PhD., Bratislava,
2016, 70 s.

V prvej casti prace sa zaoberame matematikou zobrazenou na drevenych tabulkach v
sintoistickych a budhistickych chramoch v Japonsku. V naroc¢nejsom priklade uvedieme
tradi¢né riesenie a nasledne vyriesime aj nami zovseobecnené riesenie pouzitim analy-
tickej geometrie. Druha cast sa venuje aplikécii matematiky v Origami. V prvom modeli
zoptimalizujeme rozmery papiera, z ktorého sa skladaju jednotlivé stavebné casti, za-
tial ¢o v druhom odvodime explicitny aj rekurentny vzorec na pocet takychto casti.
Oba modely napokon skonstruujeme ¢im potvrdime odvodené vysledky. V poslednej
casti sa venujeme matematickej formulécii japonskych hlavolamov v programovacom
jazyku MiniZinc. Ide o jazyk, ktory je Specializovany na optimalizaciu s ohranicenim,
¢o nam umoznuje lepsiu pracu s obmedzeniami, ktoré udavaju hlavolamy. Konkrétne

rozoberame riesenie hlavolamov Futosiki a Mrakodrapy.

KTIicové slova: Sangaku, Origami, Pretinajtce sa Stvorsteny, Mengerova spongia,

Futosiki, Mrakodrapy, Hlavolamy



Abstract

PELLEROVA, Daniela: 3x Japan and Mathematics [Bachelor Thesis|, Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of
Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD.,
Bratislava, 2016, 70p.

In the first part of our work, we are dealing with mathematics depicted on wooden
tables in Shinto shrines and Buddhist temples of Japan. We mention a traditional solu-
tion to a more difficult problem and subsequently we solve a generalized problem using
analytic geometry. Second part is dedicated to application of mathematics in Origami.
Our objective in the first model is to optimize the size of paper, from which the ba-
sic building units are folded, whereas in the second model we derive a recurrent and
also explicit formula for the number of its building unit. By constructing both of the
models we confirm our derived results. In the last part of our work we discuss mathe-
matical formulation of two of japanese puzzles in programming language of MiniZinc.
It is a language designed for specifying constrained optimization, which help us with

formulations. Namely, we will use MiniZinc to solve Futoshiki and Skyscrapers puzzles.

Keywords: Sangaku, Origami, Intersecting Tetrahedra, Menger Sponge, Futoshiki,

Skyscrapers, Logic Puzzles
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UVOD UVOD

o ich pocet. Mengerova Spongia je fraktalové teleso, pricom na skladanie jednotlivych
iteracii sa pouzivajui papierové vizitky. V praci sa zameriame na odvodenie rekurent-
ného aj explicitného vzorca pre pocet takychto vizitiek potrebnych na poskladanie n-tej
iteracie.

Poslednou kapitolou nasej prace bude kapitola o japonskych hlavolamoch. Nep6jde
o ich samotné riesenie, ale o ich matematickt formuldciu a programovanie v programe
MiniZinc. Pre oboznamenie so samotnym MiniZincom najskor uvedieme formuldciu

jednoduchsieho hlavolamu - Futosiki a naprogramujeme aj zlozitejsi - Mrakodrapy.
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Kapitola 1

Sangaku

1.1 Umenie, nibozZenstvo alebo matematika?

Ci uz v dnesnom svete, alebo v minulosti, umenie vzdy tizko siviselo s ndboZenstvom.
Malby v kostoloch, mozaiky, vitraze, obrovské sochy a aj mnoho dalsich umeleckych
diel vznikali na podnet nabozenstva. Boli stc¢astou bohosluzieb, prejavom tcty, vdaky,
alebo oddanosti.

Spajanie umenia a matematiky tiez nie je neobvyklym javom. Vyuzivanie symetrii,
fraktalovych obrazcov ale aj platénske telesa a iné geometrické utvary by sme nasli v
dielach mnohych znamych umelcov. Na otazku, ¢i je mozné spojit do jedného umenie,
nabozenstvo a aj matematiku, nam odpovedaju japonské tabulky Sangaku.

Ide o drevené tabulky, ktoré boli v Japonsku popularne pocas éry Edo (od roku
1603 az do roku 1867 [20]) kedy ich matematici po zobrazeni nechavali v chramoch
ako dary. Aj napriek tomu, ze v tomto obdobi bolo Japonsko takpovediac odrezané

od zvysku sveta !. Neznamend to ale, Ze tiplne stagnovalo. Izoldcia krajiny sposobila,

'Rokom 1603 boli v Japonsku polozené zdklady $6gunatu Tokugawa. Prvy sogtin, Iejasu Tokugawa,
povazoval krestanstvo za podvratny zivel a v roku 1606 zacal vydavat prvé protikrestanské edikty. Jeho
nastupcovia v nich pokracovali, az nakoniec prenasledovanie krestanov spolu s tokugawskou politikou
prisnej regulacie zahrani¢ného obchodu priviedla Sogunat do stavu takmer tplnej izolacie. Eurépskym
lodiam bol povoleny vstup len do dvoch pristavov, z krajiny boli vyhosteni vetci Spanieli, Japoncom
bol pod hrozbou trestu smrti zakdzany odjazd do cudziny, a tym ktori sa tam zdrziavali bol udeleny
zakaz navratu. Z celej Eurépy mali obchod s Japonskom dovoleny len Holandania a nasledujtcich 150

rokov sa Japonsko sprévalo akoby zvysok sveta vobec neexistoval [20]
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1.2. UKAZKY JEDNODUCHYCH SANGAKU KAPITOLA 1. SANGAKU

ze si vyvinuli iné metédy na riesenie problémov, nez tie ktoré sa pouzivali v tom case
inde vo svete. V japonskych geometrickych tilohach sa casto pouzivali kruznice a elipsy,
zatial o v Eurépe takych bolo pomenej.

Tiez znalosti, ktoré sa v danych oblastiach rozvijali v Eurépe boli pre Japonsko stale
nezname, preto boli casto niteni vymysliet vlastné postupy riesenia.

Tie boli blizke pristupom starych Grékov a boli ¢asto ¢asovo naroc¢nejsie. Zatial ¢o
pomocou modernych matematickych metéd moze rieSenie Sangaku zjednodusit na par
riadkov, povodné japonské riesenia boli dlhé niekolko stran. Ich vyhodou ale bolo, Ze
matematika, ktora sa v nich vyuzivala bola ovela jednoduchsia, vdaka ¢omu ich mohol
riesit takmer ktokolvek. Niektoré tabulky boli vyriesené dvanést roé¢nymi detmi. To ale
neznamend, ze neboli naroéné, len Ze na ne stacili zdkladné znalosti matematiky [23].

V tejto kapitole postupne rozoberieme tri rézne Sangaku vratane modernych a tra-

di¢nych rieseni.

1.2 Ukazky jednoduchych Sangaku

1.2.1 Sangaku Pavi Chvost

Vela Sangaku obsahuje vpisané a opisané kruznice. Toto konkrétne (obrazok 1.1) za-

vesila Okuda Cume v roku 1865 na chram Meiseirindzi v meste Ogaki [17].

Obr. 1.1: Zadanie Sangaku Pavi Chvost [17]

Na obrazku vidime velky kruh s priemerom 2R. Do neho st vpisané dva dotykajice
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KAPITOLA 1. SANGAKU 1.2. UKAZKY JEDNODUCHYCH SANGAKU

sa kruznicové obliky s polomerom R a dalej vpisané kruhy s priemerom R. Stvorice
cervenych a modrych kruhov st vpisané tak ako na obrazku pricom cervené maju

polomer ¢ a modré ¢'. Ulohou je dokézat rovnost

t=t'=—.
6

Uvedieme rieSenie podla [18]:

Vrcholy v zadani Sangaku sme si oznacili ako na obrazku 1.2.

Obr. 1.2: Zavedené oznacenie pri rieSeni Sangaku Pavi Chvost [18§]

Potom v pravouhlom trojuholniku AV'T plati

R
A = —
Av] = 3.
R
VT = —+t,
2
|AT| = R-—t.

Pouzitim Pytagorovej vety pre tento trojuholnik dostavame vztah

(R—1t)*= <§)2+(§+t)2. (1.1)

Mame teda vztah pre R a t. Z pravej casti obrazka teraz podobnym sposobom

vyjadrime vztah R a t'.
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1.2. UKAZKY JEDNODUCHYCH SANGAKU KAPITOLA 1. SANGAKU

Z Pytagorovej vety v trojuholniku USX vyjadrime [UX|? = |[US|*—|SX|*. Rovnako
z trojuholnika UX B mame |[UX|* = |UB|? — |BX|?. Preto

US]? — |SX|> = |UBJ)* — |[BX|. (1.2)
Ked7e z obrazka 1.2 vidno, ze |SX| = |UY| =, tak |BX| = R —t'. Dalej |[UB| =

R+t a|US| =R —t'. Dosadenim do (1.2) dostdvame:

(R—t)? —t?=(R+t)*—(R—t)% (1.3)

Z rovnice (1.1) potom ekvivalentnymi ipravami dostaneme

R* R?
R?> —2Rt+t* = I+Z+Rt+t2,
R
t = —. 1.4
: (14)
Analogicky, upravami vztahu (1.3) vyjadrime
R* — 2Rt +t? —t? = R*4+2Rt'+t*— R>+ 2Rt —t?,
R
= —. 1.5
; (15)
Potom podla (1.4) a (1.5) vidno, ze
R
t=1t=— 1.6
6 Y ( )

¢im je Sangaku vyrieSené.

1.2.2 Druhé jednoduché Sangaku

Pred tym, nez sa budeme zaoberat fazsim Sangaku, uvedieme este jedno jednoduchsie.
Toto pochadza zo zbierky Suri Sinpen, ktorej autorom je Saito Gigi (1816-1889). V
tejto knihe z roku 1860 je uvedenych 34 tabuliek, z ktorych vacsina vyzaduje vyssie zna-
losti matematickej analyzy. V nasej préci si z nich vyberame ale jednu z jednoduchsich,
ktora v knihe nie je vyrieSend [11].
Majme kruhy s polomerom r. Vytvorime z nich postupnost tak, ze ich stredy tvoria
n-uholnik, napriklad ako na obrazku 1.3. Ulohou je vypocitat rozdiel obsahov tej casti

kruhov, ktora ja vo vnutri a ktora je vo vonkajsej casti n-uholnika.

16



KAPITOLA 1. SANGAKU 1.2. UKAZKY JEDNODUCHYCH SANGAKU

S

Obr. 1.3: Zadanie Sangaku z knihy [11]

Stcet vnutornych uhlov lubovolného konvexného n-uholnika vieme vyjadrit ako (n—
2) - 180° [10].

Pod vonkajsim uhlom n-uholnika rozumieme susedny uhol k vnitornému (na ob-
razku 1.4 je 5 vonkajsim uhlom). Pri takejto definicii mézeme povedat, Ze sicet vnu-
torného a vonkajsieho uhla pri danom vrchole bude vzdy 180°, pricom vonkajsi uhol
nam udéava, o aky velky uhol sa musime otocit, aby sme sa dostali k dalsej hrane n-
uholnika. Treba povedaf, Ze nas zaujima otocenie sa vzdy jednym a tym istym smerom
pre kazdy vrchol. Kedze sa nakoniec dostaneme k tej hrane, z ktorej sme zacinali,
mozeme povedat, ze siucet vonkajsich uhlov v konvexnom n-uholniku bude 360°.

Nase kruznice ale mézu vytvorit aj nekonvexny n-uholnik, preto by sme potrebovali
nieco podobné ukazat aj pre takyto pripad.

Pokial by sme chceli nadalej chapat vonkajsi uhol ako otocenie sa k najblizsej hrane
n-uholnika, musime si uvedomit, ze pri vrchole, ktory spésobuje nekonvexnost (vrchol,
viac ako 180°. To by nam ale nesedelo s pévodnym predpokladom, zZe stucet vonkajsieho
a vnutorného uhla bude vzdy 180°.

Preto budeme pod vonkajsim uhlom pri takomto vrchole chéapat uhol mensi ako
180°, ktorym sa oto¢ime k najblizsej hrane (obrazok 1.5). Potom bude ich sicet opéat

180°, ale pri otacani k najblizsej hrane sa otoc¢ime do opacnej strany ako pri ostatnych
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1.2. UKAZKY JEDNODUCHYCH SANGAKU KAPITOLA 1. SANGAKU

Obr. 1.4: Vonkajsi uhol S a vnutorny uhol «

vrcholoch preto ich pri vyslednom stucte budeme brat s opa¢nym znamienkom. Kedze
rovnako ako pri konvexnych n-uholnikoch aj teraz po n otoc¢eniach skonc¢ime na rovnakej
hrane, dokopy sa otoc¢ime o 360°.

Ukazali sme, zZe stucet vonkajsich uhlov je 360° v fubovolnom n-uholniku bez ohladu
na to, ¢ je konvexny alebo nekonvexny [6].

Kedze n-uholnik ma n vrcholov, ma aj n dvojic vnutornych a vonkajsich uhlov.
Kazd4 takato dvojica ma v stucéte 180°, preto stucet vsetkych vnutornych aj vonkajsich
uhlov v n-uholniku je vzdy n-180°. Nakolko sme ale ukazali, ze sticet vonkajsich uhlov v
Iubovolnom n-uholniku ju 360, sicet vnutornych mozeme chépat ako sicet vonkajsich
aj vnutornych, bez vonkajsich.

Preto sicet vnutornych uhlov Iubovolného n-uholnika bude (n - 180°) — 360° =
(n —2)-180° [6].

Potom stcet obsahov tych casti kruhov, ktoré lezia vo vnitri n-uholnika bude

1 1
Svnﬁtri = wﬂ”]ﬂ(n - 2) -180° = §7TT2<TL — 2)

Vonkajsiu cast vieme vypocitat ako rozdiel suctu obsahu vsetkych kruhov a ich

18



KAPITOLA 1. SANGAKU 1.3. TAZKE SANGAKU

Obr. 1.5: Vonkajsi uhol 8 a vntutorny uhol «

vnutornej casti, teda

2
Svonkajéie = nnr-— Svnﬁtri>
n+2
Svonkajéie = 9 . (17)

Potom rozdiel vyjadrime ako

2 -2
Svonkajéie - Svnlitri = 7TT2 <n—2i_ - n 5 ) = 271'7"2. (18)

1.3 Tazké Sangaku

Uz sme ukazali princip riesenia Sangaku na jednoduchsich prikladoch, takze v nasle-
dujucej casti sa budeme detailnejsie venovat jednému zlozitejSiemu.

Tato tabulku zavesil Ehara Masanori v roku 1806 v chrame Acua. Obsahovala iba
toto jedno zadanie bez rieSenia a néslednej bola stratend. Nastastie vsak Kitagawa
Moko v nezndmom datume navstivil chrdm a zaznamenal toto Sangaku ako Kjuka
Sankei, alebo Devit kvetov matematiky spolu s rieSenim [11].

Na obréazku 1.6 je rovnoramenny trojuholnik ABC. Dve priamky BD a CH ho

rozdeluji na tri malé trojuholniky s vpisanymi kruznicami o rovnakom polomere r.

19



1.3. TAZKE SANGAKU KAPITOLA 1. SANGAKU

Obr. 1.6: Zadanie tazsiecho Sangaku z knihy Devat kvetov matematiky

Vyjadrite pomocou neho dizku CH.

Pre porovnanie uvedieme povodné riesenie od Kitagawu Moka [11] a aj moderné
riesenie [22]. Ohladom tohto konkrétneho riesenia sa rozvinuli dlhsie diskusie [2], kvoli
chybajiicej podmienke kolmosti useciek C'H a BD v zadani [22]. Preto vysledkom tohto
rieSenia nebolo vyjadrenie dizky C'H iba pomocou r ale aj pomocou inych premennych
zo zadania. Jednotlivé premenné vo vysledom vztahu ale neboli nezavislé, preto sa v
nasom rieSeni pokusime o zjednodusenie tohto vztahu. Nasim cielom teda bude dostat

vztah dizky CH od ¢o najmensicho po¢tu ingch nezavislych premennych zo zadania.

1.3.1 Tradicné riesenie - Kitagawa Moko

Ako prvé uvadzame tradiéné riesenie podla [11]. Ozna¢me vrcholy trojuholnika, prie-
secniky a stredy kruznic ako na obrazku 1.7.

Kedze priamka C'H je kolma na priamku BD a zaroven polomer k; je rovnaky ako
polomer ks, a teda rovny r, tak |/DCH| = |ZHCB|, z ¢oho vypliva, Ze trojuholnik
BCD je rovnoramenny.

Ozna¢me teda b = |BC| = |CD|, a = |BD| a k = |CH|. Nech bod D’ lezi na strane
AB a bod D" lezi na strane AC, pricom |BD| = |BD'| = |CD"| = a, ako na obrazku

20



KAPITOLA 1. SANGAKU 1.3. TAZKE SANGAKU

Obr. 1.7: Zadanie s oznacenim pre tradi¢né riesenie

1.8. Ozna¢me dalej T',7" a T” body dotyku kruznice k3 a trojuholnika AABD.

Vieme, ze body dotyku kruznice (u nas napriklad kruznica ko a body V, V' a V")

maju po dvojiciach rovnaké vzdialenosti od prislusného vrcholu trojuholnika (u néas

teda napriklad |CV| = |CV"|).

Dalej kedZe AABC je rovnoramenny, mozeme povedat, ze | D'T'| = |D"T"| a zéroven

|D'T'"| = |DT|. Potom |DT| = |D"T"|. Dalej kedze body T a T" st bodmi dotyku k3

a AABD, tak |DT| = |DT"|. Dostavame |D"T"| = |DT"|. Ozna¢me tuto vzdialenost

ako s. Potom

cD"—-CD -b
S:|D//T//|:|DT//|: — a .
2 2
Tiez z obrazka 1.8 vidno, ze
a
b=|BC|=|CD|=|CV|+|VD|=(k—r)+ (5 —r).
Po dosadeni tohto vztahu do (1.9) dostavame

a k-—2r
§=— —

4 2
Dalej z obrazku 1.9 a z Pytagorovej vety v trojuholiku BC'H dostavame

p = (3)2 e
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1.3. TAZKE SANGAKU KAPITOLA 1. SANGAKU

B ]

Obr. 1.8: Zostrojenie bodov D' . D" T" a T"

Umocnenim (1.10) a dosadenim z (1.12) mame rovnost

2 2

az+k2 = %+k2+4r2+ak—4kr—2ar,
0 = 4r* +ak — 4kr — 2ar,
dr(k —r)
_ . 1.13
¢ k—2r ( )

Vpisme teraz do trojuholnika BC'D novu kruznicu k4 so stredom Hy a polomerom
R ako na obrazku 1.10. Oznacéme ) bod jej dotyku so stranou BC'. Z Pytagorovej vety
v trojuholniku C'H,Q vyjadrime dlzku strany CQ:

CQ| = /(k =R} =R = VI —2Rk =b— 5 =k —2n, (1.14)

kde posledna rovnost vyplyva z (1.10). Z (1.14) potom vieme vyjadrit R ako

2r(k —r)

f=—

(1.15)

Poslednou tlohou v ramci rieSenia bude vyjadrit R pomocou r a k. Pomocou Py-
tagorovej vety a dvoch dokreslenych pravouhlych trojuholnikov XY H, a XZH, si

vyjadrime ich spolo¢ni stranu X Hy (obr. 1.11):
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Obr. 1.9: Trojuholnik BCD s oznacenim stran

XH,> = (R+r)2+<g—s)2, (1.16)
XH,? = (R—r)2—|—<s+;)2, (1.17)

kde (1.17) vyplyva z trojuholnika XY H, a (1.17) vyplyva z trojuholika X H,Z.

Pouzitim rovnosti (1.17) (1.17) dostaneme vztah

<R+r>2+<;‘5>2 - <R‘””(”>2’
(1.18)

z ¢oho po roznasobeni dostaneme

2Rr = as. (1.19)

Do rovnice (1.19) dosadime R z (1.15) a za prava stranu dosadime vyjadrenia z

rovnic (1.11) a (1.13):
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Obr. 1.10: Trojuholnik ABC' a vyjadrenia dizok jeho stran po dokresleni novej kruznice

k k—2r k—2r 2
0 = k% —4rk? —2kr*> + 813,

, 2rlk=r) _ dr(k—7) (r(k—r)_k—2r>7

0 = (k*—2r°)(k — 4r).

Riesenie k? = 2r? by znamenalo, ze |CH| = v/2r, ¢o ale nie je mozné, kedze strana
trojuholnika nemdze byt mensia ako priemer jeho vpisanej kruznice.

Preto rieSenie spliiajice podmienky zadania je pre nds k = 4r a teda vysledkom je

|CH| = 4r. (1.20)

1.3.2 Moderné riesenie

Aj napriek tomu, ze Sangaku bolo vyriesené, sa nasli aj taki, ktorym to nestacilo a
hladali iné sposoby riesenia. V nasledujicom rieseni, ktoré pochddza z [21] je zadanie

zovseobecnené tak, Zze namiesto pravého uhla pri vrchole H budeme brat Iubovolny
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Obr. 1.11: Trojuholnik ABC spolu s vyjadreniami jednotlivych dizok

uhol [22].

Zvolme stradnicovi sistavu, v ktorej body A, B,C maju stradnice A = [a, h],
B = [0,0] a C = [2a,0]. Oznacme H;, Hy a Hj postupne stredy vpisanych kruznic
trojuholnikom BHC, HDC a BAD. Vypocitame teraz sturadnice bodu Hj.

Oznac¢me M stred strany BC' a P bod dotyku kruznice so stredom v H3 a strany AB,
ako na obrazku 1.12. Potom trojuholniky AM B a APHj st oba pravouhlé a navyse
|/PAH;3| = |£BAM], teda st podobné. Z podobnosti mame potom

AH,| _ |AB

| H3P| |[BM|’

AHy| = € (1.21)
a

Potom stradnice bodu Hz moézeme zapisat ako Hs = [a,b], kde b = h — ¢, kde c je
diZka strany AB.

Oznacme dalej m = tgf a my = tg#,, kde 6 a 6; su velkosti uhlov HBC a HCB.
Potom priamka BD prechddza bodom B = [0, 0] so smernicou m teda

BD :y = muz. (1.22)
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ra| =
o]

Obr. 1.12: Zadanie s oznacenim jednotlivych bodov a stran pre moderné riesenie

Podobne C'H prechddza bodom C' = [2a, 0] a s priamkou BC' zviera uhol 180 — 6y, teda
CH :y=—mjx + 2am;. (1.23)

Bod H lezi v prieniku CH a BD, teda jeho siradnice dostaneme riesenim sustavy

rovnic (1.34) a (1.34). Preto xy = 29 5 yy = 29mm Kedze mame zname siradnice
m-—+mi m-+mji

bodov C' aj H, mdézeme vypocitat ich vzdialenost ako

2
ICH| = % 1+ m2. (1.24)
m ™M

Vyjadrili sme dizku CH, no mame navyse premenné m a m;. Tie sa v dalgich krokoch

pokusime z vyjadrenia odstranit.

Vzdialenost bodu Hj od priamky BD je vlastne polomer r, no mdézeme ju vyjadrit

pomocou zavedeného oznacenia aj ako \;”n%, teda

rvm?2+1=ma —b. (1.25)
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Ozna¢me nakoniec eSte stradnice Hy, = [t,r], kde ¢ je nezndme. Tangens vyjadruje
pomer protilahlej a prilahlej odvesny v pravouhlom trojuholniku, preto z trojuholnikov

H,BF a H{FC kde F je bod dotyku kruznice k3 a strany BC, dostavame vzfahy

Wl - T
92—757
g = T
Y9 = ou—_¢t

2tga
tg2a =
gea=az tga?
vieme vyjadif
2rt
m = tgh = oa—t (1.26)
2r(2a —t)
= tgh = ————. 1.27

Po dosadeni (1.26) a (1.27) do (1.24) a (1.25) dostdvame nové vztahy pre dlzku

usecky C'H a polomer r, uz bez pomocnych premennych m a mq, s jedinou neznamou

t:
|CH|(2at — t* — 1%) = t(4a® — dat + t* + 1?), (1.28)
(r +b)t* — 2art + (r* — br?) = 0. (1.29)
Po oznaceni dlzky |CH| = X mbdzeme chépat naSe zadanie ako rieSenie funkcie
F(X,r)=0.
Upravime si ju do tvaru
Agt? + Ait2 + Ast + A5 =0
Bot? + Byt + By =0
Koeficienty pri mocninach ¢ dopocitame roznasobenim rovnic (1.28) a (1.29), a do-
staneme:
Ap=1
A =X —4da
Ay =4a® + 1% — 2aX
A =1r?2X
By=r+b
Bi = —2ar

By =13 —br?
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Hladame teda také ¢, ktoré by riesilo obe rovnice (1.28) a (1.29).
Podla [13] ozna¢ime pojmom rezultant dvoch polynémov f a g (ozn. Res(f,g))

determinant matice, ktorej prvky tvoria koeficienty polynémov nasledovne:

Qo ay e e Qp
ao ay ... ... Ap
Qo aq e (07%
Res(f,g) = det (1.30)
bp b1 ... ... bp
bp b1 ... ... bn
b b1 ... bn
kde ag,ay ..., ay, by, by, ...,b, su koeficienty polynémov f a g.

Dalej rovnako podla [13], Res(f, g) = 0 prave vtedy, ked ag = by = 0 alebo polynémy
f,g maju spoloc¢ny delitel, ktorého stupen delitela je vacsi ako 0. Vieme, Ze v nasom
pripade ag =1, by =r + b # 0.

Kedze hladame spoloény koren nasich dvoch polynémov, rieSime systém, kedy sa

rezultant nasich dvoch polynémov rovna nule. Matica pre nas pripad vyzera nasledovne:
Ay A1 Ay Az O

0 Ay A Ay Aj
By B B, 0 0

0 By By By 0

0 0 By By By

Pricom jej determinant mdézeme pomocou Laplac-ovho rozvoja vyjadrif ako:

Ag-(—A3(B3—2ByB1 By)+Bo(Ag B3+ Ay B?— Ay ByBy— Ay By By) )+ By (A3( Ay By By +
A3ByB; — A1 B1By — AyByBy) + By(A2By + A3By + AgA3 By — A1A3By — A1 Ay By —
ApAsBy)) =0

Kedze kazdu z premennych vo vztahu vieme vyjadrif pomocou premennych a,t a r,
vieme uréit ich vzajomny vztah.

Podla [22] vieme funkciu F(X,r) potom upravit do tvaru

F(X,r) = fo(r)X* 4+ fi(1)X + fo(r) =0 (1.31)
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kde fs, fi a fy vieme vyjadrift pomocou doteraz pouzivanych parametrov:
falr) = (dr—ha—r)(a+r)(er - h),
filr) = —2a(dr — h)(cor* + c3r® + cyr® — 4a’hdr + 2a*h?),

fo(r) = (csm — h)(d*r® — 2dhr® + cgr* + 4ahr® + 4a*d*r® — 8a*dhr + 4a*h?).

Vo vyjadreni autor riesenia este oznacil pomocou cy, ..., cg nasledujice vyrazy:
CcC1 = d— ]_,
Cy = 1—d— d2,
C3 = h(2d + 1),

cy = 2a°d® — a® — hZ,
Cy; = d —f- ]_,
cg = —4a*d + a® + h%.,

kde navyse d = £, a ¢ a a st zname, ale zavislé parametre.

22]

1.3.3 Nase riesenie

Nase riesenie sa bude uberat cestou, ktora je blizsia modernému rieseniu, avsak sa bude
snazit vyjadrit dizku |C'H| pomocou ¢o najmenej inych nezévisljch premennych.

Zacneme rovnako ako pri modernom rieseni.

Zavedieme suradnicovu ststavu, pri ktorej bod B = [0,0] a priamka BC bude x-
ovou osou. Dizku tsecky BC oznaéime ako 2a, teda potom C' = [0, 2a]. Dalej ozna¢me
|/HBC| = 0 a |ZHCB| = 6. Spolo¢ny polomer vpisanych kruznic trojuholnikom
BCH, CHD a ABD oznacime r.

Suradnice bodu A a Hj, ako aj rovnice priamok BD a C'H urc¢ime rovnako ako pri

modernom rieseni a dostavame

A = Ja,h]
H = [a,h— 2 V2T (1.32)
BD:y = mx (1.33)
CH:y = —mjz+ 2am (1.34)
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kde
2rt
m = tgb = 2
2r(2a —t)
m g7 (2a —t)?2 —r?

Pouzitim rovnice priamky BD (1.34) a suradnic bodu Hs (1.33) vieme vyjadrit ich
vzdialenost ako p(BD, H3) = %, z ¢oho po dosadeni y-ovej stiradnice bodu Hs a
polozenim do rovnosti s polomerom r dostavame

h —

oy h?24+a?2—
a com (1.35)
m2 + 1

Rovnost (1.35) je potom pre prement h kvadratickou rovnicou. Pri jej uprave kvoli

umocnovaniu stracame jedno riesenie (h = am), a teda ma pre h jediny koren:

a*m + 2a’rvm? + 1 + amnr?
2 2 :

h = (1.36)

a’?—r

Méame teda vyjadreni premennt h iba pomocou premennych a,r a t. V (1.36) vy-
stupuju aj m a myq, tie ale vieme tiez vyjadrit cez a,r a t.

Dalej sa pozrieme na bod H,. Vieme, 7e stredom vpisanej kruznice trojuholniku
CHD a teda jeho vzdialenost od priamok BD, CH a AC' je rovna polomeru r. Vy-
jadrenim uvedenych vzdialenosti ziskame jeho sturadnice a dodatocnii podmienku na
vztah a,r a t.

Ako prvi vyjadrime vzdialenost bodu Hj, ktorého siradnice ozna¢ime [Xs, Ya] od

priamky BD danej rovnicou (1.34). Ked tito vzdialenost polozime do rovnosti s polo-

merom r dostavame vztah:

|mX2 — }/2|
BD,H,) — MA2=rl_
P 2) T
~Yo+mXy = rvm?2+1. (1.37)

Druhy vztah, v ktorom budu vystupovat suradnice bodu Hs, ziskame vyjadrenim
jeho vzdialenosti od priamky C'H. Tuto priamku mame dant rovnicou (1.34) a pre ich
vzdialenost preto dostavame vztah
|miXs + Ys — 2am, | _,

Vm2+1 7
Yo +my Xy — 2am; = rym? +1. (1.38)
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Z (1.37) a (1.38) potom dostavame sistavu rovnic pre X5 a Ys. Vyjadrenim tychto

suradnic pomocou a,r a t dostavame:

r(ymi + 14+ vVm? + 1) + 2amy

X, = e (1.39)

v, — r(my/m3 +1 _Z:_ ;112 +1) + 2amm1. (1.40)

Pomocou stradnic bodov A = [a,h] a C = [0,2a], vieme priamku AC' definovat
rovnicou

0= Zm+y—2h. (1.41)

Rovnako ako v pripadoch priamok BD a C'H aj jej vzdialenost od bodu Hy bude rovna

polomeru 7, teda dostavame posledny vztah

p(HQ AC) _ ’}/2 + %X2 - 2h|
) /1 + %;
-Y, — X, +2h
p(Hy, AC) = —2 1a+ i =r (1.42)
2

Po dosadeni (1.39), (1.40) a (1.36) do (1.42) dostavame vztah pre a,r a t.
Nagim cielom je vyjadrit dizku dsecky C'H pomocou r. T vyjadrime rovnako ako

v modernom rieSeni ako

ICH| = 1+m? (1.43)

m —+ my

Vyjadrenie si zjednodusime uréenim r = 1, teda polomer bude jednotkova dizka, a
bude nas zaujimat |C'H| v tychto istych jednotkach.

Pomocou programu wxMaxima sme dosadili jednotlivé premenné a ziskali sme vza-
jomny vztah premennych a a t. Teda ak si zvolime fixné a (alebo 2a ako dizku strany
BC(C), vieme k nemu dopo¢itat ¢ z otvoreného intervalu (r, 2a—r), teda v nasom pripade
(1,2a — 1). Interval sme takto uréili preto, aby boli uhly pri vrcholoch B a C' ostré,
teda aby mohol byt splneny predpoklad o rovnoramennom trojuholniku ABC.

V programe R (kéd 9 v prilohe) vieme potom do grafu zakreslit zavislost vyslednej
dlzky CH od volby dizky strany BC, resp. parametra a (obr. 1.13).

Dopoéitali sme teda vieobecne dlzku tsecky C'H a ukazali sme jej zavislost od dlzky

strany BC' (teda parametra a).
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20

|CH
15

10

Obr. 1.13: Graf funkcie z4vislosti premennej a a dizky strany CH

Pre overenie spravnosti nasho vypoctu, pouzijeme tradi¢né riesenie. Do vztahu (1.13)

dosadime 7 = 1 a k = 4. Potom pomocou (1.12) dopocitame dlzku BC'. Dostévame

|BC| =5 = 2a. (1.44)

Ako moézeme vidiet na grafe 1.14, po dosadeni a = 2.5 do nasho vztahu dostavame
dlzku tsecky |CH| = 4, ¢m sme overili spravnost nasho vztahu.

Ak by sme cheeli dopoéitat dizku tsecky CH v pripade kolmosti pomocou nasho
vztahu, pokracovali by sme nasledovne:

Ak priamky C'H a BD zvieraja pravy uhol, trojuholnik H BC' vyzera ako na obrazku
1.15.

Pre dopoéitanie dlzok jednotlivich stran sme vychddzali zo stradnic bodu H; =
[t,r]. Na zéklade toho vieme pomocou Pytagorovej vety vyjadrit vztah medzi a a t

nasledovne:

32



KAPITOLA 1. SANGAKU 1.3. TAZKE SANGAKU

|CH]
39 40 41 42 43

38

20 22 2.4 26 28 3.0

Obr. 1.14: Overenie nasho vztahu, pre a = 2.5 dostavame |CH| = 4

46> = (t+1)*+((2a —t) + 1)
241
= 1.45
“ T (1.45)

(1.46)

Vztah premennych a a ¢t méame teraz charakterizovany rovnicou 1.45 a rovnicou
zo vseobecnejsieho postupu, ktorti sme odvodili vyssie. Ked do nej dosadime 1.45,
dostaneme funkciu jednej premennej, ktorej korene numericky dopoc¢itame v programe
R (kéd 10 v prilohe).

Pre pripad kolmosti ndm vychadza koren ¢ = 2.000016 (obr. 1.16).Dosadenim do
vyssie odvodenych vztahov dostavame a = 2.499992, m = 1.333315556, m; = 0.75001
a nakoniec |CH| = 3.999995072. Rovnako mézeme dizku dostat aj z obrazku 1.15, kde
|CH| =2a—t+ 1= 3.999968

Kedze sme korene rovnic vysokych radov dopocitali numericky, hodnoty nie st cel-
kom presné. Ak ale zoberieme za t = 2, dopo¢itame a = 2.5 a nakoniec |CH| = 4.

Dopoéitali sme teda, Ze pri polomere r = 1 dostaneme dlzku tsecky |CH| = 4.
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t 2a —1

Obr. 1.15: AHBC v pripade kolmosti
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|

100
|

50

| | | | | |
1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 4.0

Obr. 1.16: Graf funkcie pre jeden parameter ¢ v pripade kolmosti
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Kapitola 2

Origami

2.1 Zaciatky skladania papiera

Umenie skladania papiera je ovela starsie ako by sa mohlo zdat. Aj to je jeden z
dovodov, preco sa ohladom presného miesta jeho vzniku vyvijalo postupne vela teorii,
z ktorych kazdd ma svoje opodstatnenie, ale ziadna nie je tiplne jednoznac¢ne dokazana.

Ci uz ide o papierové obaly na kimono, staré basne, alebo nabozenské obrady, je
zrejmé, ze skladanie papiera naslo vela vyuziti v roznych krajindch [14].

Pre potreby nasej prace budeme slovom Origami oznacovat nase modely, ktoré ne-
skor poskladame. Mnoho Tudi, ktori sa tomuto umeniu venuju viac ale pouziva radsej
iba nazov ,skladanie z papiera®. Dévodom je fakt, ze skladanie z papiera bolo pomeno-
vané Origami prvykrat v basni Thara Saikaku z roku 1680 v Japonsku [14], ale povod
samotného skladania nie je jasny a je pravdepodobné, Ze sa rozvijalo na viacerych
miestach na svete. Rozdielom medzi pravym Origami a len skladanim papiera, ako aj
samotnej definicii Origami sa venuju rézne diskusie a ¢lanky [3].

Ako sa skladanie papiera rozvijalo, vyvijali sa aj rozne techniky, jednotlivé ohyby
papiera dostali svoje pomenovania a aj samotny papier na skladanie sa zdokonaloval.
Ten, z ktorého sa Origami prevazne sklada dnes mava tvar Stvorca, ktory byva zakladom
modelov. Ako zistime na nasich modeloch, nie je to ale pravidlom. Papier byva tensi
ako bezny kancelarsky, pretoze je potrebné aby sa dal ohybat velakrat. Pre umocnenie
estetického dojmu sa tiez pouziva papier, ktory je z jednej strany inak pokresleny, alebo

farebne odliseny, ako z druhej. Vdaka tomu mézu modely posobit este umeleckejSim
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dojmom (obrazok 2.1).

Obr. 2.1: Rozne druhy papiera na skladanie Origami [26]

Kedze papier bol v minulosti vzacnostou, Origami sa pouzivali va¢sinou pri obra-
doch a slavnostiach. Pre tieto tcely boli typickymi napriklad Origami Ocho a Mecho
(obrazok 2.2), ktoré sa pouzivali pri Sintoistickych svadbach v Japonsku ako ozdoba
na flage s japonskym vinom. Dalsim obradnym Origami by sme mohli nazvat Origami
Cuki. Japonsko malo velmi striktné pravidla a etiketu v samotnom obdarovavani, a
pokial bolo k darceku pribalené prave toto Origami, sluzilo ako certifikat jedinecnosti

a autentickosti [27].

Obr. 2.2: Ocho Mecho origami model [4]

V nasej praci sa budeme zaoberat dvoma konkrétnymi modelmi - Mengerovou Spon-

giou [15] a skladanim do seba vloZenych Stvorstenov [12].
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2.2 Skladanie do seba vlozenych stvorstenov

Na obrazku 2.3 mozeme vidiet, Ze uz samotné skladanie modelu patri k tym zlozitejsim.
Rovnako ako pri viac¢sine Origami, ani v nasom modeli sa nepouziva lepidlo ani lepiaca

paska a na spajanie jednotlivych stavebnych ¢asti sme pouzivali vyluéne ohyby papiera.

Obr. 2.3: Nami poskladany model piatich do seba vlozenych Stvorstenov

Pri skladani jednej hrany stvorstenu podla knihy [12] sme pouzili papier, ktorého
strany boli v pomere 1:3 (ndvod z [12] uvddzame na obrazku 2.4). Tento pomer v nasom
modely urcuje hribku, resp. sirku jednej hrany sStvorstenu. Ak by sme stavali model
z prilis hrubych stavebnych casti vkladanie by nebolo mozné, zatial ¢o pri stavebnych
castiach s prilis malou sirkou by sa jednotlivé Stvorsteny nedotykali a teda by model
nedrzal pozadovany tvar. Nasou tlohou bude najst tuto idealnu hriubku a teda zistit
idedlny pomer stran papiera na poskladanie jednej hrany.

Na obrazku 2.5 z [12] je hribka jednej hrany (podpery) Stvorstenu oznacend ako
L. Tuto vzdialenost sa budeme snazit minimalizovat pri podmienke toho, ze sa hrany
dotykaju.

Vzajomné vzdialenosti bodov a priamok budeme vyjadrovat pomocou analytickej
geometrie. Zvolme si taka suradnicovi stustavu, aby body v; a vy mali stradnice
[—1,1,1] a [1,—1,1]. Potom bod h, ktory je stredom usecky v1vo bude mat siradnice
[0,0,1].
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Obr. 2.4: Postup skladania jednej hrany podla [12]

2.2.1 Odvodenie stradnic ostatnych vrcholov dvanaststena

Pri takto nastavenych stradniciach treba dopocitat stradnice dalsich vrcholov. Jed-
notlivé vrcholy ndsho modelu tvoria pravidelny dvanéststen (obrazok 2.6). Oranzové
vrcholy st vrcholmi kocky a ich stradnice st [+£1, +1, £1].

Zo symetrie dvanaststenu, a teda aj zo symetrie nasho modelu vyplyva, zZe vrcholy,
ktorych stradnice eSte nepozname (na obrazku vsSetky okrem oranzovych) maju vzdy
rovnaku vzdialenost od najblizsej steny aj od najblizsej hrany. Stac¢i nam teda dopocitat
jednu z nich a potom sa o tito vzdialenost budeme od vrcholu kocky (ktorého stradnice
poznéame) pohybovat po x-ovej, y-ovej, alebo z-ovej osi. Vypocitame teda siradnice
zeleného vrcholu C.

Na to budeme potrebovat zistit dizku hrany medzi dvoma prilahlymi vrcholmi. Na
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Obr. 2.5: Oznacenie hribky L, ktord treba optimalizovat

obrazku 2.7 je jedna zo stien dvandststena. Pre urcenie dlzky hrany sa blizsie pozrieme
na trojuholnik ABC', kde farby vrcholov zodpovedaji farbam vrcholov z obrazku 2.6.

Kedze oranzové vrcholy A,B si vrcholmi kocky, ich vzdialenost je 2. Usecka AB
je uhloprieckou patuholnika a strana AC' je jeho stranou. Podla [5, str. 22] vieme, Ze
pomer uhlopriecky a strany pravidelného patuholnika je ¢, kde ¢ = %5 Oznac¢me
dizku strany AC ako z. Potom % = ¢, ateda z = %

Zo symetrie modelu vieme povedat, ze x-ova suradnica zeleného vrcholu C', podla
obrézku 2.7 bude nulova (ozn. C, = 0). Potrebujeme teda spravne dopocitat este y-ovii
a z-ovu suradnicu. Na urcenie z-ovej siradnice budeme potrebovat zistit vzdialenost
bodu C' od prednej steny kocky. Aby sme zistili tito vzdialenost, ale potrebujeme
vypocitat aj vzdialenost bodu C' od hrany BF.

Lichobeznik BCDF' (obrazok 2.8) ma tri rovnako dlhé strany a dlhsiu zakladiiu,
ktoru tvori hrana kocky. Ramena a kratsia zakladna si stranami patuholnika, a teda

ich dlzka je % Dlzka, ktoru chceme zistit je na obrazku znazornend ¢iarkovanou ciarou,

ako tsecka CX. Jej dlzku potom vyratame cez Pytagorovu vetu ako

(DR

Teraz uz mame dost informécii na to, aby sme vedeli urcit z-siradnicu, resp. vzdia-

lenost bodu C' od steny ABEF. Oznac¢me si ju z Rovnako ako pri vzdialenosti C'X si
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Obr. 2.6: Pravidelny dvandststen [19]

hladanti vzdialenost vyjadrime pomocou Pytagorovej vety ako

z:\/;-(3—¢2+2-¢)—1:;'\/3—2-¢2+2-¢ (2.2)

Kedze ¢ = ”2‘/5, tak potom

AR CEEENCRSERCE (23)

Celkovo sme teda zistili, Ze ak z-ovi stiradnicu bodov steny ABEF posunieme o 1,

z:;-\/3—2-¢2+2-¢=

dostaneme z-ovu suradnicu bodu C, ozn. C,. T4 potom bude

1 2 —5—1
Py e e T (2.4)

Zostava nam este dopocitat y-ovi stradnicu. Oznac¢me v vysku trojuholnika ABC

z obrazku 2.9. Potom z Pytagorovej vety,

v =, (;)2—1:\/F (2.5)

Teraz uz mozeme v trojuholniku na obrazku 2.9 vypocitat y-ovi vzdialenost od

hrany AB, oznac¢ime ju y. Potom

4 1 3
e
4

0



KAPITOLA 2. ORIGAMISKLADANIE DO SEBA VLOZENYCH STVORSTENOV

Obr. 2.7: Jedna zo stien dvanaststena

a kedZe y-ova stradnica hrany AB je 1, tak y-ova suradnica bodu C, ozn. Cy, bude

3 1_1_J 3 3-v6  —1+V6 1

L3+v5) 34+5 2 ¢
Analogicky vieme dopocitat, ze vSetky zelené vrcholy na obrazku 2.7 maja stradnice

[O,:I:%, +¢], modré [i%, +¢,0] a ruzové [+¢,0, i%]

Cy - ]_— E— —

2.2.2 Optimalne nastavenie hribky jednej stavebnej casti

Podla odvodenych stradnic a obrazku 2.5 dostavame vs = [0, _1%‘/5, 1%@] a vy =

[, =152,01

?

V prvom kroku najdeme parametrické vyjadrenie priamky, ktorda prechadza bodmi
)

vy a vg. Normalovy vektor je v = (1_2‘/5, V5, _15 , teda hladana priamka ma para-

metrické vyjadrenie

F(t):{x(t)7y(t)7z(t)}={0+1_\/5~t,_1+\/3—\/5-t,1+\/5+_1_\/5.t}.

2 2 2 2
Dalej vypoéitame vzdialenost bodu h = [0,0,1] od tejto priamky, resp. jej druhi

mocninu (kvoli jednoduchsiemu vypoctu).

—1++5
2

1 5 —1—-+5
+\/__1+7\/_

— 0+ (=VB)1)* + (—, 5
L* =8+ (Vb —T)t +3— 5.

L*=(0-0+ 1_2\/5t)2+( t)?,

41



2.2. SKLADANIE DO SEBA VLOZENYCH STVORSTENARITOLA 2. ORIGAMI

Obr. 2.8: Lichobeznik BCDF

Obr. 2.9: Zobrazenie y-ovej a z-ovej vzdialenosti bodu C' od steny kocky ABEF

Tuto vzdialenost chceme minimalizovat. Nakolko je to kvadratickd funkcia s kladnym
koeficientom pri kvadratickom ¢lene, vieme, ze ma globalne minimum. Jej derivaciu
polozime rovnt nule, a dostavame

SLA(t)
ot

~
I

hodnota v tomto bode je L? = (7 — 31/5). Potom

[3
L=y/36(7- 3v/5) ~ 0.2339.

Vypocitali sme, ze ak mame body umiestnené tak ako na obrazku, idedlna hribka
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jednej hrany stvorstenu bude L = 0.2339.

V povodnom modeli podla zadania sme mali hribku dani ako % z dlzky hrany

stvorstenu. V nasom obréazku je dlzka hrany Stvorstenu rovna vzdialenosti bodov v,

a vy, teda |vivg| = \/(—2)2 + 22 + 02 = /8, preto hribka jednej hrany $tvorstenu by
bola 1—12 /8 ~ 0.2357.

V dalsom kroku prakticky ukézeme rozdiel medzi pévodnym pomerom stran a no-
vym, vypocitanym. Podla ndvodu z knihy [12] sme poskladali najprv pévodny model,
pricom dlzku jednej hrany Stvorstenu sme zvolili 21em. Pri skladani podla povodného

navodu je potom Sirka jednej stavebnej casti
1
Lpéovodné = E <21 = ]., 75cm.

Pre novy, optimalny rozmer papiera zvolime kvoli dobrému porovnavaniu rovnaku
dizku hrany 21ecm. Potom, podla predchadzajucich vypoctov, nova hrubka, preska-

lovana na dizku 21em bude

3 1
Loptimélne - T6(7 - 3\/5) . % -21 = 1.7367cm.

Rozdiel v hribkach jednotlivych stavebnych casti bude teda =~ 0.0133cm.

Pre rozmery papiera to znamend, ze pokial sme pévodny model stavali z papiera
s dlzkou 21em a jeho sirka bola 4 - Lyspodne = 4 - 1.75em = Tem (pretoze vysledna
stavebnd Cast je styrikrat zlozend po sirke, vid obrézok 2.4), nova sirka papiera by bola
4 - Loptimaine ~ 6.9468cm.

Ako v skutoc¢nosti tento rozdiel sirok vyzerd mozeme vidiet na obrazku 2.10, kde
modry papier ma rozmery, ktoré sme dopocitali, zatial ¢o biely ma pévodné rozmery
zo zadania.

Kedze rozmery sa lisia o menej ako 1mm, ich rozdiel si vSimneme lepsie na obrazku
2.11.

Zistili sme teda, Ze rozmery papiera, z ktorého sme pévodne skladali model piatich
pretinajucich sa stvorstenov sa od optimalnych dopocitanych rozmerov liSia o menej

ako 1mm, teda nas model je od optimalneho modelu len velmi fazko rozlisitelny.
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Obr. 2.10: Modry, optimalny rozmer papiera, vedla bieleho papiera pévodnych rozmerov

Obr. 2.11: Porovnanie sirok papiera

2.3 Skladanie iteracii Mengerovej Spongie

Druhy model, ktorému sa budeme v praci venovat mézeme vidiet na obrazku 2.12. Ide
o priestorové zobrazenie rovinného fraktélu Sierpinskeho koberca (obrazok 2.13), ktoré
ako prvy popisal Karl Menger v roku 1926.

Podla knihy [12] sa jednotlivé iteracie Mengerovej Spongie daju poskladat pomocou
papierovych vizitiek. Oznac¢me Uy nultu iteraciu - jednu kocku. Na tito iterdciu potre-
bujeme takychto vizitiek 6. Na obrazku 2.14 si m6zeme vSimnuf, zZe z modelu tréia malé
Casti vizitiek, ktoré budeme pouzivat na spajanie iteracii do nasledujtcej. Ak by sme

nechceli, aby nam z vysledného modelu trcali tieto casti, vieme na ne napojit dalsie
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Obr. 2.12: Mengerova Spongia [15]

Obr. 2.13: Sierpinského koberec [24]

vizitky a vznikla by nam tak "hladka'verzia modelu.

Obr. 2.14: Nulté iterdcia Mengerovej Spongie poskladana z vizitiek [12]

V nasledujicej casti vypocitame najskor rekurentny a napokon aj explicitny vzorec
pre pocet vizitiek, ktoré su potrebné na poskladanie n-tej iterdcie Mengerovej Spongie.
Zacneme s modelom, kde nam nebudt vadif malé casti vizitiek na povrchu.

Mame teda dané, ze Uy = 6. Pocet vizitiek, ktoré st potrebné na prvu iteraciu
(obrazok 2.15), vypocitame tak, ze spocitame kolko iteracii Uy sa v nej nachddza. Ak
by prvé iterdcia bola oby¢ajnou kockou, bolo by nam treba 3% = 27 iteracii Uy. Oproti

klasickej kocke nam ale chyba v kazdej stene jedna kocka a navyse taktiez kocka presne
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v strede - teda dokopy 7 kociek. Teda prva iterdcia U; = (27 —7) - Uy = 20 - 6 = 120

vizitiek

Obr. 2.15: Prva a druhd iteracia Mengerovej spongie

Pocet vizitiek v iterdcii Uy (obrazok 2.15) vypocitame pomocou iteracie U;. Rovnako
ako v predoslom vypocte by sme potrebovali 20 iteracii Uy, teda Uy = 20-U; = 20-120 =
2400 papierovych vizitiek.

Teraz sa pozrieme na iteraciu U,. Analogicky k predchadzajucim vypoc¢tom by sme
potrebovali 20 modelov predchadzajicej iteracie, teda U,, = 20- U, _; .

V dalsom kroku z rekurentného vzorca 2.3 odvodime explicitny. Kedze
U,=20-U,_1
mozeme v rozpisovani pokracovat
Up=20-20Upp=20%Upy=20°Up3="---=20"-U.

Kedze pocet papierovych vizitiek potrebnych na poskladanie nultej iteracie pozname,
mozeme povedat, ze
U,=20"-6
a teda sme sa dostali k explicitnému vzorcu pre pocet vizitiek potrebnych na poskla-
danie n-tej iteracie Mengerovej spongie.
V predchédzajicom vypocte sme sa zaoberali iteraciami, kde ndm neprekazali tréiace
casti papierovych vizitiek. V dalSsom vypocte ukazeme, ako by to vyzeralo, ak by sme

sa snazili tieto casti zakryt dalsimi vizitkami.

2.3.1 Hladka verzia

Na to aby sme zistili, kolko papierovych vizitiek je potrebné mat na poskladanie n-tej

iteracie Mengerovej Spongie bez tréiacich casti budeme potrebovat vediet dve zédkladné

46



KAPITOLA 2. ORIGAMI2.3. SKLADANIE ITERACII MENGEROVEJ SPONGIE

informacie - kolko vizitiek ndm zaberie samotnd konstrukcia a kolko ich pouzijeme na
zakrytie trciacich casti.

Prvi informéciu sme vypocitali v prechadzajicej Casti, preto sa teraz budeme ve-
novat viac druhej informacii. Kedze kazda vizitka na povrchu ma takéto tréiace casti,
nasou tulohou je vyjadrit povrch Mengerovej Spongie cez pocet vizitiek.

Zactneme rekurentnym vyjadrenim. Oznacme Sy pocet vizitiek na povrchu iterdcie
0. Kedze iteracia 0 je obycajnou kockou, vidime ze Sy = 6. V dalsej iteracii sa uz
vyskytuju aj diery, ktoré budeme musiet zaratat tiez. Pre dalsiu iterdciu mame teda 6
stran, pricom na kazdej z nich je 8 vizitiek a v kazdej strane je jedna diera, na ktortu
pouzijeme 4 vizitky. Dokopy je to teda S; =6 -8 + 6 - 4 = 72 vizitiek.

Pre druhu iteraciu sa situacia skomplikuje tym, Ze diery uz nebudu len najmense;j
moznej velkosti, ale aj vicsie. Vieme ale povedat, ze v Tubovolnej iteracii bude v kazdej
"kocke'velkosti U; presne 6 najmensich dier, pricom na kazd z nich pouzijeme 4 vizitky.

7 predchadzajicej casti vieme, ze

U, =20"-U,

a ze Uy = 20 - Uy, preto U, = 20" . U,. Zo vztahu vyplyva Ze v n-tej iterdcii sa
nachadza 20"~ ! "kociekiteracie n — 1 a kedze kazdd mé 6 dier, na ktoré treba po 4

vizitky, na najmensie diery v n-tej iteracii minieme

6-4-20""

Zostava nam vyriesit vicsie diery a steny samotnej "kocky'. Ked sa pozrieme na
prechod z iterdcie 2 do iterdcie 3, vidime, ze z kazdej jednej celistvej steny (teda pre
nés z jednej vizitky) sa stalo 8 vizitiek (zdroven aj vznikla mensia diera, ale tie sme uz
vSetky zaratali vyssie). Z toho teda mdzeme usudit, Ze na tretiu iterdciu treba osemkrat
viac vizitiek ako na druht.

Potom rekurentny vzorec vyzerd nasledovne:

S, =8-S, 1+6-4-20"!
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Napokon budeme chciet z rekurentného vzorca odvodit explicitny:

S, = 88, 1+6-4-20""1
1 8 1
— S, = — S, 4+ —-24-20"""
8n 8n 1 g

(2.6)

Najskor obe strany rovnice predelime nenulovym ¢élenom 8". Potom tpravou ¢lenu pred

S,,—1 dostavame

1 1 20\"!

5 = g S+ (5)

1 1 5\

o S, = = S 143 (2) (2.7)

Vztah (2.7) mozeme chapat ako modifikovany rekurentny vzorec, podla ktorého

vieme vyjadrif

1 1 )

n—2
W : Sn—l - @ : Sn—2 + 3 : <2> (28)

Potom ked (2.8) dosadime do (2.7) dostavame

1 1 5 n—2 5 n—1
s S =g St () +(3)

Analogicky po dalsom dosadzovani dostavame vztah

1 1 5 1 5n—2 577,—1
g = gss(y) v (3) 3 (5)

1 5 0 5 1 5 n—2 5 n—1
L= (D) e () e () s (O
1—pntl

.y ‘ 5
+—— [9], pricom pre nds r = 3.

Stucet geometrického radu vypocitame ako S, =

Potom pokracujeme v tpravach

57’L
1 >) —1
7.5’n — So+3'((25))
5—1
3
S, = 8”~SO—|—8”.3~§
5 n
S, = 8”~50+2.8"~(2) _o.g
a kedze Sy = 6 tak
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o" -8 —4.8"+2.20"

Sp, = 4-8"+2.

Teda celkovy pocet vizitiek pre "hladku'verziu n-tej iteracie Mengerovej Spongie je

6-20"+4-8"+2-20"=8-20" +4-8"

2.3.2 Ukazky modelov

Pre tcely tejto prace sme poskladali jeden model prvej iteracie Mengerovej Spongie: Na
obrazku 2.16 je model nultej iteracie. Na poskladanie prvej iteracie budeme potrebovat
20 takychto modelov a spajat ich budeme pomocou malych casti viziek, ktoré tréia z

modelu (ako mo6zeme vidiet na obrazku 2.17)

Obr. 2.16: Nulté iteracia

Obr. 2.17: Spojenie dvoch nultych iteracii

Na obrazkoch 2.18 a 2.19 vidime dokoncenie prvej iterdcie Mengerovej Spongie.
Nasli sa vsak ludia, ktori to so skladanim zobrali ovela vaznejSie. Znama Origami

umelkyna, doktorka Jeannine Mosely z Pittsburghu, si dala za ciel postavit tretiu
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Obr. 2.18: Takmer hotovy model prvej iteracie

Obr. 2.19: Model prvej iteracie

iteraciu Mengerovej Spongie. Na to si musela pripravit 8000 malych kociek, kazda zo 6
vizitiek a 18048 dalsich vizitiek na doskladanie hladkej verzie.

Podla [25] bolo cielom jej projektu nielen postavit model, ale zapojit donho viac Iudi.
Najprv poskladala druhi iterdciu Spongie, ktora trvala priblizne 30 hodin. Celkovo by
teda tretia iteracia mala trvaf asi 600 hodin, kedze sa sklada z 20 mensich iteracii.
Treba ale pocitat s tym, Ze samotné spdjanie iteracii dokopy casto zabera rovnako
alebo aj viac ¢asu ako ich skladanie.

Pévodny népad bol zalozeny na 4-8 dobrovolnikoch, ktori by simultdnne skladali
najprv vizitky, a neskor z nich nulté iteracie. Takto by projekt mal trvat okolo 100
hodin. Najst dobrovolnikov na skladanie vizitiek na 100 hodin sa ale ukazalo byt tazké,
preto sa Jeannine Mosely rozhodla, ze si nechd pomahat od dobrovolnikov po celej

krajine.
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Ich tlohou bolo skladat stavebné casti, ktoré potom posielali Jeannine. Najprv mu-
sela ale povedat ako tieto siciastky maju vyzerat, aby sa potom dali dobre spajat. Jej
navrh bol skladat "trojnozky", pricom pod jednou trojnozkou st myslené styri kocky

pospajané tak, ako na obrazku 2.20.

Obr. 2.20: Jedna trojnozka [25]

Tieto trojnozky st najvhodnejsimi stavebnymi castami, pretoze hocijaka iteracia
sa da rozlozit (a teda aj spédtne zlozit) na ¢asti pozostavajice z jednej, dvoch, troch,

styroch, Siestich alebo dsmych trojnoziek (obrézok 2.21).

Obr. 2.21: Kombindcie trojnoziek, ktoré Jeannine pouzivala [25]

Strana vysledného modelu, ktory Jeannine postavila meria 1,37 metra a cely model

vazi 68 kg.
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Obr. 2.22: Model tretej iteracie Mengerovej $pongie [25]
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Kapitola 3

Matematicka formulacia japonskych

hlavolamov

Hlavolam je problém, hadanka, zahada, ktora skusa vynaliezavost jej rieSitela. Vse-
obecne najznamejsou formou hlavolamov st mechanické hlavolamy, ale m6zu za ne byt
povazované aj iné ulohy. Napriklad krizovky, sudoku, rozne formy doplnovaciek, osem-
smeroviek a podobne. Rovnako tak moze byt za hlavolam povazovana sifra, hadanka ¢i
matematickd slovna tloha. Urcitou formou hlavolamu moézu byt tiez tlohy niektorych
logickych hier, ako su napriklad sachy ¢i GO.

Mechanicky hlavolam je objekt, ktory svojho riesitela vyzyva k objaveniu skrytého
aspektu predmetu, a to za pouzitia logiky, zruc¢nosti, skiisenosti, priestorovej predsta-
vivosti, fantazie ¢i stastia.

Hlavolamy su zvicsa vytvarané ako forma zabavy, ¢asto vsak vychadzaju z vaznych
matematickych ¢i logickych problémov. V takych pripadoch moéze byt ich tspesné rie-
Senie vyznamnym prispevkom k matematickému vyskumu.

Historia hlavolamov siaha az do Starého Egypta, Ciny, Japonska ¢ na Arabsky
polostrov. Najroznejsie hlavolamy sa objavovali nielen medzi vladnucou vrstvou, ale v
jednoduchych forméch aj medzi obycajnymi Iudmi. V roku 1893 vydal profesor Hoffman
v Londyne knihu "Hlavolamy staré a nové"(Puzzles old and new), v ktorej sa okrem po-
pisu viac nez 40 hlavolamov tiez po prvykrat pokusil ustanovit zakladnu kategorizaciu
hlavolamov. Ako hlavny problém tejto tlohy popisuje fakt, Ze nie je mozné prakticky

urc¢it jednoznacné kategoérie tak, aby niektoré hlavolamy nepatrili do viacerych kategorii
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KA POTPRAGRAINTENMIZINKA FORMULACIA JAPONSKYCH HLAVOLAMOV

8].

Podla [28] uvddzame najprv delenie na krizovky, osemsmerovky, hddanky, logické
tlohy a sudoku, pricom v kazdej z kategorii by sme vedeli klasifikovat rozne kategorie.
Najblizsie nasej praci su z tychto piatich prave logické ulohy. Vdaka ich stale pribuda-
jucemu poctu a réznorodym napadom je ich delenie zlozitejsie ako by sa mohlo zdaf.
Daju sa delit podla formy podania (na obrazové, textové, obrazcové, vyrazové, znakové,
priestorové...), podla typu operacie, ktord sa v nich robi (vyhladdvacie, substitucné,
eliminacné, skladacie, dopliovacie...) alebo podla principu riesenia (ilohy zalozené na
reorganizacii - zapalkové tlohy, lokalizacné ulohy - mrakodrapy, tilohy zalozené na hla-
dani drahy - zrkadla, substituc¢né tlohy -algebrogramy, ...)

V tejto kapitole sa budeme zaoberat dvoma japonskymi hlavolamami - Futosiki
a Mrakodrapy. Zameriame sa na ich matematickd formulaciu a riesenie v programe

MiniZinc.

3.1 O programe MiniZinc

MiniZinc je programovaci jazyk zamerany na riesenie optimaliza¢nych tloh zadanych
pomocou logickych podmienok a ohranic¢eni.

Préave touto kombinaciou je vhodny nie len na programovanie optimaliza¢nych tloh,
ale daju sa v nom dobre naformulovat aj rozne logické hlavolamy. Vyuzitie uz naprog-
ramovanej funkcie alldifferent vyrazne zjednodusuje formulaciu hlavolamov, ako
napriklad sudoku [1].

Nase hlavolamy - Futosiki a Mrakodrapy - maju tiez podmienku réznych ¢isel v
riadkoch a stipcoch. Formuldciu tejto podmienky, ako aj formét a zapisovanie vstupu
uvadzame rovnako ako v [1] a priddvame dodatocné podmienky na vyrieSenie konkrét-

nych tloh.

3.2 Futosiki

Na obrazku (3.1a) mozeme vidiet zadanie hlavolamu Futosiki (v preklade Nerovnosti).
Riesi sa v mriezke n X n a cielom je doplnit do kazdého riadku a stipca ¢sla od 1

po n tak, aby sa v kazdom riadku a stlpci vyskytovalo kazdé ¢éislo prave raz a aby
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boli zaroven splnené podmienky nerovnosti. Zadanie a vyrieseny hlavolam vidime na

obrazku (3.1b) [7].

> > > 5 > 4 3 B 2 > 1

4 2 4 3 1 5 2
4 2 1 4 3 5

< 4 &) ) 2 1 1< 4

< < 1 < 2 | 56 4 3
(a) Zadanie (b) Riesenie

Ak by sme chceli program vyuzif iba na riesenie jedného konkrétneho zadania, mohli
by sme vstupné tdaje zahrntt priamo do kédu. Nasim cielom ale je, aby bol program
vyuzitelny aj pre iné zadania, pripadne aj iné parametre (napriklad iny rozmer mriezky,
iny pocet nerovnosti...). Preto budeme vstupné idaje pre konkrétne zadania nacitavat

z externého suboru. Priklad vstupu pre zadanie z obrazku (3.1a) je uvedeny nizsie (kod

3.1)

OO NO

WA=

0, 0, 0
MRiadok
MStlpec
VRiadok
VStlpec

© 0 N O Gk W N
IS
o

=
=]

I
QS

=
»

Listing 3.1: vstup pre Futosiki

V MiniZincu je potrebné rozliSovat premenné a parametre. Zatial ¢o premennéa iba
vstupuje do optimalizacie a pomocou nej hladame hodnoty, ktoré vedu k rieseniu,
parametru mézeme hodnotu priradif iba raz a ttto hodnotu bude mat v celom programe

rovnaki. V nasom pripade to su:

e Parameter N - urcuje, akd velkd je jedna strana mriezky hlamolamu(v nasom

zadani je tomuto parametru priradend hodnota 5)
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e Parameter PocOhr - hovori o poéte ohraniceni, ktory dana tloha pouziva

e Parameter start - pole, ktoré udava pociatocné informacie o ¢islach v mriezke.
Ak je nejaké policko v mriezke na zaciatku prazdne, v poli start vidime na jeho

pozicii hodnotu 0.

e Vektory MRiadok, MStlpec, VRiadok, VStlpec - urcujd, kde sa v mriezke na-
chadzaji znamienka nerovnosti, pricom kazda zlozka definuje jednu nerovnost.
Konkrétne, ¢islo vo vektore MRiadok udéava x-ova suradnicu policka, ktoré je
podla znamienka mensie z dvojice. Podobne MSt1pec urcuje y-ovu siradnicu men-
sieho policka. Sturadnice vacsieho policka mame dané prvkami vektorov VRiadok
a VStlpec. Podla aktudlneho vstupu (obr 3.1) ma byt napriklad policko so su-

radnicami [1,2] mensie ako policko so suradnicami [1,1].

V prvej ¢asti kédu (kéd 3.2) deklarujeme vyssie spominané parametre N,PocOhr, startMRiadok,
MStlpec, VRiadok, VStlpec, ktoré nacitavame zo vstupného stboru (kéd 3.1). Na-
vyse dekarujeme mnoziny PuzzleRange a Ohranicenia, ktoré ndm umoznuju pracovat
s roznymi modelmi vstupov (pre rozne velkosti mriezky, a rdzny pocet nerovnosti). Na
ulahéenie formulécie podmienky o roznych &islach v rdmei riadkov a stlpcov pouzivame
podmienku alldifferent. Nakoniec, premennd puzzle, v ktorej bude nakonci ulozené

rieSenie hlavolamu.

include "alldifferent .mzn";

int: N;

int: PocOhr;

int: digs = ceil(log(10.0,int2float (N))); % cifry na zapis vystupu
set of int: PuzzleRange = 1..N;

set of int: Ohranicenia = 1..PocOhr;

© 00 N A W N

array [1..N,1..N] of 0..N: start; % zaciatocn stav hracej plochy
array [1..N,1..N] of var PuzzleRange: puszzle;

= =
=]

12 |array [1..PocOhr] of int: MRiadok; %riadok kam smeruje zobacik mensie
13 |array [1..PocOhr] of int: MStlpec; %stplec kam smeruje zobacik mensie
14 |array [1..PocOhr] of int: VRiadok; %riadok kam smeruje zobacik mensie
15 |array [1..PocOhr| of int: VStlpec; %stplec kam smeruje zobacik mensie

Listing 3.2: Deklaricia premennych a parametrov pre Futosiki

Po deklaracii premennych nasleduje ¢ast s podmienkami (kéd 3.3).
Prva z nich prenesie idaje z pola start do pola puzzle tak, Ze prislusSnym prvkom

priradime nenulové prvky pola start.
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Dalsie dve podmienky pouZivaju prikaz alldifferent a zabezpedia, aby &isla v
riadkoch a stIpcoch pola puzzle boli rozne.

Ako poslednt uvedieme podmienku o nerovnostiach podla vyssie uvedeného vstupu.

Po naformulovani podmienok treba povedat, ¢o s nimi konkrétne chceme spravit.
Pre nas pripad posluzi idedlne prikaz solve satisfy, kedze nase riesenie okrem spl-
nenia podmienok ni¢ iné nepozaduje. MiniZinc okrem prikazu solve satisfy poznda
aj solve maximize a solve minimize. Tieto prikazy maximalizuju pripadne minima-
lizuji premennt alebo aritmeticky vyraz za danych podmienok a daju sa dobre pouzit
pri optimaliza¢nych tlohach.

Na zaver budeme chciet vypisat pole puzzle pomocou prikazu output. Pre spravne
formétovanie pouzivame rovnaky format ako pri sudoku [1]. Vystup potom mdzeme

vidiet na obrazku 3.4.

% nacitanie vstupu do pola Puzzle
constraint forall(i,j in PuzzleRange)(
if start[i,j] > 0 then puzzle[i,j]| = start[i,j] else true endif);

% podmienka pre rozne cisla v riadkoch
constraint forall (i in PuzzleRange) (
alldifferent ([ puzzle[i,j] | j in PuzzleRange ]));

© 0 N O A W NN

% podmienka pre rozne cisla v stlpcoch
constraint forall (j in PuzzleRange) (
alldifferent ([ puzzle[i,j] | i in PuzzleRange ]));

= o=
N o= O

% podmmienka pre splnenie nerovnosti
constraint forall(i in Ohranicenia)

puzzle [MRiadok[i],MStlpec[i]] <puzzle[VRiadok[i], VStlpec[i]])

= = = e
D U W

solve satisfy;

=
o

output [ show_int (digs,puzzle[i,j]) ++ " " ++
if j =N /\ i !=N then "\n" else "" endif
| i,j in PuzzleRange | ++ ["\n'];

NN =
= o ©

Listing 3.3: Podmienky a formulacia vystupu v programe Futosiki

1154321
214315 2
3121435
413521 4
5 |1 25 4 3

Listing 3.4: Vystup pre zadany vstup Futosiki

3.3 Mrakodrapy

Na hlavolame Futosiki sme ukézali zakladné prvky formulacie v MiniZinc-u. Tie pou-

Zijeme aj pri rieseni nasledujiceho hlavolamu.
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Zadanie a riesenie mrakodrapov [16] moézeme vidiet na obrazku 3.2. Cielom je do
kazdého riadku a stlpca mriezky n x n doplnit ¢sla od 1 po n tak aby sa v ramci

jedného riadku a stlpca neopakovali.

1 3 2 4 2 3 1 3 2 4 2 3
1 3 116(2|4(1|5|3|3
4 2 41213|/1(4|/6|5]2
2 3 3 211/6|3|5|2|4]|3
3 2 3 3|4|/5/6|2|3|1]3
4 2 413|14/5/6|1]2]2
2 1 215|1]2[3]|4|6]1

2 4 3 2 2 1 2 4 3 2 2 1

Obr. 3.2: Mrakodrapy

DalSou podmienkou v dopliian{ &sel s &sla pozdlz stran mriezky. Ak pod jednotli-
vymi ¢islami v mriezke budeme chapat vysky mrakodrapov, ¢isla po stranach hovoria,
kolko mrakodrapov uvidime ak sa pozrieme z danej strany.

Teda ak je napriklad pri prvom riadku vlavo ¢islo 1 a vpravo cislo 3, znamena to,
ze pokial sa pozrieme zlava, uvidime iba jeden mrakodrap (vSetky ostatné nebudu
viditeIné, lebo budu za nim a budt nizsie). Vieme teda presne uréit, ze v prvom riadku
na prvom policku zlava bude mrakodrap vysky 6. Ked sa pozrieme na tento riadok
sprava, uvidime 3 mrakodrapy - podla riesenia na obrazku 3.2 to budi mrakodrapy s
vyskami 3,5 a 6.

Rovnako ako pri Futoshiki, aj teraz uvedieme najprv, ako vyzera vstup pre program

Minizinc (obrézok 3.5) pre zadanie z obrazku 3.2.

2
o+
<)
= =

ST A
I

© 0 N O Ul R W N =
=
I
=
[e)
[l
| mwoocococoo
o T

= =

=]
o
o
—_
@
\

vpravo =
vlavo =]

c R R OO O

We - -
s NN OODODOOoOo O

We - - o
v W PO OO

=
M

Listing 3.5: vstup pre Mrakodrapy
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Rovnako ako v hlavolame Futosiki, parameter N a pole start udavaju velkost mriezky
a pociatocné cisla v tabulke. Vektory hore, dole, vpravo, vlavo hovoria, kolko
mrakodrapov z danej strany vidime. Napriklad ak tretim prvkom pola vZIavo ¢islo
2, znamena to, ze ak sa pozrieme z hora na treti riadok tabulky, uvidime dva mra-
kodrapy. Pre detailnejsiu ilustraciu, na obrazku 3.3 si mrakodrapy, ktoré vidime biele
(mrakodrapy s vyskou 1 a s vyskou 6) a tie, ktoré nevidime Sedé (s vyskami 3,5,2 a
4). Situdciu v tom istom riadku ale sprava méame zaznamenani v treftom prvku pola

vpravo. Ako vidime na obrazku 3.4, sprava st viditelné 3 mrakodrapy.

Obr. 3.3: Mrakodrapy - Viditelonst Zlava

1 6 3 3 2 4

Obr. 3.4: Mrakodrapy - Viditelonst Sprava

Parameter N udava rozmery mriezky, pole start zaciatocné cisla v tabulke, a vektory
hore, dole, vpravo, vlavo hovoria o podmienkach vySok mrakodrapov.
To, ze nejaky mrakodrap vidime zlava pre nas znamend, ze kazdy mrakodrap od

neho vpravo je mensi ako on sdm. Rovnako to plati pre ostatné strany.
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V programe (kéd 3.6) teda zadeklarujeme Styri polia (zhora, zdole, zprava,
zlava). Pre kazdu stranu (hore, dole, vpravo, vlavo) budeme potom v poli uvadzat,
¢i policko z danej strany vidime (hodnota 1), alebo nevidime (hodnota 0). Ked potom
po riadkoch (stfpcoch) s¢itame prvky poli, kazdy riadok (stipec) budeme vediet pove-
dat, kolko policok z ktorej strany vidime. Tieto hodnoty budeme davat do rovnosti s

hodnotami zo zadania (vstupné vektory hore, dole, vpravo, vlavo).

include "alldifferent .mzn";

int: N;
int: digs = ceil(log(10.0,int2float (N)));

set of int: PuzzleRange = 1..N;

array [1..N,1..N] of 0..N: start;

© 00 N O A W N

=
o

array [1..N,1..N] of var bool: zlava;
array [1..N] of var int:poczl;

=
N

array [1..N,1..N] of var bool: zhora;
array [1..N] of var int:poczh;

= = e
g W

array [1..N,1..N] of var bool: zprava;
array [1..N] of var int:poczp;

= o= e
oo 4 O

array [1..N,1..N] of var bool: zdola;
array [1..N] of var int:poczd;

-
©

NN
- O

array [1..N,1..N] of var PuzzleRange: puzzle;

NN
w N

% povodne ohranicenia — nacitavaju sa z inputu
array [1..N] of 0..N: hore;

array [1..N] of 0..N: dole;

array [1..N] of 0..N: vpravo;

array [1..N] of 0..N: vlavo;

NONONN
N O O

M
oo

Listing 3.6: Deklaricia pre Mrakodrapy

Podmienky mézeme potom formulovat nasledovne (kod 3.7).

Prva podmienka zabezpecuje prenos vstupnych dat do pola puzzle, druha a tre-
tia roznost &sel v riadkoch a stlpcoch pomocou alldifferent. Nasleduju $tyri dvojice
podmienok, kde kazda dvojica zabezpecuje najprv spravne naplnenie poli zlava,zhora
zprava,zdola, v ktorych mame informéciu o viditelnosti kazdého policka z danej
strany. Ndsledne s¢itavame riadky alebo stipce (v poliach zlava, sprava riadky, v
poliach zhora,zdola stipce) aby sme zistili poc¢et mrakodrapov, ktoré z danej strany
vidime.

Poslednd stvorica podmienok je zabezpecit rovnost medzi pozadovanymi poctami
viditeInych mrakodrapov (zo zadania) a poc¢tami viditelnosti, ktoré sme dostali z pod-

mienok vyssie.
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1 |% Vyplni plochu podla inputu

2 | constraint forall(i,j in PuzzleRange)(

3 if start[i,j] > 0 then puzzle[i,j]| = start[i,]] else true endif);
4

6 |% All different in rows

7 | constraint forall (i in PuzzleRange) (

8 alldifferent ([ puzzle[i,j] | j in PuzzleRange |));
9

10 |% All different in columns.

1 |constraint forall (j in PuzzleRange) (

12 alldifferent ([ puzzle[i,j] | i in PuzzleRange ]));
13

14 |% Pozrie sa na viditelnost jednotlivych policok zlava

15 | constraint forall(r in 1..N) (forall(s in 1..N)

16 (if ((forall (i in 1..s—1) (puzzle|[r,s]>puzzle(r,i])))

17 then zlava[r,s]=true else zlava[r,s]=false endif));

18

19 | constraint forall (i in 1..N) (poczl[i]=sum(j in 1..N)(zlava[i,j]));
20

21 |% Viditelnost zhora

22 | constraint forall(r in 1..N) (forall(s in 1..N)

23 (if ((forall (i in 1..s—1) (puzzle[s,r|>puzzle[i,r])))

24 then zhora[r,s]=true else zhora[r,s]=false endif));

25

26 | constraint forall (i in 1..N) (poczh[i]=sum(j in 1..N)(zhorali,j]));
27

28 |% Viditelnost zprava

20 | constraint forall(r in 1..N)(forall(s in 1..N)

30 (if ((forall (i in s+1..N) (puzzle|[r,s]>puzzle[r,i])))

31 then zprava[r,s]=true else zprava|r,s]=false endif));

32

33 | constraint forall (i in 1..N) (poczp[i]=sum(j in 1..N)(zpravali,j]));
34

35 |% Viditelnost zdola

36 | constraint forall(r in 1..N)(forall(s in 1..N)

37 (if ((forall (i in s+1..N) (puzzle[s,r]>puzzle[i,r])))

38 then zdola[r,s]=true else zdola[r,s|=false endif));

39

40 | constraint forall(i in 1..N) (poczd[i]=sum(j in 1..N)(zdola[i,]j]));
41

42 |% Aby sedeli sucty

43 | constraint forall(i in 1..N) (vlavo[i] — poczl[i] = 0);

44 | constraint forall(i in 1..N) (hore[i] — poczh[i] = 0);

45 | constraint forall(i in 1..N) (vpravo|[i] — poczp|[i] = 0);

4 | constraint forall(i in 1..N) (dole[i] — poczd[i] = 0);

47

48 | solve satisfy;

49

50 [output [ show_int (digs ,puzzle[i,j]) ++ """ ++

51 if j =N /\ i !=N then "\n" else "" endif

52 | i,j in PuzzleRange | ++ ["\n'];

Listing 3.7: Podmienky pre Mrakodrapy

Vystupom nésho programu pre vstup (kéd 3.5) mozeme vidiet na obrazku (3.8).

11563124
21341265
31256413
4113465 2
514125 36
616 25341

Listing 3.8: Vystup pre Mrakodrapy
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V prvej kapitole sme sa venovali rieseniu Sangaku. Najskor sme uviedli dva jednoduchsie
priklady spolu s ich riesenim. Pri poslednom, zlozitejSom, sme najprv uviedli tradi¢né
rieSenie, ktoré bolo pomerne rozsiahle a vyuzivalo menej typické postupy. Nasledne sme
uviedli moderné rieSenie, zalozené na analytickej geometrii, ktoré zo zadania vynechalo
predpoklad kolmosti. Vdaka tomu sa nedostalo ku konkrétnemu rieseniu, ale popisalo
vztah medzi jednotlivymi dizkami zo zadania. Vztah bol odvodeny pomocou rezultantu
polynémov vyjadrujucich vztah medzi jednotlivymi premennymi zo zadania a z jeho
formulacie nebolo jasné, aky vysledok sa dostane pridanim podmienky kolmosti.

V nasom rieseni sme sa rozhodli inspirovat sa prvotnymi analytickymi vyjadreniami
moderného rieSenia. Dalej sme ale pouzili na vyjadrenie iné podmienky, vdaka kto-
rym sme dostali zavislost hladanej dlzky iba od jednej premennej. Td sme zobrazili v
grafe. Po dodani podmienok kolmosti sme numericky dopoéitali hladané dizky, ktoré
sa zhodovali s vysledkami tradi¢ného riesenia.

V druhej kapitole sme sa venovali najskor optimalnemu rozmeru papiera na skladanie
Origami modelu P&t pretinajicich sa Stvorstenov. Zistili sme, Ze optimalne rozmery
papiera su velmi blizko tym, z ktorych sme model skladali pévodne. Odvodili sme vzorec
pre pocet papierovych vizitiek potrebnych na poskladanie n-tej iteracie Mengerovej
Spongie. Zaoberali sme sa dvoma verziami - jednou, v ktorej z modelu tr¢ia malé casti
vizitiek a druhou, kde pre estetickost modelu tieto c¢asti prekryjeme dalsimi vizitkami.
Vzorec sme vypocitali pre oba modely a zhotovili prvi iteraciu jednej z verzii.

V poslednej kapitole sme najskor naprogramovali riesenie jednoduchého japonského
hlavolamu Futosiki. Rozmer samotného hlavolamu sme ponechali ako parameter pre
rieSenie aj narocnejsich trovni tohto hlavolamu. Druhy program riesil hlavolam Mra-

kodrapy. Spolo¢nou ¢rtou programov je pouzivanie funkcie alldifferent
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Kvoli narocnejsej formulacii aj samotny program oproti Futosiki obsahoval viacero
dodato¢nych podmienok.

Za prinos prace povazujeme odvodenie vztahu pre zadané dlzky z prvej kapitoly,
ktoré bolo rozsirenim pévodného zadania. Taktiez vzorce na vypocet potrebného poctu
vizitiek na poskladanie n-tej iteracie Mengerovej Spongie pre obe verzie modelu v druhej
kapitole, pri ktorych je uvedené aj detailné odvodenie.

Prinosom pre autorku bolo rozsirenie znalosti v oblasti programovania ako aj obo-
znamenie sa s novym programovacim jazykom MiniZinc. Rovnako aj samotné aplika-
cia matematiky v Origami bola velmi prijemnym spestrenim bezného matematického

sveta.
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Priloha A

Numericky vypocet korenov v programe R:

© 0 N O O A W N o

B R R R R R W W W W W W W W W W NN NN NN NN NN R = e = e e
Qs WY HF O O 0D WN RO O N0 WY RO © 00O R W N O

f <— function(a,t) (((—2*a*xt"3+(10%a"2—2)*t 24+ (6xa—12xa" 3)*t+2%a 2—
2)ksqrt (t74—2xt"24+1)*sqrt (t"44+2%t724+1)+t 8+sqrt ((t 4—8xaxt 3+
(24%a7242)xt"24(—32%a"3—8+a ) *t+16xa 4+8xa"24+1)/(t " 4—8xa*xt 3+
(24%a72—2)%t 2+ (8%a—32xa" 3)*t+16xa 4—8xa 2+1))* (2xaxt 7—

8xa 2%t 64 (8%xa 3—6ka)*t Ht+sqrt (t74—2xt724+1)xsqrt (tT4+2xt72+1)*x (t74—
dxaxt”3+(4dxa"2—2)xt " 24+4dxaxt —4ka"2+1)+16%a" 2+t 4+ (6xa—16xa”3)xt"3—
8ka 2kt 2+ (8xa 3—2xa)*t)—4xaxt T—4xa 2+t 6+ (24xa”3+4%a)xt 5+
(—16%a"4+4%a"2—-2)xt 4+ (4dxa—32%a" 3)xt "3+ (16%a 4+4*a”2)*xt 2+

(8%a " 3—4dxa)xt—4xa " 2+1)/ (((2*%a"2—2)xt 6+ (4*xa—4%a”3)xt 5+

(2—2xa”2) %t "4+ (8%a"3—8%a)*xt "3+ (2—2xa"2)xt 2+ (4dxa—4xa” 3)xt+2xa 2—
2)xsqrt (((8*a"3+8xa)*txsqrt (t 4—2xt"2+1)*sqrt (t 4+2xt72+1)+
(a™442%a 2+1)*t 64+ (a 44+18+a 2+1)*t 4+ (—a"4—18xa"2—1)*t"2—

a 4—2xa"2—1)/((a"4—2%a " 2+1)*t 6+ (—3%a” 4+6xa"2—3)xt 4+ (3xa " 4—
6xa"2+3)xt 2—a " 44+2%a"2-1)))) -1

as.numeric(uniroot (f,c(1.01,3.99), a=2.5)[1])

## t = 2.000001

t<—seq(from=1, to = 4, by=0.01)

plot(t,f(2.5,t), type="1")

abline (h=0)

aa<—seq (from=2, to=3, by=0.005)

CH<—NA

for(i in 1:length(aa)) {
a0<-aa|[i]
t<—as.numeric ((uniroot (f,c(1.0001,(2%xa0—1.0001)), a=a0))[1])
al0<-aa|[i]
m<—(2xt) /(t72-1)
ml<— (2% (2xa0—t)) /((2+a0—t)"2—1)
CH[i]<—2xa0xmxsqrt(14+ml~2)/(m+ml)

}

plot(aa,CH, type="1", xlab="a'", ylab="|CH|")
abline (h=4, col="grey")

abline(v=2.5, col="grey")

aa<—sed (from=1.05, to=15, by=0.05)

CH<—NA

for(i in 1:length(aa)) {
a0<—aa|[i]
t<—as.numeric ((uniroot (f,c(1.0001,(2%a0—1.0001)), a=a0))[1])
m<—(2xt)/(t72-1)
ml<—(2x(2xa0—t))/((2*%a0—t)"2-1)
CH[i]|<—2=xa0xmxsqrt(1+ml1~2)/ (mtml)

¥
plot (aa ,CH, type="1", xlab="a", ylab="|CH|")

Listing 9: Vztahy pre dizku CH a parametra a
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Dopocitanie hodnét parametra t v pripade kolmosti:

pf<—function(t) ((tx((8x(t72+1)73)/(2xt—-2)"3—(2%(t"2+1))
E75 (8% (t7241)73) / (2t — 2) B3—(6%(t"241))/ (24t —2))+t 3 ((
1))/ (2%t —=2)— (16 (t2+1)73) / (2%t —2)"3)+sqrt (t74—2xt 2+1)*
206724 1) (072 (4% (£7241)72) /(256 —2)"2-2) — (4% (t72+1)"2)/
2)72+t74—(4#t 3% (£7241)) / (25t —2)+(dxtx (t7241)) / (25t —2)+1
(8%t 76k (t72+1)72)/ (2%t —2) 2+ (16%t 4% (t"2+1)72)/ (2%t —2)"2—
(8%t 724 (t7241)72) / (2%t —2) 24 (2%t Tx (£ 2+1)) / (2%t—
2))*sqrt(((16*(tA
{8+ (211
“211)72)/ (24
t

/(2%t—2))1
6x(t 24+
sqrt (t74+
(2%t—

)—

0w N O Ok W N

+1)A4)/(2*t—2)’\4+t*(—(32*{
2%t —2))+t 72 ((24%(t7241)72
—9) 24t A— (8%t 3% (t72+1))/

“2+1)"
/ (2%t —2
2

3)/(2%t—
*t — 2)+)1
%

SN
){((16*(t 24
s

-
o ©

2
: )
[ (28t =2)" 44t ((8#(t72+1))/ (2%t —2)—(32 +1)73)/(2%t—2)"3)+
(24*(t 2+1)7°2
)
2

Jun
[

(
t
)
(
(( 1 ~ (32t
)/ (2%t —2)"222) — (8% (t2+1) "2
#t—2)+1))+t72% ((16*(t72+1)74
—9)72) 4+t A (— (16% (t724+1)74)/
qrt (t74—2xt"2+1)xsqrt (t74+
2%t —2)—(12%(t7241)73) / (2%t —

)/ (2%t —

2

/ 24t 74—
2/(2% 2) 4+
2

==
w N

*(
4
2%
xt 3% (t72+1))/
* ( +1)72) /(2
*t—2)"2—

(t724+1

2%t —2) 744 (4% (tT2+

-
'S

*
2 xt 72+

-
w

i3
8x(t
) 4)
(
8 (
4% (t72
)72)/( +
Y (b )/ ~2)°3)+
Ll
+
(

=
=]

t
2
t
2 )
; ( (g*(t T241)7
* * ( 2

( (
17 * )/ (2%t —=2)72-2)+ (2% (t"2+1)"2) / (2%t —2)"2
18 | (2%t 3% (t72+41)) / (2%t —2)—2)4+t" 5*((24*(tA2+1)A3)/(2*t—
19 T34 (4 (t7241)) /(256 —2))F b (8% (t72+1)73) /(28 —2)"3— (4 (t 72+
20 [ 1)) /(26 =2))+t7 3 ((4%(t7241)) /(25 —2)—(32% (t"2+1)73) / (2xt—
20 [2)73) —(4xt76x (t7241)72) / (2%t —-2)"2— (4% (t"2+1)72) / (2%t —2)"2+
22 8 *
23 #(£72+41)) /(256 —2))+t 75+ (4 (t7241)) / (25t —2)— (4 (t "2+1)"3 g/(2*t—
24 - t ( (( (t 2+
25 2%t — 2)) 2=2)+t 4% (2 (2% (£72+41)72) /(2% —2)72)+t "2 (2 — (2% (t 724

(2%t —2)72)+ (2% (£ "2+1)72) / (2%t —2)"2—2)xsqrt ((t 4= ((t72+
2t —2) 44 (185 (t7241)72) / (24t —2)"24 1)+t 6 ((t"241)74/ (2%t —2)"4+
%—&-1) 2%

NN
~N 3

8
) 3)+tx((4x(t7241))/(2x6-2) E( *(t7 2—1—1) 3)/ (2%t -2)"3)+t 6%
2

(26 =2)"24+ 1)+t 72 (= (t72+1)74/ (2t —2)"4—(18%(t72+
2-1)—(67241)74/ (24t —2) "4+ txsqrt (tT4—2xt "2+ 1)%sqre (t74+
t 73)/ (2%t =2)"3+(8% (t72+1)) / (2%t —2)) — (2% (t 2+

W W NN
= O © o

)~
)"
)"
)
) “2x (3% (t7241)74) / (2%t ~2)"4— (6% (t7241)72) / (2%t —
4/ (2%t —2)"4— (2% (£7241)72) / (266 —2)"2+1) 4t dx(~
4
t

(6% (£72+41)72) / (2%t —2)72-3)— (£ 2+1) 74/ (2%t —
~9)72-1)))—1

w
M

2& *(t 2+1)A4

w
w

2
(
1
t
(
(
1
1
t
(
2
1
2
678 (4% 67T (67241)) /(2% —2)+1)/ ((t73% ((8%(t241)73) / (2%t —2
;
1
1
1
(
1
2
1
2
(
2)"

w w
S

t<-seq(from=1, to = 4, by=0.01)
plot(t,pf(t), type="1")

abline (h=0)

abline (v=2)

BwWw W w W
o © o N O

uniroot (pf,c(1.5,3.2)) #t=2.000016

'
=

Listing 10: Hodnota t v pripade kolmosti
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