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Why is it so?

V literature ¢i na internete sa moézeme stretnit’ s matematickymi tvrdeniami,
ktoré nie st dokdzané, inokedy nejakti hypotézu navrhneme sami. Cielom
bakalarskej prace je niektoré z takychto tvrdeni dokazat’:

(a) V knihe [1] sa pise o urcitej postupnosti mnohouholnikov, ktoré st opisované
kruzniciam: ""Mohlo by sa zdat, ze polomer kruznic rastie bez hranic, no
v skuto€nosti sa limita postupnosti polomerov kruznic rovna asi 9-nasobku
polomeru pdévodnej kruznice."" Preco je postupnost’ ohrani¢end a ako vieme
vypocitat’ uvedent limitu?

(b) Pri hrani istej hry s kockami zo suboru spolo¢enskych hier maji mozné
vysledky rozdelenie "podozrivo" blizke normalnemu. Ide o sti¢et nezavislych
nahodnych premennych, ktoré vSak nie st rovnako rozdelené, neda sa teda
pouzit’ klasickd (Lindenbergova-Levyho) centrdlna limitna veta. Z ¢oho teda
vyplyva pozorované rozdelenie?

(c) Pri rieSeni prikadu o lamani ty¢e pomocou geometrickej pravdepodobnosti
na internetovom fore [2] ddva navrhované rieSenie spravny vysledok. Nie je
vSak zrejmé, ako toto rieSenie berie do tvahy spdsob delenia tyce, ktory ma
samozrejme vplyv na vysledok.

(d) 2-3 podobné témy podla vlastného vyberu.

Spracovanie témy by nemalo mat’ podobu "zadanie - rieSenie", vysledkom
by mal byt prijemne citatelny text na spdsob populdrne pisanych knih
o matematike, s rdznymi zaujimavostami suvisiacimi s témou, historickymi
poznamkami a pod.

[1] T. Pappasova, PoteSenie z matematiky. Nebojsa, Bratislava, 1997.
[2] Geometricka pravdepodobnost - ptiklady s ty¢i. http://forum.matematika.cz/
viewtopic.php?id=5351
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Abstrakt v statnom jazyku

Raucina, Jakub: Preco je to tak? [Bakalarska pracal, Univerzita Komenského v Bra-
tislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a
Statistiky; 8kolitel: RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2016, 55 s.

Nasa praca sa zaoberd nevysvetlenymi, alebo nedostatocne vysvetlenymi tvrdeniami
napriklad z matematickej literatury, alebo internetu. Analyzujeme ich, pripadne vyslo-
vime vlastné hypotézy, ktoré nasledne skiimame a snazime sa dokazat. Pri tychto do-
kazoch casto vyuzivame limity, alebo vedomosti z oblasti pravdepodobnost a Statistika
ako geometricka pravdepodobnost, alebo centrilna limitna veta. Taktiez vyuzijeme aj
programovanie v prostrediach MATLAB a R, ktoré vyuzivame na numerické operacie.

Kapitoly st pisané z pohladu rieSitela problému, teda pri kazdej prekazke je treba
sa vynajst a pokracovat v dokazovani hypotézy, alebo tvrdenia. Cielom tejto prace je
ukéizat konkrétne zaujimavé priklady a pozriet sa na ne blizSie, teda pocas skiimania

nam casto vzniknu nové otéazky, ktoré sa taktiez snazime zodpovedat.

Krluacové slova: Limita, Geometrickd pravdepodobnost, Numerické integraly, Dokaz



Abstract

Raucina, Jakub: Why is it so? [Bachelor Thesis|, Comenius University in Bratislava,
Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics
and Statistics; Supervisor: RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2016, 55p. This
thesis is focused on unexplained, or insufficiently explained statements either from the
internet or popular mathematics books. We analyse these statements or utter our own
hypothesis, which we then examine and try to prove or disprove them. In this process
we often use limits, or our knowledge of probability and statistics, specifically geometric
probability or central limit theorem. We also make use of programming environments
- MATLAB and R, which we use for numerical operations.

Chapters are written from the point of the reader, so we try to solve problems as
we approach them with focus on proving inquired theorems or hypothesis. The main
goal in this thesis is to show some interesting problems and take a closer look at them.

Often we ask more questions as we get deeper, which we once again try to answer.

Keywords: Limit, Geometric probability, Numerical integration, Proof
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UVOD UVOD

Uvod

Matematika je Casto povazovana za najabstraktnejsiu a najcistejSiu z vied. Préave jej
abstraktnost, ktora mnohych I'udi odpudzuje, je dévodom pre ktory sa jej mnohi ve-
nujeme. Tak, ako na mnohych lI'udi posobi umenie napriek tomu, Ze nema na prvy
pohlad praktické vyuzitie, podobné estetické vlastnosti moze mat aj matematika, hoci
ich ¢asto nevidno na prvy pohlad.

Pre mna bola matematika vzdy prostriedkom, ako vidiet suvislosti a preniknut hlbsie
ako len na povrch problému. Dnes sa nezriedka stretdvame s tym, Ze je najdolezitejsie
vyrieSit dand tlohu, alebo dostat spravny vysledok prikladu bez hlbsieho zamyslenia.
V tejto bakalarskej praci sa pokusime ignorovat tento trend a pozriet sa na niekolké
tvrdenia, hypotézy ¢i situacie. Otézka, ktoru si pritom budeme klast nebude iba ako,
ale najmaé preco je vysledok taky, aky je.

Napriklad na strane 180 v knihe [10] najdeme tvrdenie, Ze polomer kruZnic iste;
konstrukcie konverguje priblizne k ¢islu 9. Nam vsak takato odpoved nemoze stacit.
Ako mézme autorke verit, ak nevieme ako sa k tomu ¢islu dopracovala? Pomocou kostry
dokazu z [12], pricom vyuZzijeme Taylorove rady ¢ integralny pocet ukazeme, odkial
pochadza tento odhad.

V inej kapitole sa pozrieme na znamu televiznu sutaz, v ktorej sa sutaziaci musia
¢asto rozhodovat. Hadam kazdému sa aspon raz stalo, ze sledoval takyto program a
hovoril si, ze on by sa zachoval rozumnejsSie ako uchadzac¢ v televizii, alebo by vedel
spravne odpovedat na nejaki otazku. Pomocou funkcie uzito¢nosti hypotetického hraca
Petra v hypotetickej situacii budeme sledovat, aké by bolo najracionalnejsie rozhodnutie
(aj ked Tudia v tejto show sa ¢asto rozhoduju skor na zaklade emocii).

f)alej si priblizime isty postup z internetového fora [6]. Ten, zd4 sa, funguje na vypo-
¢et zadaného prikladu na geometricku pravdepodobnost, ale vébec nie je zddévodnené
preco, alebo ¢i bude fungovat aj vo vSeobecnosti. Preto sa budeme dokladne tymto
otazkam venovat, rovnako ako ako aj dalsim dvom problémom, na ktoré sme narazili.
Nagim cielom bude klast otazky a davat odpovede takym spdsobom, aby boli oboje
zrozumitelné a zaujimavé aj pre ¢itatela, ktory sa s vysokoskolskou matematikou ne-
stretdva kazdodenne. Hlavnym cielom vSak je, aby sa ¢itatel pri tychto kapitolach

zamyslel nad otazkou z nézvu naSej prace: Preco je to tak?



1 MNOHOUHOLNIKY

1 Mnohouholniky

V [10] sme narazili na isti geometrickt konstrukciu !, ktort si priblizime v tejto kapi-
tole. Jej nacrt bude prebiehat nasledovne. Za¢neme nakresom kruznice s polomerom 1

CII.

Obr. 1: KruZnica

f)alej tejto kruznici opiSeme rovnostranny trojuholnik, ktorému opét opiSeme kruz-

nicu. Dostaneme teda utvar vyzerajuci takto:
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Obr. 2: n=3

Nova kruznica mé uz polomer 2 centimetre. Teraz opiSeme naSej novej kruznici

Stvorec, ktorému nésledne opiSeme kruznicu.

!Konkrétne sa jedna o str. 180, kapitola Nekonecno a limity.

10



1 MNOHOUHOLNIKY

 E—

Obr. 3: pren =4

Zrejme uz tusite, ¢o bude nasledovat. Tejto kruznici opiSeme pravidelny patuholnik,
tomu kruZnicu, tej kruznici pravidelny Sestuholnik atd. Nasim cielom bude sledovat
ako sa vyvijaju polomery jednotlivych kruznic. Je medzi nimi nejaky vztah? Budu rast
neobmedzene, alebo ich dlzka konverguje? K ¢omu? Napovedou nam moze byt obrazok

kde uz sa tychto mnohouholnikov nachadza viac.

Obr. 4: KruZnice opisované n-uholnikom, tu pre n = 10, zdroj: [13]

O tomto tutvare autorka [10] tvrdi, Ze postupnost polomerov bude konvergovat k
priblizne 9-nasobku najmensej kruznice, teda v nasom pripade k 9 cm. Dalej vsak

neuvadza, preco by malo toto tvrdenie byt pravdivé. Kostru odévodnenia tohto tvrdenia

11



1 MNOHOUHOLNIKY

sme nasli v [12].
Najprv si skisme vyjadrit rekurzivny vztah medzi polomermi kruznic, teda ako novéa
opisana kruznica zavisi od starej. Na obrazku vidime kruznice opisané trojuholniku a

Stvorcu, avSak sme z nich vybrali iba body dolezité pre nas hladany vztah.

Obr. 5: Rekurzivny vztah

Tu vidime, Ze o = 7 a vo vSeobecnosti by o = 7, kde n je pocet uhlov vécsieho

mnohouholnika. teda ak R, ; je stary polomer a R, je novy polomer, zjavne plati, ze

cos(a) = R};l, teda po uprave dostaneme nasledovnt rovnost:
Ry 4
cos(T)

pre n > 3, pricom Ry = 1 (polomer kruZnice vpisanej trojuholniku). Z tejto rovnice

tpravou dostaneme

z ¢oho vyplyva

Séitame lavi aj prava stranu rovnice pre vietky n > 3. VIavo teda mame
In(R3)—In(Re)+In(Ry)—In(Rs)+In(Rs) —In(Ry)+...+In(R,—1) —In(R,—2)+In(R,) —In(R,,—1),

¢o je rovné In(R,,) — In(Ry), kde ale In(Rs) = In(1) = 0. Teda po dosadeni do rovnice

(1) vidime, ze

In(R,) = Z - ln(cos(%))

k=n

Tu sa na chvilu pozastavime. Vidime, Ze na lavej strane nam tdpravy splnili ucel,
R, (hladana neznama) je osamostatnena. AvSak na pravej strane je vyraz, ktory ne-

dokézeme presne vypocitat. Zatial ani nevieme, ¢ tento nekonecény rad konverguje.

12



1 MNOHOUHOLNIKY

Najprv skisime zodpovedat ttto otédzku. PomoZeme si Taylorovym radom.? Ten vo

vSeobecnosti vyzerd nasledovne:

> £ (q
an'( >(a:—a)”

Néas vSak zaujima hodnota v k bliziacom sa do oo. Teda pri nasej funkeii f(z) =
—In(cos(7)) je argumentom 7, €o sa v limite rovna 0. Cize nas zaujima pecidlny druh
Taylorovho radu, a to rad Maclaurinov, v ktorom plati, Ze hladame derivacie v bode

0. Maclaurinov rad ma vo vSeobecnosti predpis

an "o (n) 0

2! 3! n!
Pricom dosadime f(z) = —In(cos(})) a = T Po vypocitani prvych troch ¢lenov ndm
vyjde

0 T 1 w2 w3
— ln(cos(%)) = —1In(cos(0)) + tan(O)E + T02(0) K2 + O<E)
Teda
2 1

—In(cos(2)) = () + o)

k 2k?2
kde k — oo. Dalej vyuzijeme, 7e S5 7= sa da upravit na %22,;“;“ 7. Jedné sa

© 1
n=1 npr?

zjavne o stucet tvaru y ktory konverguje pre p > 1), teda tato suma aj R,, budu
konvergovat. Prave sme ukézali, Ze polomer kruznic opisanych pravidelnym mnohou-
holnikom mé nejaké horné ohranic¢enie. Teraz sa ho poktusime pomocou programu R

(prinajmensom priblizne) najst.

n<—10000

R<—rep (0 ,n+1)

R[2]<-1

for (i in 3:(n+1) ) {R|i|=R[i—1]/(cos(pi/(i)))}

Do rovnice (1) si dosadime vysoké n a v tabulke (2) mozme vidiet, ako sa nase

polomery vyvijaju.

2|8, strana 56

13




1.1 Vypocet limity 1 MNOHOUHOLNIKY

n R,

1001 | 8.657273391
2001 | 8.6786126524
3001 | 8.6857445419
4001 | 8.6893140215
5001 | 8.6914568417
6001 | 8.6928858605
7001 | 8.6939068196
8001 | 8.6946726655
9001 | 8.6952683984
10001 | 8.6957450319

Tabul'ka 1: Polomery pre n-uholniky

NaSou snahou bude nie¢im dostatoéne nizkym ohranicit sumu > 2 —In(cos(%)).

Najprv si uré¢ime funkciu

1.1 Vypocet limity

y = —In(cos(x)). (2)

1
cos?(x)

Kedze y” > 0 tak funkcia v je konvexna. Dalej majme

k+%
| s
k

1

2

Potom y' = tg(x) a y’ =

integral

pri¢om za f(x) dosadime prvé 3 ¢leny taylorovho rozvoja v bode k, kedze v tomto bode
zistujeme hodnotu integralu.

[ twde= [ g0+ £ -0+ 5

_1 _1
2 2

Co sa po integrovani rovna

/ " o = 2+ 70

1
2



1.1 Vypocet limity 1 MNOHOUHOLNIKY

, kde ¢ je ¢islo z intervalu (k — %, k + %>, pomocou ktorého ohrani¢ime maximélnu
chybu. Teda 2% je najvidsia hodnota, o ktor sa vypocet obdlznikovou metédou moze

1i5it od skutoénej hodnoty integralu na danom intervale.?

A teda X
k"rg f// ¢
[ s = o+ 52
k—1 24
2
pre k — % <o < k+ % Navyse tento vyraz sa rovna vyuzitiu obddlznikového pra-

vidla integralov s tzv. chybovym ¢lenom %) (Mozte si do obdlznikového pravidla

fab f(z)dr ~ (b—a) f(“EL) skusif dosadit a =k — L ab=Fk+1).
Takze vidime, Ze pre f” > 0 je takyto integral vyssi ako hfadana hodnota funkcie v

k+3

bode k: f(k) < [, # f(x). Teda iste bude platit

S < [ s

k>n

alebo konkrétne v naSom pripade

; — ID(COS(%)) < /n‘x’% —ln(cos(g))dx,

Posledny integral sa uz da vy¢cislit pomocou programu R na dostatocny pocet desa-

tinnych ¢isel. Pomo6zeme si eSte substittciou = = ¢, po ktorej dostaneme

n<—10000
integrand<—function (t){log(cos(t))*(pi/t"~2)}
integrate (integrand ,lower=(pi/(n—(1/2))) ,upper=0)

Zvolime si n = 10000 a dostaneme hodnotu 0.00049350494815, ktori R vyratalo s

absolitnou hodnotou mensou ako 1.1e7? (vidno na obrazku).

> integrate (integrand, lower=(pi/ (n-(1/2)) ), upper=0)
0.00049350494815 with absolute error < 1.1e-10

Obr. 6: Vysledok z R, horné ohranicenie

3F; < %—j ""(¢) je horné ohrani¢enie chyby na i-tom intervale s dizkou A, ktoré je v naSom pripade

(k+3) - (k=P =1

15




1.1 Vypocet limity 1 MNOHOUHOLNIKY

Plati pritom

o0

In(R,) =Y - ln(cos(%)) < 0.00049350494815 + 1.1¢'0,
k=n

teda In(Ry) < In(Rigooo) X 0.00054344487089, z ¢oho uz pomocou faktu, ze Rigoo0 =
8.695745 (vidime v tabulke 1) Tahko doratame horné ohranicenie konvergencie polo-

merov:

Roo < RlOOOO X 60 .00054344487089 — 8.7004719423.

Vieme teda akt hodnotu nase polomery iste neprekrocia. Ak chceme vsak byt presni,
sktisime si vyratat aj dolné ohrani¢enie Ry, teda najskor pre  ° —In(cos(f)) . K
tomu si pomoézeme novym integralovym pravidlom, a to lichobeznikovym (v prekl.

trapezoidal rule). To hovori, Ze
[ oo 0 - 7OEI0)

Skusime si dosadit @ = k a b = k£ + 1. Dostaneme

fx)dr ~ (k+1— k)f(k) +£(k+ 1),

k
k ¢omu ale nesmieme zabudnut pri¢itat chybu, ktoré poc¢itanim touto metédou vznikne.
Téato chyba sa rovna —%f”(ﬁ),‘1 kde a < £ < b. V naSom pripade sa bude tento

s v 5 1 17 v 2 . . ~ 5 2
chybovy ¢len rovnat —5 f”(£), ¢o ndm po spojeni s prvou castou dava

e fR) fk+1) 1

[ i = 52 B - S0,

pre a < & < b. Pre f” > 0 plati, ze integral je mensi ako tie dva (nechybové) ¢leny
vpravo. Z toho ndm vyplyva

/ f(x)dz + f (n).

k:>n

Opitovne dosadime f(z) = >°,2, —In(cos(Z)) a pravi stranu nerovnosti (opét pre
n—=10000) vycislime v Rku. Substiticia t = p’ nam da tentoraz integral

/ ln(cos(t))tz2 + % ln(cos(z)).

™ n

n-3

4blizgie popisané v [2, 1], strany 512 - 523

16



1.1 Vypocet limity 1 MNOHOUHOLNIKY

integrand2<—function (t){log(cos(t))*(pi/t"2)+1/2xlog(cos(pi/n))[}

integrate (integrand2 ,lower=(pi/(n)) ,upper=0)

> integrate (integrand?, lower=({pi/ (n) ) ,upper=0)
0.00049348039079 with absolute error < 3.5e-10

Obr. 7: Vysledok z R, dolné ohranicenie

Vznikne nam

o0

= ln(coS(%)) > 0.00049348039079 — 3.5¢1.

k=n
KedZe sa jedné o spodné ohranicenie, tentokrat nam plati nerovnost In( R, ) > In(R10000)0.00033458

Po jednoduchej aprave dostaneme
Roo > Ryppooe” 0033458063653 — 8 6986549147,

Po spletitych vypoctoch sme sa teda dostali k dostato¢ne presnému vysledku, kedze
spojenim horného a dolného ohranic¢enia konvergencie nasich polomerov kruznic opisa-

nych pravidelnym mnohouholnikom (alebo skratene R,,) dostaneme
8.6986549147 < R, < 8.7004719423.

Teda mozme s uréitostou povedat, Ze velkost tychto polomerov sa bude limitne blizit

k hodnote z intervalu (8.6986549147,8.7004719423).

17



2 LAMANIE TYCE

2 Lamanie tyce

2.1 Standardny vypocet

Na internete sa casto stretneme s klamlivymi alebo zavadzajicimi tvrdeniami. To, Ze
by sme mali overovat informacie, ktoré st nam podstuvané ako fakty, plati na internete
dvojnésobne. Obzvlast na forach, kde sa moze vyjadrit kazdy anonymne, je dolezité
kontrolovat, ¢i to Co ¢itame je pravda, alebo sa jedna o mylné domnienky. Na jednom

z takychto for [6] sme nasli zadanie takychto dvoch prikladov:

Dvoumetrova tyc je nahodne rozdelena na tri dily. Urcete pst, Ze alespon jeden dil bude nejvyse 20
em dlouhy. [0:51]

Mecht je zcela nahodné rozlomena tyé na tfi édsti. Stanovie pravdépodobnost,

7e délka druhé (prostredni) céasti bude vétsi nez dvé tretiny délky tyce pred jejim rozlomenim.
[1/9]

Vi nékdo jak pocitat tyto priklady?

Obr. 8: Zadanie

Schematicky teda nase lamanie dvojmetrovej tyce vyzera zhruba takto:

X y-X 2-y
S e e

X Y

Obr. 9: Ty¢

V prvom priklade teda hl'adame pravdepodobnost, Ze jedna z troch dlzok x, y — ,
2 — y bude mensia ako 0.2, pricom v rieSenie by malo byt 0.51 (uvedené v hranate;
zétvorke). V druhom priklade sa pozrieme na pravdepodobnost toho, Ze prostredna
ast (y — x) je vacsia ako 2 dlzky povodnej tyce (tu by mal byt vysledok 5)- Najskor
sa na oba tieto priklady pozrieme cez klasicky model geometrickej pravdepodobnosti s
rovnomernym rozdelenim bodov, aby sme overili vysledky zo zatvoriek. Je zjavné, ze
x,y, ako aj ich stucet musia byt viicéSie ako 0 (zaporna dlzka neexistuje) a mengie ako 2
(dlzka povodnej tyce). Podla prvého zadania a nasho obrazku hned vidime nerovnice,
ktoré budeme skumat. Je zrejmé, Ze hfadame pravdepodobnost toho, Ze aspon jedna z

troch casti je mensSia ako 0.2. Nerovnice vyzeraju nasledovne:
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2.1 Standardny vypocet 2 LAMANIE TYCE

A: 02>z
B:02>y—z2z=y<2x+02
C:02<2—y=y>18

f)alej budeme postupovat zakreslenim si tejto situédcie a rieSenim pomocou geometricke;
pravdepodobnosti. KedZe si chceme ulah¢it vypoéty a nékres, pouzijeme doplnkovy jav

k tymto nerovniciam. Vieme, ze P(A) =1 — P(A°) a teda
P(AUBUC)=1—-P(A°NB°NC°),

pricom nase doplnkové nerovnice su:

A 02<x

B¢ z+02<y

Ce: 18 <y

Obr. 10: Nékres prvej ulohy
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2.2 Alternativny model 2 LAMANIE TYCE

V obrazku je rieSsenim vnuatorny vyfarbeny trojuholnik, ktory je prienikom troch
podrovin, respektive nerovnic vyssie (mnoZina vyhovujuch rieSeni), deleno velky zeleny

trojuholnik (mnoZina vsetkych rieseni). Z grafu vidime, ze pojde o jednoduchy vypocet

(1.6—0.2) x (1.8—0.4) /2

1/3 , teda % = 0.49. Toto je pravdepodobnost doplnkového javu, Cize

rieSenim povodného zadania bude
1-PA°NB°NC° =1-049 =0.51.

V druhom priklade mame rovnakd mnozinu vsetkych rieseni, ale tentokrat ndm na
vhodné rieSenia bude stacit jedind nerovnica, a to y —x > 2 X %, teda y > x + %. Teda

po nakrese budeme mat:

Obr. 11: Nékres druhej ulohy

Opét cerveno vyfarbenti plochu delime zelenou, teda W =

skonstatovat, Ze oba vysledky nam vysli tak, ako to uviedol zadavatel.

2.2 Alternativny model

Ak sa vSak zacneme pozerat na rieSenia, ktoré poskytovali ostatni navstevnici tohto

fora [6], vSimneme si jedno od pouzivatela s prezyvkou ,Kondr”, ktory navrhuje iné
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2.2 Alternativny model 2 LAMANIE TYCE

rieSenie:

Kondr ¢

Nabidnul bych jiny geometricky model: je zndmo (&ti nechce se mi dokazovat), Ze kdyZ zvolim bod
uvniti rovnostranneho trojuhelniku, so jeho vzd osti od stran je rovel 0 vysce. Kazdé
rozlamani odpovida jednomu bodu v trojuhelniku. Hledana pravdépodobnost je tedy (vyhovujici
plocha)/(plocha trojuhelnika).

1) sestrojime rs trojuhelnik o vySce 2m, udélame rovnobézky se stranami ve vzdalenosti 20cm. Ty nam
trojuhelnik rozdé&li na mensi trojuhelnik a pas okolo. Whovujici plocha je ten pas okolo

2) Zde stati rovnobé&zka se zékladnou ve 2/3 vysky, vyhovujici plocha je ten trojuhelnik, ktery ufizne.

Obr. 12: Alternativne rieSenie

Blizsie sa pozrieme na tento model, ¢i dava spréavne rieSenie a ¢i je korektny, teda ako
pozera na delenie tyce. Najskor vSak zacneme s tvrdenim, ktoré sa Kondr-ovi nechcelo
dokazovat, teda ze sucet vzdialenosti kazdého bodu v rovnostrannom trojuholniku je
rovny jeho vyske. Toto tvrdenie sa nazyva Vivianiho veta (viac najdeme na [5]) a
najlepsie sa dokdze pomocou tohto obrazku:

C

A B

Obr. 13: Vivianiho veta, zdroj: [5]

Vidime, ze sucet malych trojuholnikov so vzdialenostami od stran (resp. vyskami)

u,s,t sa rovna obsahu rovnostranného trojuholnika ABC s dlzkou strany a. Teda ua
aXvVg

= #5fe, ¢o ndm po jednoduchom vyhati pred zatvorku skutoc¢ne da wu +

sXa txa
2 2

s +t = v,. Vivianiho veta je dolezita najmé preto, Ze je na nej zalozeny cely tento
geometricky model. Totiz ked si nakreslime rovnostranny trojuholnik s vyskou dlzky 2
metre, kazdy bod vnitri neho bude mat tri vzdialenosti od troch réznych stréan, ktorych
sucet je 2 m. Tieto vzdialenosti reprezentuju 3 casti tyce po rozdeleni, teda kazdy bod

tohto trojuholnika je jedinecné rozdelenie tyce. Sktisme sa teraz pozriet ako v tomto
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2.2 Alternativny model 2 LAMANIE TYCE

modeli budii vyzerat navrhnuté rieSenia. V prvom priklade je navrhnuté riesit tento
problém pomocou narysovania rovnobeziek vo vzdialenosti 20 cm, ¢im ndm vznikne
mensi rovnostranny trojuholnik a pas okolo. Kazdy z bodov vniitri tohto trojuholnika
bude mat vSetky 3 vzdialenosti (tyce po deleni) vicsie ako 0.2 metra, ¢iZe rieSenim tlohy
bude (Obsah pasu okolo/Obsah povodného trojuholniku). Pre vicsiu prehladnost sa

pozrime na nacrt:

Obr. 14: Prva tloha, alternativny model

V fiom méme opét zvyraznent mnozinu vSetkych rieseni zelenou farbou a mnozina
vhodnych rieSeni je vyplnena ¢ervenou. Znovu vyuZijeme vlastnost doplnkovych ja-
vov, a teda pre hladanu pravdepodobnost bude platit P = 1 — ”ZAT’:, pricom Sn,, je
obsah vnutorného (mensicho) trojuholnika a Sa, obsah vonkajsicho (vicsicho). Zaro-
ven, kedZe sa jedna o podobné trojuholniky tak plati, Ze pomer ich obsahov sa rovna
pomeru ich vySok umocnenému na druht °. Aby sme vedeli ur¢it vysku vnttorného
trojuholnika, potrebujeme zistit vzajomnu vzdialenost vrcholov vécgieho a mensieho

trojuholnika. Pri jej vypocte si pomdzeme obrazkom a sinusovou vetou.

>V podobnych trojuholnikoch ABC a A’B’C’ st prisluiné pomery dlzok vizdy rovnaké. Teda existuje

koeficient k, pre ktory plati: k = & = L = £ = % Potom bude platit Séé;gg)/) a*’;:’;z*k x2=k%=

a’ c’ Vg,
(’Ua/ )2
Vg :

a
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2.2 Alternativny model 2 LAMANIE TYCE

Obr. 15: Vypocet vzdialenosti hornych vrcholov

Tu vidime, ze hladame hodnotu prepony z, pricom oproti strane dizky 0.2 je uhol

30° (vyska v pravouhlom trojuholniku deli uhol pri vrchole na polovicu), ¢ize

x 0.2 N 04
= x=0.4.
sin(90°)  sin(30°)

Potom vyska vnutorného trojuholnika bude v,, =2 — 0.2 — 0.4 = 1.4, teda

2
Sm”—1—1f——1—1§§—1—049—05L

P=1-
S 22

¢o je rovnaky vysledok k akému sme sa dopracovali pouzitim prvého modelu.
K druhému prikladu si pomézeme opéat rovnobezkou, tentokrat v8ak ohranicujeme
iba dlzku prostrednej casti tyce. PretoZze chceme zistit pravdepodobnost toho, Ze je

vacsia ako % dlzky povodnej tyce (teda %m v nasom pripade), mame takito situaciu:

Obr. 16: Druha tdloha, alternativny model
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2.3 Iny bod zlomu 2 LAMANIE TYCE

Aj tentokrat vyuzijeme podobnost trojuholnikov a l'ahko zratame, ze

C Sam vE(2/32 4 1 1

P= _ Un —Ceco=
Spe 02 2 94 9

Teda mo6zme skonstatovat, ze aj druhy vysledok ndm vysiel touto metédou spravne.
Tento nestandardny geometricky model, zaloZzeny na funkénosti Vivianiho vety, sa do-
teraz ukazal ako funkény. Ak sa vSak pozorne pozrieme na zadanie tlohy, vSimneme si,
7e v hom neméame $pecifikované ako tuto ty¢ delime. Zatial sme uvazovali iba najjed-

noduchsi sposob lamania tyce, a sice ze dva body zlomu volime nezavisle.

2.3 Iny bod zlomu

Co ak by sme viak mali iny model? Povedzme, Ze by sme najprv zlomili ty¢ v nahodne
zvolenom bode a potom by sme vzali krat$iu ¢ast a zlomili ju, opat v ndhodnom bode.

Teda ty¢ o dlzke 2m zlomime v ndhodnom bode z. Dostaneme 2 ty¢e:

X 2-X
N L

Obr. 17: Postupné lamanie tyci

V tomto kroku sa musime pozriet na dva rézne pripady. Ak bude pre bod zlomu
platit z < 2 — z, resp. = < 1, tak budeme lamat ty¢ o dlzke x. V opa¢nom pripade, ak
x> 2—x, resp. x > 1, zlomime ty¢ s dizkou 2 — 2. Na tento priklad pouzijeme klasicky
model geometrickej pravdepodobnosti zo zaciatku tejto kapitoly. Najprv teda zacnime

s prvym prikladom, ¢ize x < 1.

y X
e e
1

Obr. 18: Postupné lamanie tyci: prvy pripad

Nage 3 ty¢e po rozdeleni teda buda mat dlzky y, z —y a 2 — x. Opét budeme hladaf
pravdepodobnost P, Ze aspon jedna z nich je kratsia ako 20 cm. Teda
Plly < 02)V(z—y < 0.2)V(2—z < 0.2)] = 1-P[(y > 0.2)A(z—y > 0.2)A(2—z > 0.2)],

24



2.3 Iny bod zlomu 2 LAMANIE TYCE

¢o je doplnkovy jav, ktorym si pomodzeme pri vypocte. NaSe nerovnice po tpravéich

teda vyzeraju nasledovne:

y>0.2,
y>ax—0.2
r < 1.8.

Tieto nerovnice platia len za predpokladu x < 1 a y < = (kedZe zo zadania vyplyva,
ze bod y je vlavo od ) kedZe to je podmienka celej vetvy.

Rozdelenie tyce pre druhu vetvu, v ktorej plati x > 1, bude vyzerat nasledovne:

Obr. 19: Postupné lamanie ty¢i: druhy pripad

V tomto pripade méame strany dlzok z, y —  a 2 — y, pricom pravdepodobnost

ratame analogicky
Pl(x < 02)V(y—z < 0.2)V(2—y < 0.2)] = 1=P[(z > 0.2)A(y—z > 0.2)A(2—y > 0.2)].

Prislusné nerovnice za podmienky = > 1 a y > x maju po tprave tvar

Ak si obe tieto vetvy zakreslime do obrazku vznikne nam:
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2.3 Iny bod zlomu 2 LAMANIE TYCE

Obr. 20: Postupné lamanie ty¢i - nakres

Hladanou pravdepodobnostou P teda bude pomer obsahu vhodnych rieSeni vyplne-
nych cervenou farbou a obsahu vSetkych moznych rieSeni oznacenych zelenou farbou
vyplyvajicich z podmienok pre nase dve vetvy. Obsah hladaného ¢erveného pasu naj-
jednoduchsie dostaneme ako S,; = Sy — S, kde Sy je obsah vonkajsicho trojuholnika

a S,, obsah malého vnitorného trojuholnika.

Swm . 0.6%/2

m 0.18
mo_ _
*SV

S =1 T =1-0.36 = 0.64
773 72 0.36 = 0.64,

2

P=1- 3

¢ize oproti povodnému modelu sa nam Sanca na také rozlomenie tyce, aby aspon 1 z
tulomkov bol kratsi ako 20 cm, zvysila.

Ak by sme sa v8ak na tento model chceli pozriet druhym modelom, ktory navrhol

KONDR, narazili by sme na problém. KedZe ten model je zaloZzeny na rovnostrannom

trojuholniku, nie je jasné, ¢i by sa dal adaptovat na takéto zadanie. Zda sa ale, ze déva

spravne vysledky pri deleni ty¢e dvoma nezavislymi bodmi, ktoré st na nej rovnomerne

zvolené. Podme sa pozriet, ¢ sa toto tvrdenie da dokazat vo vSeobecnosti.
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2.4 Vo vseobecnosti 2 LAMANIE TYCE

2.4 Vo vSeobecnosti

Z toho, ze vysledky v ¢asti [2.1] vysli rovnako oboma postupmi sa zd4, ze by tieto dva
modely mohli dat rovnaké vysledky pre akiikol'vek pravdepodobnost, v ktorej st body
delenia ty¢e vyberané rovnomerne. Pre jednoduchost si uréime novi tyé¢ s dlzkou 1,
ktort v bodoch x,y rozdelime na 3 ¢asti podobne ako predtym. Vzniknuté dlzky ty¢i si

oznacime d; dy a dsz. Tato situacia bude teda vyzerat takto:

Obr. 21: Vseobecny vypocet pre y > x

Resp. takto:

Obr. 22: Vseobecny vypocet pre y<x

Mozme si v§imnut, ze pre urcené x,y zistime d; a ds, pricom dz uz bude len premena
zavisla na prvych dvoch, kedze d3 = 1—d; —ds. Teda na urcéenie konkrétneho rozdelenia
nam stacia d; a dy. Zaroven chceme tieto dIZky popisat tak, aby d; a dy mali rovnaky
predpis pre oba pripady v obrazkoch vyssie. Zjavne teda budu platit vztahy

dy = min(z,y),
dy = |z —yl.
Pravdepodobnost konkrétnych zadani bude zavisiet od distribu¢nej funkcie tychto

dlzok, resp. vektora (d;,ds). Teda budeme sktimaf, ako sa distribuéna funkcia
F(a,b) = P(dy < a,dy <b)

vyvija pre rozne a,b. Ako prvy budeme riesit pripad, a,b € (0,1). Najprv si nakres-
lime oblast podmienky dy < b, teda |z — y| < b v Standardnom modely geometrickej

pravdepodobnosti:
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2.4 Vo vSeobecnosti 2 LAMANIE TYCE

Obr. 23: Podmienka dy < b

Potom k tomuto obrézku priddme aj podmienku pre dj, teda d; = min(z,y) <
a, kedze tieto podmienky maji platit suc¢asne. Pri nékrese druhého obmedzenia si

vSimneme, Ze existuji dva utvary, ktoré nam mozu vzniknat.

1-b

Obr. 24: Podmienky do < b a di < a, pripad A

Zjavne tvar zvyrazneného utvaru zalezi od vzajomného vztahu a,b. Konkrétnejsie o
vztah medzi a a 1—b. Pre jednoduchost nam stac¢i ratat obsah hornej casti, ked ze atvary
st symetrické (podla priamky y = z). V pripade A (a < 1 — b) to bude rovnobeznik

s dlzkou zékladne b a vyskou a, ¢ize s obsahom ab. Pravdepodobnost tohto rozdelenia
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2.4 Vo vSeobecnosti 2 LAMANIE TYCE

bude

Obr. 25: Podmienky ds < b a d; < a, pripad B

V pripade B (a > 1 — b) sa obsah rata trochu zlozitejsie. Konkrétne od velkého

trojuholnika s obsahom % odratame dva mensie trojuholniky s obsahmi @ a @

Dostévame teda

1-2b+b° 1—2a+4+a*> 2a+2b—a*—0b>—1

1
S_é 2 2 2 :

potom pravdepodobnost skiimanej udalosti bude®

C2a+2b—a’ -1 1

P
2 (2

)t =2a+2b—a® - — 1.

Dalej sa pozrieme na pripad, ked a € (0, 1), ale b > 1. Je zjavné, ze v takomto pripade

bude pés urcujtci podmienku pre do hruby, a teda naSe rieSenia vobec neobmedzi.

6Tiez sa d& ukazat, Ze pre a = 1 — b sa pravdepodobnosti vypoéitané v oboch pripadoch rovnaju.
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0,1 a 1,1

0 1,0

Obr. 26: Podmienky dy <bad; <aprea€ (0,1),b>1

Zjavne distribu¢na funkcia, teda pomer obsahov bude F(a,b) = P(d; < a) =

1—(1—a)?

_ )
T = 2a — a“.

V opa¢nom pripade, teda ak b € (0,1) a a > 1 budeme po¢itat iba obsah pasu.

0,1 1-b 11

Obr. 27: Podmienky do < bad; <aprebe (0,1),a > 1

Distribuénd funkcia F(a,b) = P(dy < b) = =0=0% 4 (1)=1 — 2p — 2. Posledné
pripady, na ktoré sme sa nepozreli st a < 0Vb < 0, kde plati F'(a,b) =0,aa > 1Ab > 1,
pri ktorom plati F'(a,b) = 1. V prvom z tychto pripadov neexistuje dy, alebo da, ktoré

by spliali obmedzenia d; < a, resp. dy < b. V druhom je zrejmé, Ze rieSenim bude cely

30



2.4 Vo vSeobecnosti

2 LAMANIE TYCE

Stvorec. Distribucné funkcia vektora (dy, ds) v bodoch a,b teda bude mat predpis:

)
0, prea<0Vb<O,

F(a,b) =
2a —a?, prea € (0,1)Ab>1,

20— b prea>1Abe(0,1),

1, prea>1ANb0>1.

\

2ab, pre a € (0,1) Ab € (0,1), pricom a < 1 —b,

2a+2b—a*—b*—1, prea € (0,1) Abe€ (0,1), pricom a > 1 —b,

Teraz sa pozrieme na Kondrov model tiez vo vSeobecnosti. Ak je naSa hypotéza

spravna, a teda tieto dva postupy davaja rovnaky vysledok, tak by mala existovat

distribu¢éna funkcia G(a,b) pre k; a ko, ¢o st dlzky ty¢ v Kondrovom modeli, pre

ktort bude musiet platit

Gla,b) = P(ky < a,ky < b) = P(dy < a,dy < b) = F(a,b). (3)

Spomenieme si, ze v tomto modeli st dlzky ty¢i reprezentované vzdialenostami od

stran rovnostranného trojuholnika, teda k; bude vzdialenost od jednej strany, ks od

druhej a k3 od tretej. Opat si v8ak vystacime s dvoma tdajmi, kedze treti bude uz

jednoznacne urceny a teda nepotrebny. Bod zakresleny do tohto modelu bude vyzerat

takto:

08
08
07
08
05
0.4
03
02

01

o T WM

ky

ka

o :R] 0.2 03 04 05 0.6

Obr. 28: Jedno rozdelenie tyce s dizkou 1 meter
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Opét sktimame pravdepodobnost P(k; < a,ke < b) pre a,b € (0,1), pri ¢om si
pomoézeme obsahmi. Opéat ndm v tejto vetve mozu vyjst dva rozne utvary v zavis-
losti od toho, kde sa rovnobezky urcujice mnozinu vyhovujicich rieSeni pretni. Tieto

rovnobezky urc¢uju maximalnu vzdialenost od jednotlivych stran.

0.8
08
o7
0.8
05
0.4

03

0.2

:R]

Obr. 29: Pripad A - RovnobeZzky sa pretnii vntutri trojuholnika

V tomto pripade vidime, ze vyhovujtca oblast bude rovnobeznik. Jeho vyska bude
a, ale jeho stranu musime vyjadrit v zavislosti od b. V tom ndm pomoze nasledovné

pribliZenie.

X : \

Obr. 30: Pripad A - Vypocet zakladne rovnobeznika

Uhol je suhlasny s uhlom v rovnostrannom trojuholniku, takze vieme, Ze je 60°.

Hladame zakladiiu z, jej dlzku uréime pomocou sinusu, kedze sin(60°) = ‘/7?: = %, Cize
r = \%b. Obsah rovnobeznika sa teda rovna S4 = \%ab. Aby sme mohli vypocitat
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prislusna pravdepodobnost, potrebujeme este obsah celého trojuholnika, na ¢o potre-
bujeme jeho stranu ¢. Tu si opat pomoéZeme sinusom a vyskou trojuholnika, kedze obe

pozname. sin(60°) = \/Tg = & pricom vp = 1, teda t = \% Z toho Tahko doratame

2
obsah Sp = 1X2‘/§ = \/ig Pravdepodobnost v tomto pripade A teda bude
2
S “=ab
Py = S—A = Y3 — b
= V3

08

]

07

08

05

04

03

02

0.1

-01 [:

Obr. 31: Pripad B - Rovnobezky sa pretntt mimo trojuholnika

V tomto pripade si miesto pocitania cervenej plochy pomozeme doplnkovymi javmi,
¢ize obsahmi mensich trojuholnikov. Vdaka rovnobeznosti a stithlasnym uhlom vidime,
Ze st rovnostranné, resp. podobné s velkym trojuholnikom. V prvej ¢asti sme si ukézali,
ze na vypocet obsahu podobného trojuholniku nam staci vediet obsah povodného a
pomer ich vySok, ktory umocnime na druhu. KedZe vyska velkého trojuholnika je 1,

vysky malych zjavne budi v; =1 —a a v = 1 —b. Potom ich obsahy st S; = (1—1a)2 \/Lg

a S, = (1_1b)2 \/Lg 7 toho vypocitame obsah Gervenej plochy ako

1 2 2_i a _a2_2_
Sp= sl = (1l=af = (1= 0f) = —(2a+2) B —1).

Vieme teda vyratat pravdepodobnost v pripade B, ktora bude
2(2a +2b —a® — b* — 1)
Py =3 . —20+2b—a’— b —1.
V3
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Posledné, ¢o potrebujeme kvantifikovat pre vetvu a,b € (0,1), je vztah, od ktorého
zavisi, ¢i je bod so vzdialenostami od strén a a b v trojuholniku, alebo mimo neho.
Opaét si pozi¢iame nieco z prvej casti kapitoly, a sice Vivianiho vetu. T4 nam hovori, ze
pre body vnitri trojuholniku by malo platit k; + ko + ks = 1. Vidime v8ak, Ze v pripade
B by musela byt pre isté body k3 zaporna, kedZe je od nej bod poloZeny smerom von
z trojuholnika. Z toho nam vyplyva, Ze v pripade B plati a +b > 1, resp. a > 1 — b, ¢o
je rovnaka podmienka, na akt sme narazili pri $tandardnom modeli (v pripade A plati
opak, teda a <1 —b).

Dalsim krokom bude pripad, ak a € (0,1) Ab > 1. Tu podmienka pre b nevylucuje

ziadne pripady, ¢ize G(a,b) = P(k; < a) a prislusny obrazok bude vyzerat nasledovne:

-0.3 -02 -0.1

Obr. 32: Kondrov model pre podmienku a € (0,1) Ab > 1.

Tu obsah vyratame analogicky ako v predoslom pripade.

S € ) S TSR SRR N TP
S_\/g 2 \/g_\/g(l (1 ))_\/5(2 )

, ; %(2&—(12) 9
Potom pre pravdepodobnost plati P(k; < a) = Y5 = 2a — a”°.

V3
Posledna moznost vyzadujuca nakres bude a > 1 A b € (0,1).

34



2.4 Vo vSeobecnosti 2 LAMANIE TYCE

-0.3

Obr. 33: Kondrov model pre podmienku a > 1A b € (0,1).

Tu obsah vyratame rovnako ako predchédzajicej moznosti a vyjde nam S = \/Lg (2b—
b?) a pravdepodobnost P(ky < b) = 2b — b?. Posledné dve moZnosti opit zostali a <
OVb<0,aa>1ADb> 1. Rovnako ako pri standardnom modeli je zrejmé, ze prvy
z tychto pripadov vyluc¢i vSetky body trojuholnika a druhy Zziadne. Ak si zapiSeme
vietky moznosti Kondrovho modelu pre distribuénii funkciu vektora dlzok tyci (ki, k)

v bodoch a,b bude mat vSeobecny predpis:

(
0, prea<0Vb<O,

2ab, pre a € (0,1) Ab € (0,1), pricom a < 1—b,
2a+2b—a?>—b*>—1, prea € (0,1) Ab e (0,1), pricom a > 1 — b,
2a —a? preac (0,1)Ab>1,

20— V%, prea>1Abe (0,1),

1, prea>1Ab>1.
(

Pozorny ¢itatel si zrejme v&imol uz pocas vypoctov, Ze distribucné funkcie oboch mo-
delov st v jednotlivych vetvach totozné, ¢ize modzme vyhlasit nase tvrdenie [3] za doka-
zané. Teda skutoc¢ne tieto modely pre rovnomerne zvolené body lamania tyce funguju

a maju ekvivalentné rozdelenia.
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3 Kocky

Stalo sa vam niekedy, Ze ste hrali hru s kockami, alebo kartami, zalozent na pravdepo-
dobnosti, a po chvili vas zacali zaujimat zakonitosti tejto hry viac, ako jej vysledok?
Ja som sa s tym stretol neraz, ¢i uz pri rulete, blackjacku, alebo aj tejto hre, na ktora

som natrafil v jednej zbierke spoloc¢enskych hier s kockou:

Obr. 34: Zbierka hier, v ktorej sme nasu hru s kockami nasli

Nasohilka
Hraci si pod seba napisu €isla od 1 po 10 v poradi, v akom chcl. HadZu po jednej
kocke striedavo. Aké Cislo hodia, vyndsobia ho &islom, aké je v poradi, Vietko

WA

potom zrétajli a hrad s najvyssim vysledkom vyhrava.

Obr. 35: Povodna hra

Takéato hra ma zjavne vyvazené Sance na vyhru pre oboch hracov, a kedze to, ¢o
padne na kocke je ndhodné a nevieme to nijak ovplyvnit, aj kazda stratégia rozostavenia

¢isel 1 — 10 bude v kone¢nom dosledku rovnako tispesna.

3.1 Skumanie zakonitosti

Otéazkou je, aké budi konecné hodnoty stuctov jednotlivych hracov? Ak by sme hrali
tisicky hier, ako by boli rozdelené tieto hodnoty? Pre jednoduchost si moézme urcit,
7e prvy hod kockou nasobime jednotkou, druhy hod dvojkou, atd. az po desiaty hod
desiatkou. Zjavne minimum tohto sa¢tu by bolo 1 x 1+1x24+1x3+..+1 x 10 = 55,

ak by sme 10-krat hodili na kocke 1. Naopak maximum by sme dostali pre samé 6tky,
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3.1 Skuimanie zdkonitosti 3 KOCKY

6Xx1+6x24..4+6x10=>55x6=330.S akou frekvenciou budi hodnoty rozdelené
medzi nimi?
Aby sme si uSetrili ¢as, ktory by sme travili hadzanim kocky a zapisovanim vysled-

kov, naprogramovali sme v eRku kod, ktory to spravi za nas a nésledné to aj nakresli.

1=10
z<—replicate (10000,(1:1)%+%(sample(1:6,i,replace=T)))
hist (z)

Tento kod 10000-krat vykona skalarny sacin (1,2, ..,10)T x (ay, as, .., aig), kde hod-
noty a; — ajg st ndhodne vylosované hody kockou - teda hodnoty 1, 2, 3, 4, 5, 6. Po
10000 opakovaniach si nechdme vykreslit vysledky pomocou histogramu, aby sme videli

s akou frekvenciou(resp. pravdepodobnostou) sa vyskytuju jednotlivé vysledky.

Vysledky hry

0.012

0.010

008

0.006

podobnost'vy‘tsk&tu

0.004

Pravde

0.002

0.000 — =

[ I I I I 1
50 100 150 200 250 300

Sucet hodnét

Obr. 36: Histogram vysledkov
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3.1 Skuimanie zdkonitosti 3 KOCKY

Vidime, Ze najviac hodnoty pohybuja okolo v strede, okolo priemeru minima a ma-

xima, ktory je rovny @

= 192.5, a ¢o viac, vidime, Ze histogram nasSich vysled-
kov je takmer dokonale kopirovany krivkou normélneho rozdelenia. Najjednoduchsim
nastrojom, pomocou ktorého ukazeme, Ze naSe sicty sa naozaj blizia k normalnemu
rozdeleniu, je centralna limitna veta, ktorej presné znenie sa nachadza v [7].

Najprv si zhriime, ¢o vlastne chceme dokizat. Mame n nahodnych premennych
X1, Xs, .., X,,. Pritom X; dosahuje s pravdepodobnostou % hodnotu 1, 2, 3, 4, 5, alebo
6. Ostatné rozdelenia budt na tom analogicky, ale prenésobené svojim poradim. Teda
vo v8eobecnosti pre X; sa dosahuju s rovnakou pravdepodobnostou hodnoty i, 2i, 3i,
4i, 5i, alebo 6i. Stredné hodnota bude rovna priemeru tychto hodnét, F(X;) = u; =
L% (142+3+4+45+6) = Zi. Varianciu potom vyratame ako Var(X;) = 07 = E(X;—p;)?

X | i | Xi— i | (Xi— pa)?

1 |3.51] -2.51 6.2512
21 [ 3.51| -1.5i 2.25¢>
3i | 3.51 -0.51 0.25:%

4i | 3.51 0.51 0.25:2
o1 | 3.51 1.51 2.25i2
61 | 3.51 2.51 6.254>

Tabul'ka 2: Vypocet variancie

Variancia bude teda strednou hodnotou tretieho stlpca tabulky (2),

i i 35
o’ = 5% (2% 6.25+2x 2.25 +2 x 0.25) = 5 175 = Ez’?

Snazime sa teda dokazat, ze sucet nasSich n nezévislych premennych so strednymi hod-
notami F(X;) = p; = %z a Standardnymi odchylkami o; = %ZQ konverguje k normal-
nemu rozdeleniu.

Pozrime sa teda na predpoklady klasickej (Lindenberg-Lévyho) centréalnej limitne;
vety, pri ktorych sa sucet X; + .. + X,, da aproximovat normalnym rozdelenim, ktoré

mame z |7] .
Nech X7, X5, ..X,, st nezavislé a rovnomerne rozlozené ndhodné premenné
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3.2 Alternativna centralna limitna veta 3 KOCKY

so strednou hodnotou p a standardnou ochylkou o.

3.2 Alternativna centralna limitna veta

Nase premenné su sice nezéavislé (ide o nezavislé hody kockou), ale nie st rovhomerne
rozdelené, kedZe stredna hodnota aj Standardné odchylka st pre kazdi premennt iné.
Nagtastie to nie je jedina centrilna limitna veta, a po chvili patrania sme nasli tzv.
Ljapunovu centralnu limitni vetu, v ktorej nerovnomerné rozdelenie premennych nie

je problémom. Tej definicia z [7] hovort:

Nech { X7, X5, ..} je postupnost nezavislych nahodnych premennych, pri¢om

kazda ma konetnu F(X;) = yu; a varianciu o?. Definujme s2 = > 7" o7
Potom, ak existuje § > 0 také, ze plati tzv. ljapunova podmienka,

1
MQEEEZEW&—MyMp:Q (4)
n =1

n—0o0

tak rozdelenie suctu ) . ; X; konverguje k normalnemu pre n idace do

nekonecna, respektive:

n

LS = ) ~ N (0, 1),

S
noi=1

Stredné hodnoty a variancie uz mame vyratané, nas ciel je teda vcelku zrejmy: dokazat

Ljapunovu podmienku pre nejaké (ideélne ¢o najjednoduchsie) § > 0. Najprv si v8ak

. 2 n 2 n 35:2 _ 35N\ 2 . .« )
definujeme s; = > " 07 = > 1, 9507 = 35> 1%, ¢o z [9] vieme, Ze sa rovna

35

12><

w, dize sp = 2n(n+1)(2n+1). Teraz si sktsime zvolit 6 = 1 a zistit & plati
rovnost (4). Najprv si vyjadrime vnitro sumy, teda vyraz E[|X; — p;|%]. PomoZeme si

podobnou tabulkou ako pri vypocte variancie:
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3.2 Alternativna centralna limitna veta 3 KOCKY

Xi | i | X — gl | (1XG = pal)?
1 | 3.51 2.51 15.625¢3
2i | 3.51 1.51 3.375¢3
3i | 3.51 0.51 0.125¢3
4i | 3.51 0.51 0.125¢3
51 | 3.51 1.51 3.375¢3
6i | 3.51 2.51 15.625¢°

Tabul'ka 3: Urcenie E[|X; — p;|?]

Stredn& hodnota pravého stlpca tabulky (3) bude E[|X; — ;%] = %(2 x 15.625 +

2 % 3.3754 2 x 0.125) = 2% Teda po dosadeni do rovnice (4) chceme ukazat, Ze platf

n

72 51
i 32N 208 _
S+ D+ 1) 25

=1

Teda upravujeme vyraz

n

Z'3

725,51 1 3/2
L2y3/22°
(357" 5 Mm W EDEn 1) 2

=1

Pre jednoduchost si definujme konstantu ¢ = (22)3/231

3 a za rad opéat dosadime hodnotu

znamu z [9]. Potom

r 1 nt 4 2n3 + n?
¢ lim
n—oo (n(n + 1)(2n + 1))3/2 4

V tomto kroku sa pozrieme na najvyssi mozny exponent v menovateli. Zjavne to bude

3/2

(n x n x 2n)**2. Ostatné ¢leny budu kladné a budi mat nizsie mocniny, zapiSeme ich

len schematicky:
c . n* 4+ 2n3 4+ n?
— lim
4 n-r00 (2n3)3/2 + o(n%/?)

Predelime ¢itatel i menovatel n?/2:

nt on3 n?
lim n9/2 + n9/2 + n9/2

C
Z n—o00 \/g + o(n%/2)

n9/2

Pre n idace do nekonec¢na, zlomky v tvare nip, kde p > 0, pojdu do nuly, z ¢oho

dostaneme, ze
¢y BT @Rt mE _c 04040
dnooo gy 47 Ry

n9/2
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3.2 Alternativna centralna limitna veta 3 KOCKY

Tym sme dokéazali platnost Ljapunovej podmienky, a teda rozdelenie i Yo (X — )

konverguje k normélnemu rozdeleniu N(0,1) pre n — oc.
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4 ULOHA NA VIAZANY EXTREM

4 Uloha na viazany extrém

Jednou z najzaujimavejsich veci na $tidiu matematiky je postupné odkryvanie spo-
jitosti v nej. Vedomosti sa tu takpovediac ,nabaluja”, teda viackrat sa stalo, Ze som
si uvedomil, Ze postup, ktory som sa naucil na vysokej skole sa dé pouzit na rieSenie
napriklad stredoskolskych problémov. A to, ¢o som musel kedysi riesit na 2-3 strany a
lamat si hlavu nad tym, ktory trik vyuzijem, viem teraz vyriesit na 3 riadky pomocou
jednotného postupu. Na jeden takyto stredogkolsky priklad sme narazili, aj ked je eSte
z roku 1998:

11.
Uréte redlne disla %, v, = tak, aby platila rovnost 2 + 5y° + 528 + bxy —24x'= 0
a hodnota virazu P = (x + 1)* + (y + 1) + (z + 1) bola &o najmenia.

Obr. 37: Priklad z korespondenc¢nej sutaze MATMIX, zdroj: [4]

KedZe na hodinach matematickej analyzy a nelinedrneho programovania sme sa
im venovali velmi dokladne, je zrejmé, Ze sa jednd o minimaliza¢nu tlohu o troch
premennych na viazany extrém. Minimalizujeme vyraz P, za podmienky, ze plati vazba

(rovnost), ktora si mézme oznacit pismenom g. Formélny zéapis teda bude
min{(z + 1)* 4+ (y + 1)* + (z + 1)?22% + 5¢y* + 522 + 6zy — 220 = 0}. (5)

V tejto kapitole sa pozrieme na dva roézne pristupy k tejto tlohe, jeden za pouzitia
stredoskolskych vedomosti, v druhom vyuzijeme znalosti z matematickej analyzy. Na

konci vysledky porovname, pricom pri korektnych postupoch by mali oba vyjst rovnako.

4.1 Postup stredoskolaka

Zagneme postupom , ktory je prebraty zo vzorovych rieSeni v ¢asopise MATMIX [4]
(strana 12-13). Najprv sa teda pozrieme, aké hodnoty voébec spliiaji rovnicu vizby g.

Vidime, Ze sa tato rovnica d& napisat ako kvadratickd funkcia premennej x:

222 + (6y — 22)x + 5(y* + 2*) = 0.
KedZe tato rovnica musi platit aspon v jednom bode, jej diskriminant musi byt nezé-
porny.

(6y —22)* —4 x 2 x 5(y* + 2%) > 0 = 36y — 24yz + 42° — 40y* — 402* > 0,
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4.1 Postup stredoskolika 4 ULOHA NA VIAZANY EXTREM

z toho
—4y® — 24yz — 362 > 0= —y* — 6yz — 92 > 0= —(y + 32)* > 0.

V tejto ulohe moze byt dosiahnutd maximélne rovnost, kedZe vyraz na lavej strane je
nekladny. Potom
y+3z=0=y= -3z

Tento poznatok vyuzijeme a dosadime do povodnej vazby g:
207 + 5(—32)? + 52° 4 62(—32) — 220 = 0 = 22% + 452% + 52 — 1822 — 272 = 0.
Pomocou tpravy na Stvorec dostdvame tvar
222 — 202z + 502° = 2(x — 52)* = 0,
pricom opat vidime, Ze musi platit
r—952=0= 2 =52

Kedze vieme vyjadrit x aj y pomocou z (x = 5z a y = —3z), tak si vyjadrime nasu

funkciu P pomocou nich a budeme ju vzhladom na z minimalizovat.” Z
min{(5z + 1) 4+ (=32 + 1)* + (2 + 1)?},
teda dostaneme
252" + 102 +1+92> — 62+ 1+ 2" + 224+ 1 = 352" + 62 + 3.
Toto minimalizujeme klasicky, teda zderivujeme a polozime rovné 0,
dP(z) 6 3

o :702—1—6:0:%2:—%:—%.

Druhéa derivacia je pre vSetky z zjavne rovna 70, ¢ize v ndjdenom bode bude urcite
globélne minimum. Zvy$né premenné budt 2 = —2 a y = 5. Vysledok tlohy (5) bude

3 9 3 __ 96

"Da sa vidiet, Ze sme vyuZzitim viizby upravili pévodnu tlohu (5) na tlohu volného extrému.
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4.2 Postup vysokoskolaka 4 ULOHA NA VIAZANY EXTREM

4.2 Postup vysokoskolaka

Teraz sa pozrieme na zadanie tejto tlohy ocami matematickej analyzy. Kedze mini-
malizujeme vyraz (resp. funkciu) P, pricom musi platit rovnica g, vieme jednoducho

vyuzit Lagrangeovu funkciu z [8]. T4 ma vo vSeobecnosti tvar

L(z,A) = f(z) — Ag(x),

¢ize v nasom pripade

L=(x+1)*+ @+ 12+ (2 +1)* = \22% + 5¢y* + 52 + 62y — 2z2).

Bod Z bude extrémom, ak Vi : g—é(:ﬁ) = 0 a zaroven g(z) = 0. Dostaneme rovnice
oL
— =2(x+1) — A4z + 6y — 22) =0,
Ox
oL
— =2(y+1)— A(10y + 62) = 0,
dy
oL

VyrieSenim tohto systému rovnic vzhladom na parameter A (Lagrangeov multiplikator)
ziskame kandidatov na extrém. P6jdeme na to pomocou programu v MATLABe, aby
sme si uSetrili ¢as a vyhli sa pripadnym numerickym chybam. Konkrétny zdrojovy kod

bude vyzerat takto:

eqs = {2x(x+1)—lam* (4*x+6xy—2%z)=0" ...

( -1
2% (y+1)—lam* (10%y+6%x)=0" ,...
( -1

2% (z+1)—lamx (10%z—2%x)=0"};
vars — {’X’,’y’,’z’};
[x,y,z] = solve(eqs{:},vars{:})

RieSenie systému potom bude

A1 44N Z__3/\2—8>\+1
A—1Y T B 1A+ 1T 3B _12A+ 1

xTr =

Pripadom, ked je menovatel niektorého zo zlomkov rovny nule (teda A = %, alebo
A= %) sa budeme zaoberat samostatne. Teraz predpokladajme, ze A # %/\ A # % Toto

rieSenie dosadime do véazby g, ktorda ma byt rovna 0. Pomocou funkcie
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4.2 Postup vysokoskolaka 4 ULOHA NA VIAZANY EXTREM

simplify (2%x"2+45%y " 2+45%z " 2-+6%kXky—2%X*7 )

dostavame rovnicu
1 1

GA =12 T =1

8 = 0.

T Tahko upravime na
(TA—=1)2+ (56X —1)* 0
(GA—12(7TA—-1)2 7

teda po uprave musi platit

TN —2A+2
(5GA—12(TA—1)2

Menovatel je nenulovy, takZe nim mozme ,beztrestne” rovnicu prenésobit. Dostavame

teda
TAN? — 24\ +2 = 0,

z ¢oho diskriminant bude rovny
D =24 — 4 x 2 x 74 = 576 — 592 = —16.

Teda A\ v tomto pripade nemé reélne rieSenie. Vratime sa eSte k pripadom, ze \ = %,

resp. A = % Ak si vsak tieto ¢isla dosadime do rovnosti pre x,y a z, v§imneme si, Ze
. 1 . . . ’

sa menovatele premennych y a z (pre A = = aj x) rovnaju 0. Teda tieto vztahy sa pre

ne nedaju vobec pouzit a musime ich testovat zvlast. Pomoze nam znovu MATLAB,

az na to, ze tentokrat dostaneme rieSenia konkrétne, kedze A bude pevne dana.

eqs = {72x(x+1)—1/5%(4*x+6%xy—2%z)=0" ...
y+1)—1/5%(10%y+6xx)=0" ...
)_

"2 (

2% (z+1)—1/5%(10%z—2%x)=0"};
vars = {'x’ )y’ , 'z’ };
[x,y,z] = solve(eqs{:},vars{:})

( )—1/T* (4%x+6xy—2%7z)=0" ...
2% (y+1)—=1/T+(10%y+6%x)=0" ...
(z+1)

2% (z+1)—1/Tx(10%z—2%x)=0"};
vars — {7X7’7y7’7z7};
[x,y,z] = solve(eqs{:},vars{:})
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Pre oba tieto vstupy dostavame ako vystup len prazdne zatvorky. To v reci vypoctovej
techniky znamené, Ze ziadne premenné z,y, z tymto rovniciam nevyhovuji. Z toho
plynie, ze nemame kandidata na extrém, teda minimaliza¢na tloha (5) nema riesenie.

Ale pockat! V prvej casti tejto kapitoly nam predsa vyslo rieSenie. A to sme celu
tlohu riesili len pomocou tpravy na stvorec a jednoduchej derivacie. Teraz sme museli
programovat, vyuzivat Lagrangeovu funkciu a aj tak sme sa nedostali ani tak daleko
ako pomocou stredoskolskych vedomosti? Ako to? Aby sme zistili kde sa vyskytla
chyba, musime sa pozriet do [8] na stranu 84. Tu najdeme nutntt podmienku viazaného
extrému, resp. nutni podmienku existencie Lagrangeovho multiplikatora A. Okrem
prvej podmienky, ktora hovori, ze funkcia P aj vizba g maju spojité derivacie (¢o zjavne
maji), vidime este tzv. podmienku nedegenerovanosti. T4 hovori, ze 7g(z,y,2) # 0
pre Vz, y, z také, Ze plati g(z,y, z) = 0. Pozrime sa na tito podmienku blizsie. Gradient
vg(x,y, z) je vlastne v naSom pripade vektor parcialnych derivacii vizby g. Teda aby

bola tato nutna podmienka splnené, musi platit

o 4o + 6y — 2z 0
vyla)= |8 =] 10y+6z | # |0
d 102 — 2 0

pre vSetky x,y,z spliajice vizbu. Skisme dosadit rieSenie, ktoré nam vyslo v prvej ¢asti

kapitoly, kedZe to ur¢ite véizbe vyhovuje. Dostaneme tak

=3 9 =3 60 54 6
4= 465 — 23 —35 T35 T 35 0
vy(z) = 105 + 62 = 02 = (o],
10 frac—335 — 252 -2+2 0

¢ize sme nasli jednu kombinéciu premennych [x,y,z|, pre ktoré yg(z,y, z) # 0 aj ked
g(x,y,z) = 0, ¢im sme ukazali, Ze pre nas priklad predpoklad nutny pre pouZitie
Lagrangeovej funkcie neplati 8.

Teda sa ukazalo, ze sofistikovanejSia metoda nemusi byt nutne skratkou k vysledku.
V tomto priklade sme sa presvedcili o opaku: vysokoskolskd metoda bola zlozitejsia
a nakoniec sme sa nou nedopracovali k vysledku, kvoli ,preskoceniu” podmienok za

ktorych ju vobec mézme vyuzit.

8Ekvivalentou nutnou podmienkou by bolo, Ze 7¢g musi maf linedrne nezavislé riadky. To tiez

neplati, da sa vsimnit, ze %I + %III = I1I, kde LII a III sa v poradi prvy, druhy a treti riadok /g.
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5 Deal or no deal

5.1 Pravidla hry

Existuje mnozstvo televiznych relacii, v ktorych sa uchadza¢i snazia ziskat penaznu
sumu. Niektoré su zalozené na vedomostiach (Milionar), iné na pohotovosti a schopnosti
rychlo sa vynéjst (5 proti 5). Aby ste uspeli v show, na ktora sa blizsie pozrieme v
tejto kapitole, potrebujete 2 veci: Stastie a schopnost urobit dobré rozhodnutie.

Deal or no deal je televizna sutaz preslavena hlavne v anglicky hovoriacich krajinach
ako USA, Velka Britania ¢i Novy Zéland. Jej hlavna myslienka je nasledovna. Je 26
kufrikov, v ktorych st ukryté sumy od 1 centu po 1 000 000 dolarov (v americkej verzii).
Uchédzac si vyberie 1 z tychto kufrikov a odteraz ,vlastni” hodnotu, ktora je v iom
(ani tu vSak nepoznd). Teraz si zo zvysnych 25 kufrikov vyberie 6, ktoré si nésledne
otvorené, ich hodnota ukazana a si z hry takpovediac vyhodené, teda st to sumy, ktoré

sa nenachadzaju v jeho vlastnom.
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Obr. 38: Sumy v kufrikoch - USA, zdroj: [11]

Potom uchadza¢ dostane telefonét od ,bankéara”, ktory mu pontkne istd sumu pe-
nazi. Tu méa na vyber dve moznosti: povedat ,DEAL”, teda vziat garantované peniaze,

alebo ,NO DEAL” a pokracovat v hre. Ak sa rozhodne pokracovat, v dalsich kolach
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5.2 Algoritmus ponuky 5 DEAL OR NO DEAL

pokra¢uje v eliminacii kufrikov, v druhom kole vyberie 5, v tretom 4 atd . Na konci
kazdého kola dostéava rovnakii novi ponuku od bankara. Takto hra pokracuje az kym
uchadza¢ bud neprijme jednu z ponitk, alebo kym vSetky neodmietne, pricom si od-
nesie sumu, ktora sa ukryvala v jeho vlastnom kufriku. Ponuky od bankéara zavisia od
uz odhalenych sam (ak su otvorené kufriky s velkymi sumami, ponuka ide dole), teda
dalo by sa povedat, ze bankar ,kupuje” uchadzacov kufrik. Ak napriklad ostant v hre
sumy 10 000, 25 000 a 50 000, bankirova ponuka sa bude pohybovat v rozmedzi 10 000
a 50 000. Kompletny prehlad pravidiel ndjdeme v publikécii [3] (str. 25-27).

Dévod, preco je tato hra zaujimava z pohladu matematiky, je to, ze st jej pravidla
jasne dané a vyhra zavisi z velkej ¢asti od pravdepodobnosti. Dolezity je tiez vztah
stutaziaceho k riziku: uprednostni istotu penazi od bankéira a rozhodne sa pre DEAL,

alebo zariskuje, zvoli NO DEAL, a bude difat v lepsiu ponuku neskor?

5.2 Algoritmus ponuky

Aby sme sa mohli pozriet na rozhodovanie sitaziacich, najprv musime zistit, na zé-
klade ¢oho rozhoduje bankar. Rozhoduje sa ndhodne, alebo sa za jeho ponukami ukryva
nejaky zahadny vypocet? Je veelku zjavné, ze férovou ponukou v zavislosti od neodkry-
tych sam, by bola ich o¢akavana hodnota (Expected value). A kedze vSetky kufriky st
navonok identické, tato ocakavana hodnota vyplyva zo zékladnej pravdepodobnostne]

teodrie. A to
n 1 n
E(X)= iTi = — i
)= mn= 2

kde z; je suma v kufriku a p; je pravdepodobnost jeho vytiahnutia. T4 je pre vSetky
kufriky rovnakéi a rovna %, pricom n je pocet neotvorenych kufrikov. Vidime, Ze téato
hodnota nie je ni¢ iné, ako aritmeticky priemer zostavajucich sim. Na zaciatku kazdej

hry, este pred akymkolvek otvaranim, bude rovny

- 1
EX)=X= %(0.01 + 145410+ 25+ ... + 750,000 + 1,000, 000) = 131,477.54.

Aritmeticky priemer by teda bol tzv. férovy vypocet bankarovej ponuky. Skiisme sa

viak pozriet, ¢ skutoéne sedi s ponukami v sttazi. Udaje v tabulke (2) st priemery z

9V kolach 6,7 a 8 uz dostava ponuku po kazdom odhaleni.
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Deal or no deal v Australii, kde mali iny rebricek stim ako v USA!Y. Tieto tidaje mame
z [3] a budu sluzit hlavne na pozorovanie vyvoja ponik v zavislosti od poradia daného

kola. Pocet sutaziacich je v podstate pocet merani, z ktorych st priemery pocitané.

Kolo | Pocet sutaziacich | Ponuka banky b | O¢akavana hodnota E(X) | Pomer b/E(X)
1 398 3334.67 19008.1 17.54%
2 398 5546.12 18956.3 29.26%
3 399 6857.52 19080.5 35.94%
4 399 9250.95 19024.7 48.63%
) 389 11213 19039.5 58.89%
6 351 12920.6 18416.3 70.16%
7 297 14786.3 18642.4 79.32%
8 224 20146.7 23185.2 86.89%
9 149 31518.1 31764.5 99.22%

Tabul'ka 4: Ponuky bankéra v porovnani s ocakavanou hodnotou

Vidime, Ze v priemere na zaciatku bankar pontka vyrazne nizsiu sumu ako ocakavana
hodnota, ¢o je veelku logické. Ak by hned na zaciatku pontikali vysoké sumy, mnozstvo
stutaziacich by ich vzalo a odislo po prvom kole, ¢o by vSak nebolo zaujimavé pre divéika.
Cim dlhsie ale hra trva, tym viac sa ponuka banky priblizuje strednej hodnote. V prvom
kole je to 17%, v druhom 29%, a postupne to rastie az do deviateho kola, v ktorom banka
poniika v priemere 99% ocakavanej hodnoty. V niektorych pripadoch sa stalo, Ze banka
pontukla viac ako priemer zostavajicich sim. To by malo pre racionalneho, rizikovo
neutralneho hraca znamenat, Ze ponuku prijme. Vratme sa vsak este k algoritmu pontk.
Na internete koluje mnozstvo teérii o tom, aky presne je. Réznia sa zlozitostou, ako
aj presnostou. NaSe pozorovanie niekolkych epizod sa priblizne zhoduje s percentami,
ktoré sme vypocitali z Australskej verzie show, avSak nasa hypotéza je, ze ide skor o
vyber z intervalu. Teda povedzme, Ze v prvom kole pocita¢ vygeneruje nahodne ¢islo z
intervalu 10-20% zo strednej hodnoty, ¢o moze byt este dodato¢ne zaokrihlené, alebo

inak upravené bankirom !.

OTvorcovia tejto sttaze viak priznali, Ze algoritmus bankara je vo vietkych forméatoch rovnaky.
UNapriklad ak hra¢ vyhlasi, ze nevezme menej ako $10,000, moZze dostat ponuku na $9,999 pre
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5.3 Rozhodovanie

Teraz sa pozrieme na to, ako prebieha rozhodovaci proces sutaziaceho vo chvili, kedy
dostane moznost DEAL alebo NO DEAL. Inspirujeme sa pritom publikiciou [3] (str.
6-8). Budeme uvazovat, Ze sutaziaci je racionalny hrac¢, ktory sa rozhoduje tak, aby
maximalizoval svoju funkciu uZito¢nosti u(x,f), pri¢om x je mnozstvo penazi a 0 je
parameter urcujici stupen averzie voci riziku (teda do akej miery sutaziaci preferuje
garantované peniaze). Zaroveh vyuZijeme oCakavani uzitocnost (z angl. Expected Uti-
lity) EU(S, ), ktora je rovna priemeru uzito¢nosti S, ¢o je mnozina sum v zatial ne-
otvorenych kufrikoch. Teda FU(S,0) = %2?21 u(S;,0). Zda sa, ze bude platit takyto
vztah:

u(z,0) = maz(u(b,0); EU(S,0)), (6)

kde b je ponuka od bankara. Teda ak u(b,8) > EU(S, 0), rozhodol by sa pre DEAL,
kedZe ponuka banky je dostato¢ne vysoka. V opa¢nom pripade u(b,0) < EU(S,0),
by sa rozhodol pre NO DEAL a v hre by pokra¢oval. Rovnica (6) vSak plati len pre
Jkratkozrakého” hraca! Teda takého, ktory nepozera na sittaciu v d'alsich kolach. T4 je
vSak dolezitéa, kedze aby sme vedeli spolahlivo rozhodniit, musime zratat aj aké ponuky
nam banka da v budicnosti.

Teda budeme musiet uvazovat iny, dynamicky model pre vypocet rozhodovania, a

ten bude vyzerat takto:
u(z,0) = mazx(u(b,0); W(S,r)), (7)

kde r je kolo 1,2,3,..,9 a n(r) pocet sim, ktoré si v hre po danom kole. Dalej si uréime
N(r), ¢o je pocet vietkych mozngch podmnozin Sy, (teda jedna z moznosti zostavaji-
cich kufrikov bude S;(T)). Zadefinujeme si aj b(SfL(r),r), ¢o je ponuka banky v danom

kole r so zostavajucimi kufrikmy Sy(y. W(Sp),r) mé potom tvar

N(r i N(r i
smaz(C L b(Sh ), 1) L WSy, + 1) akr=1,2,..8,

W(57 T) =
EU(S, ) ak 1= 9.

Tento zlozity zapis ndm hovori, Ze pri dynamickom modeli musime pozerat na to, ako

sa nadm postupne strom moznych vyplat rozvetvuje. Uz z toho, Ze musime niekol kokrat

pobavenie divakov.
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5.3 Rozhodovanie 5 DEAL OR NO DEAL

ratat priemer zo vSetkyéh moznosti, ktoré teoreticky mozu nastat, je zjavné, Zze tento
postup je takmer nemozné vyuzit v zaciatocnych kolach, kedZe nam zostava privela
neodhalenych sim. Skisme si ho teda priblizit na konkrétnom priklade rozhodovania
stutaziaceho, ktorého volajme napriklad Peter.

Peter je racionalne uvazujici hrac, ktory je rizikovo averzny. Vie, zZe je lepsi vrabec v

10
o1-60

hrsti ako holub na streche. Vie o sebe, Ze jeho funkcia uzito¢énosti méa tvar u(x, 0)
a ze jeho miera averzie vodi riziku 6 = 0.2. Dostal sa az do 8. kola a uvedomil si, ze v
tejto situécii si uz dokaze spocitat, ktoré rozhodnutie je preitho najvyhodnejsie. V hre
zostavaju tri kufriky. Vieme, Ze sa v nich ukryvaji hodnoty $25, $1,000 a $75,000. Este
predtym, ako ohlasia bankidrovu ponuku je vyhlasena prestavka. Peter si rychlo sadne
a zacCne robit vypocty.

Ako prvu potrebuje odhadnut, akd asi bankirova ponuka v tomto momente bude.

1 76025
E(X) =X = 5% (25+ 1,000 4 75,000) = —= = 25,3417

je stredna hodnota nasich moznosti, a kedze sledoval australsku verziu tejto show vie,
ze v 8. kole sa bankirova ponuka bude rovnat priblizne 86.89% ocakavanej hodnoty
(z tabulky 2), teda b = 0.8689 % 25,341.7 = 22,019.3, pricom ocakava, Ze ju bankar
zaokruhli na 22,000.

Teraz, ked vie, aku ponuku dostane v tomto kole, pozrime sa, ¢o moze nastat v
dalsom kole, teda deviatom. Z australskej televizie Peter vie, Ze v poslednom kole
byva ponuka takmer identickd priemeru poslednych dvoch kufrikov. KedZe je rizikovo
averzny, tak uz teraz vie, ze v poslednom kole by sa rozhodol pre DEAL v kazdom
pripade. Teda staci zratat priemery uzito¢nosti pre vSetky udalosti, ktoré mézu nastat
pocas 8. kola:

(

u(BE0) ak odhalime $75,000,

u(x, ) = q o0k odhalime $1,000,

u(100ET000) gk odhalime $25.
\

Tieto moznosti maju z Petrovho pohladu rovnaku pravdepodobnost, pretoze pochopi-
telne nikto nevie, v ktorom kufriku sa ¢o nachadza. Takze tato ocakavana uzitocnost
vsetkych moznosti v 8. kole bude

1 25 4+ 1000 25 + 75000 1000 + 75000
EU(Ss) = g(u( 5 )+ u( 5 )+U(f))>
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1
EU(Sg) = g(u(512.5) + u(37512.5) + u(38000)),
¢o nam po dosadeni Petrovej funkcie uzitocnosti s ¢ = 0.2 da

1 512505 37512.5%%  38000.508
EU(Ss) = =
Ss) =3+ (5=t 08 T os

)7

¢o je rovné

1

* (512.5%% + 37512.5%% + 38000°®) = 3884.35.

To je Petrova ocakavana uzitoc¢nost, ak sa rozhodne nevziat $22,000, ktoré mu kazdu

chvilu bankar ponikne. Este teda musi zratat

22000
u(22000) = === = 3722.62.

Peter porovnava vysledky. Zjavne je preitho vyhodnejsie neprijat bankirovu ponuku.
Co ak mu viak nahodou bankar pontkne viac? Predsalen, v Statistikach z tabulky (4)
boli priemery, nie konkrétne hodnoty. Podla ¢oho sa bude rozhodovat? Pri natacani si
predsa nemoze vybrat kalkulacku a zacat pocitat. Pozrie sa na hodinky. Nastastie ma
eSte Cas. Sta¢i mu vyratat, aka by musela byt ponikana suma od bankara b, aby mal

pri nej vacsiu uzitotnost ako EU(Ss). Cize

u(b) > 3884.35,

0.8

b

> 3884.35

08 — ’

08 > 3107.48 = b > 3107.4805 = 23201

Préve véas. Moderator ho vola spét pred kameru. Vie teda, ako sa rozhodne. Ak
dostane ponuku vyssiu ako $23201, tak ponuku prijme, v opa¢nom pripade bude v hre
pokracovat dalej a difat, Zze z troch zostavajucich kufrikov eliminuje ten s najmensou
sumou vo vnutri. Show sa opét zacina a bankér vola, aby prezradil sumu, ktort po-
nuka. Peter uz vSak mé stratégiu rozmysleni. ,Dobre, Ze som si nezabudol vziat ta

kalkulacku,” pomyslel si.
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Zaver

V tejto praci bolo nasim usilim skibit dva bijtce sa protipoly matematickej literatury.
Odbornost a popularnost. V prvej ¢asti sme vzali vyrok autorky, ktory do svojej po-
pularnym $tylom pisanej knihy [10] uviedla len tak, pre zaujimavost. Nasledne sme
vyuzili omnoho odbornejsi ¢lanok [12] a s jeho pomocou sme s dostato¢nou presnostou
ukézali, k akému polomeru konstrukcia z obr. 4 konverguje.

V dalsej kapitole sme ukézali, Ze model popisany v obr. 12 skuto¢ne funguje v
pripadoch, kedy st body rozdelenia tyce nezéavislé, a zZe je uz znac¢ne tazsie ho ak
najprv zlomime ty¢ v jednom bode a nésledne podla prvého bodu zlomu upravime
ten druhy. Taktiez sme sa pozreli na porovnanie dvoch postupov problému na viazany
extrém. Ako sa ukazalo, viac vedomosti nemusi nutne znamenat spravny vysledok ani
rychlejsi postup, ked stredoskolak porazil vysokoskolaka.

Nezabudnime ani na Petra, ktory sa v poslednych mintitach reklamnej prestavky
snazil vyratat, ako méa odpovedat v dalSich kolach Deal or no Deal pomocou svojej
funkcie uzito¢nosti a kalkulacky. A aj potom ako pomocou dynamického modelu vy-
pocital, ze by nemal vziat bankarovu ponuku, zarazil sa. Neprestal kriticky mysliet a
pytat sa tie spravne otazky. A ¢ uz je to pri sledovani televiznej sutaze, listovani kni-
hou o matematike, alebo pri hrani sa s kockami, otazka "Preco je to tak?”, bude vzdy

spravna.
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