UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

DON’T JUST SOLVE IT; FIGHT IT!
PRIKLADY Z PRAVDEPODOBNOSTI

BAKALARSKA PRACA

2017 Andrea JECMENOVA



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

DON’T JUST SOLVE IT; FIGHT IT!
PRIKLADY Z PRAVDEPODOBNOSTI

Studijny program:
Studijny odbor:

Skoliace pracovisko:

Vedtci prace:

Bratislava 2017

BAKALARSKA PRACA

Ekonomicka a finanénd matematika
1114 Aplikovand matematika
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

doc. RNDr. Bedta Stehlikova, PhD.

Andrea JECMENOVA



31164673

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Andrea JeCmenova

Studijny program: ekonomické a finanénd matematika (Jednoodborové
Studium, bakalarsky I. st., dennd forma)

Studijny odbor: aplikovana matematika

Typ zaverecnej prace: bakaléarska

Jazyk zaverecnej prace: slovensky

Sekundarny jazyk: anglicky

Nazov: Don't just solve it; fight it! Priklady z pravdepodobnosti

Ciel’:

Literatura:

Veduci:
Katedra:

Don't just solve it; fight it! Probability problems

Téma prace je malou obmenou citatu Paula Halmosa o dokazoch: "Don't just
read it; fight it! Ask your own questions, look for your own examples, ..."
Jeho mySienka sa da vztahovat aj na rieSenie prikladov. To sa nemusi skon¢it’
vyrieSenim urcitého prikladu, mnoh¢é priklady davaji moznost’ zamyslat’ sa
nad nimi d’alej, klast’ si otdzky a hl'adat’ na ne odpovede. Cielom prace je
venovat’ sa takymto spdsobom niekol'’kym tlohdm z oblasti pravdepodobnosti:
(a) Priklad 293 zo zbierky [1] a suvislost’ ziskanych pravdepodobnosti
s pravdepodobnost’ami ziskanymi z ratingov typu [3]

(b) Znamy Bertrandov paradox - porovnanie s experimentom popisanym
v ¢lanku [4]

(c) Uloha o spojeniach kariet z [3] - vypoéet pravdepodobnostného rozdelenia
vyhry (nielen strednej hodnoty), zistovanie preferencii hraov pri moznosti
vyberu hry

(d) 2-3 podobné priklady
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Abstrakt

JECMENOVA, Andrea: Don’t just solve it; fight it! Priklady z pravdepodobnosti
[Bakalarska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Beéta
Stehlikova, PhD., Bratislava, 2017, 66 s.

Tato praca sa zaobera roznymi prikladmi z pravdepodobnosti a Statistiky, nad
ktorymi sa okrem vyriesenia snazi aj d’alej zamyslat. Rozoberd hazardné hry vratane
lotérie, kartovej hry o spojeniach a stavkovania pri futbale, v ktorom predstavi rozsireny
sposob bodovania timov, tzv. Elo rating. Rovnako ilustruje pristup k rieSeniu slavneho
Bertrandovho paradoxu a ukazuje aplikaciu matematiky v medicine pri testovani chorob.

~ 7 o) . . v . ~ . V) ./ ’ . V) s’
Snazi sa urobit ich rieSenie pre citatela zaujimavym a zrozumitelnym.

Klicové slova: lotéria, Powerball, spojenie kariet, Elo rating, nezdporny zisk

stavkovej kancelarie, Bertrandov paradox, testovanie chorob, opakovanie testov.



Abstract

JECMENOVA, Andrea: Don’t just solve it; fight it! Probability problems [Bachelor
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and In-

formatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr.
Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2017, 66 p.

This thesis deals with various problems of the field probability and statistics and
tries not only to solve them but also think about them further. We analyse gambling
including lottery, matching card game and betting on football where is introduced
worldwide system of awarding teams by points called Elo rating. We also illustrate an
approach to solving famous Bertrand paradox and show an application of mathematics
in medicine testing. Our intention is in addition to make these problems interesting

and understandable for common people.

Key words: lottery, Powerball, matching cards, Elo rating, nonnegative profit of the

betting company, Bertrand paradox, disease testing, repetitive testing.
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Uvod

Zaciatky pravdepodobnosti siahaji aZ do obdobia pred nasim letopoctom, kedZe
zaujem o tito problematiku prisiel prave s hrami. Populdrna bola najméa hra v kocky,
pricom td sa datuje az do starovekého Egypta (3500 p.n.l.). Ale nielen hry boli uplat-
nenim nahodnych javov. Aj vestenie ¢i rozne nabozenstva uplatnovali ndhodu predsta-
vujucu vyjadrenie bozej vole pri rieseni nejednoznacnych situacii, napr. losovanim pri
deleni majetku ¢i zvieracich obetdch. Podla rabinskej literatiiry sa rovnako uplatiiovalo
losovanie aj pri povoleni neuplatnit obriezku, ked predchédzajici novorodeni chlapci
v dosledku nej zomreli. Preto je zvlastnostou, Ze tedria pravdepodobnosti sa zacala
rozvijat az od 17. storocia. Za jej pociatok sa povazuje korespondencia medzi mate-
matikmi Pascalom a Fermatom, ktori sa snazili o spravodlivé rozdelenie banku medzi
hracov hazardnych hier.

Dnes st uz tedria pravdepodobnosti a matematicka Statistika vyuzivané v mnozstve
odvetvi - v ekondémii, bankovnictve, medicine, biol6gii ¢i psychologii. Na ich zaklade
tiez funguju viaceré Statistické programové systémy ako napr. SPSS, Statistica, Statg-
raphics, S+, ktoré pouzivaji nielen Iudia z uvedenych odborov. Dokonca sa stali pi-
liermi novych matematickych disciplin - tedrie hromadnej obsluhy, tedrie hier a tedrie
informacie.

Taktiez lotérie a spominané hazardné hry, ktoré patria k vzniku tedrie pravdepodob-
nosti, neprestali tazit z oblibenosti a statistik naklonenych vysokym ziskom. Najprv
sa budeme zaoberat lotériou Powerball [1], pricom poukdZeme na nevyhodnost inves-
tovat peniaze do hier podobného typu. Rovnako cielom stdvkovych kanceldrii je mat
nezdporny zisk a prave tejto problematike sa bude venovat 2. kapitola nasej prace. V
nej vyuzijeme aj novy postup - Elo rating [5] na zistenie pravdepodobnosti moznych
vysledkov zdpasu. V 3. kapitole sa budeme venovat rovnako hazardu. Rozoberieme si
totiz hru o ,spojeni* kariet z [10], v ktorej budeme riesit otédzku pravdepodobnostného
rozdelenia danej hry a zaroven zanalyzujeme preferencie jej hracov.

Ani tedria pravdepodobnosti sa neubranila roznym paradoxom a dilemam. Jednym
7z najznamejsich je Bertrandov paradox. Sucastou 4. kapitoly bude okrem ukdzania
viacerych nédhladov na riesenie tohto paradoxu aj experiment uvedeny v [15] overujiici

spravnost jedného z tychto postupov. Pri d'alsom - lekdrskom paradoxe sa riesi otdzka



pravdepodobnosti, ¢i test pozitivny na ojedineli chorobu znamené, Ze ju naozaj mame.
Odpoved na fiu si priblizime v poslednej kapitole o diagnostike. T4to kapitola je zaroven
doplnend o hru, v ktorej hra¢ moze na zéklade vygenerovanych testov hadat chorobu
pacienta.

Cielom nagej prace teda bude ilustrovat viacero situdcii z oblasti pravdepodobnosti
a Statistiky. Pozrieme sa na hazardné hry z hladiska stavkovych kancelarii, hazardného
hrica aj bankdra. TieZ sa pokisime ¢o najzrozumitelnejsie vysvetlit a priblizit odpo-
ved na zndmy matematicky paradox, ktorého vyrieenie trvalo matematikom roky. A
nakoniec si ukazeme aplikdciu matematiky v medicine. Dané problémy sa pokiisime
nielen vyriesit, ale najmé podat tak, aby zaujali a poucili aj menej zainteresovaného

¢itatela, ¢o bude v konetnom dosledku nas hlavny ciel.



1 Lotériova matematika

1.1 Pravdepodobnosti uhadnutia kombinacii

Hazardné hry sa viazu k zaciatku zaujmu o teériu pravdepodobnosti do obdobia este
pre nasim letopoc¢tom. S velkym zaujmom u Tudi sa stretdvaji aj dnes a lotérie st
jednou z ich najpopularnejsich foriem. Analyzovanim lotérie sa zaobera aj priklad z
knihy [2], ktorého riesenie si teraz ukdzeme:

Budeme sa zaoberat lotériou Powerball, v ktorej sa losuje z M bielych lopticiek n éisel
a navyse z R cervenych lopticiek 1, nazyvand tieZ powerball. Nds zaujima stanovenie

pravdepodobnosti situdcii, ktoré mézu pri Zrebovani nastat.

Modelujeme teda situaciu trafenia prave k ¢isel z 5 vylosovanych bielych lopticiek a
zéroven trafenia presne [ lopticiek z 1 moznosti - powerballu, kde k € {0,1,2,3,4,5} a
[ € {0,1}. Mame tu do ¢inenia s kombindciami - triafame urcité mnozstvo lopticiek m
z vopred znameho mnozstva n bez opakovania, pricom na poradi m trafenych lopticiek

nezdlez{. Pocet moznosti je v takom pripade podla [3] kombina¢né &islo:

() = 7=y

kdem! = J[i=1-2-..- (m—1)-m, teda faktoridl m.
i=1
Zrebované &isla si mozeme rozdelif do skupin podla toho, & st vylosované alebo nie.

Pri kazdom Zrebovani méme situdciu, ze (M — n) bielych ¢isel nebude vylosovanych,
pricom ostatnych n bude a rovnako spomedzi R ¢ervenych ¢isel bude (R — 1) nevylo-
sovanych a ostavajice 1 vylosované (powerball). Takze pri trafeni k lopticiek spomedzi
n vylosovanych zéroven trafime n — k lopticiek z (M — n) ostatnych a uhddnutim [
lopticiek z 1 tiez uhddneme 1 — [ z (R — 1) nevylosovanych lopticiek. Pocet vsetkych
moznosti ako trafime prave k a [ lopticiek z bielych a cervenych teda reprezentuje c¢islo:

n M —n 1 R—-1

k n—k [ 1-1)

KedZe kazd4 kombindcia ¢isel je vylosovand s rovnakou pravdepodobnostou a pocet

vsetkych moznych kombindcii je koneény, na vypocet pravdepodobnosti pouzijeme:

_ Al
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kde A je mnoZina priaznivych javov a w je mnozina vsetkych javov, ktoré moézu nastat.
V nasom pripade je P(A) pravdepodobnost trafenia prave k a [ lopticiek spomedzi
vylosovanych. Pocet priaznivych moznosti sme si uz urcili, takze tento pocet staci

predelit po¢tom vSetkych moznosti, ako mozu byt ¢isla vyzrebované, t.j. ¢islom ( ) .
n

R ; .
(1 ) Vysledna pravdepodobnost je potom:

N 09 8 0 5 8 X ) X ) B
() () ()7

Teraz si ukazeme realizaciu vypoctu pravdepodbnosti pri konkrétnych poc¢toch bie-
lych a cervenych lopticiek, ktoré lotéria Powerball pouziva (vSobecnd formulécia zaciatocne;
tlohy je zrejme kvoli viacerym zmendm v pravidlach tejto hry pocas jej existencie).
Jej sicastou je 69 bielych a 26 cervenych oéislovanych lopticiek, z ktorych sa tahd 5

.....

kedZe vyslednd vyhra je tomu priamotimernd. Vyhry st nasledovné:

Match Prize
+~) Grand Prize
$1.000.000
+Q $50.000
5100
+@ $100
57

+@ S7
+@ $4
9 34

Obr. 1.1.1: Vyhry, ktoré mozno ziskat uhddnutim kombinécie vyZrebovanych lopticiek.

Obrazok prevzaty zo stranky [1].

Na hlavnej stranke Powerballu st uvedené aj pravdepodobnosti, pri ktorych moézeme
vyhrat jednotlivé ceny. Ich vypoéitanim a vyéislenim teraz ukdzeme, Ze napriek ldkavym

cenam sa tato hra velmi neoplati. Vzorec na vypocet jednotlivych pravdepodobnosti

11



ziskame dosadenim spominanych poctov do vzorca (1.1.1). Jeho tvar je nasledovny:
()7 (7
PIVE) = k 56—9k 1—1 ;
( ! ) 26

pricom VK je jav natipovania konkrétnej vitaznej kombindcie, k reprezentuje pocet

spravne tipnutych bielych lopticiek a [ pocet spravne natipovanych cervenych lopticiek.

Vyéislenie konkrétnych pravdepodobnosti vyhier sme realizovali v Tabulke 1.1.1. Ako

Kombindcia | Cervena Biele Pravdepodobnost
1C+5B ( ) 1 (g) 1 3.4223E-09 | 1:292201338
5B ( ] > 25 (::) 1 8.55574E-08 | 1:11688053.52
N 1 5 64
1C+4B <1> 1 (4) - (1) 320 1.09514E-06 | 1:913129.181
25 4
4B ( ) ) 25 (i) . (61 ) 320 2.73784E-05 | 1:36525.1673
y 1 ) 64
1C+3B ) 1 5) |5 20160 || 6.89935E-05 | 1:14494.114
2 4
3B ( 1> 25 (2) . <62) 20160 || 0.001724838 1:579.7646
Ny 1 5 64
1C+2B <1> 1 (2) . (3) 416640 || 0.001425866 1:701.3281
y 1 5 64
1C+1B <1> 1 (1) - (4) 3176880 || 0.010872229 1:91.9775
. 1 64
1C ( ) 1 ( 5 ) 7624512 || 0.026093351 1:38.3239

Tabulka 1.1.1: Vypoéitané pravdepodobnosti uhddnutia pre jednotlivé typy kombindcii

lopticiek v Powerballe.

mozeme vidiet, pravdepodobnost kaZdej z tychto vyhier je naozaj malé ¢islo. Podla
toho napriklad v priemere 1 z 39 roznych zrebov mé Sancu na uhddnutie ¢ervenej
lopticky s vyhernou cenou 43$. Podanie 39 roznych kombindcii ¢isel na jedno zrebovanie
nam sice vyhru nezaruci, ale rapidne sa zvysia nase Sance na vyhru. Rovnako sa zvysuja
aj vtedy, ked tikety nepoddvame naraz, ale postupne na rozne losovania, ¢o budeme

skimat v nasledujiicej ¢asti.
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1.2 Modelovanie pravdepodobnosti vyhry v case

Okrem toho, Ze u Iudi je bezné spolichat sa pri tipovani na stastie, je beiné aj
podévat mensie mnozstvo tiketov lotérie pravidelne. Ludia si myslia, Ze tym zvysia
Sance na zavratnu vyhru, ¢o sa aj deje, ale je to pomerne mald zmena. Nas bude
zaujimat, ako sa bude vyvijat pravdepodobnost, Ze aspon raz tipujtici vyhra konkrétnu
respektive hocijakt cenu. Pravdepodobnost hocijakej vyhry pritom predstavuje sucet

pravdepodobnosti jednotlivych konkrétnych vyhier.

Vyvoj pravdepodobnosti aspon 1 vyhry v case

Pravdepodobnost

- T e - I T B T - I T e G = R RN 1| Eoed WD o W ol M el W e W e A e D
B B T S T T = n e

i 1
[¥= TR S I I =T = R =1 s T R A T - T R S -
od e [ e "R =t e~ e~ i B =

Potet losovani

s HOCT j3 kil vihra  om— 1O « 18+1C 30— G P

Obr. 1.2.1: Vyvoj pravdepodobnosti aspoii 1 vyhry pri réznych vitaznych kombinécidch

pocas 200 losovani.

Jav predstavujici zisk konkrétnej/hocijakej vyhry v i-tom ¢asovom okamihu sme
oznacili ako A; a notA; predstavovalo situdciu, ze vtedy nevyhrame ni¢. Zaroven v
kazdom ¢asovom okamihu je pravdepodobnost nevyhrania rovnakd a javy notA; a
notA; si nezavislé pre vietky i # j (P(notA;NnotA;) = P(notA;)- P(notA;)). Pravde-
podobnost aspoi 1 vyhry za n losovani potom ziskame odpoéitanim pravdepodobnosti,

ze nevyhram za ten Cas ani raz od celkovej pravdepodobnosti, teda:

P(O A) =1~ P(ﬁ notA;) =1 — P(notA;)". (1.2.1)

i=1

Vyuzitim tohto vzorca sme zobrazili vyvoj pocitanej pravdepodobnosti v zavislosti

13



Komb.\ n 20 50 100 150 200
5B+1C 6.84E-08 | 1.71E-07 | 3.42E-07 | 5.13E-07 | 6.84E-07
5B 1.71E-06 | 4.28E-06 | 8.56E-06 | 1.28E-05 | 1.71E-05
4B+1C 2.19E-05 | 5.48E-05 | 1.10E-04 | 1.64E-04 | 2.19E-04
4B 5.47E-04 | 0.0014 | 0.0027 | 0.0041 | 0.0055
3B+1C 0.0014 | 0.0034 | 0.0069 | 0.0103 | 0.0137
3B 0.0339 | 0.0827 | 0.1586 | 0.2281 0.292
2B+1C 0.0281 | 0.0689 0.133 0.1927 | 0.2483
1B+1C 0.1964 | 0.4211 | 0.6648 0.806 0.8877
1C 0.4107 | 0.7334 | 0.9289 | 0.9811 | 0.9949
Lub. vyhernsa | 0.56 0.8716 | 0.9835 | 0.9979 | 0.9997

Tabulka 1.2.1: Pravdepodobnosti aspon 1 vyhry uhddnutim uré¢itej kombinécie za jednotlivé

pocty losovani.

od poctu losovani pri niektorych vyhernych moznostiach poc¢as 200 ¢asovych okamihov
(vid Obrazok 1.2.1). Zaroven sme zaznacili do Tabulky 1.2.1 hodnoty pravdepodobnost{
aspon 1 danej vyhry za 20, 50, 100, 150 a 200 losovani pre vsetky vyherné kombinacie.
Uk4zalo sa, Ze i pri vysokom pocte losovani st nase Sance na vyssiu vyhru stale velmi
nizke, zatial ¢o investicie, ktoré by sme do toho vlozili sa pohybuji v tabulke medzi

40$-4008.

Taktiez sme porovnavali pocet casovych okamihov, za ktoré maju konkrétne vyherné
a lubovolna vyhernd kombindcia pravdepodobnost aspon 1 uhadnutia v niektorom ¢ase

vicsiu ako 90%. Chceme teda zistit, kedy bude platit:
P JA) =00
i=1

Vyuzitim vzorca (1.2.1), kde P(notA;) sme nahradili ¢ a néslednym upravenim sme

ziskali vztah pre potrebny pocet losovani n:
1-¢">09 <<= ¢" <0.1<= n>log,(0.1).
Za q sme potom dosadili jednotlivé pravdepodobnosti nevyhrania (teda je to 1 -

14



pravdepodobnost konkrétnej vyhry) a vysledny pocet losovani sme zaznamenali do
Tabulky 1.2.2. Powerball sa navyse losuje 2x do tyzdia, takZe sme tieto hodnoty
prepocitali na pocet tyzdnov a rokov (pri konverzii 1 rok = 52 tyzdnov) potrebnych na

zabezpecenie aspon 90%-nej Sance ziskania aspon 1 konkrétnej vyhry.

Cas zabezpecujici pravd. aspon 90% na vyhru
Kombinacia | Pocet losovani | Pocet tyzdnov | Pocet rokov
5B+1C 767528000 383764000 7380077
5B 26774200 13387100 257445
4B+1C 2102820 1051410 20220
4B 84103 42052 809
3B+1C 33373 16687 321
3B 1334 667 13
2B+1C 1614 807 16
1B+1C 211 106 3
1C 88 44 1
Lub. vyherna 57 29 1

Tabulka 1.2.2: Pocet ¢asovych okamihov potrebnych na pravdepodobnost aspoii 1

uhddnutia vyssiu nez 90% pri jednotlivych vyhernych kombinacidch.

Zistili sme, ze pravdepodobnosti nad 90% pri kontinudlnom tipovani by sme sa dozili
pri najvyssej vyhre 100$ (vyhry 3B a 2B+1C). Zaroven by $anca na vyhru vysokych
¢iastok pri neprestajnom tipovani pocas celého Zivota bola aj tak mizivé, kedZe pocty
rokov uvedené v tabulke si obrovské éisla. Vypovedd to o velkej nevyhodnosti inves-

tovania do lotérii, ktord sme vsak ocakavali.
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2 Stavkovanie a Elo-rating

2.1 Nezaporny zisk stavkovej kancelarie

BeZnym stanoviskom pri stavkovani a hazarde je skiimat stratégiu hraca k ¢o najvyssej
vyhre. My sa v tejto kapitole naopak budeme zaoberat tym, akd stratégiu mé zvolit
stavkova kanceldria, aby dosiahla nezaporny zisk. Touto problematikou sa zaobera na-
sledovny priklad zo zbierky [3].

Uvazugme, Ze stdvkovd kanceldria urcila na remizu/vijhru/prehru domdceho druzstva
kurzy co/c1/ca, ktorym zodpovedaji pravdepodobnosti py/p1/ps. Otdzne je, pre aké prav-

depodobnosti bude oéakdvany zisk stdvkovej kanceldrie nezdporny pri lubovolnych stavkach.

Ukéazeme si rieSenie uvedené v [3]. Sumy, ktoré tipujici stavia na jednotlivé vysledky
su Sp/S1/Se, takze zisk stdvkovej kancelarie pri jednotlivych udalostiach bude:

Zi=8—c¢-S;prei=0,1,2.

2

S tu predstavuje celkovi staveni sumu, teda S = > S; a celkovy ocakavany zisk Z je
i=0
potom:

2 2
Z:sz"zz' = (po+p1+p2)-S—po-co-So—p1-¢1-S1—p2-Ca-So ZS—ZPi'Cz"Si-
i=0 i=0

Zaroven chceme, aby Z > 0, ¢o m4 platit pri hocijakej stavke. Polozenim S; = S
(maximéalna hodnota) dostdvame horné ohranicenia pre p; a celkovii mnozinu pravde-
podobnosti M pre predpokladany nezaporny zisk stavkovej kanceldrie:
1 2
M={p,eR: p;<—; p; >0; Zpizli:O,l,Q}. (2.1.1)
Ci i=0
Okrem toho dostéavame tiez nasledovny vztah pre sicet kurzov:

1 1 1
pot+prtp=1<—+—+—; (2.1.2)
b G €

ktory ndm hovori, Ze stdvkové kanceldrie by mali urc¢ovat kurzy tak, aby toto bolo
splnené, pricom v realite sa to naozaj deje. Dokazuje to aj Tabulka 2.1.1, v ktorej si
déta ohladom poslednych styroch zdpasov slovenskej futbalovej reprezentacie. Kurzy
pre jednotlivé zdpasy su zo stranky [6], pricom kazdy zdpas obsahuje kurzy urcené 2
roznymi stavkovymi spoloénostami. Vidime, ze pozadovany sucet (2.1.2) je vo vietkych

pripadoch vacsi ako 1, teda nas vypocet sa potvrdil aj v realite.
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Zapas Malta-Slovensko || Rakiisko-Slovensko Slovensko-Litva Slovensko-Skétsko ‘

Stavk. Kanc. || 10Bet 18Bet 1xBet 5Dimes bet-at-home | bet365 BetOlimp‘ Betrally

Cy 32.5 16.25 1.82 1.77 1.37 1.4 2.24 2.2

Co 8.25 9.5 3.68 3.71 4.25 4.75 3.08 3.1

Co 1.11 1.1 5 5.3 8.69 10 3.59 3.4
sum(1/c;) 1.0529 1.0759 1.0212 1.0232 1.0803 1.0248 1.0497 1.0712

Tabulka 2.1.1: Overenie odvodenej podmienky (2.1.2) pre stanovené kurzy.

2.2 Elo-rating

Z predchadzajiceho postupu je jasné, Ze ak cheti mat stdvkové kanceldrie nezdporny
ocakdvany zisk, mali by vediet dostatoéne dobre urcit jednotlivé pravdepodobnosti, na
zaklade ktorych potom stanovia kurzy.

Jednym zo sofistikovanych sposobov je Elo-rating System [5], ktory navrhol Dr. Ar-
pad Elo. Pévodne to bola metéda na ocenenie schopnosti sachovych hracov, pricom ich
vykon predstavoval ndhodni premennt z normélneho rozdelenia. Neskor sa zistilo, ze
vykony nemaji normalne rozdelenie. Tento predpoklad bol teda nahradeny premennou
P; ; - logistickou funkciou zévislou od rozdielu bodov protihracov.

Podla [4] sa dnes Elo-rating pouziva vd'aka Bobovi Runyanovi aj pri futbale. Jeho
velkou vyhodou je, Ze zohladfiuje posobenie hra¢a/timu v minulych koldch. Pri vipocte
vSsak berie do tvahy iba medzinarodné zépasy kategérie A. Na zaklade aktualnych

ratingov sa d4 s velkou presnostou uré¢it Sanca na vyhru u oboch stiperiacich timov:

1

-Pi,j - —d; ; ;
14 107200"

(2.2.1)

pricom P, ; je pravdepodobnost vyhry timu i nad j a d; ; je rozdiel medzi skére i-teho
a j-teho timu. Niekedy sa k d; ; domdceho timu prirdtava navyse 100 bodov, aby sa
zohladnila v zdpase vyhoda domaécich.

Vypocet nového elo-ratingu sa d’alej realizuje podla vzorca:
R;(novy) = R;(stary) + K - (W; — P, ;); (2.2.2)

kde K je konstanta urcujica dolezitost podujatia (¢im vyssie K tym vysSia stitaz) a
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W; je vysledok zapasu pre i-te druzstvo, pricom:

1, ak i-ty tim vyhra nad j-tym timom
Wi=q1/2, aki-ty tim remizuje s j-tym timom (2.2.3)

0, ak i-ty tim prehrd s j-tym timom.

Konkrétne hodnoty K si nasledovné:
e 60 pre findle majstrovstiev sveta;

e 50 pre findle majstrovstiev kontinentov a vyznamnejsie vnutrokontinentalne tur-

naje;

e 40 pre kvalifikacné zdpasy na majstrovstva sveta alebo na majstrovstva konti-

nentu a pre vyznamnejSie turnaje;
e 30 pre vSetky ostatné turnaje;
e 20 pre priatelské zapasy.

Hodnotu K potom este ovplyviuje pocet golov. Ak sa hra skon¢i vyhrou o 2 gély, zvysi
sa K o polovicu, pri vyhre o 3 gély o 3/4 a pri vyhre s rozdielom 4 a viac gélov o 3/4
+ (N-3)/8, kde N predstavuje rozdiel gélov.

Elo-rating sa urcuje po kazdom zapase, takze predstavuje vzdy pomerne aktualnu
informaciu. Mensou nevyhodou je, Ze nevie vidy zaratat vietky vplyvy ako napriklad
zranenia alebo absencie hrdc¢ov. Na druhej strane sme uz spominali, Ze dokdze zohladnit
okrem vyhry a prehry aj pocet gélov alebo vyhodu doméaceho prostredia.

Jeho Specidlnou vlastnostou je tiez sicet P;; a Pj; rovny 1:

P SR S 1410700 414106

7,1

—dij —dij dij
1+1070 1+ 10700 (1+ 10700 ) - (1 + 10700 )

To znamend, ze pravdepodobnost remizy je sicastou P;; aj P;;. Zaujimavostou je,
ze hodnota P, ; pri vypocte elo-ratingu predstavuje ocakdvani hodnotu bodov, ktoré
ziska tim i od j. To by podla (2.2.3) malo znamenat, Ze v elo-pravdepodobnosti vyhry
¢ je zaratana prave polovica pravdepodobnosti remizy i a rovnako v j. Zalezi teda

od toho, aki vahu bodov priradime vysledku remizy pri vypocte nového elo-ratingu.
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Nemusime vsak vzdy uvazovat prave priradenie (2.2.3). Vyskytuje sa ale najcastejsie,
pricom predstavuje rozratanie pravdepodobnosti remizy pomerom 1 : 1 medzi P ; a
Pj;. Alebo sa moznost remizy zanedbdva a uvazuje sa len pravdepodobnost vyhry ¢i
prehry.

Zaroven si timy body vymienaju, teda sicet ratingov pred a po zapase je konStantny
(sucet zmien skére u stiperov je nulovy). Vyhodu m4 pritom slabsi tim, ktory v pripade
vyhry moze ziskat viac bodov ako preferované druzstvo. Systém teda zvyhodiuje po-
razenie silnejSieho stupera oproti porazeniu slabsieho. Rovnako pri prehre strati viac

bodov silnejsi tim v porovnani s tym, kolko by stratil slabsi.

Teraz si ukazeme vypocet nového elo-ratingu zo ziskanych dat, konkrétne aktualny
rating Slovenska. Potrebné udaje tykajice sa nasho posledného zédpasu si zazname-

nané v Tabulke 2.2.1. Konstanta K bola pritom uréend podla vyznamnosti hraného

Domaéci Hostia Dom. elo | Host. elo | K dpu | Wp | Wy | Vysledok

Malta | Slovensko 1193 1733 60 | -440 0 1 1:3

Tabulka 2.2.1: Informécie ohladom posledného zdpasu Slovenska vyuZité na vypocet nového

elo-ratingu.

podujatia, a to kvalifikacného zapasu na majstrovstva sveta, ktorému je prisudzovana
hodnota 40. Navyse vSak hra skoncila s rozdielom 2 gélov, ¢o znamena zvySenie K o
polovicu povodnej hodnoty (o 20 bodov). Koneéna hodnota K je preto 60. Dalej treba
vypocitat hodnotu Py p predstavujicu vyherni pravdepodobnost hosti, ¢ize Sloven-
ska. Na to treba poznat hodnotu dy p, ktord je opacnou hodnotou k dp , teda 440.
T sme ziskali od¢itanim rozdielu starych ratingov a zapocitanim vyhody domécich
pri zépase (+100 bodov): dp i = 1193 — 1733 4+ 100 = —440. Mo6zeme teda dosadit do
vzorca (2.2.1):

1
- W - 0926412444
+ 400

Dostaneme tak hodnotu Py p = 0.9264. Teraz uz pozndme vSetky potrebné hodnoty

Py p

na vypocet nového elo-ratingu, ktory dostaneme zo vzorca (2.2.2):
Ry (novy) = 1733 + 60 - (1 — 0.9264) = 1737.4153.
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Poslednou ipravou je zaokrihlenie vysledku, ked'Ze elo-rating sa udéva v celych ¢islach.
Vypocitali sme tak, ze aktudlny elo-rating Slovenska ma hodnotu 1737 bodov. Téato
hodnota sihlasi aj s hodnotou uvedenou na stranke [5], kde sa zaznamenévaju elo-

ratingy vsetkych krajin.

Dalej si ilustrujeme vypoéet pravdepodobnosti pomocou Elo-ratingu na skutoénych
détach ziskanych zo strénok [5] a [6]. V Tabulke 2.2.2 mdme k dispozicii historické Elo-
ratingy slovenskej reprezentdcie za poslednych 10 odohratych zapasov. Predpokladame,
7e pravdepodobnost remizy (po) je nulovéd, teda ju zanedbdme a uvazujeme iba prav-

depodobnost vyhry 1. timu (P 2) respektive 2. timu (Py1). Z 8 zapasov, kedy nastala

Zapas 1. Elo | 2. Elo | di2 | P2 Py, | Vysledok
Wales-Slovensko 1633 1747 | -114 | 0.3416 | 0.6584 1
Slovensko-Rusko 1714 1753 | -39 | 0.4441 | 0.5559 1

Anglicko-Slovensko || 1946 1742 | 204 | 0.7639 | 0.2361 0

Nemecko-Slovensko || 2023 1755 | 268 | 0.8239 | 0.1761
Slovensko-Anglicko 1740 1893 | -53 | 0.4243 | 0.5757
Slovinsko-Slovensko || 1588 1723 | -35 | 0.4498 | 0.5502 1
Slovensko-Skétsko 1701 1681 | 120 | 0.6661 | 0.3339
Slovensko-Litva 1724 1450 | 374 | 0.8959 | 0.1041
Rakusko-Slovensko 1666 1732 34 1 0.5488 | 0.4512 0
Malta-Slovensko 1193 1733 | -440 | 0.0736 | 0.9264

Tabulka 2.2.2: Vypocet pravdepodobnosti vyhry a prehry Slovenska v poslednych 10 me-
dzinarodnych zapasoch. Vysledok 1 pritom znamend vyhru 1. timu v poradi, 2 znamena

vyhru 2. timu v poradi a 0 predstavuje remizu.

bud vyhra alebo prehra niektorého z timov (1 alebo 2), urcil Elov vypocet pravde-
podobnosti 5 spravne (zeleno vyznacené). Takze v 5 pripadoch vyhral tim, ktorému
bola vypocitand vyssia pravdepodobnost. Jeho celkovd tispesnost aj so zdpasmi, kedy
nastala remiza je vsak iba 50%.

Rozhodli sme sa preto znovu zobrat pravdepodobnost remizy do tivahy a stanovit
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intervaly, v ktorych by sa mali nachddzat pravdepodobnosti vyhry, remizy a prehry, aby
bol predpoklad o¢akavaného nezédporného zisku stavkovej spolocnosti splneny. Snazili
sme sa teda splnit ohranicenia (2.1.1) z 1. ¢asti tejto kapitoly na predchédzajice ddta.
Najprv sme cheeli urcit pravdepodobnost remizy tak, aby bola rovnomerne rozratand
medzi Elove pravdepodobnosti. Nedalo sa to vSak splnit pri kazdom zapase (vid. nizsie),
takZe sme sa rozhodli ur¢it celd mnozinu, v ktorej by sa mala nachadzat pravdepodob-
nost remizy za daného predpokladu.

Ako prvé sme si preto potrebovali uréit maximélne hodnoty jednotlivych pravdepo-
dobnosti, ktoré Spiﬁajﬁ (2.1.1). Mozné vysledky sme pritom uvazovali z pohladu timu
napisaného ako prvého v poradi. Takze vyhra znamenala vyhru 1. timu a prehra zname-
nala prehru 1. timu (vyhru 2. timu), comu zodpovedali pravdepodobnosti p; respektive
p2. Najprv sme potrebovali hodnoty realnych kurzov pre tieto zapasy. Ziskali sme ich
zo stranky [6], kde st k dispozicii kurzy réznych stavkovych spolocnosti. Zelané hod-
noty kurzov sme dostali ako geometricky priemer vsetkych dostupnych kurzov jednot-
livych moznych vysledkov. Zaroven sme pomocou ich prevratenej hodnoty dostali horné
ohranicenia v podobe 1/¢; pre p;. Minimélna hodnota pravdepodobnosti, ktort si prav-
depodobnost remizy musela zobrat z P; 5 respektive Pa; je preto Py —1/c¢; respektive
P>y — 1/cy (alebo v pripade zdpornosti 0). Zardtanim vplyvu horného ohranicenia
navyse musi platit:

min{po} = max{P s — C—ll; 0} + max{Pay — 0—12; 0} < 1/cp. (2.2.4)

Pre ziskanie minimalnej pravdepodobnosti vyhry stac¢i uvazovat situdciu, kedy prav-
depodobnosti remizy a prehry budd maximalne. V pripade, ze hodnota P»; je vécsia
ako hodnota 1/¢y, tak maximalnou hodnotou pravdepodobnosti prehry bude 1/cy. Ak

viak bude tdto hodnota mensia ako 1/cy, maximalnu hodnotu pravdepodobnost prehry

nadobudne v P, ;. Rovnako dostaneme aj maximalnu hodnotu vyhry. Teda plati:
maz{ps} = min{Pa1;1/ca}; (2.2.5)

respektive

max{p,} = min{Pi2;1/c1}. (2.2.6)

Ked' ale uvazujeme maximalnu hodnotu pravdepodobnosti remizy, musi byt splnené,

ze P19 aj bez casti pravdepodobnosti remizy v nej je nezaporna a rovnako aj Ps;
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bez casti remizy v nej. Jednotlivé Casti remizy teda musia byt mensie alebo rovné
prislusnym elo-pravdepodobnostiam. Taktiez musi byt pravdepodobnost remizy mensia

ako horné ohranicenie 1/co:
max{po} = min{Pis + Ps1;1/co} = min{l;1/co}. (2.2.7)

Uz teda pozname hodnoty maximélnych prevdepodobnosti jednotlivych vysledkov,
ktoré potrebujeme na vyjadrenie minimélnej hodnoty pravdepodobnosti vyhry. Pokial
je sucet maximéalnych pravdepodobnosti prehry a remizy mensi ako 1, tak pozadovanu
pravdepodobnost ziskame odéftanim tychto maximalnych hodnot od 1. V pripade ich

stctu vicsieho alebo rovného 1 dosadime za vysledni pravdepodobnost nulu:

min{p, } = mazx{l — max{po} — max{p2};0}. (2.2.8)
Tento postup sa d4 aplikovat aj na minimalnu pravdepodobnost prehry, ¢im ziskame:

min{ps} = max{l — max{po} — max{p:};0}. (2.2.9)

Povedzme, Ze teraz chceme urcit pravdepodobnost remizy rovhomernym rozratanim
medzi elo-pravdepodobnosti. Potom remiza zoberie rovnaki éast z elo-vyhry a elo-
prehry, ktoru si oznacime ako X. Na zaklade vyssie popisanych postupov pre X teda
musi platit:

1 1
X >maz{P2— —;0} a X > max{P; — —;0};
C1 Co

a zaroven

X <min{Py2;1/2c0} a X < min{Pa1;1/2c0}.

KedZe mame pre X pomerne vela ohrani¢eni, v niektorych pripadoch moze byt ich
prienik nulovy a tym padom by sa nedala pravdepodobnost remizy rozdelit rovno-
merne medzi Pyo a Py;. S tymto problémom sa stretdvame hned pri 1. uvazovanom
zépase (Wales-Slovensko). Hodnota P51 — é (0.6584 - 0.3682 = 0.2902) je totiz vicsia
ako 1/2¢y (1/5.8901 = 0.1698). Preto sa uvazovanie lubovolného rozratania pravdepo-

dobnosti remizy ukazuje ako lepsia volba.
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Z rovnic (2.2.4)-(2.2.9) by sme mali dostat minimdlne aj maximélne hodnoty pre
jednotlivé pravdepodobnosti, teda pre kazdd p; by sme mali mat interval hodnot
I; = (min{p;}; max{p;}). V tomto intervale by sa mala nachddzat hodnota pravde-
podobnosti vysledku i. Aplikdciou na 10 poslednych zapasov slovenskej futbalovej re-
prezentacie sme pre kazdy z nich dokazali uréit tento interval. Nenastala teda situdcia,
kedy by sme nedokdzali identifikovat pravdepodobnost remizy za predpokladu splnenia
nezapornosti ocakavaného zisku stavkovej kancelarie. Tieto intervaly sme zaznamenali

do Tabulky 2.2.3.

Zapas H cy ‘ Co ‘ Co ‘ P, ‘ P, ‘ I, I, I
Wales-Slovensko 3.084 |2.946 | 2.717 | 0.342 | 0.658 | (0.292;0.324) | (0.308;0.339) | (0.336;0.368)
Slovensko-Rusko 3.336 | 3.126 | 2.415 | 0.444 | 0.556 | (0.266;0.3) (0.286;0.32) | (0.380;0.414)

Anglicko-Slovensko | 1.847 | 3.187 | 5.695 | 0.764 | 0.236 | (0.511;0.541) | (0.283;0.314) | (0.145;0.176)
Nemecko-Slovensko || 1.426 | 4.257 | 10.696 | 0.824 | 0.176 | (0.672;0.701) | (0.205;0.235) | (0.064;0.093)
Slovensko-Anglicko | 5.152 | 3.474 | 1.768 | 0.424 | 0.576 | (0.147;0.194) | (0.24;0.288) | (0.518;0.566)
Slovinsko-Slovensko || 2.517 | 3.026 | 3.142 | 0.450 | 0.550 | (0.351;0.397) | (0.284;0.33) | (0.272;0.318)
Slovensko-Skétsko | 2.265 | 3.111 | 3.537 | 0.666 | 0.334 | (0.396;0.442) | (0.276:0.321) | (0.237;0.283)
Slovensko-Litva 1.392 | 4.551 | 9.763 | 0.896 | 0.104 | (0.678;0.718) | (0.179;0.22) | (0.062;0.102)
Rakiisko-Slovensko | 1.747 | 3.562 | 4.940 | 0.549 | 0.451 | (0.517;0.549) | (0.249;0.281) | (0.17;0.202)
Malta-Slovensko | 32.817 | 8.575 | 1.114 | 0.074 | 0.926 |  (0;0.03) | (0.072;0.117) | (0.853;0.808)

Tabulka 2.2.3: Vypocet intervalov pre pravdepodobnosti jednotlivych vysledkov ziskany na,
zéklade elo-pravdepodobnosti a (2.1.1).

Samozrejme tieto intervaly nemozeme chépat tak, Ze si vyberieme Iubovolné hodnoty

z nich spfﬁajﬁce sucet 1. Potrebujeme také, ktoré budu okrem toho spiﬁat’:

Po=pi4+q-poa Py =ps+(1—q)-po;

kde p; st vybrané hodnoty z intervalov I; a q je nezdporny koeficient rozratania prav-

depodobnosti remizy py mensi ako 1.
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3 Spojenie kariet

3.1 Montmortova tuloha a jej riesenie

Medzi jedny z rychlych kartovych hier patri hra o ,spojeni”kariet. Predstavuje upra-
venu verziu Montmortovho problému, ktory uverejnil spominany matematik aj s rieSenim
eSte v roku 1708 v knihe [7]. V Statistike je zndmejsie ako Priklad parovania klobikov
spominany v [8] alebo Problém s listami a obalkami spominany v [9]. V prvom pripade
ide o parovanie n klobikov so skutoénymi majitelmi a v druhom o triafanie n listov
do obélok so spravnymi adresami. Priklad je prebraty zo zbierky [10].

Sicastou tejto hry je 13 srdcovijch (hrdcéove) a 13 pikovijch kariet (bankdrove). Po
zamiesant rozloZi vsetky svoje karty najprv bankdr a ndsledne hrdc. Spojenie nastane,
ak st oproti sebe karty s rovnakou hodnotou. Pred zaciatkom hry musi hrdcé zaplatit
bankdrovi vstupné 2 eurd, pricom potom za kazdé spojenie ziska po 1 eure. Otdzne je,

¢1 sa bankdrovi tato hra oplati alebo nie.

V prvej casti tlohy sme sa zamerali na vypocitanie ocakdvaného bankarovho zisku.
Stcastou toho bolo zavedenie ¢iastkovych nahodnych premennych X;, ktoré nadobtidali
hodnoty 1 alebo 0 podla toho ¢i nastalo alebo nenastalo spojenie na i-tom mieste.
Spojenie na hociktorom mieste pritom mohlo nastat s pravdepodobnostou 1/n, teda s

rovnakou pravdepodobnostou ako na ostatnych:

1, ak je spojenie na i-tom mieste s pp. 1/n
X; = (3.1.1)

0, inakspp.1—1/n prei=1,..,n.
7 toho vyplyva, ze strednd hodnota poctu spojeni je:

B(X) = B(Y_X) =Y B(X;) =) p(X)- Xi=n- Loy (3.1.2)

n

pricom naSe n predstavovalo 13 maximalnych moznych spojeni. Vypocitand hodnota
viak eSte nepredstavuje ocakdvany zisk bankara. Ten je : (2 — X) =2 — E(X) =

2 — 1 = 1. Bankérovi sa teda oplati tato hra, ked'ze moze ocakavat kladny zisk.

Teraz sa zameriame na rozdelenie nahodnej premennej X urcujicej pocet spojeni,

ktoré dokdzeme zapisat aj inak ako (3.1.1). Konkrétne chceme néjst pravdepodobnosti
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pre jednotlivé pocty spojeni. Najprv ale potrebujeme zistit kolko roéznych rozmiestneni
kariet prinesie presne k spojeni. To predstavuje jav, kedy k kariet bude oproti sebe
s rovnakou hodnotou a (n — k) s roznou. Pocet takychto rozmiestneni ovplyviuji
permutacie medzi kartami, ktoré sa ,nespoja”. Ich pocet dostaneme ako rozdiel poctu
ich vSetkych permutacii (n — k)! a poc¢tu permutécii p, ktoré by priniesli medzi nimi
aspon 1 spojenie:

p=Y1UYU..UY, 4[; (3.1.3)

pricom Y; predstavuje situdciu, ze u i-tej z tychto kariet nastalo spojenie. Vieme, Ze
aspon ¢ spojeni nastane vtedy, ak vyberieme 7 kariet, u ktorych nastane spojenie a
ostatné (n — k — i) karty ndhodne doplnime = (";k) - (n — k — 1)! moznosti.

Dalej na zéklade [11] vyuzijeme princip inklizie a exklizie pre javy A;, i = 1, ..., m:

Al =0 ST AL nn Ay, (3.1.4)
i=1 k=1 1<i1 <..<ix<m

Aplikovanim (3.1.4) na (3.1.3) tak dostdvame:

n—k n

p= Z(_l)iﬂ . (n ; /f) (n—k—i)!= i(_l)iJrl . M (3.1.5)

7!
i=1 i=1
Teraz uz pozname celkovy pocet permutdcii, uréujici moznosti rozmiestnenia (n — k)
kariet bez spojenia = (n — k)! — p. My ale potrebujeme poznat pocet rozmiestnent
vietkych n kariet, preto z n potrebujeme navyse vybrat (n — k) pozicii, na ktorych
buddu tieto karty bez spojenia (respektive k pozicii pre karty so spojenim). Dostavame

tak findlny pocet R, roznych rozmiestneni n kariet s k£ spojeniami:

Ry = (Z) ((n—k) —p) = (Z) - nz_k(—w - @ _ Z—: nz_: (—“1)1' (3.16)

=0

Pravdepodobnost prave k spojeni tak predstavuje podiel po¢tu permutécii s k spoje-

niami a celkového po¢tu permutacii:

n! ’S (1) .
R, ® = ¢ 1« (-1)
P(X =k)= o = p = o ‘ i (3.1.7)

V nasom pripade je pritom n = 13. Aplikovanim vzorca (3.1.7) dostdvame pravde-

podobnosti pre pocty spojeni zapisané v Tabulke 3.1.1. Ak by islo n — oo, potom z
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Pocet spojeni

0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13

‘ 0.368 ‘ 0.368 ‘ 0.184 ‘ 0.061 ‘ 0.015 ‘ 0.003 ‘ 5.1e-04 ‘ 7.3e-05 ‘ 9.1e-06 ‘ 1le-06 ‘ 9.2-08 ‘ 1.3-08 ‘ 0 ‘ 1.6e-10 ‘

Tabulka 3.1.1: Pravdepodobnosti pre konkrétne pocty spojeni.

Taylorovho rozvoja:

P(X=k)=— e, (3.1.8)

TaktieZ eSte moZeme porovnat aproximdciu a skutoéni pravdepodobnost pri réznych

Aproximacia pravdepodobnosti spojeni

o—o
@
o
B
=}
c
S o |
g ° o
Q
)
©
>
©
o
o
-
o
o
o o\
> 0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0
o
T T T T
0 5 10 15

Spojenia

Obr. 3.1.1: Funkcia aproximujica pravdepodobnosti jednotlivych poc¢tov spojeni tvaru

flz) =g el

hodnotéach n. Konkrétne sme si zvolili n = 10 a n = 15. Porovnavanie sa uskutociiovalo

na zaklade relativnych chyb aproximacie:

P(X = k) - P(X = k)aproz. o % ) (Z?:_Ok (7‘1)1) — % ) 6_1

Rel.chyba, = PIX = k) = ST =

Jedinou nevyhodou bolo, Ze pocet spojeni £ = n — 1 je nulovy a vtedy relativna chyba
aproximédcie nie je definovana (0 v menovateli). Ostatné chyby sme si v8ak vyjadrili do

Tabulky a ndsledne vykreslili graf modelujici relativne chyby pre pravdepodobnosti
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moznych poctov spojeni . Najvicsie hodnoty relativnych chyb boli zaznamenané pri

hodnote £ = n a relativna chyba rastla s poc¢tom spojeni pre konkrétne pocty kariet

(s vynimkou & = n — 1). To znamend, ze pravdepodobnosti mensich po¢tov spojeni

dokdze aproximéacia odhadnit pomerne dobre, ale &fm viac sa priblizuje pocet spojeni

k n, tym je aproximacia menej presna.

Spojenia || 10 kariet | 15 kariet | Aproximacia | Rel. chybalO | Rel. chybalb
0 0.3679 0.3679 0.3679 1.6E-07 1.12E-07
1 0.3679 0.3679 0.3679 6.56E-07 1.12E-07
2 0.1839 0.1839 0.18391 6.96E-06 1.12E-07
3 0.0613 0.0613 0.0613 6.07E-05 3.18E-09
4 0.0153 0.0153 0.0153 0.0005 3.18E-09
5 0.0031 0.0031 0.0031 0.0033 3.18E-09
6 0.0005 0.0005 0.0005 0.019 7.21E-07
7 6.61E-05 7.3E-05 7.3E-05 0.1036 6.81E-06
8 1.24E-05 | 9.12E-06 9.12E-06 0.2642 6.06E-05
9 0 1.01E-06 1.01E-06 NA 0.0005
10 2.76E-07 | 1.01E-07 1.01E-07 0.6321 0.0033
11 9.39E-09 9.22E-09 0.019
12 6.96E-10 7.68E-10 0.1036
13 8.03E-11 5.91E-11 0.2642
14 0 4.22F-12 NA
15 7.65E-13 2.81E-13 0.6321

Tabulka 3.1.2: Pravdepodobnosti jednotlivych poé¢tov spojeni a vyéislenie ich relativnych

chyb v porovnani s pravdepodobnostou aproximécie.

3.2 Analyza preferencii hracov

V predchadzajicej ¢asti sme sa pozreli na hru o spojeni kariet z teoretického hladiska.

Teraz si zase predstavime tiito hru z pohladu hracov a ich hernych stratégii.

Na cviceniach z pravdepodobnosti a Statistiky bola zadané nasledovnd tloha z [12]:
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Vyvoj relativnej chyby aproximacie pre rozne n

0 [ & & & & & <& & &

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Spojenia

Relativna chyba pre n=10 ==@==Relativna chyba pre n=15

Obr. 3.1.2: Relativne chyby aproximécie pre pravdepodobnosti spojeni, kde n = 10 an = 15.
Relativne chyby pre pravdepodobnost poctu spojeni k = n—1 st nedefinované (chyba gulicka

na grafe).

Majme ¢islo N medzi 1 a 24, ktoré si moézeme lubovolne zvolit. Ulohou bolo napisal
permutdciu ¢isel 1 aZ N tak, aby s ndhodne zostavenym poradim karticiek s rovnakymz
N hodnotami nastalo ¢o najviac spojeni. Okrem zvolenia optimdlneho N a vyberu per-

mutdcie bolo treba aj zdévodnit svoje volby - intuitivne alebo matematicky.

Uloha znovu predstavuje obmenu Montmortovho problému. Preto na niu moézeme
pouzit odvodené postupy z 1. ¢asti. Modelovanim tejto lohy ziskame viac informécie
o tom, aku stratégiu sa oplati aplikovat.

Pre N < 10 sme zobrazili hodnoty pravdepodobnosti pre mozné pocty spojeni podla
vzorca (3.1.7). Ako vidime v Tabulke 3.2.1, ¢im je vAcS{ pocet kariet, tym sa zmensuje
pravdepodobnost nenulovych poétov spojeni. Najistejsia moznost je pri N = 1, kedy
je isté 1 spojenie. Pri N = 2 zase mame 50%-n1 Sancu na 2 spojenia, ktora je rovnaka
aj pre ziadne spojenie. A pri N = 3 este mame 50%-n1 Sancu na 1 spojenie. Ostatné
pravdepodobnosti st uz pod 50% a s narastajicim poc¢tom spojeni rychlo klesaji k
nule. Ked sa ale pozrieme na pravdepodobnost aspon jedného spojenia, vychddzaji
nam pomerne vysoké Sance.

Na druhej strane 1 spojenie mozeme mat isté pri N = 1, teda by sme sa mali po-
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Pocet kariet N
Spojenia | 1| 2 3 4 5 6 7 8 9
0 01]0.50.3333 | 0.375 | 0.3667 | 0.3681 | 0.3679 | 0.3679 0.3679
1 110 0.5 ]0.3333 | 0.375 | 0.3667 | 0.3681 | 0.3679 0.3679
2 0.5 0 0.25 |0.1667 | 0.1875 | 0.1833 | 0.184 0.1839
3 0.1667 0 0.0833 | 0.0556 | 0.0625 | 0.0611 0.0613
4 0.0417 0 0.0208 | 0.0139 | 0.0156 0.0153
5 0.0083 0 0.0042 | 0.0028 0.0031
6 0.0014 0 0.0007 0.0005
7 0.0002 0 9.92E-05
8 2.48E-05 0
9 2.76E-06
aspon 1l | 1]0.5|0.6667 | 0.6249 | 0.6333 | 0.6319 | 0.6321 | 0.6321 0.6321
asponn 2 || 0 | 0.5 | 0.1667 | 0.2917 | 0.2583 | 0.2653 | 0.2641 | 0.2643 0.2642

Tabulka 3.2.1: Pravdepodobnosti pri jednotlivych poétoch kariet a spojeni.

zerat na pravdepodobnost asponn 2 spojeni a podla nej sa rozhodovat pre vyssie N
alebo radsej ostat pri istote N = 1. Najvyssia Sanca je v tomto pripade pre N = 2
(50%), potom je uz vsade nizsia ako 1/3. Pre N > 10 je pritom hodnota aspon 1 a
aspon 2 spojeni uz priblizne rovnaka ako pre N = 9, pretoze hodnota 0 a 1 spojeni
so zvysujucim sa N rychlo konverguje k hodnote 0.3679. Teda volba N zalezi od toho,

nakolko hraci oblubuji riziko/nahodu.

Na zaklade [13] sme zistili vysledky. Ttito ilohu riesili 3 studenti. Prvy z nich si vy-
bral isty 1 bod pri N = 1 a ostatni 2 si vybrali N = 24. Jeden sa odvoldval na moznost
vyssich bodovych ziskov a druhy na vysoki pravdepodobnost aspoii 1 spojenia (pri-
blizne 0.6321) a rovnako moznost zisku viac bodov. Ako vsak vidime, pri niektorych
moznostiach mensicho N je vysSia Sanca ziskat aspon 1 spojenie a rovnako si tam

vyssie 8ance na konkrétne pocty spojeni vacsie ako 1 (napr. N = 3).
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Podobne sme sa rozhodli analyzovat priklad o spojeniach kariet zo zaciatku tejto
kapitoly. Z Tabulky 3.1.1 moézeme vidiet, Ze pravdepodobnosti Ziadneho a jedného

1 -
131 CO Sa

spojenia si rovnaké. V skutocnosti sa sice lisia ale iba o mali konstantu
ukaze po postupnom dosadeni 0 a 1 namiesto k v pouzitom vzorci (3.1.7). Toto ¢islo
je ale také malické, ze v koneé¢nom dosledku vysledky takmer neovplyvni.

Taktiez uz z predchadzajiceho postupu vieme, ze bankarov ocakavany zisk je 1
euro. Rozhodli sme sa preto otestovat, ako sa ludia budi rozhodovat pri postupnom

pridavani takychto informécii. Zostavili sme sériu 3 otazok, konkrétne:
1. Ktoru tlohu by si si vybral - byt hrac¢om alebo bankarom?

2. Ktoru z moznosti by si si vybral, ak navyse vies, ze strednd hodnota poctu spojeni

je 17

3. Ak by bola tvoja odpoved, ked vies, Ze pravdepodobnost Ziadneho a 1 spojenia

je takmer rovnakd a rovnd priblizne 37% pri kazdom z nich samostatne?

Do tohto prieskumu bolo zapojenych 64 Tudi. Vysledky st zobrazené na Obr. 3.2.1-

3.2.3. Z grafov to vyzera tak, Ze ¢im viac mali Iudia informdcii o hre, tym menej boli

1. OTAZKA

HBankar ®Hrac

Obr. 3.2.1: Vysledky preferencii po 1. otazke.

nachylnejsi volit si ilohu hraca. Napriek tomu bolo pomerne vela z nich ochotnych
volit si hraca aj po poslednej otdzke - az 16% (10 Tudi zo 64). Z poslednej otazky totiz
vyplyva, Ze pravdepodobnost vyhry hrica je menej ako 26%, konkrétne len 8%. Hovor{

to o tom, Ze tito ticastnici prieskumu zrejme oblubuji vyssiu mieru rizika.
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2. OTAZKA

MW Bankar M Hrac

Obr. 3.2.2: Vysledky preferencii po 2. otazke.

3. OTAZKA

W Bankdr MHrac

Obr. 3.2.3: Vysledky preferencii po 3. otazke.

Taktiez sme do Tabulky 3.2.2 zaznagcili uspesnost jednotlivych kombindcii odpovedi
u Tudi, ktor{ sa zapojili do tohto prieskumu. Rozdelili sme jednotlivé kombindcie aj
podla preferencif u Zien a u muzov. Najcastejsou kombindciou odpovedi bol 3x bankar,
¢o si zvolilo az 31 Tudi, druhou najcastejsou kombindciou bola po prvej otdzke odpo-
ved hra¢ (mdlo informdcie) a potom bankér (viac informdcie), ¢o napisalo 19 Tudi. To
predstavuje 2 najistejsie moznosti z hladiska pravdepodobnosti a informovanosti. U
muzov rovnako vyhrala kombindcia BBB, narozdiel u zien, kde vyhrala 2. najcastejsia
kombindcia HBB. Zien sa pritom ztcastnilo v prieskume 30 a muzov 34. Ostatné kom-

bindcie uz boli menej populdrne. Z hladiska informovanosti boli zaujimavou volbou
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Kombinacia | Pocet zien | Pocet muzov | Celk. pocet | Celk. vyskyt
BBB 9 22 31 48.44%
HBB 13 6 19 29.69%
HHH 3 2 5 7.81%
HHB 3 1 4 6.25%
BHH 0 3 3 4.69%
BBH 2 0 2 3.13%
BHB 0 0 0 0%
HBH 0 0 0 0%

Tabulka 3.2.2: Populdrnost jednotlivych kombinécii odpovedi v prieskume, kde B predsta-

vuje moznost bankdr a H hric.

kombindcie HHH, BHH a BBH, ktoré si volili zrejme riziko oblubujici respondenti.
Tieto kombindacie boli mozno aj preto menej casté. Posledné 2 kombindacie - BHB a
HBH si zase nezvolil Ziadny z respondentov. Vicsina tucastnikov sa vSak nakoniec pri-
klonila k tilohe bankéra, ktora by im teoreticky mala priniest zisk.

Dalej sme sa rozhodli otestovat, ¢i sa lisia preferencie zien a muzov v tomto do-
tazniku. Testujeme teda hypotézu Hy: Pocet respondentov hlasujucich za konkrétnu
kombindciu u muzov je vzdy rovnaky ako u Zien. KedZe naSe déta si kategorické a
pocet respondentov je pomerne vysoky, pouzili sme test chi-kvadrat na testovanie ich

homogenity. Testovacia Statistika (TS), ktord je sicastou tohto testu m4 tvar:

#kateg. #£komb.

rs= Y Y (Oz‘,jg@,j)zs
i=1  j=1 b

kde E: - — (#dat v i—tej kategorii)-(#dat pri j—tej kombindcii)
2V

i alebo ocakavany pocet pre konkrétne

policko v nasej tabulke a O; je namerand pocetnost v tomto policku. Tabulku 3.2.2
sme pritom pretransformovali na Tabulku 3.2.3. Transformdcia bola potrebnd kvoli
malym oc¢akdvanym hodnotdm pri niektorych kombindcidch. Ked'ze test chi-kvadrat
pozaduje asponn 80% ocakavanych pocetnosti E;; nad 5, museli sme kombindcie s
malym pocetnostami spojit do 1 mozZnosti. Na zdklade Tabulky 3.2.3 sme potom

vypocitali celkovi testovi sStatistiku, ktorda mala hodnotu 8.098. Porovnali sme ju
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Kategorie
Kombinicia | Zeny | Muzi || Spolu
BBB 9 22 31
HBB 13 6 19
Ostatné 8 6 14
Spolu 30 34 64

Tabulka 3.2.3: Pretransformovand tabulka, podla ktorej sme testovali homogenitu dat.

s kritickou hodnotou chi-kvadrat rozdelenia s 2 stupnami volnosti (pocet stupiiov
volnosti= (2 kat. — 1) - (3 komb. — 1) = 2) na hladine vyznamnosti 5% = 5.991. Kedze
nam vysla vicsia hodnota ako tabulkovd hodnota chi-kvadratu x3, hypotézu Hy zamie-

tame a teda rozdiel preferencii u muzov a zien v spominanom dotazniku povazujeme

za Statisticky vyznamny.

Poslednou vecou bolo roztriedit respondentov podla toho ako a kedy menili svoj
nazor, ak ho menili. Teda ktora informdcia ich presvedéila zmenit ndzor, ktory zastavali
po predoslej otdzke a akd bola ich zmenend odpoved. Napriklad ak svoju odpoved
zmenili na 2. otdzke z moznosti hra¢ na bankdr, zmenend odpoved by bola bankar
a presvedcila by ich 1. informécia (v 1. otdzke totiz nemali ziadnu informéciu o hre

navyse). Z Tabulky 3.2.4 mozeme vidiet, Ze Zeny boli nachylnejsie na zmenu odpovedj,

Zmena po 1. informacii | Zmena po 2. informacii

Zmenena odpoved | Zeny | Muzi | Celkovo | Zeny | Muzi | Celkovo
Hrac 0 3 2 0 2
Bankar 13 19 3 1 4
Lubovolna 13 9 22 5 1 6

ked'Ze zmenili svoje odpovede az 18-krat, zatial ¢o u muzZov nastala zmena preferencif

iba 10-krat.

Tabulka 3.2.4: Zmena preferencii respondentov po¢as dotaznika.

33




4 Bertrandov paradox

4.1 Bertrandova tloha a jej rieSenie

V historii matematiky sa objavilo mnozstvo problémov a paradoxov, ktoré nevedeli
vyriegit dlhé roky ani najlepsi matematici. Jednym z nich je Bertrandov paradox.
Znenie tejto tlohy vydal J. Bertrand spolu s d'alsfmi problémami v roku 1889. Jeho
znenie bolo nasledovné:

Magme kruh, v ktorom ndhodne zvolime tetivu. Akd je pravdepodobnost, Ze zvolend
tetiva bude dlhsia ako strana rovnostranného trojuholnika vpisaného do daného kruhu?

Paradoxom tejto tlohy je to, Ze roznymi postupmi dokdZeme ziskat rozne vysledné
pravdepodobnosti, ¢o by malo znamenat, Ze tloha je zle definovand alebo niektoré
postupy nie su spravne. Najprv si ilustrujme mozné pristupy k rieSeniu, uvedené v

[14], v ktorych vyuzijeme geometricki pravdepodobnost, teda:

kde A je meratelnd oblast, v ktorej nastéva tspech, w je meratelnd oblast vsetkych

moznych udalosti a m(A) a m(w) predstavuji miery tychto oblasti.

Obr. 4.1.1: Prvy sposob riesenia Bertrandovho paradoxu (¢ervené tetivy si dlhsie ako strana

rovnostranného trojuholnika, modré kratsie).

1. V prvom pripade si zvolime polomer kruhu r a ndhodny bod na nom, cez ktory
vedieme kolmo na polomer tetivu. Cize pokial zvoleny bod bude dostatoéne
blizko stredu kruhu, skonstruovana tetiva bude vécsia ako strana vpisaného tro-

juholnika. Dostatoéne blizko v tomto pripade znamend mensia vzdialenost od
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stredu ako je polovica polomeru kruhu. Ked totiz vpiSeme do rovnostranného
trojuholnika kruznicu, bude mat polomer préve r/2. Celkovii pravdepodobnost

teda vycislime ako g /2.
r

2. V dalsom pripade vedieme ndhodni tetivu z jedného z vrcholov rovnostranného
trojuholnika. Vieme, Ze pokial sa bude nachidzat medzi ramenami trojuholnika
vychadzajucimi z vybraného vrcholu, tak bude viacsia ako strana tohto troju-
holnika. Ked'Ze ramend rovnostranného trojuholnika zvieraji uhol 60° = /3 a
tetiva sa v danom vrchole pohybuje v uhle 7, celkova pravdepodobnost je uréend

podielom r/3 =1/3.
7r

Obr. 4.1.2: Druhy sposob rieSenia Bertrandovho paradoxu (¢ervené tetivy su dlhsie ako

strana rovnostranného trojuholnika, modré kratsie).

3. Nakoniec ndhodne volime na ploche kruhu body, ktoré predstavuju stredy tetiv,
pricom kazdy z nich okrem stredu kruhu urcuje stred prave jednej konkrétnej
tetivy. Pokial padnu tieto body na plochu kruhu vpisaného rovnoramennému
trojuholniku, prislichajice tetivy budu vécsie ako strany tohto trojuholnika a

plocha kde mozu padnif je plocha celého opisaného kruhu. Vyslednd pravdepo-
. 2)2
T2y

dobnost je teda —2 =

Problémom popisanych metdd je, ze kazda z nich predpoklada iné pravdepodob-
nostné rozdelenie ndhodnej tetivy. Tdto nejasnost je sposobend tym, Ze v zadani
problému nie je dané, ¢o znamena nahodny vyber tetivy, a tak si kazda z metod urcila
vlastny sposob nahodného vyberu. To potom vedie k réznym vysledkom, ktoré si dobré,

pokial rozsirime zadanie o predpoklady, ktoré viedli k vyberu tetivy pri jednotlivych

postupoch. Nie je to vsak odpoved na povodnii Bertrandovu otdzku.
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Obr. 4.1.3: Treti sposob riesenia Bertrandovho paradoxu (¢ervené tetivy st dlhsie ako strana

rovnostranného trojuholnika, modré kratsie).

T sa pokusil zodpovedat T. Jaynes v ¢lanku [15] v roku 1973. Na zdklade povodného
zadania usidil, Ze pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnej tetivy m4 byt invariantné
na zmenu velkosti a polohy kruhu. To znamen4d, Ze kruhy s velkym a malym polomerom
by mali mat rovnaké pravdepodobnostné rozdelenie tetiv, ktoré by sa ani po ich posune
umiestnenia nemalo zmenit. Okrem toho by toto rozdelenie malo byt invariantné aj
vzhladom na rotdciu. Zardtanim vsetkych tychto vplyvov dokézal, Ze funkcia, ktora
spominané invariantnosti pri integracii spfﬁa ma tvar:

1

kde r a 6 su polarne suradnice stredu tetivy a R je jeho polomer. Z tejto funkcie bol
potom vyvodeny vzorec pre hustotu (vid Obrazok 4.1.4):
x

plz) = ﬁ’

, L ,
pricom x predstavuje dlzku normalizovanej tetivy, teda z = ﬁ(L je dlzka tetivy, R

(4.1.2)

je polomer kruhu a 0 <z < 1).

My si teraz ukdzeme, ze (4.1.4) je naozaj vzorec hustoty riesiacej povodni Bertran-

dovu tulohu.

Dékaz. Snazime sa vlastne dokdzat, Ze zintegrovanim funkcie f dostaneme rovnaku
hodnotu (pravdepodobnost) ako zintegrovanim funkcie p. Uhol pri zistovani prav-
depodobnosti pre intervaly dizok jednotlivych tetiv nie je podstatny nech integru-

jeme cez akikolvek oblast. Stredy tetiv s rovnakou dizkou sa totiz nachidzaji na
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Funkcia hustoty dizok normalizovanych tetiv

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 4.1.4: Priebeh odvodenej funkcie hustoty tvaru p(x) = \/% v R-ku.
celom obvode kruznice s urcitym polomerom, takze uhol sa pohybuje v plnom roz-
medz{ 0 az 27. (4.1.1) teda predstavuje funkciu, ktoru staci integrovat cez parameter
r. Dostdvame tak, ze funkcia, ktorej zintegrovanim vyjde rovnakd pravdepodobnost m4
tvar }% (kedZe boli pouzité polarne suradnice, vypadol aj parameter r, ktory bol de-
terminantom tejto transformadcie). Tato funkcia zdroven predstavuje hustotu, lebo jej
zintegrovanim dostdvame pravdepodobnost a integraciou po najvicsej moznej oblasti
r € (0, R) dostdvame hodnotu 1 (100%-n1i pravdepodobnost).

Staci ndm teda uz len dokdzat, Ze transformdciou tejto hustoty dostaneme hustotu
(4.1.4). To docielime pouzitim substitiicie |subst. r = R - /1 — 22| vychadzajiicej zo
\/% dx.

vztahov medzi stredom tetivy r a normalizovanou tetivou z, pricom dr =

dr = . d =
/R " /R 1—$2 v /\/1—x2
Il

Pre zjednodusgenie d'alsich vypoctov uvddzame este koneéni hodnotu tohto integralu

na intervale (a,b) vypocitani na zéklade hustoty odvodenej z (4.1.1):

P(r € (a,b)) :/ }%dr - b};“. (4.1.3)
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MoéZeme pomocou nej teraz overit, aka je odpoved na Bertrandovu tlohu podla Ja-
ynesa. KedZe chceme aby tetivy boli dlhsie ako strany rovnostranného trojuholnika
vpisaného do danej kruznice, stredy tychto tetiv musia byt podla 1. v intervale <
0,R/2 > od stredu kruhu. Dosadenim do vztahu (4.1.3), kde a = 0 a b = R/2
dostavame:

R/2 -0

P(Bertrand. iloha) = P(0 <r < R/2) = I

=1/2.

Tento vysledok zodpoveda vysledku ziskanému postupom 1., ktory naozaj Spiﬁa dané
invariantnosti. My sme sa rozhodli overit tento vysledok a Jaynesovu hustotu rozdelenia

dizky tetiv (4.1.4) experimentom.

4.2 Experiment

Niekedy vypocty aj ked s spravne, nemusia v realite vyhovovat modelu, ktory sme
zostavili. Preto sa ¢astokrat robi experiment, ktory bud vyvrati alebo potvrdi tento
model. My sme sa rozhodli realizovat experiment popisany v [15], teda hadzat slamku
(v naSom pripade $pajdl'u) na kruh s priemerom 5 palcov = 12.7 cm. Vysledky podla
informdcif z éldnku potvrdili nizkymi testovymi statistikami (v tomto pripade s velkou
jednoznacnostou) rozdelenie tetiv podla T. Jaynesa, ¢o si teraz overime realizdciou
rovnakého experimentu. Tohto experimentu sa zicastnili 3 Tudia, ktori hddzali slamku
zostoja na kruh nakresleny na papieri a polozeny na zemi. Vysledkom boli 4 pokusy
so 128 meraniami. Ziskané merania sme néasledne normalizovali, teda predelili ich prie-
merom kruhu a rozdelili sme ich do 10 skupin.

Tieto skupiny sme zvolili najprv tak, aby spadali do rovnomerne rozdelenych inter-
valov dfiky 0,1 jednotky. Néasledne sme podla pocetnosti jednotlivych skupin vykreslili
histogramy z nasich merani spolu s teoretickou a empirickou hustotou. Zaroven sme
histogram naskalovali tak, aby jeho plocha na jednotlivych intervaloch predstavovala
relativnu pocetnost danej skupiny (10*relativna pocetnost na osiy a 0,1 jednotky na osi
x), aby sme namerané hodnoty mohli porovnat s vykreslenymi hustotami. Teoretickd
hustota predstavovala hustotu diZky tetivy 4.1.4 odvodentd v 1. casti tejto kapitoly,
zatial ¢o empirickd predstavovala odhadovant hustotu, ktorti program vypocital z dat.

Ako vidiet z grafov, hustoty teoretickd a empirickd st dost podobné. Empirickd hus-
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Histogram 1. pokusu podra dizok normalizovanych tetiv Histogram 2. pokusu podra dizok normalizovanych tetiv
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Obr. 4.2.1: Histogramy vykreslené z dat spolu s funkciou ocakdvanej (teoretickej) a
vypocitanej (empirickej) hustoty. Na osi x si rovnomerne rozdelené skupiny tetiv a na osi y

pocetnost.

Histogram 3. pokusu podra dizok normalizovanych tetiv Histogram 4. pokusu podra dizok normalizovanych tetiv
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Obr. 4.2.2: Histogramy vykreslené z dat spolu s funkciou ocakdvanej (teoretickej) a
vypocitanej (empirickej) hustoty. Na osi x st rovnomerne rozdelené skupiny tetiv a na osi y

pocetnost.

tota sice viac osciluje oproti teoretickej, ale napriek tomu mozeme ocakavat, Ze nase
experimenty potvrdia teoretické rozdelenie dizok tetiv.

KedZe chceme testovat pravdepodobnostné rozdelenie, najvhodnejsim testom je
chi-kvadrat dobrej zhody. Testuje hypotézu H, : tetivy maji dané rozdelenie vs.

H, : tetivy nemaji dané rozdelenie. Realizuje sa porovndvanim pocetnosti podla
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daného rozdelenia a nameranych pocetnosti (ziskanych exprimentom). Kvoli presnosti
vyzaduje, aby ocakdvand pocetnost kazdej zo skupin bola podla testovaného rozdelenia
asponi 5. Preto bolo treba tetivy druhykrat rozdelit tak, aby Spfﬁali tento predpoklad

a zérovei tieto skupiny museli byt disjunktné. Dalej sme do tabulky dali aj pocetnosti

Cislo skupiny Skupina tetiv Ocak. pocet
1 (L/2R < 0.5) 17.1487
2 (0.5 < L/2R < 0.6) 8.45125
3 (0.6 < L/2R <0.7) 10.9897
4 (0.7 < L/2R < 0.8) 14.6103
5 (0.8 < L/2R < 0.85) 9.37182
6 (0.85 < L/2R < 0.9) 11.6343
7 (0.9 < L/2R < 0.925) 7.15812
8 (0.925 < L/2R < 0.95) 8.6678
9 (0.95 < L/2R < 0.975) 11.5258
10 (0.975 < L/2R < 1) 28.4422

Tabulka 4.2.1: Druhé rozdelenie normalizovanych tetiv do skupin na testovanie s ich

ocakdvanymi pocetnostami (éervenou) podla hustoty 4.1.4.

tetiv pokusov, ktoré padli do jednotlivych skupin (vid Tabulka 4.2.1).
V dalsej tabulke sme vypocitali jednotlivé testové Statistiky pre pokusy, ktoré maji

tvar:

€;

pricom T'S; je testova Statistika pre i-tu skupinu tetiv, z; je pocetnost tejto sku-
piny podla experimentu a e; je empirickd alebo ocakivand pocetnost. Séitanim tychto
jednotlivych statistik ziskame konecnu testovi Statistiku pre dany pokus, ktoru po-
rovnavame s tabulkovou kritickou hodnotou x2_; na ur¢itej hladine vyznamnosti. Plati,
ze ak je konecnd testova statistika mensia alebo rovna ako kritickd hodnota, je to
Statisticky nevyznamné a hypotézu H, nezamietame. Naopak ak je vicsia, hypotézu
Hy zamietame.

My sme si zvolili hladinu vyznamnosti 5% a 1%, na ktorych vysli kritické hod-
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Pokus ¢.1 Pokus ¢€.2 Pokus ¢.3 Pokus ¢.4
Skupiny | Pocetnost | TS Pocetnost | TS Pocetnost TS Pocetnost TS
1 15 0.2692 17 0.0012 5 8.6065 11 2.2046
2 7 0.2492 15 5.0745 7 0.2492 8 0.0240
3 10 0.0891 10 0.0891 11 9.7E-06 6 2.2654
4 13 0.1774 14 0.0254 9 2.1543 14 0.0254
5 10 0.0421 5 2.0393 6 1.2131 11 0.2828
6 11 0.0345 11 0.0345 17 2.4746 15 0.9736
7 6 0.1873 7 0.0034 8 0.0990 10 1.1282
8 6 0.8211 9 0.0127 11 0.6275 5 1.5520
9 10 0.2019 10 0.2019 15 1.0472 10 0.2019
10 40 4.6966 30 0.0853 39 3.9190 38 3.2118
‘ Sticet H 128 ‘ 6.7688 H 128 ‘ 7.5679 H 128 ‘ 20.3906 H 128 ‘ 11.8703 ‘

Tabulka 4.2.2: Pocetnost a testova Statistika pre skupiny tetiv a pokusy.

noty 16.919 a 21.666. Porovnanim s testovou Statistikou jednotlivych pokusov v Ta-
bulke 4.2.2 (¢erveno vyznacené) zistujeme, ze 1.,2. a 4. pokus nezamietli hypotézu
Hy na hladine vyznamnosti 5% a vSetky pokusy nezamietli tito hypotézu na hla-
dine vyznamnosti 1%. Hladina vyznamnosti predstavuje pravdepodobnost chyby 1.
druhu, teda pravdepodobnost, Ze test zamietne hypotézu Hy, pricom tito hypotéza
plati. TakZe pri chybe 1. druhu 5% je spolahlivost testu 95% a pri chybe 1% je 99%.
Vysledky néasho experimentu teda moZzeme interpretovat tak, Zze 3 zo 4 realizovanych
pokusov potvrdili s 95%-nou spolahlivostou, Ze tetivy majui rozdelenie 4.1.4 a s 99%-
nou spolahlivostou to potvrdili vetky 4 pokusy.

Okrem toho sme zistovali v nasom experimente aki odpoved by ddvali jednot-
livé pokusy na Bertrandovu tlohu. Dizka rovnostranného trojuholnika vpisaného do
kruhu o priemere 12,7 cm je pouzitim Pytagorovej vety a vlastnosti tohto trojuholnika

3 - % = 10, 9985. Staci teda spocitat tetivy, ktorych dizka je vécsia ako tato hod-
nota. Pre jednotlivé pokusy nam vysli hodnoty, ktoré predelenim 128 déavaju hodnotu
pravdepodobnosti pre Bertrandovu otdzku (vid. Tabulka 4.2.3). Ako vidime, aj v jed-
notlivych pokusoch sa pravdepodobnost pre Bertrandovu otdzku pohybuje okolo 1/2,
¢o naznacovala uz skutocnost, ze tetivy si z daného rozdelenia.

Samozrejme vysledky pokusov mohlo ovplyvnit aj to, kto hddzal. Napriklad ked
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Pokus ¢. | Pocet vyhovujtcich tetiv | Pravdepodobnost
1 68 0.53125
2 63 0.4921875
3 86 0.671875
4 76 0.59375
Stucet 293 0.572265625

Tabulka 4.2.3: Pocet tetiv dlhsich ako strana rovnostranného trojuholnika pre jednotlivé

pokusy a pravdepodobnost pre Bertrandovu tlohu.

sa pozrieme na 1. a 2. pokus, merania st pomerne podobné a taktiez konecné testové
statistiky. Dovodom je pravdepodobne prave to, ze tieto pokusy boli realizované tym
istym ¢lovekom. Zaroven pri 1. a 3. merani dostavame pomerne vysoké rozdiely medzi
odchylkami sposobené zrejme réznymi ucastnikmi, ktori dané pokusy realizovali.

To nés viedlo k tomu, aby sme otestovali ekvivalentnost distribuénych funkcif jednot-
livych pokusov, na ¢o je vhodny Kolmogorov-Smirnovov test, testujiici rovnakost resp.
rozdielnost rozdeleni medzi 2 ndhodnymi spojitymi premennymi. Testuje hypotézu, ze
dvojice suborov dat si rovnako rozdelené. Pri jeho realizacii sa vyuziva maximalny roz-
diel medzi distribuénymi funkciami danych siborov, ktory sa vyuzije d'alej pri vypocte
testovej statistiky.

My sme vypocet realizovali v R-ku prostrednictvom funkcie ks.test(). Odtial sme
dostali p-hodnoty, ktoré st uvedené v Tabulke . P-hodnoty predstavuji pravdepodob-
nosti, ze testova statistika bude rovna vypocitanej alebo bude este extrémnejsia, pricom
sa predpokladd platnost nulovej hypotézy. To znamend, Ze &¢m su tieto pravdepodob-
nosti mensie, tym sme ndchylnejsi zamietnut dani hypotézu. Bezne st p-hodnoty po-
rovnavané s hodnotou 5%, kedZe testy sa zvykni robit na takejto hladine vyznamnosti
(ak p-hodnota< 5%, nulovi hypotézu zamietame).

Ako vidime v Tabulke 4.2.4, kde st vypocitané jednotlivé p-hodnoty porovnavanych
dvojic pokusov, vacsina z nich sa priklonila ku platnosti nulovej hypotézy. Nasla sa vsak
jedna dvojica, ktord rovnakost rozdeleni na hladine 5% zamietla (¢erveno vyznacena).

Bola to prave dvojica pokusov realizovand roznymi ludmi. P-hodnota porovnavanych
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p-hodnota | Pokus ¢.1 | Pokus ¢.2 | Pokus ¢.3 | Pokus ¢.4
Pokus ¢.1 1 0.7319 0.1191 0.9097
Pokus ¢.2 0.7319 1 0.02222 0.159
Pokus ¢.3 0.1191 0.02222 1 0.6272
Pokus ¢.4 0.9097 0.159 0.6272 1

Tabulka 4.2.4: Vypocet p-hodnoét pre jednotlivé dvojice pokusov z testovania homogenity

rozdeleni dizok tetiv.

pokusov 1 a 2, ktoré boli realizované rovnakym c¢lovekom zase vysokym percentom pod-
porovala nulovi hypotézu. Na druhej strane najvyssia p-hodnota bola medzi pokusmi
1 a 4 (ak neratame p-hodnoty medzi rovnakymi pokusmi), ktorych sa zucastnili rozne
osoby. Na zaklade tychto vysledkov sme zhodnotili, ze vysledok experimnetu zrejme
nebude ovplyvneny ¢lovekom, ktory ho realizuje. Napriek tomu toto tvrdenie nie je
tplne jednoznaéné a na jeho vicsiu doveryhodnost by sme potrebovali viac pokusov.
Na vysledky pokusov mohli d'alej posobit rozdielne podmienky, v ktorych sa re-
alizovali. Napriklad rozne povrchy podlahy, na ktorej sa experimenty konali mohli
ovplyviiovat odrazanie $pajdle a ndsledni zmenu miesta jej dopadu. A aj samotnd
spajdla, ktord je fazsia a hrubsia ako slamka alebo meranie oby¢ajnym pravitkom iba
na presnot milimetrov mohli sposobif mensie odchylky. Ale napriek tomu potvrdili vo
vicsine hypotézu, ktorej pravdivost sme predpokladali. Ukézali sme teda stlad medzi
matematickym a experimentalnym rieSenim Bertrandovej tlohy, na zdklade vyvodenej

hustoty. Aplikdcii rozdelenia 4.1.4 tak vyhovuje pravdepodobnost 1/2.
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5 Detekcia chorob

Velmi dolezitt tlohu zohrdva Statistika v oblasti testovania chordb, kde moze roz-
hodovat aj o Zivote a smrti ¢loveka v blizkej budicnosti. Preto je otdzne, ¢ mozeme

verit vysledkom nésho testu a nakolko.

Uvazujme priklad zo zbierky pre SS o teste na HIV. Pacient podstipil tento test,
s tym Ze test odhali virus u nakazeného cloveka s 99,9% spolahlivostou a zamietne
ho u zdravého éloveka s 99,99% spolahlivostou. Visledok bol pozitivny a je otdzne,
akd je pravdepodobnost, Ze pacient je skutocne nakazeny. Zdroven sa v tejto populdcii
predpokladd infikovanost vo vijske 0,01%.

Pre lepsiu ilustraciu je dobré robit s konkrétnymi poc¢tami Iudi. Zoberme do tdvahy
napriklad 1 000 000 potencidlnych pacientov. Z nich by malo byt skutoéne nakazenych
0,0001 - 1000000 = 100 a zdravych 1000000 — 100 = 999900. Dalej pozitivnych
nakazenych ITudi by malo byt 100-0.999 = 100, zatial ¢o negativnych zdravych 999 900-
0.9999 = 999 800. Takze dokopy mame 200 pozitivnych pacientov, z ktorych iba 100
je skutocéne nakazenych, pricom 100 je falosne pozitivnych (999 900-999 800 = 100).
Preto pravdepodbonost toho, Ze pacient mé skutoéne HIV je rovnaks ako to, Ze ho
nema = % = 50%.

Zaujimavostou pouzitého testu je, ze mé velmi dobrt spolahlivost v identifikovani
pozitivnych nakazenych pacientov - odhalil vsetkych, takze Zziaden z Iudi nebol falogne
negativny. Na druhej strane falosna pozitivita testu sa vyskytla az v 100 pripadoch
z 999 900. To je napriek tomu tiez pomerne malé ¢islo vzhladom na celkovy pocet
uvazovanych pacientov. Zaroven vyskyt ochorenia bol naozaj ojedinely - iba 0,01% v
celej populécii. Tieto skutoénosti sposobili, ze pravdepodobnost skutoéného nakazenia
pri pozitivnom teste je len 50% pre uvazovanu populéciu.

Ked vsak zoberieme do tivahy Iubovolni populéciu zlozeni z N pacientov, dostdvame

aplikovanim predchadzajiceho postupu nasledovné pocty:

Pozitivni chori = 0,999 - 0,0001 - V;

Pozitivni zdravi = (1 — 0,9999) - (1 — 0,0001) - N = 0,0001 - 0,9999 - N.
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; . oo . Pozitivni chori
Pravdepodobnost naozajstnej nékazy je potom: — _ — - =
Pozitivni chori + Pozitivni zdravi

0,4998 = 49, 98%, o je menej ako v predchddzajicom pripade (50%). Pre vacsie pocho-

penie tejto problematiky si v nasledujiicej podsekcii objasnime niektoré zo zakladnych

pojmov suvisiacich s testovanim.

5.1 Testové charakteristiky

Chrakteristiky testu predstavuji urcité miery spolahlivosti tohto testu. Ich sticastou
je urcovanie pomerov medzi zdravymi, chorymi, pozitivnymi, negativnymi a vSetkymi
jedincami, ktori podstupili testovanie. S tym suivisia pojmy senzitivita, Specificita a

diagnostickd presnost, ktoré si na zéklade [16] a [17] teraz objasnime.

Senzitivita testu predstavuje pomer medzi chorymi, ktorych test urcil ako po-

zitfvnych (nakazenych) a vsetkymi chorymi jedincami, ¢o moZeme zapisat ako

Pozitivni chori
S itivita = ) 5.1.1
enzitivita Clhort ( )

Inak povedané, je to pravdepodobnost, Ze test bude pozitivny za predpokladu, zZe pa-
cient je chory. Cim mame vyssiu senzitivitu testu, tym je dany test presnejsf pri urcenf
choroby u chorych Tudj. Uzko stvisi s chybou 1. druhu, ktora sa pouziva v statistike a
oznacuje pravdepodobnost, kedy zamietneme hypotézu Hy, pricom tato hypotéza plati.
V nasom pripade je hypotéza Hy, Ze pacient je chory, takze pravdepodobnost 1. druhu
je pomer Tudi, ktorf st podla testu negativni, pricom st chori a chorych ludi (falo§na

negativita), o je opacny jav k senzitivite testu.

Specificita testu je pomerom medzi negativne diagnostikovanymi lud'mi, ktor{ si

zaroven zdravi a vSetkymi zdravymi lud'mi, teda

Negativni zdravi
Zdravi

Specificita = (5.1.2)

V statistike je tiez zndma ako sila testu, teda opak k chybe 2. druhu (falosna poziti-
vita), kedy nezamietame Hy, ktord vSak neplati. Predstavuje ispesnost testu identifi-

kovat zdravého ¢loveka spomedzi vietkych zdravych Tudi.
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Diagnostickd presnost ukazuje zavislost medzi testom dobre vyhodnotenymi a

vetkymi lud'mi. Zapisujeme ako

Pozitivni chori 4+ Negativni zdravi

5.1.3
Vsetci ( )

Diagnostickéd presnost =

Predstavuje tispesnost testu pri uréeni pozitivnych Iudi, ktori st chor{ a negativnych

Tudi, ktorf st chorf spomedzi vsetkych pacientov.

Tieto charakteristiky pomahaji postdit spolahlivost daného testu pri vyhodnoco-
van{ hypotéz. Okrem nich viak pozndme aj d'alsie charakteristiky, napr. pozitivnu/negativnu

predikéni hodnotu alebo prevalenciu, o ktorych sa viac dozvieme v 3. podkapitole.

Teraz spominané charakteristiky vyuzijeme na otestovanie metédy F-FDG PET/CT,
ktora sa pouziva pri diagnostike rakoviny pankreasu v ¢lanku [18]. Z dostupnych in-
formécii vieme, Ze prvym testovanim sa zistovala pritomnost karcinému v pankrease,
druhym v lymfatickych uzlinach a tretim vo vzdialenych loziskach. Vyuzitim vstupnych
udajov sme pomocou vzorcov (5.1.1),(5.1.2),(5.1.3) vyéislili presni hodnotu popisanych
charakteristik, ktoré sa po zaokriuhleni zhodovali s tymi, ktoré boli uvedené v texte.

Tieto tidaje sme zapisali do Tabulky 5.1.1.

Chori Zdravi Vysledky
Pozitivni | Negativni | Pozitivni | Negativni | Spolu || Senzitivita | Specificita | Diag. presnost
1. test 61 11 5 29 106 84.7% 85.3% 84.9%
2. test 8 8 4 47 67 50.0% 92.2% 82.1%
3. test 12 10 1 44 67 54.5% 97.8% 83.6%

Tabulka 5.1.1: Vstupné tidaje o pocte ludi zaradenych do skupin podla pozitivity /negativity
testu a pritomnosti ochorenia uvedenych v ¢lanku [18] s presne vypoc¢itanymi hodnotami

charakteritik testu F-FDG PET/CT.

Pomocou vypocitanych tidajov bol test vyhodnoteny ako vhodna diagnosticka metoda.
Jedinou nevyhodou bola vyssia hodnota Specificity oproti senzitivite. Preferujeme totiz,
ked falosnd negativita - teda vyhodnotenie chorého ¢loveka ako zdravého (horsia al-
ternativa oproti prehldseniu zdravého ¢loveka za chorého - falosna pozitivita) je co

najnizsia.
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Dolezitost senzitivity sa ukazuje aj v pripade testu FIT spominanom v [19]. Tento
test sa pouziva na urcenie psychicky chorého jedinca. Testovanie prebieha pomocou 15
pismen, ¢isel a geometrickych tvarov, ktoré si treba zapamétat a na zdklade roznych
skore je urcena diagndza. Problémom tohto testu bola nizka hodnota senzitivity, konkrétne
43%, zatial ¢o $pecificita bola na tirovni 92%. V snahe zvysit hodnotu senzitivity boli
zmenené niektoré parametre testu vratane zmensenia rozsahu na zapamétanie a zave-
denia kvalitativneho skérovania. Senzitivita tak stipla na 71% a Specificita poklesla na
75%, ¢o sa ukézalo ako prijatelné. Vztahu medzi senzitivitou a $pecificitou sa budeme

d’alej venovat v nasledujicej podsekcii.

Krivka ROC (reciever operating characteristic) predstavuje jeden zo sposobov
ako porovnaf viacero testov a zdroveni ukazuje prepojenost senzitivity a Specificity

testu. Zoberme do tvahy testy, ktoré vyhodnocuji Iudi ako bud’ pozitivnych alebo ne-

Sensitivity

True-Positive Probability

0.0 0.2 0.4 0.€ 0.8 1.0

False-Positive Probability = 1 — Specificity

Obr. 5.1.1: Porovnanie 2 testov pomocou ich ROC kriviek zobrazujicich vzfah senzitivity
na y-ovej osi a faloSnej pozitivity na x-ovej osi pri roéznych separa¢nych kritériach testov,

obrazok prevzaty z [17]

gativnych, na zéklade ¢oho ziskavame charakteristiky testu ukazané v predoslej casti.

Ako uvédzaji Campbell, Machin a Walters v [16], realizuje sa to podla hodnoty, ktort
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si uréime ako separacné kritérium. Zmenou tohto separa¢ného kritéria sa zmeni pomer
pozitivnych a negativnych pacientov aj vypocitané charakteristiky testu. A prave na
tom funguje ROC krivka, ktorej y-ovii os predstavuje pravdepodobnost, Ze pozitivny
pacient bude naozaj chory (senzitivita) a x-ovii os tvorf pravdepodobnost, ze pozitivny
pacient bude v skuto¢nosti zdravy (falosna pozitivita alebo 1-8pecificita).

Ako mozeme vidiet na Obr. 5.1.1, vyzna¢ené body na krivkach predstavuji rozne
separacné kritéria a k nim vycislené pozadované charakteristiky. Spolahlivost testu
je porovnavané podla plochy, ktord je pod krivkou (area under the curve/AUC). Cim
viicsia je AUC, tym lepsi je aj test, kedze chceme ¢o najvyssiu senzitivitu aj Specificitu.
Dokonaly test ma teda AUC hodnotu rovnu 1. ROC vtedy prechadza y-ovou osou
do bodu [0,1], kedy st senzitivita aj Specificita 100% a odtial kolmo na y-ovii os do
bodu [1,1]. Vo vSeobecnosti st testy dobré, pokial sa nachddzaji nalavo od krivky
Chance, ktora zviera 45 stupiiov s osou x a vyjadruje rovnaki pravdepodobnost falosne
pozitivneho a spravne pozitivneho testu. Krivka ROC sa d4 pouzit na vyhodnotenie
najvhodnejsieho testu, ale zdrovenn moze pomoct urcit aj spravne separacné kritérium

pre dany test.

5.2 Doveryhodnost vysledkov testov

Zatial sme sa na testy pozerali z hladiska celkovej spolahlivosti a pouZitelnosti. Ako
sme vsSak videli v priklade na zaciatku tejto kapitoly, pre pacienta je dolezita otazka
- som naozaj chory ak je moj test pozitivny? Jej zodpovedanie vyriesili autori [16]
prostrednictvom Bayesovej vety:

| P(A)- P(Bif A) P(A) - P(Bif A) |
PAB) = =5 =~ PlA) P(Bif A) + PlnotA) - P(Bif notA)’

(5.2.1)

kde A predstavuje jav, ze pacient je skutocne chory, notA zdravy a B je situdcia,
kedy je test pozitivny. Treba si ale uvedomit, ze potom P(Bif A) (pravdepodobnost
javu B za podmienky nastania javu A) je senzitivita a P(Bif notA) je 1-Specificita.
Dalej hodnotu P(A) oznacujeme prevalencia a poéitanti pravdepodobnost P(A if B)
pozitivna predikénd hodnota, ktoré uz boli spominané na zaciatku tejto kapitoly.
Prevalencia nazyvana tiez predtestova pravdepodobnost choroby predstavuje prav-

depodobnost, ze ndhodne vybrany pacient bude mat dani chorobu este pred zac¢iatkom
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testovania, resp. predtym ako zisti vysledok svojho testu. MoZzeme to zapisat ako:

Chori

Prevalencia = ——.
Vsetci

Pozitivna predikénd hodnota (PPV) je pravdepodobnost, Ze pacient je naozaj
chory, pricom mé pozitivny vysledok, takze plati nasledovny vzorec pre vypocet:

Pozitivni chori

PPV =

Pozitivni

alebo podla Bayesa

Prevalencia - Senzitivita

Prevalencia - Senzitivita 4+ (1 — Prevalencia) - (1 — Speci ficita)

PPV =

(5.2.2)

Treba este dodat, Ze prevalencia je so §pecificitou a senzitivitou nezdvisld naroz-
diel od pozitivnej predikénej hodnoty. Vo vzorcoch, podla ktorych poéitame senziti-
vitu a Specificitu sa totiz pri zmene prevalencie zmena odzrkadli v citateli aj menova-
teli rovnakym nésobkom, ktory sa vykrati a hodnoty tak zostavaju v tedrii rovnaké.

Specidlnym pripadom st ochorenia s ojedinelym vyskytom, pri ktorych je presnost

SENSITIVITY = go% SENSITIVITY = 50%
A SPECIFICITY = 90% B SPECIFICITY = 90%
100 7 100 7
Positive
predictive Positive
= 80 A value = 80 predictive
= & value
E E]
= 6 m = 6 -
s °° $ 00
o [
2 2
T 40 T 40 -
T o
& g
e 20 4 Negative e 20 4 Negative
predictive predictive
value value
o T T T T | o] T T T T \
o} 20 40 60 8o 100 o} 20 40 60 8o 100
Disease Prevalence (%) Disease Prevalence (%)

Obr. 5.2.1: Porovnanie zavislosti prevalencie a PPV pri réznych hodnotach senzitivity testu,

obrazok prevzany z [17]

odhadu senzitivity testu limitovana. Ako vsak vidime z Bayesovho vzorca pre PPV,
zmena prevalencie sposobi aj zmenu hodnoty PPV takze tato hodnota je od prevalencie
naozaj zavisla.

Tiito zévislost mozno interpretovat pomocou grafu pri roznych hodnotach senzitivity

a $pecificity, pricom negativna predikénd hodnota (NPV) je pravdpodobnost, ze

49



pacient je zdravy ak ma negativny test:

P(notA) - P(notBif notA)
(notA) - P(notBif notA) + P(A) - P(notBif A)
(5.2.3)

NPV = P(notAifnotB) = 7

alebo

(1 — Prevalencia) - Speci ficita

NPV =

(5.2.4)

(1 — Prevalencia) - Speci ficita + Prevalencia - Senzitivita’

Ako vidime na Obr. 5.2.1, niz8ia hodnota senzitivity znizila PPV aj NPV (zmena
tvaru grafu). To predstavuje znizenie doveryhodnosti diagnézy, ktoru test pacientovi
vygeneroval. Moznym vychodiskom pri nizsej senzitivite alebo pri potrebe vysokej

doveryhodnosti testovania je podstipit test viackrat.

Opakovanie testov umoziuje overenie diagnézy s viicsou presnostou a v medicine
sa Casto pouziva na stanovenie konecnej diagndzy pacienta. Pred testovanim sa zvycajne
uvadzaju charakteristiky testov, konkrétne senzitivita, Specificita a k nim opacné hod-
noty - falosna negativita a falosna pozitivita, ktoré si stanovené na zaklade historickych
d4t. Pri predpoklade, Ze sa opakuje niekolkokrat 1 test ostdvaju tieto hodnoty nemenné,
zatial ¢o pri pouziti roznych testov si pre kazdy test rozne.

Dobrou ukazkou pre opakovanie testu je priklad, ktory sme uviedli na zaciatku
tejto kapitoly, kedze vysledok bol pomerne nejednoznacny (50%-né pravdepodobnost
ndkazy HIV). Tento vysledok po prvom testovani by sme dostali rovnako dosadenim
do Bayesovho vzorca (5.2.1), respektive jeho obmeny (5.2.2). Senzitivita by pritom
predstavovala hodnotu 99,9%, 1-Specificita 100% — 99,99% = 0,01% a rovnako aj
prevalencia 0,01%. Vysledkom tejto metédy je priblizne 49.9775% pravdepodobnost,
teda hodnota ktord sme na zaciatku dostali pre Tubovolne velki testovaciu vzorku.
Mierna odchylka oproti predoslému vysledku spoéiva v zaokrtithlovani na celé pocty
pacientov v jednotlivych kategériach pri minulom postupe.

Pre opakovanie testu s predpokladom, Ze aj druhy test vyjde pozitivny pouzijeme
rovnaky vzorec (5.2.2), akurdt prevalenciu nahrad{ vypocitand pravdepodobnost. Opa-
kovanim tohto postupu dostdvame priblizne hodnotu 99,99%, ktord uz dava pacientovi

pomerne velki istotu, Ze je skutoéne nakazeny. Predstavuje pravdepodbnost, Ze pa-

50



cient mal dany test 2x pozitivny. Samozrejme ¢im viackrat je pozitivny vysledok, tym
vysSia je Sanca, ze pacient ma tento virus naozaj.

Ak by mu naopak vysiel 2. vysledok negativny, jeho Sanca, Ze je zdravy je podla
(5.2.4) (pricom namiesto prevalencie méame vypocitani hodnotu) priblizne 99,9% a tym
padom 0,1%, Ze je chory. Dolezitou sticastou vyuzivania Bayesa pri opakovani testov

je vSak predpoklad nezavislosti jednotlivych testov, ¢o nie je velmi realistické.

5.3 Hadanie choroby v R-ku

Kvoli podrobnejsiemu analyzovaniu opakovaného testovania sme sa rozhodli upravit
program diagnostikujici 3 typy chor6éb na hru Uhadni chorobu (Priloha 2). Pévodny
program (Priloha 1) sa zaoberal ur¢ovanim konkrétnej formy netoxickej strumy (ochore-
nie §titnej zlazy) u pacientov podla vysledkov testovania a vypoctu pravdepodobnosti.
Toto testovanie prebiehalo pomocou 8 testov so zndmymi pravdepodobnostami po-
zitivneho testu za podmienky nakazenia jednotlivymi chorobami, ktoré si uvedené v ta-

bulke. Predpokladala sa rovnaka prevalencia vsetkych 3 foriem, teda pravdepodobnost

test 1 | test 2 | test 3 | test 4 | test 5 | test 6 | test 7 | test 8

Typ A | 30% 20% 50% 70% 40% 80% 10% 60%
Typ B | 70% 30% 90% 80% 20% 40% 90% 50%
Typ C | 60% 80% 40% 20% 60% 70% 50% 10%

Tabulka 5.3.1: Postupné pravdepodobnosti pozitivity testov pri predpoklade postihnutia

danou chorobou v modelovanom priklade.

kazdej formy pred zaciatkom testovania bola 1/3. Program ndhodne vybral skutocny
typ choroby, na zaklade ktorého vygeneroval vysledky testov. Vyuzitim vysledkov a
Bayesovej vety sa potom postupne vyratali podmienené pravdepodobnosti chorob v
jednotlivych krokoch testovania (za podmienky konrétneho vysledku testu). Podla
nich sa vykreslil graf, ktory modeloval vyvoj pravdepodobnosti pocas testovania (vid
Obr. 5.3.1). Pomocou tychto idajov sme mohli uréit diagndzu, o ktorej predpokladdme,

~ . ~ ’ ) . ~ . 7 ’ 7 z
ze je skutocna a porovnat ju so skutocnou diagnézou, ktort program vypisal na zaver.
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Obr. 5.3.1: Graf modelujtci vyvoj pravdepodobnosti chorob u pacienta v jednotlivych kro-

koch testovania v pévodnom R-kovom programe.

Nevyhodou tohto programu bola neprehladnost a mald vypovednd hodnota, kedze
vypisoval iba vypocitané pravdepodobnosti s vysledkami, graf a skutocnid hodnotu.
Preto sme sa rozhodli daf mu jasnejsiu formu a ciel prostrednictvom zmeny na hru,
v ktorej sa Iudia snazia hddat diagnézy na zéklade vysledku testov alebo ich d’alsim

generovanim.

Hra mé simulovat skutotné typy ochorenia pacienta, ktoré sa hrac¢ predstavujici
lekdra snazi uhddnut pomocou vysledkov, ich ¢iastoénej analyzy a znalosti pravdepo-
dobnosti pozitivity jednotlivych testov pri danej chorobe. Stcastou hry je 10 kol, kde
si hra¢ overf svoje schopnosti. Za uhddnutie skuto¢nej choroby hra¢ ziskava body podla
entropie.

Entropia predstavuje mieru neistoty urcitej udalosti X - teda ¢im je vécsia, tym

viac nadhodnoti je v udalosti X. Poéita sa podla vzorca:

Entropia = — Zp(Xi) Anp(X;);

i=1

kde X; si vSetky moznosti, ktoré moézu nastat pri ndhodnom jave X a p(X;) st ich
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n

pravdepodobnosti, takze zaroven plati: Z p(X;) = 1. My si chceme byt pri urcovani
i=1

skuto¢nej choroby ¢o najviac ist{ nagimi tuseniami, kedZe v stdvke je smrt potencidlneho

pacienta, ¢o sa odrazi v bodovej strate. Istota pri uréovani znamens schopnost jedno-

Vyvoj pravdepodobnosti u choréb Vyvoj entropie
o N
< 7 - 7
’ — A B — C‘ o ’ —— Entropia ---- Hranice
—,
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Obr. 5.3.2: Grafy modelujice pravdepodobnosti jednotlivych chorob a entropiu s bodovymi

hranicami.

znacne odlisit 1 typ choroby od ostatnych. Idedlne je ked vypoc¢itand pravdepodobnost
1 z chorob je rovna 1 a ostatné dve su 0. Vtedy je entropia nulova. Naopak pri rovnakej
vypocitanej pravdepodobnosti vSetkych typov choroby (p(X;) = 1/3) je odliSitelnost
najnizsia a tym padom entropia najvyssia. Bodovanie sme teda urcili tak, Ze pokial
hra¢ hdda spravne pri hodnote entropie pod 0.5, ziskava 3 body, pokial je entropia v
rozmedzi 0.5-0.95, tak 2 body a nad 0.95 1 bod. Tieto bodovacie hranice st zobrazené
aj na grafe s vyvojom entropie (vid Obr. 5.3.2).

Strata bodov je ovplyvnena poctom realizacii testov. Po zaciatku hry sa totiz vyge-
neruje prvych 5 z 8 moznych testov aj s vysledkami, pravdepodobnostami jednotlivych
choréb a grafom. Dalsie testovanie uz zobrazi iba vysledky bez d'alsej analyzy. Rea-
lizacia novych testov by vsak mala hrdcovi pomoct lahsie identifikovat skutoéni cho-
robu. Pri vhodne zvolenych testoch hra¢ znizuje hodnotu entropie, takze pri odhaleni
skutocnej choroby je za to adekvatne odmeneny. Ak si ale zvoli zlé testy a neuhadne

chorobu, strati 3 body a navyse 1 bod za kazdd d’alsiu realizdciu testovania. Tiez moze
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byt niekedy nevyhodné realizovat zbytocne vela testovani naviac, ak uz sme dostatoéne
presvedceny o skutocnosti niektorého z ochoreni. Vtedy totiz pri spravnom tuseni hrozi,
7e sa prejavi chybovost testu, ¢o zvysi hodnotu entropie a moze viest k nizsiemu zisku
bodov. Cielom tejto hry je teda vediet urcit, kedy je potrebna d'alsia realizdcia testu

> Start ()
TEST €. 1 Skére: O

PRAVDEPCDOBNOSTNA TABULKA USPESNCSTI TESTCV PRI DANEJ CHOROEBE:

test 1 test 2 test 3 test 4 test 5 test & test T test B
n 0.3 0.2 0.5 0.7 0.4 0.8 0.1 0.6
B 0.7 0.3 0.9 0.8 0.2 0.4 0.9 0.5
C 0.6 0.8 0.4 0.2 0.8 0.7 0.5 0.1

VYSLEDEY TESTOVANI:
Testovanie Poufity test Vysledok Pravd. & Pravd. B Prawvd. C

0.33 0.33 0.33
1 test 1 1 0.1% 0.44 0.38
2 test 2 1 0.08 0.28 0.64
3 test 3 1 0.07 0.46 0.47
4 test 4 1 0.10 0.72 0.18
5 test 5 a 0.08 0.81 0.10

Hidaj s Hadam("tvp choroby")alebo generuj novy test pomocou funkcie Dalsi(&. testu)!
> Dalsi(7)
PRAVDEPCDOBNOSTNA TABULKA USPESNCSTI TESTCV PRI DANEJ CHOROEE:

test 1 test 2 test 3 test 4 testc 5 test & test T test &
A 0.3 0.2 0.5 0.7 0.4 0.8 0.1 0.6
B 0.7 0.3 0.9 0.8 0.2 0.4 0.9 0.5
C 0.6 0.8 0.4 0.2 0.6 0.7 0.5 0.1

ViSLEDKY TESTOVANI:

Testovanie PouZity test Vysledok Pravd. L Pravd. B Pravd. C
0.33 0.33 0.33
1 test 1 1 0.18 0.44 0.38
2 test 2 1 0.08 0.28 0.64
3 test 3 1 0.07 0.486 0.47
4 test 4 1 0.1 Q.72 0.18
L] test & 1] 0.08 0.81 0.1
& test 7 1

Obr. 5.3.3: Funkcie Start() a Dalsi(.) v novej verzii programu.

pri urcovani choroby a kedy sme si uz naopak dostatocne isti niektorou z choréb. To

odréza skore, ktoré chei hraci dosiahnut ¢o najvyssie.

Okrem novych premennych bolo potrebné do programu pridat aj nové funkcie,
najmé funkciu Start(), Hadam(”.”) a Dalsi(.). Funkcia Start() nastavuje pociatocné
hodnoty globdlnym premennym a spusta celii hru vratane prvych vygenerovanych tes-
tov, grafov a tabulky . Zaroven upozoriiuje hrdca na pouzitie funkcii Hadam(”.”) a

Dalsi(.). Pouzitim funkcie Dalsi(¢. testu) sa totiz realizuje generovanie nového testu
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Hadaj = Hadam ("tvp choroby")alebo generuj novy test pomocou funkcie Dalsi(&. testu)!
> Hadam ("B"™)
VYSLEDKY TESTOVANI:

Testovanie PouZity test Vysledok Pravd. L Pravd. B Prawvd. C

0.33 0.33 0.33
1 test 1 1 0.1 0.44 0.38
2 test 2 a 0.28 0.58 0.14
3 test 3 1 0.2 0.72 0.08
4 test 4 1 0.19 0.79 0.02
5 test o 4] 0.15 0.84 0.01
6 test 7 1 0.02 0.97 0.01
Skutocna choroba: &
TEST C. 2 Skore: -4

Obr. 5.3.4: Spustenie funkcie Hadam(”.”) v upravenej verzii povodného R-kového prog-

ramadu.

v pripade neistoty a s Hadam(”typ choroby”) hiddanie typu choroby. Jej stcastou je
aj postupné vyhodnocovanie priebehu hry. Po skonceni 10. kola vygeneruje statistiku,
podla ktorej sa vyhodnot{ celkové pdsobenie hraca pocas celej hry. Poslednou pre hraca
dolezitou funkciou je .intro(), ktord oboznamuje so zékladnymi pravidlami a pouzitim

funkcii hry.

Autor : Andrea Jeémenovid (Ekonomickd a finanénd matematika, Univerzita Komenského)

Datum : 27. Februar 2017

Pravidla: Cielom tejto hry je hédat choroby L, B alebo C ma zadklade wygenerovanvch
testov. Pre kaZdy z testov je urdend pravdepodobnost Gspednosti daného
testu, pokial méd élovek jednotlivé choroby. Wajprv sa generuje 5 testowv
a entropia = pravdepodobnostami wvypoéitanymi pomocou Bavesovho vzorca
+ graf modelujuaci tuto situaciu. Potom =i hradé mdfe vybrat dalZie 1-3
testy, ale uf vidi iba ich wvysledky bez dzlZej analvyzy. Chorobu pritom méZe
hadat v ktoromkolvek okamihu po vygenerovanl prvych 5 testov. Body ziskava
na zéklade entropie - miery uréujtcei odlifitelnost jednotliwvych ochoreni
Cim je choroka lepd3ie identifikovateInid (mald entropia), tvm viac bodov hrad
ziska pri jej uhédnuti. M&éZe ziskat 1-3 bodv a pri neuhddnuti stratit 3-6
bodov. Cim viac testov realizuje, tym viac bodov méZe stratit. Hra sa 10 hier,
v ktorych cielom je uhddnut &o najviac chordb a dosiannut o najvyiZie skbre.

Starti() zadne novia hru vygenerovanim prvej série testaov.

Hadam("x™) héda chorobu 'x' z moZnych ochoreni A, B alebo C, napr.: Hadam("B")
Dalsi (n) genernje novy test z moZnosti 1-8 (zobrazenéd v tabulke), napr.: Dalsi(5)
> |

Obr. 5.3.5: Spustenie funkcie .intro() v upravenej verzii pévodného R-kového programu.
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Zaver

V nasej praci sme sa venovali roznym prikladom z oblasti pravdepodobnosti a Statistiky.
Snazili sme sa ich nielen vyriesit a zrozumitelne popisat, ale aj rozviest ich problema-

tiku d'alej. Pokdsili sme sa teda kldst si nové otazky, na ktoré sme hladali odpovede.

V 1. kapitole sme sa zaoberali lotériovou problematikou - konkrétne lotériou Power-
ball [1], v ktorej sme najprv uréili jednotlivé vyherné pravdepodobnosti (Tabulka 1.1.1).
Okrem toho sme sa snazili vyhru modelovat v ¢ase (Tabulka 1.2.1 a Obr. 1.2.1). Snazili
sme sa teda zistit, ako sa meni pravdepodobnost aspon jednej vyhry s po¢tom losovani,
ak sa tipujtici pravidelne zapdjaji do hry. Rovnako sme zistovali, kedy této pravdepo-
dobnost nadobudne aspont hodnotu 90% (Tabulka 1.2.2).

V 2. kapitole sme rozoberali nezdpornost zisku stavkovej kanceldrie. TaktieZ sme
predstavili pouzivany sposob bodovania pri futbale, takzvany Elo-rating [5]. Jeho vypocet
pravdepodobnosti ocakdvaného bodového zisku sme aplikovali na historické zapasy
slovenskej reprezentdcie (Tabulka 2.2.2). Preukézal vsak priemernt spolahlivost, ¢o
mohol byt nésledok zanedbania pravdepodobnosti remizy v spominanom vypocte. V
dalsich vypoctoch sme preto pravdepodobnost remizy znovu zobrali do tivahy. Pokdsili
sme sa pritom urcif také intervaly moznych vysledkov, ktoré by vychddzali z elo-
pravdepodobnosti a zaroven spiﬁali kritéria nezaporného zisku stanovené na zaciatku
(Tabulka 2.2.3).

V 3. kapitole sme sa venovali kartovej hre o spojeniach, ktora predstavovala ob-
menu Montmortovho problému [7]. Ukézali sme tu vyhodnost bankdrovej pozicie oproti
hrécovej na zaklade ocakdvaného poctu spojeni (3.1.2) a pravdepodobnostného rozde-
lenia ndhodnej premennej urcujicej pocet spojeni (3.1.7). Okrem toho sme vytvorili
dotaznik, pomocou ktorého sme otestovali preferencie respondentov podla postupného
priddvania faktov o tejto hre. Vysledky tohto prieskumu (Tabulka 3.2.2) vytvorili dom-
nienku, ze zeny a muzi sa rozhodovali inak. Tiito hypotézu sme preto otestovali (Ta-
bulka 3.2.3) a potvrdilo sa nase tusenie, Ze preferencie muzov a Zien st signifikantne
odlisné.

Nasledujiica ¢ast sa zaoberala zndmym Bertrandovym paradoxom. Jej sticastou bolo

predstavit si mozné pristupy k rieseniu tohto problému a ukdzat spravnost jedného z
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nich. Zaroven sme teoretické vystupy otestovali realizaciou pokusu spominaného v [15].
Na zaklade jeho vysledku (Tabulky 4.2.1 a 4.2.2) sa potvrdilo rozdelenie dfiky tetiv
(4.1.4), ktoré sa povazuje za odpoved na Bertrandovu otdzku.

Posledn4 kapitola rieila uplatnenie pravdepodobnosti pri testovani chorob. Jej sicastou
bolo objasnenie zdkladnych pojmov suvisiacich s testovanim. Zaoberali sme sa tak-
tiez problémom faloSnej pozitivity a opakovanim testov. Navyse sme upravili program
urcujuci skutocni chorobu na hru, kde sa hra¢ snazi uhddnut ozajstné ochorenie na
zéklade vysledkov testov (Priloha 2). Hrd¢ okrem toho mohol generovat nové testy na
overenie svojej domnienky. Cielom bolo volit rozne druhy testov tak, aby sa ¢o najviac

ukazala prevalencia naozajstnej choroby.

Velkym prinosom tejto prace bolo, Ze poskytla viacero zaujimavych tém aj pre menej
zainteresované publikum. Okrem predstavenia starsich matematickych problémov (Ber-
trandov paradox, Montmortov problém) poukazala aj na novsie vyuzitia matematiky
a pravdepodobnosti v oblasti stdvkovania (Elo-rating system) ¢i mediciny (testovanie
chorob). Taktiez sa venovala nevyhodnosti investovania do lotérie, ¢o je pomerne Casta
aplikdcia pravdepodobnosti. Cielom nasej prace teda bolo pouzitie matematickych po-
stupov v beznom zivote, ale aj na vyriesenie klasickych problémov pravdepodobnosti
sposobom, ktory zatraktivni matematiku pre bezného cloveka.

Pre autora bola vd'aénd svojou roznorodostou a tym, Ze rozsirila jeho poznatky v
danych oblastiach. Taktiez priniesla nové skisenosti so spracovavanim a testovanim
dat. Priucili sme sa novym postupom pri programovani hry o hadani choroby, ale aj
pri aplikacii Elo-ratingového systému. Z Elo-pravdepodobnosti (2.2.1) sme navyse od-
vodili vzorce pouZitelné pre ziskanie pravdepodobnosti jednotlivych vysledkov zdpasu
za predpokladu nezdpornosti zisku stavkovej kanceldrie (2.2.4-2.2.9).

MoZnym rozsirenim prace by bolo napr. zistit najmensi mozny pocet listkov za-
bezpecujtici vyhru v Powerballe. Taktiez by sa mohol porovnaf Elo-rating aj s inymi
ratingami a mohli by sa aplikovat na vicsiu sadu dat. Dalsou vecou navyse by mohla

byt analyza preferencii na zdklade zmien v pravidlach hry o spojeniach.
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Priloha A

pr<-c¢(30,70,60,20,30,80,50,90,40,70,80,20,40,20,60,80,40,70,10,90,50,60,50,10)/100;
pr<-matrix (data=pr, nrow=3, byrow=FALSE)

choroby.abc<-c("A","B","C")

choroba<-NA; pr.chorob<-NA; testy<-c(""); vysledky<-c("");

NovyPacient <- function(){
choroba <<- sample(x = c¢(1,2,3), 1, prob = c(1/3,1/3,1/3))
pr.chorob <<- matrix(data=c(1/3,1/3,1/3), nrow=1)

testy<<-c(""); vysledky<<-c("")

Test <- function(n){
vysledok <- rbinom(l, size=1, prob=pr[choroba,n])
testy<<-c(testy,n); vysledky<<-c(vysledky,vysledok)
pr.teraz <- pr.chorob[nrow(pr.chorob),]
if (vysledok==0) pr.vysledok <- (1-pr[,n]) else pr.vysledok <- pr[,n]
pr.aktualizovane <- pr.vysledok#*pr.teraz/sum(pr.vysledok*pr.teraz)
pr.chorob <<- rbind(pr.chorob, pr.aktualizovane)

print (vysledok);

Graf <- function(){
test<-0:(nrow(pr.chorob) -1)
plot (test,pr.chorob[,1], ylim=c(0,1.5), type="b", col="red", ylab="pravdepodobnost")
lines (test,pr.chorob[,2],type="b", col="green")
lines(test ,pr.chorob[,3],type="b", col="blue")
legend (0,1.5, legend=c("A","B", "C"),
lty=c(1,1,1), col=c("red","green","blue"), horiz=TRUE)

Tabulka <- function() {
tab<-data.frame (testy,vysledky,pr.chorob[,1],pr.chorob[,2],pr.chorob[,3])
names (tab)<-c("test","vysledok","pravd.A","pravd.B","pravd.C")
rownames (tab) <- NULL

print (tab,row.names = FALSE)

SkutocnaChoroba <- function (){

print (choroby.abc[chorobal)
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set.seed (4)
NovyPacient ()

for (i in 1:8) Test (i)
Tabulka ()

Graf ()

Listing 1: Povodny kéd v R-ku

pr<-c(30,70,60,20,30,80,50,90,40,70,80,20,40,20,60,80,40,70,10,90,50,60,50,10)/100;
pr<-matrix(data=pr, nrow=3, byrow=FALSE)

choroby.abc<-c("A","B","C")

pocet<-NA;skore<-NA;match<-NA;mismatch<-NA;dalsi<-NA;

Start<-function(){
pocet<<-10
skore<<-0
match<<-0
mismatch<<-0
ent<<-c("")
dalsi<<-0

Priebeh ()

Hadam<-function(ochorenie){
if (Cochorenie=="A") | (ochorenie=="B") | (ochorenie=="C")){
pocet<<-pocet-1
ent<<-0
for (j in 1:3){
ent<<-ent-pr.chorob[length(testy),jl*log(pr.chorob[length(testy),jl)
}
Skore (ochorenie ,ent)
dalsi<<-0
Vysledky ()
SkutocnaChoroba ()
if (pocet>0){
Priebeh ()
}
elseq
Statistika ()
}
}
else{cat ("Hadaj iba choroby A,B alebo C.")}
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testrange<-c(1:8);

Dalsi<-function

(n){
(n %in?% testrange==TRUE)){

,paste("test",n))

cat ("Teraz uZ musii hadat!","\n")

cat("Hadaj s Hadam(\"typ choroby\")alebo generuj novy test pomocou funkcie Dalsi (&

testu)!","\n")

else{cat("Hadaj iba testy 1 az 8.")}

if (dalsi<3 &
dalsi<<-dalsi+l1
Test (n)
pl<<-c(pt,"")
p2<<-c(p2,"")
p3<<-c(p3,"")
test<<-c(test
Tabulka ()
Vysledky ()
cat(“”, u\nn)
if (dalsi==3){
¥
elseq
¥
}
}
testy<-c("");

Priebeh<-function (){

test<<-c("","test 1","test 2","test 3","test 4","test 5")

NovyPacient ()

for (i in 1:5) Test (i)

cat ("TEST C."
Tabulka ()
Graf ()
Vysledky ()
pl<<-round(pr
p2<<-round (pr
p3<<-round (pr

cat(“”, u\nn)

cat ("Hadaj s Hadam (\"typ

, 11-pocet, "

.chorob[c(1:6) ,1],digits=2)
.chorob[c(1:6) ,2],digits=2)
.chorob[c(1:6) ,3],digits=2)

testu)!","\n")

choroba<-NA; pr

.chorob<-NA; testy<-c("");

Skére:",skore, "\n", "\n")

choroby\")alebo generuj novy test pomocou funkcie Dalsi(t.

vysledky<-c("");
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function () {
C(192;3))

NovyPacient <-

choroba <<- sample(x = 1, prob = c(1/3,1/3,1/3))

pr.chorob <<- matrix(data=c(1/3,1/3,1/3), nrow=1)

testy<<-c(""); vysledky<<-c("")

Test <- function(n){

vysledok <- rbinom(1l, size=1, prob=pr[choroba,n])

testy<<-c(testy,n); vysledky<<-c(vysledky,vysledok)
pr.teraz <- pr.chorob[nrow(pr.chorob),]

if (vysledok==0) pr.vysledok <- (1-pr[,n]) else pr.vysledok <- pr[,n]
pr.aktualizovane <- pr.vysledok#*pr.teraz/sum(pr.vysledok*pr.teraz)

pr.chorob <<- rbind(pr.chorob, pr.aktualizovane)

Tabulka<-function (){
tab<-data.frame(pr[,1],pr[,2],pr[,3],pr[,4],pr[,5]1,pr[,6]1,pr[,7]1,pr[,8])
names (tab)<-c("test 1","test 2","test 3","test 4","test

ll)

rownames (tab) <-

5","test 6","test 7","test 8
C(”A","B”’"C“)

cat ("PRAVDEPODOBNOSTNA TABULKA USPESNOSTI TESTOV PRI DANEJ CHOROBE:", "\n")
print (tab)

Cat(“", |I\nll)

Graf <- function(){

en<<-c("")

for (i in 1:length(testy)){

suma<<-0

for (j in 1:3){suma<<-suma-pr.chorob[i,jl*log(pr.chorob[i,jl)}
en<<-c(en,suma)}

en<<-en[-1]

t<-0:(nrow(pr.chorob) -1)

constant<-function(x) rep(x,length(t))

par (mfrow=c(1,2))
plot(t,pr.chorob[,1], ylim=c(0,1),

type="b", col="red",

ylab="pravdepodobnost",

xlab="test",

main=paste("Vyvoj pravdepodobnosti u chordb"))

lines (t,pr.chorob[,2],type="b",
lines (t,pr.chorob[,3],type="b",

col="green")

col="blue")

legend (0,1,

1egend=c(||An’nBu , "c"),

lty=c(1,1,1),

col=c("red","green"

,"blue"),

horiz=TRUE)

plot(t,en,type="b",ylim=c(0,1.2),

col="black", 1lty=1,

ylab="entropia", xlab="test",

lines (t,constant (0.95) ,col="magenta3",

lines(t,constant (0.5) ,col="magenta3",

main=paste("Vyvoj entropie"))

lty=2)
lty=2)
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legend (length(t)/4,1.2, legend=c("Entropia","Hranice"),
lty=c(1,2), col=c("black","magenta3"), horiz=TRUE)

pl<-NA;p2<-NA;p3<-NA;

Vysledky<-function (){

if (dalsi==0){cl1<<-round(pr.chorob[,1],digits=2);c2<<-round(pr.chorob[,2],digits=2);
c3<<-round(pr.chorob[,3],digits=2)}

else{cl1<<-pl;c2<<-p2;c3<<-p3}

cisl<<-c("",1:(length(testy)-1))

vys<-data.frame(cisl,test,vysledky,cl,c2,c3)

names (vys)<- c("Testovanie","PouZzity test","Vysledok","Pravd. A","Pravd. B","Pravd.
c")

cat ("VYSLEDKY TESTOVANI:", "\n")

rownames (vys) <- NULL

print (vys,row.names = FALSE)

SkutocnaChoroba <- function(){

cat ("SkutoZna choroba: ", choroby.abc[chorobal], "\n")

Skore<-function(ochorenie,ent){
if (ochorenie==choroby.abc[chorobal] & ent<0.5){skore<<-skore+3; match<<-match+1}
else if (ochorenie==choroby.abc[chorobal & ent>=0.5 & ent<0.95){skore<<-skore+2;
match<<-match+1}
else if (ochorenie==choroby.abc[chorobal & ent>=0.95){skore<<-skore+1l; match<<-match
+1}

else{skore<<-skore-3-dalsi; mismatch<<-mismatch+1}

Statistika<-function (){

cat ("Skére : ", skore, "\n")

cat ("UspeZnost : ", (match/10)%100,"%", "\n")

if (skore>=10 & skore<20){cat("V testoch si obstal. Bol by z teba dobryj doktor. Pre
novid hru spusti Start().", "\n")}

else if (skore>=20){cat("Bol by z teba vyborny doktor. Pre novid hru spusti Start().",

"\n")%}

else if(match/10>=0.6 & skore<10){cat("Nebol to zly vykon, ale Zivot by som ti do ru
k nevlozila. Pre novidi hru spusti Start().", "\n")}

else if(match/10<0.6){cat("Difam, Ze nie si doktor. Zabil by si vela svojich

pacientov!!! Pre novd hru spusti Start().", "\n")}
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#vypise pravidla hry a pouzitie funkcii
.intro <- function() {

Cat("", II\nn)

Cat (M= mm oo oo e e ——— -
-------------- ", "\n")

cat ("Hadanie choroby v R", "\n")

Cat (Mo mmmm o oo oo o oo
—————————————— ", "\n")

cat ("Autor : Andrea JeZmenova (Ekonomickd a finan&nd matematika, Univerzita Komenské

ho)ﬂ’ ll\nn)
cat ("Datum : 27. Februar 2016", "\n")

______________ ll’ ll\nll)

cat ("Pravidla: Cielom tejto hry je hadat choroby A, B alebo C na zidklade
vygenerovanych", "\n")

cat (" testov. Pre kaZdyj z testov je urZend pravdepodobnost tdispeSnosti dané
ho", "\n")

cat (" testu, pokial m& Clovek jednotlivé choroby. Najprv sa generuje 5
testov", "\n")

cat (" a entropia s pravdepodobnos tami vypoZitanymi pomocou Bayesovho
vzorca", "\n")

cat (" + graf modelujici tdto situdciu. Potom si hra¢ méZe vybrat dalSie
1-3", "\n")

cat (" testy, ale uz vidi iba ich vysledky bez dalSej analyzy. Chorobu
pritom mdze", "\n")

cat (" hadat v ktoromkolvek okamihu po vygenerovani prvych 5 testov. Body z
iskava", "\n")

cat (" na zadklade entropie - miery urcCujicej odliSitelnost jednotlivych
ochoreni","\n")
cat (" Cim je choroba lepZie identifikovatelna (malad entropia), tym

viac bodov hrag","\n")

cat (" ziska pri jej uhadnuti. MdZe ziskat 1-3 body a pri neuhddnuti strati
t 3—6", "\Il")

cat (" bodov. Cim viac testov realizuje, tym viac bodov mdze stratit. Hra
sa 10 hier,", "\n")

cat (" v ktorjch cielom je uhddnut €o najviac chordb a dosiahnut o najvyss

ie skére.", "\n")

o G
------------- ", "\n")

cat ("Start () zatne novi hru vygenerovanim prvej série testov.", "\n")

cat ("Hadam (\"x\") hdda chorobu ’x’ z mozZnych ochoreni A, B alebo C, napr.: Hadam
(\"B\") ", "\n")

cat ("Dalsi(n) generuje novy test z moZnosti 1-8 (zobrazené v tabulke), napr.:

Dalsi(5)", "\n")
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200

201

202

203

204

cat("",

.intro ()

Start ()

"\n")

Listing 2: Upraveny kéd v R-ku
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