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V jednej z knih Julesa Verna musia hrdinovia ngjst’ stiradnice stredu kruznice
opisanej trojuholniku, ak st dané geografické stiradnice vrcholov (tam ma byt
ukryty poklad). Vzhl'adom na vel'ké vzdialenosti nie je Euklidovskd geometria
dobrou aproximadciou, treba pracovat’ so sférickou. V c¢lanku [2] sa uvadza
postup, ako najst’ stradnice stredu analyticky (hrdinovia knihy ich hladali
rysovanim na globuse).

Do bakalarskej prace sa vybert tri sady uloh, ktoré sa daju priradit
ku konkrétnym miestam. Jednym z nich bude Univerzita v Berkeley a vybrané
priklady z knihy [1] a vzh'adom na geografické zameranie témy bude jednym
znich priklad 4.3.1. Zvy3$né dve si vyberie Student tak, aby naro¢nost’ prikladov
zodpovedala bakalarskej praci (a aby boli nie¢im zaujimavé). V poslednej
kapitole bakalarskej prace sa vysvetli postup z [2] a pouZije sa na vypocet
stradnic stredu kruZnice opisanej trojuholniku, ktorého vrcholmi st body
zodpovedajuce jednotlivym saddm uloh a zisti sa, o sa na tomto mieste
nachadza. Tieto vrcholy a ziskany stred kruZnice sa vizualne zndzornia na mape
pomocou vhodnych kniznic softvéru R.

[1] P. N. de Souza, J.-N. Silva: Berkeley Problems in Mathematics. Springer,
2004.

[2] G. de Vries-Uiterweerd: Spherical Geometry in Mirifiques aventures de
maitre Antifer. Verniana - Jules Verne Studies/Etudes Jules Verne - Volume 2,
2009-2010, 1-10.
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Abstrakt

MIGLIERINI, Anna Méria: S matematikou okolo sveta [Bakalarska précal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra apliko-
vanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Bedta Stehlikova, PhD., Bratislava,
2017, 51 s.

Cielom tejto bakaldrskej prace je analytickym postupom néjst stradnice stredu
kruznice opisanej trojuholniku, ktorého vrcholmi si miesta z jednotlivych kapitol.
Tymi si Kalifornskd univerzita v Berkeley, Petrohrad a Angelov vodopad vo Vene-
zuele. Kazd4 kapitola obsahuje niekolko tiloh, ktoré sa daji k tymto miestam priradit.

V prvej kapitole su to priklady zo skisok zadané na matematickej fakulte univerzity v
Berkeley. V druhej kapitole je rozobrany priklad o siedmich konigsbergskych mostoch a
tzv. ,Art Gallery Problem*. Tretia kapitola obsahuje problém o usddzani Iudi v lietadle,
pokial si prvy z nich vyberie sedadlo ndhodne. V poslednej ¢asti prace si uvedené
myslienky analytického postupu aj s prislusnym vypoctom a zobrazenim hladaného
stredu na mape pomocou softvéru R. Sucastou prace je aj kéd na vypocet takéhoto

stredu.

KIicové slova: stred kruznice opisanej trojuholniku, analyticks geometria, Berkeley
Problems in Mathematics, Konigsberg Bridge Problem, Art Gallery Problem,
Airplane Seating Problem



Abstract

MIGLIERINI, Anna Maéria: Around the world with mathematics [Bachelor Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Bedta
Stehlikova, PhD., Bratislava, 2017, 51 p.

The purpose of this thesis is to calculate the circumcenter of three places by the
means of analytic geometry. The three places are University of California in Berkeley,
Saint Petersburg and Angel Falls in Venezuela. Each section of the thesis is devoted
to one of them. There are some mathematical problems, which are somehow related to
these places.

The part about Berkeley describes the problems, which a written examination by
the Mathematics Department at the university consisted of. The second one contains
the Konigsberg Bridge Problem and the Art Gallery Problem. In the third part, a
problem of finding your seat on a plane in case that the first person can choose a seat
randomly is elaborated. The last part explains the analytic principles of finding the
circumcenter as well as its calculation and portrayal on a map. The R software was

used for calculation and plotting. The corresponding code is attached.

Keywords: circumcenter, analytic geometry, Berkeley Problems in Mathematics,

Konigsberg Bridge Problem, Art Gallery Problem, Airplane Seating Problem
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Uvod

Matematika ma svoje caro. Nie vSetci si to myslia, ¢o je pravdepodobne sposobené
nevolou pochopit uz prvé zlozitejsie postupy. Takito Tudia potom majd iba velmi po-
vrchové znalosti, ktoré zdanlivo s niéfm nesivisia, a teda im pridu zbytoéné. Ziaci
strednych $kol maji v oblube ucitelov zatazovat otdzkami typu: Naco ndm to bude?
Aké to md vyuzZitie v redlnom Zivote? Velakrat ucitelia nevedia néjst vhodni odpoved,
a tak to casto kon¢i zdovodnenim, ze ucia, ¢o maji v osnovach. Problém je v tom, ze
Ziaci sa vicsinou snazia skibif uréité matematické vypocty s konkrétnym povolanim.
Predstava, ze by nejaky budici pravnik potreboval vediet metédy riesenia ststavy
rovnic o dvoch neznamych, posobi pre mnohych dostatocne nerealisticky. Neuvedo-
muju si vsak, Ze rieSenim zdanlivo neredlnych a v praxi nepouzitelnych tloh rozvijaji
isti cast svojho myslenia, ktord sa im s velkou pravdepodobnostou moéze v budicnosti
zist pri rieSeni aj nematematickych problémov.

Na druhej strane, v Zivote Iudia ¢asto narazia prave na veci, ktoré si mysleli, Ze
nikdy nepouziji. Taky spisovatel by predsa vo svojom povolani nemal potrebovat ma-
tematiku. Lenze ¢o ak vymysli pribeh, v ktorom sa hrdinovia bez istych matematickych
zdatnost{ nebudi schopni zachranit? Komu by napadlo, Ze hlbsie matematické vedo-
mosti sa raz mozu zist pri hladani pokladu? Juhelovi, jednému z hrdinov Verneho knihy
s povodnym nazvom Mirifiques aventures de maitre Antifer, to mozno napadlo. Avsak
literdrne postavy maji len tolko rozumu, kolko im autor nadeli, a to je, prirodzene, ob-
medzené schopnostami samotného autora, pripadne jeho kontaktmi s midrymi hlavami
doby, v ktorej zil.

Vzhladom na sposob hladania pokladu opisany v spominanej Verneho knihe sa
predpoklada, ze autor vyuzival ¢isto svoju fantaziu a vedomosti. Poklad sa totiz mal
nachddzaf v strede kruznice opisanej trojuholniku, ktorého vrcholmi boli tri ostrovy,
ktoré hrdinovia postupne objavovali. A ndmornik Juhel nezvolil prave najrozumne;jsi
postup. Hoci rysovanie na glébuse moéze znietf ako prijatelnd moznost, ked sa ¢lovek
trochu zamysli, musi si uvedomit obrovské riziko, ktoré spociva v nepresnosti. Uz pri ry-
sovani na papieri sa nedd vyhnuit drobnym odchylkam. O ¢o nirocnejsie to musi byt na
gulatom tvare? Ak ndm staci pribliznd predstava, dostaneme tymto sposobom veelku

dostatoény odhad. Ak vsak vezmeme do tivahy, ze bezchybny vysledok pri takomto po-



stupe je vlastne nemozny a preratanim na skutocné rozmery Zeme sa nepresnosti este
zvacsia, moze to byt strata ¢asu a vytizeny poklad mozeme minit aj o niekolko desia-
tok kilometrov. Matematicky postup, ktory je uvedeny v ¢lanku [31], sice z ¢asového
hladiska rysovanie velmi nepredéuje, vynika vSak v jednoznaénom urceni polohy po-
kladu. Na tomto priklade velmi dobre vidiet, Ze keby sa ¢lovek trogku viac zaujimal o
matematiku, mohol by si ulah¢it niektoré situdcie. Namiesto bezduchého blidenia po
okoli vyznacenej bodky na glébuse stacilo chvilu posediet nad vypoétami, a potom sa
uz len dopravit na uréené miesto a poklad vykopat.

Do nasej prace sme pomerne nahodne vybrali tri zaujimavé miesta na Zemi. Ku
kazdému sme vybrali niekolko rozne naroénych tloh, historickych sivislost{ ¢i geogra-
fickych zaujimavosti. V prvej kapitole si pritom vybrané matematické tlohy z knihy
[27]. V poslednej kapitole sa, rovnako ako hladaci pokladov, pokisime uréit polohu po-
sledného miesta, ale pomocou analytického postupu z ¢lanku [31]. Vzhladom na tému
a jej skor motivacny charakter, je tato praca miestami pisana menej formélne, ako je

pri bakalarskych pracach obvykle zauzivané.



1 Univerzita v Berkeley

Kalifornska univerzita v Berkeley bola zalozena v roku 1868. Patri k najlepsim uni-
verzitdm na svete, jej absolventi a pracovnici uskutocénili vela objavov a ziskali mnoho
oceneni [3].

V roku 1977 na Katedre matematiky zaviedli pisomnu skisku pre prvakov dokto-
randského studia. Nahradila starsi systém kvalifika¢nych skusok a jej uc¢elom bolo zis-
tit, ¢i Studenti dostatoéne ovladdaji zdklady matematiky, a st tak schopni tispesne
pokracovat v §tidiu. V stcasnosti je tdto skiiska hlavnym meritkom minimélnych
pozadovanych vedomosti na tispesné ziskanie titulu. Zadanie pozostava z deviatich tloh,
z ktorych si §tudent vyberie Sest. Od zavedenia tohto spdsobu testovania sposobilosti
studentov bolo zadanych uz vyse 1250 takychto uloh. Pani Paulo Ney de Souza a Jorge-
Nuno Silva ich zozbierali a spolu s rieSeniami publikovali v knihe Berkeley Problems
in Mathematics [27]. Vybrali sme z nich zopar, ktoré uvddzame aj s podrobnejsimi

vysvetleniami k rieSeniu, pripadne ilustracnymi obrazkami.

Na tvod sa budeme zaoberaf tlohou, v ktorej treba urcit, ktoré z éisel 7 a 3™ je
vicsie [27, Problem 1.1.20]. Dané vyrazy mozeme zlogaritmovat, pretoze st kladné.
Logaritmick4 funkcia je rastica, takze tato uprava zachovd povodni nerovnost. Staci
teda porovnavat Inm® a [n3™. Tieto eSte vieme upravit na 3.Inm a 7.In3 vyuzitim vlast-
nosti logaritmu, ktord je uvedend aj s dokazom v [17, str. 180, Proposition 5.4.1. (v)].
Po predeleni poévodnymi exponentmi dostavame vyrazy Z"T” a Z”T?’ Teda porovnavame
funkcné hodnoty funkcie f(x) = ”‘T“” v bodoch 7 a 3. Aby sme zistili, ako sa této funkcia
sprava, vyratame jej prvi derivdciu, z ktorej vieme urcit monoténnost funkcie podla

[25, str. 93, 5.11 Theorem| nasledovne:

e ak f'(z) > 0 pre vetky = € (a,b), potom f je na danom intervale rasttica

e ak f'(x) <0 pre vSetky z € (a,b), potom f je na danom intervale klesajiica.

1—Inx
22

Dostédvame f'(z) = , ktord je kladnd pre x < e (tam je f(z) rastica) a zdporna
pre z > e (tu funkcia klesd). Ked'Ze oba body, v ktorych porovndvame funkéné hodnoty,

su véacsie ako FEulerova konstanta, zaoberame sa iba vetvou, kde je f(x) klesajuca. Z
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klesajucosti vyplyva, ze viacsia funkéna hodnota sa dosahuje v mensom z argumentov.
Teda f(3) = %2 > f(m) = T, Z odvodenia na zaciatku teda rovnaky vztah plati aj

pre 3™ > 3.

Dalsf priklad je prototypom na vyuzitie tzv. ,sendvicovej“ vety. Jej ndzov je celkom
adekvatny, ked'Ze zmyslom je ohrani¢it nejaky vyraz zdola aj zhora, ¢ize akoby vlozit
medzi dva sendvice. Takyto postup je vhodné pouzit, napriklad, pri rieSeni tlohy,
ktorej zadanie znie: Ak A; > Ay > ... > A > 0, vypocitajte, comu bude rovna
lim, o0 (AT + A 4+ ... + AZ)% [27, Problem 1.3.1]. Budeme budovat intuitivne tivahy, z
ktorych bude zrejmé, ako sa d& dospiet k rieSeniu takejto tilohy. Vieme, Ze postupnost
{pn} ma limitu p, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje celé ¢islo N také, ze pre n > N plati
d(pn,p) < €, kde d predstavuje vzdialenost [25, str. 41, 3.1 Definition]. Cize limitou je
¢islo, ku ktorému st, od niektorého ¢lena postupnosti, vsetky ostatné éleny Iubovolne
blizko. Najprv postupne rozoberieme jednotlivé cleny limitovaného vyrazu a z toho
usudime, aky postup bude najvhodnejsi. Vyraz % sa pre n — oo limitne blizi k nule.
Mobzeme to vidiet aj na grafe funkcie i Jednotlivé cisla A? umociiovanim na stéle
vacsie n mozu ist k nule, pokial 0 < A; < 1, alebo do nekone¢na, ak A; > 1. Tieto in-
formécie ohladom jednotlivych A; véak neméame a d4 sa ocakavat, Ze takymto sposobom
by sme dospeli k nedefinovanému vyrazu oc®. S vyrazom (A7 + A% + ... + AZ)% teda
musime nardbat ako s celkom. Ak by boli niektoré A; zédporné, mohol by tento vyraz
pre neparne n nadobidat podstatne odlisné hodnoty ako pre parne n, a teda by sa v ne-
konecne neblizil iba k jednej konkrétnej hodnote, ¢fm by jeho limita nemohla existovat.
Vzhladom na nezdpornost jednotlivych A; a ich nerasticost viak mozeme ocakavat,
7Ze pokial sa tento vyraz limitne k niecomu blizi, bude to nejaké jedno nezdporné éislo.
Dany vyraz tak vieme z oboch strdn ohrani¢it jednoduchsimi vyrazmi. Pokial tieto
budi mat kone¢né limity, ktoré budu zhodné, pouzitim ,sendvicového* pravidla [17,
str. 53, Lemma 2.2.1] bude existovat aj limita nasho vyrazu a bude rovné prdve hod-
note limit ohranic¢ujucich vyrazov. Prejdeme teda uz k samotnému rieseniu tlohy. Jed-
notlivé ohranicenia dostaneme nasledovne: ked'ze ¢islo A; je (zo zadania) najvicsie a
nezaporné, sucet A¢ + AL + ... + A} bude urcite mensi ako sucet A} + A} + ... + AT.

Na druhej strane, ak k A7 pripocitame Tubovolné nezaporné ¢islo, nemozeme dostat

11



mensi vysledok. Teda nas stcet vieme ohranicit nasledovne:

AP < AT+ AT + .+ A} < kAT

Nerovnosti ostant zachované aj po umocneni na %, pretoze n > 0:

Ay = (AT)s < (AT + AT 4 .+ AT < (KAT)w = kn A,.

Exponenty n a % sa vykratia, ¢im v pripade dolného ohranic¢enia limitujeme uz iba

konstantu A; nezavisli od n. Pri hornom ohraniceni sice exponent % ostane pri ¢isle k,
o L . .. , 1 N .
limitovanim vsak prejde do nuly, ¢im sa z vyrazu k=» stane 1. Obe ohranic¢enia teda majui
konec¢né limity rovné A;. Z toho dostavame, ze aj limita povodného vyrazu existuje a

je rovna Aj:

Ay = lim (A7) < lim (A7 + AD + ... + AD)w < lim (kA?)w = A;.
n—oo n—o0

n—o0

Notoricky znamym pojmom, s ktorym sa stretne kazdy clovek, ktory sa ¢o len trochu
viac venuje matematike, si integraly. Pochopitelne, tdto matematickd trieda mé svoje

zastipenie aj na skuskach v Berkeley. V jednom takom priklade mali studenti vypocitat

o0 logx
0 z2+4a?

dx, pricom a > 0 mali povazovat za konstantu [27, str. 21, Problem 1.5.23].

Zhodou okolnosti, presne tento priklad bol minuly rok dany na rieSenie v talianskom
casopise Archimede, ale pre blizsie nespecifikované a. Viaceri riesitelia pri jeho vypocte
pouzili komplexni analyzu [24]. RieSenie v komplexnom tvare nam pontikne napriklad
aj Wolfram Alpha. Komplexnym ¢islam sa vSak pri rieSeni tohto integralu pre a > 0
vieme tplne vyhnut.

Sikovnym postupom, v tomto pripade, je zavedenie substitiicie premennych z = 4

12



ktorou dostaneme nasledovné:

] > log% 1 [ log*%
/ 2Og$2dx — / %%dt — _/ g tzdt
0 T24a o (9P +a?t a o 1+t
1 < dt 1 [* logt
= Oga/ dt——/ 8t
a J, 1+t a o 1412

log a o
= larctant];” — J

a
mloga
- I
2a
Na integral % OOO i(ft; ktory sme oznacili ako J, pouzijeme podobnu substiticiu t = %:

1 [ logt 1 [~ logt 1 1 [~ logt
J = —/ o8 dt:—/ gsl.—ds:—/ S5 ds
af, 1+t aly 145 alt, 1+s?

1 [ log1 1 [ 1
- —/ o8 ds——/ 985 Js=0—J.
afo 1+ s? al, 14 s?

Dostali sme J = —J, takze J = 0 a dany integrél sa rovna

mloga

2a

Na rozdiel od integralov, uz nie tak znamym pojmom st kongruencie. Tych sa tykala,
napriklad, takato uloha: Ur¢ posledni cifru éisla 23232323 v desiatkovej ststave [27, str.
120, Problem 6.13.18].

Poslednii cifru lubovolného éisla vieme dostat ako zvySok po deleni desiatimi, pretoze
mozné zvysky zahfniaji vietky ¢islice od 0 po 9. Vztah medzi ¢islami a ich zvyskami po
deleni nejakym ¢islom zachytava relacia kongruencie. Celé ¢isla a a b su kongruentné
modulo m, piseme a = b (mod m), pokial a — b je bezo zvysku delitelné ¢islom m [11,
str. 71, Definition]. Inak povedané, dve ¢isla st kongruentné modulo m, ak po deleni
nim davaju rovnaky zvysok. Je teda zrejmé, ze 23 = 3 (mod 10).

Kongruencia modulo m je reldciou ekvivalencie, ¢ize pre véetky a, b, ¢, m € Z, podla

13



[11, str. 74, Proposition 3], plati:

o reflexivnost:  a = a (mod m)
e symetria: a=b(modm) = b=a (modm)

e tranzitivnost: @ =0 (modm) A b=c(modm) = a=c(modm).

Dalsie vlastnosti kongruencii z [11, str. 74, Proposition 4], ktoré vyuzijeme, platia

pre kazdé a,b,c,d, k,m € Z:
1. Ak a = b (mod m), potom ka = kb (mod m).

2. Ak a = b (mod m) a ¢ = d (mod m), potom a + ¢ = b+ d (mod m) a ac =
bd (mod m).

Z druhej vlastnosti dostdvame 9328 — 329%™ (mod 10). Podla definicie teda po-
staci najst zvysok 3%° (mod 10).

V d'alsom kroku vyuZzijeme Eulerovu vetu, ktord hovori, ze ak m je kladné celé ¢&islo
a a je nestdelitelné s m, potom a®™ =1 (mod m) [11, str. 179, Theorem 6]. Funkcia
¢(m) je pritom Eulerova ¢-funkcia, uréujiica pre vsetky celé ¢isla m > 2 pocet kladnych
celych ¢isel mensich ako m a nesidelitelnych s m [11, str. 111, Definition]. V nasom

pripade ¢(10) = 4 a podla Eulerovej vety:
3" = 3° (mod 10), (1)

respektive

3"7° =1 (mod 10),

ak r — s = ¢(10) = 4, teda:
r—s=0 (mod 4),

r=s (mod 4). (2)

od 32" (mod 10) tak prejdeme k 23%%” (mod 4). Vieme, ze 23 = 3 (mod 4), z
c¢oho taktiez 23%”° = 3% (mod 4). Hladdme teda zvysok 32" (mod 4), pricom 3 =

14



—1 (mod 4), takze 3%” = (=1)%” (mod 4). Vyraz (—1)*** je vsak bez ohladu na mo-
dulo rovny —1, lebo 23?3 je neparne. Zo symetrie aplikovanej na 3 = —1 (mod 4) je vsak
—1 = 3 (mod 4), takze vyuzitim tranzitivnosti dostaneme 3%* = —1 = 3 (mod 4).
Teda 232" = 3 (mod 4) a spitnym prechodom od vzfahu (2) k (1) dostaneme 322" =
3% (mod 10). Kedze 3* = 27, mdme 3*> = 7 (mod 10) a opét z tranzitivnosti potom
32

3% 7 (mod 10), a teda poslednou cifrou je ¢islica 7.

Zopér tloh sa zaddvatelia skuisok pokusili tematicky previazat s univerzitnou bu-
dovou Evans Hall, v ktorej je ststredend vyucéba matematiky a ckonémie. Studenti
pisuci skisku si mali predstavit, Ze ked v Evans Hall rozloZia na stole mapu Kalifornie,
tak prave jeden bod na nej sa bude nachddzat presne nad miestom, ktoré oznacuje. A
tento fakt mali za tilohu dokdzat [27, str. 61, Problem 4.3.1]. Zadanie je velmi dobre
predstavitelnou aplikdciou vety o pevnom bode [1, str. 178, Theorem 4.1.5]. T4 tvrdj,
ze, za urcitych podmienok, pre nejaké zobrazenie ¢ existuje prave jeden bod, pre ktory
o(z) = z. Teda x je tzv. pevny bod tohto zobrazenia, pretoze je nim zobrazeny sdm
na seba. Predpokladom pre existenciu tohto bodu je kontraktivnost daného zobrazenia
¢ : X — X, pricom X je uplny normovany priestor. Normovanym priestorom podla
[1, str. 10, Definition 1.2.3] nazveme vektorovy priestor X, ak kazdému vektoru x € X
vieme priradit redlne ¢&fslo ||z]|, nazyvané norma, predstavujice dizku vektora z, také,

ze:

e |[z]| >0, pricom |z|| =0< 2 =0
o |laz|=lal-[lz], acR
e |lz+y| < |zl + |lyll, pre Tubovolné =,y € X.

V nasej tilohe sa bod zobrazeny sdm na seba bude urcite nachadzat na povrchu stola,
na ktorom je mapa polozena. Teda pre nase zobrazenie za priestor X zvolime plochu
stola, ktora je ur¢ite podmnozinou R2. Z [1, str. 12, Examples 1.2.8] vieme, ze kazdy
priestor R¥ je normovanym priestorom. Potrebujeme ukazat aj 7Ze dany priestor je
Uplny, ¢ize taky, v ktorom kazdd Cauchyho postupnost konverguje [1, str. 18]. Podla
[1, str. 17, Observation] viak v R* konverguji iba Cauchyho postupnosti. Takze R* je
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Uplnym normovanym priestorom, a rovnako tak kazdy jeho uzavrety podpriestor [1,
str. 18, Theorem 1.2.39]. Uzavretost plochy stola vzhladom na R? je zrejma4, teda je
dplnym normovanym priestorom. Este si potrebujeme rozmysliet, Ze zadané zobrazenie
je naozaj z X — X. Staci si vSak uvedomit, Ze tu ide o zobrazenie plochy stola do
nej samej a nie do mapy, ako by sa mohlo zdat. Obrazy bodov z celého povrchu stola
sa sfce budu vsetky nachédzat iba na malej ploche (pri danom zmensen{ to bude iba
jedna bodka na mape), pre nas je vsak podstatné, nad akym konkrétnym miestom z
plochy celého stola to bude. Cize zobrazenie priradi kazdému bodu z plochy stola iba
nejaké iné miesto na stole, a teda tento predpoklad méZeme povazovat za splneny.
Dalej potrebujeme overit kontraktivnost. Podla [1, str. 176], zobrazenie ¢ : X — X
na normovanom priestore X s normou || - || je kontraktivne, ak existuje reédlne ¢islo

0 < ¢ < 1 také, ze pre vsetky z,y € X plati:

le(z) =)l < c- o —yll (3)

Samotnd vzdialenost bodov na mape je, prirodzene, mensia ako ich vzdialenost v
skutocnosti. Této nerovnost ostane zachovand pre c¢ vicsie ako prevratend hodnota
mierky mapy.

Predpoklady tvrdenia spfﬁame, pevny bod teda existuje, a to prave jeden.

Napriek zakomponovavaniu do prikladov sa Evans Hall netes{ velkej oblube. Z prak-
tického hladiska za to ¢iastoéne moze nizky pocet okien v mnohych uc¢ebniach. Nedos-
tatok slne¢ného svetla vyvoldva ponuri atmosféru. Z ¢isto estetického hladiska studenti
pokladaji budovu dokonca za jednu z najskaredsich. Popri mnohych historickych skvos-
toch kampusu univerzity moze Evans Hall naozaj posobit nevkusne. Avsak, na rozdiel
od vi#csiny tychto historickych budov, mé jednu prakticki vyhodu - vytah. I ked aj
voCi nemu maju Studenti vyhrady. Na blogu studentského casopisu The Daily Califor-
nian bol zverejneny ¢ldnok s ndzvom & wvect, ktoré moézes robit, kym éakds na vitah
v Evans Hall [4]. Pri tolkej popularite tohto vytahu je pochopitelné, ze zaddvatelia
skiisok sa rozhodli venovat mu jednu z tloh. Studenti tak mali dokédzat, ze ak sa vo
vytahu v Evans Hall spolu vezie sest 0osob, potom bud aspon traja z tychto Iudi sa

navzajom poznaji, alebo st medzi nimi aspoii traja Iudia, ktori sa medzi sebou ne-
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poznaju [27, str. 118, Problem 6.13.1]. Povedzme, Ze ti Siesti ludia vo vytahu st Anna,
Berta, Cecilia, Dana, Ema a Fero. Vyberieme z nich jedného, napriklad Fera. Dievcata
tak mozeme rozdelit do dvoch skupin: X (Ferove zndme) a Y (ostatné). Existuje tzv.
Dirichletov princip, nazyvany aj zasuvkovy, ktory hovori, ze ak je viac ako n predmetov
rozdelenych do n skupin, potom niektora skupina obsahuje minimalne dva predmety
[7, str. 5].

Podla tohto principu mé jedna zo skupin dievéat miniméalne troch ¢lenov. Povedzme,
7e je to skupina X, teda napriklad {Anna, Berta, Cecilia} C X. Pokial sa tieto tri
medzi sebou navzdjom nepoznajui, tvrdenie je dokdzané. Ak sa poznaju aspon dve z
nich, napriklad Anna a Berta, potom spolu s Ferom tvoria trojicu znamych. Nazorne
to vieme ilustrovat na Obr. 1. Plné ¢iary spdjaji osoby, ktoré sa navzdjom poznaju.

Osoby spojené prerusovanou c¢iarou sa nepoznaju.

LS
+

- *-- [ROp R ——
L%

Obr. 2: Situdcie vo vytahu ak Fero nepoznd Annu, Bertu a Ceciliu
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Ak by skupinou s minimdlne tromi ¢lenmi bol Y, postupovalo by sa podobne. Pokial
sa aspon dve dievcatd v tejto skupine navzajom nepoznaju, spolu s Ferom tvoria trojicu
nezndmych. Ostatnd moznost, Ze sa budu aspon tri dievéatd z Y poznat, opit vedie k

rieseniu.
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2 Petrohrad

Petrohrad bol hlavnym mesto Ruskej riSe po dobu takmer dvesto rokov. Dodnes je
stelesnenim pychy a slavy carskeho Ruska.

Bol zaloZeny v roku 1703. Cér Peter Velky sa ho rozhodol vybudovat v mocariste;
oblasti, ktora posobila, Zze je neustale zahalend v hmle. Pri vytvarani dizajnu mesta
bolo rozhodujice rozdelenie stuse liniami rieky Nevy a jej kandlmi. Doraz sa pritom
nekladol na osadenie samostatnych budov, ale na tvorbu celych panoram. Pozoruhod-
nost Petrohradu tak tkvie v jeho domyselnom rovrhnuti.

Jedine¢nost mesta spoc¢iva aj v jeho polohe. Nachidza sa na okraji obrovského
ruského teritéria, a preto je ,,oknom do Eurépy“. Mnoho eurépskych ucéencov bolo,
kratko po jeho vzniku, pozvanych do Petrohradu, aby tu, v ¢asoch, kedy v Rusku iba
vznikali prvé gkoly, mohla byt zalozend Ruskd akadémia vied. Taktiez do tohto mesta
boli pozvani viaceri eurépski umelci. Skibenfm ruskych tradicii a eurépskeho vplyvu

vznikol tUplne novy fenomén - kultira Petrohradu [23].

2.1 Euler a mosty Koénigsbergu

Vyse tridsat rokov svojho Zivota v tomto meste prezil, jeden z najvyznamnejsich ma-
tematikov v histérii Tudstva, Leonhard Euler. Pdsobil tu na Ruskej akadémii vied a
v ¢ase svojho posobenia v tomto meste, okrem iného, vyriesil aj historicky vyznamny
problém o konigsbergskych mostoch, ¢o sa stalo prelomovym v discipline tedrie gra-
fov. Ako uvadza The Euler Archive, Euler svoje vysledky v roku 1735 odprezentoval
akadémii [26] a jeho riesenie bolo uverejnené v Commentarii academiae scientiarum
Petropolitanae, prvom z ¢asopisov publikovanych akadémiou [8]. Eulerov latinsky ori-
gindl [9] bol do angli¢tiny prelozeny niekolkokrat, na stranke [26] st spomenuté dva z

nich. My budeme vychddzat z prekladu v ¢lanku [20].

Rieka Pregel v pruskom meste Konigsberg, dnesna Pregola v Kaliningrade v Rusku,
oddeluje od pevniny dva ostrovy. V 18. storo¢i boli tieto ostrovy prepojené s pevni-
nou a navzajom medzi sebou dokopy siedmimi mostmi. Otézka znela, ¢i si clovek vie

naplanovat prechddzku mestom tak, aby presiel po kazdom z mostov prave jedenkrat.
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Obr. 3: Eulerov nicrt mostov v Konigsbergu [9]

Eulerovo riesenie tohto problému je dnes uvedené v takmer kazdej ucebnici teodrie
grafov ¢i diskrétnej matematiky. Vacsinou sa uvadza v sicasnej terminoldgii tedrie
grafov, kde je zopar javov pomenovanych préave po priekopnikovi tejto matematic-
kej disipliny. Jedno takéto riesenie preberieme z [28]. Najprv nds vSak bude zaujimat
povodné riesenie, v ktorom si autor musel vystacit s jednoduchsim nézvoslovim.

Euler jednotlivé ¢asti mesta oznaéil velkymi pismenami A, B, C, D a mosty malymi
a,b,c,d,e, f,g (Obr. 3). Prechod z miesta A do miesta B oznacil ako AB, pricom
nezalezalo na tom, ktory z mostov na tito trasu vyuzil. Cestu cez jednotlivé mosty tak
zapisoval iba ako postupnost velkych pismen, napriklad ABDC zodpovedalo prechodu
cez tri mosty. Pre vyskyt jednotlivych pismen v postupnosti odvodil vseobecné pravidla.

Keby do niektorej ¢asti mesta H viedli iba dva mosty, v danej postupnosti by sa toto
pismeno vyskytlo minimalne raz (jednym mostom tam ¢lovek pride, druhym odide).
Pokial by sme v tejto ¢asti mesta zac¢inali nasu trasu, tak sa vo vyslednej postupnosti
objavi dvakrat - na zaciatku a na konci. Vo vSeobecnosti, ak je po¢et mostov, veducich
do oblasti H, parny, moézu nastat dve situdcie. Pokial neza¢iname v tejto oblasti, vyskyt
pismena H v postupnosti bude o polovicu mensi ako je pocet mostov, ktoré vedi do
tejto oblasti. V pripade, 7ze v H za¢iname, bude pocetnost vyskytu v postupnosti o
jedna vécsia ako polovica poc¢tu mostov.

Ak by mosty boli tri, napriklad ako pre oblast C' z obréazka, tak sa tdto v postupnosti

nutne bude musiet objavif dvakrat. Regién A s piatimi mostami sa v postupnosti
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urcite vyskytne trikrat. VSeobecne, ak pocet mostov vedicich do oblasti je neparny,
pri¢citame k nemu jednotku a nésledne predelime dvomi, ¢im dostaneme kolkokrat sa
v postupnosti dané oblast objavi.

Pocet pismen v postupnosti, ked'ze ich dvojice predstavuji prechody cez mosty, vsak
moze byt najviac o jedna vicsi ako pocet mostov. Teda pokial sicet nutnych vyskytov
jednotlivych pismen v tejto postupnosti bude vacsi ako sticet mostov zvacseny o jedna,

niektorym mostom bude treba prejst viackrat, ¢ize nebude existovat pozadované riesenie.

Na zéklade tychto tivah Euler vymyslel schému na uréenie, ¢ v ITubovolnom danom
systéme riek a mostov je mozné prejst kazdym mostom prave raz. Postup je podla
neho nasledovny: Najprv oznac¢ime jednotlivé vodou oddelené regiony ako A, B,C,
atd. Dalej, pocet mostov zvicsime o jedna a toto ¢islo zapiseme na vrch papiera.
Ako treti krok vytvorime tabulku, ktord bude mat v prvom stipci pod sebou oznacenia
jednotlivych regiénov A, B, C'... a v druhom stfpci k nim zodpovedajice pocty mostov,
ktoré do nich vedd. Dalej, pismend s parnym poctom mostov oznacéime hviezdickou.
Potom do tretieho stfpca ku kazdému parnemu poc¢tu mostov napiseme polovicu tohto
poctu a ku kazdému neparnemu napiSeme polovicu zo suctu jednotky a prislusného
poctu mostov. Na zaver s¢itame cisla v poslednom stfpci. Pokial je vysledny sicet rovny
¢islu na vrchu papiera, tak pozadovana trasa bude existovat, pricom musi zac¢inat v
regiéne bez hviezdicky. Rovnako bude trasa existovat aj pokial vysledny sucet bude o
jedna mensi ako ¢islo na vrchu papiera, ¢o zodpoveda poctu mostov. V tomto pripade
vsak musime zac¢inat v niektorom z regiénov oznacenych hviezdickou, ¢ize s parnym
poctom mostov.

V Konigsbergu je 7 mostov, ¢ize tuto ulohu prevedieme na néajdenie postupnosti 8
pismen. Do oblasti A vedie pit mostov, takze v danej postupnosti sa toto pismeno
vyskytne trikrat. Mestské casti B, C, D su kazda spojena s okolim tromi mostmi, teda
ich pocetnost v postupnosti bude dva. Po s¢itani poéetnosti nutnych vyskytov jednot-
livych pismen vidiet, Ze z nich nie je mozné utvorit chcenti postupnost. Schematicky

toto rieSenie vieme zapisat do nasledovnej tabulky:
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Tabulka 1: Eulerova schéma pre kinigsbergské mosty [9, str. 136]

Tabulka, ktort vytvoril, je relativne prehladnd a zvoleny postup sa d& povazovat
za efektivny. Vo svojej praci vSak Euler uviedol este jednoduchsie riesenie. Vsimol si,
ze sucet cisel v druhom stfpci je nevyhnutne dvojnasobkom realneho poc¢tu mostov. Je
to tak preto, lebo mosty, vediice do jednotlivych casti mesta, si v tabulke zardtané
dvakrat - raz pre kazdu z dvoch oblasti, ktoré spajaju. Z toho vyplyva, ze siucet druhého
Stipca bude urcite parne ¢islo. Preto ak je pri niektorom regione neparny pocet mostov,
takychto regiénov sa v tabulke urcite bude nachdadzat parny pocet.

V zavislosti od poctu casti mesta, do ktorych vedie neparny pocet mostov, potom
mozu nastat nasledujice pripady pre sicet tretieho stipca.

Ak sa v systéme nenachddza ziadna takato oblast, teda vsetky ¢&fsla v druhom stfpci
tabulky si parne, a teda v tretom stfpci su zapisané ich polovice, stcet tretieho stfpca
bude o jedna mensi ako ¢islo na vrchu papiera. V takomto pripade bude vzdy existovat
trasa prechédzajica vietkymi mostami, nech uz zacneme v ktorejkolvek ¢asti mesta.

Ak su prave dve z ¢isel v druhom stfpci neparne a ostatné parne, pozadovanu trasu
vieme dostat, ked zacneme v niektorej z oblast{ s neparnym poc¢tom mostov. V treftom
stipci su pri parnych cislach zapisané ich polovice a pri neparnych ich polovice po
priratani jednotky, ako sme zdovodnili vyssie. Kedze stcet &fsel v druhom stfpci je
dvojnédsobkom poctu mostov, je zrejmé, ze ak tento siucet zvacsime o dva a nésledne
vydelime dvomi, dostaneme ¢islo o jedna vécsie ako pocet mostov. Presne takymito
operaciami vS8ak, v pripade dvoch neparnych oblasti, dostaneme stcet tretieho Stipca,
ktory tak bude rovny ¢islu na vrchu papiera.

Pokial by neparnych dvojic v druhom stfpci bolo viac, o¢ividne, sucet tretieho stipca
by bol vacsi ako ¢islo na vrchu papiera, takze pozadovani cesta by neexistovala.

Definitivne teda, podla Eulera, na urcenie, ¢ v lubovolnej kombinécii riek a mostov

je mozné prejst po kazdom moste prave raz, je najjednoduchsie pouZzit nasledujice
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pravidla: Ak do viacerych ako dvoch casti mesta vedie neparny pocet mostov, nie
je mozné najst cesticku vyhovujicu zadanym podmienkam. Ak vSak neparny pocet
mostov vedie prave do dvoch regiénov, cesticku vieme dostat tak, Ze zacneme v jednom
z nich. Pokial do vsetkych oblasti vedie parny pocet mostov, cesticka bude existovat

bez ohladu na miesto, v ktorom bude zaéinat.

V reci dnesnej terminolégie tilohu o mostoch ¢asto interpretuju, napriklad ako v [28,
str. 15-16], nasledovne: Graf na Obr. 4 zndzornuje zadanu situdciu, pricom uzly grafu
predstavuju jednotlivé ¢asti mesta Konigsberg a hrany zodpovedaji siedmim mostom.
Ulohou je prejst po kazdej hrane grafu prave raz, teda néjst tzv. eulerovsky tah. Ten
neexistuje, pokial si v grafe viac ako dva uzly neparneho stupia. Stupeii uzla je pritom
dany poctom hran, ktoré su s nim incidentné, teda don vedu. Ak si v grafe prave dva
uzly neparneho stupiia, existuje otvoreny eulerovsky tah zaéinajici v jednom z tychto
uzlov a konéiaci v druhom. Specidlne, ak st vietky uzly parneho stupiia, potom existuje

uzavrety eulerovsky fah, zacinajici a konéiaci v tom istom uzle.

Obr. 4: Grafické znazornenie situacie v Kénigsbergu

2.2 Ako ustrazit galériu

V Petrohrade sa nachadza jedno z najvécsich a najznamejsich muzei na svete - Er-
mitaz. Pozostava z mnohych paldcovych budov, tiahnucich sa asi kilometer pozdfi rieky
Nevy, ktoré su uz samé o sebe skvostmi. V 400 salach je vystavenych vyse 3 miliénov
exponatov - obrazov, soch, uzitkového umenia, archeologickych artefaktov, numizma-
tickych objektov - od antickych zbierok (patria k najlepsim mimo Grécka a Talian-
ska), cez zbierky stredovekého Orientu (patria k najlepsim svojho druhu na svete), po
zbierky zédpadoeurépskeho umenia (prakticky vsetky eurdpske skoly st tu zastipené

dielami svojich vyznamnych predstavitelov). Ermitdz sa méze pysit napriklad dielami
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Raffaela, Canovy, Tiziana, Picassa, Rodina, 22 platnami Rubensa ¢i kolekciou 27 Rem-

brandtovych obrazov [2].

S muzeom, respektive galériou, sa spdja problém, ktory v roku 1973 na konferencii v
Stanforde potom, ¢o Vaclav Chvatal vyslovil poziadavku, aby mu zadali nejaki geomet-
ricky zaujimavi tlohu, pohotovo vymyslel Victor Klee [22, str. 1], uzndvany matema-
tik a dlhorocny profesor na University of Washington. Problém spoc¢iva v urceni po-
stacujiceho poctu straznikov miestnosti galérie s n stenami. Kazdu ¢ast miestnosti pri-
tom musi mat v dohlade aspon jeden strdznik. Ak straznici stoja na fixnych pozicidch,
ale mozu sa otacat, najmenej kolko straznikov je potrebnych?

Steny miestnosti, pokial nie je ovdlna, vytvdraji nejaky mnohouholnik s n stranami.
Pokial je tento mnohouholnik konvexny, na ustraZenie miestnosti bude stacit jeden
straznik. Dokonca moze staf na Iubovolnom mieste v strdZenej miestnosti. V realite

viak steny mizea mozu mat tvar uplne lubovolného uzavretého mnohouholnika.

Obr. 5: Specidlne pripady tvarov mizea

momentalne emeritny profesor Concordia University v Montreale, v tvrdeni zndmom
ako ,Art gallery theorem®. Na ustrazenie kazdej miestnosti tvaru mnohouholnika s n
stenami podla neho vzdy staci | §] strdznikov [22, str. 9, THEOREM 1.1]. V tvrden tiez
uvadza, Ze tento pocet nemusi byt vidy nevyhnutny. Tak4 situdcia nastdva, napriklad,
ked je mnohouholnik konvexny a staéi iba jeden straznik, bez ohladu na pocet vrcholov
(Obr. 5 vlavo). Naopak, s aj situdcie, kedy je tento pocet straznikov nevyhnutny (Obr.

5 vpravo). Chvatalovo riesenie bolo publikované v roku 1975 v Journal of Combinatorial
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Theory [12] spolu s dokazom, ktorého uvedieme iba hlavné myslienky. O tri roky neskor

bol totiz v tom istom ¢asopise publikovany iny dokaz, ktory zaberal iba jednu stranu.

Chvatal zacal dokaz platnosti svojho tvrdenia triangulaciou, teda rozdelenim daného
mnohouholnika na koneény pocet trojuholnikov kreslenim nepretinajicich sa uhlop-
riecok v jeho vnutri. Nie je tplne zrejmé, Ze toto sa da vidy spravit bez pridania
dalsieho vrcholu. Keby sme trianguldciu cheeli zovseobecnit, tak uz v trojrozmernom
pripade by sme narazili na problém. Pokial sa v§ak zaoberdme rovinnymi itvarmi, tak
podla [22, str. 12, THEOREM 1.2] mnohouholnik s n vrcholmi vieme rozdelit na n — 2
trojuholnikov tym, ze do neho pridame n—3 vnutornych uhlopriecok. Tymto rozdelenim
vznikne niekolko skupin trojuholnikov, ktoré maji nejaky jeden vrchol spoloény. Zo-
skupenia trojuholnikov okolo spolo¢ného vrchola mozu tvarom pripominat vejar (angl.

fan), a tak ich aj Chvétal nazval.

Obr. 6: Dve z moznych triangulédcii 12-uholnika s prislusSnymi vejarmi

Cielom Chvéatalovho dokazu bolo indukciou ukdzat platnost tvrdenia, Ze kazdu trian-
guldciu n-uholnika vieme rozdelit na g vejérov, kde g < |%] [22, str. 6]. Pre n-uholnik
sn = 3,4 alebo 5, kazdd mozna triangulacia spiﬁa definiciu vejéara, teda plati indukény
predpoklad. Pre n > 6, Chvatal najprv poodeloval ¢asti triangulovanej oblasti, na
ktorych aplikoval indukény predpoklad. Vyuzil pritom svoje dalsie pozorovanie, Ze v
kazdom mnohouholniku s poc¢tom vrcholov n > 6 existuje uhlopriecka, ktora odtina

presne 4, 5 alebo 6 hrédn tohto mnohouholnika [22, str. 7, LEMMA 1.1]. Nésledne
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oddelené ¢asti opit pripojil, ¢fm dostal platnost overovaného tvrdenia.
Straznikov potom stacilo postavit do vrcholov tychto vejarov. Kazdy straznik vidi
vsetky trojuholniky vo svojom vejari, a kedze vejérov je g < | %], tak | %] straznikov

bude urécite stacit na pokrytie celej miestnosti.

Ako sme uz spomenuli, tri roky po vyjdeni Chvatalovho ¢lanku bol v tom istom
¢asopise publikovany jednoduchsi sposob, ako sa presvedcit, Ze toto tvrdenie plati. Vy-
myslel ho Steve Fisk, ktory vtedy posobil na Bowdoin College [10]. Na zaciatku tiez
pouzil trianguldciu. V d'alsom kroku zafarbil vrcholy trojuholnikov tromi farbami tak,
ze ziadne dva susedné vrcholy neboli rovnakej farby. Teda kazdy trojuholnik mal kazdy
vrchol inej farby. Ze takéto trojfarbenie je vidy mozné, vidief z indukcie. Pre n = 3
to plati. Potom, pre n > 3, ak zvolime Iubovolné dva vrcholy u a v, ktoré st spo-
jené uhloprieckou, tato uhlopriecka bude rozdelovat graf na dva mensie triangulované
itvary, oba obsahujice hranu uv. Indukciou vieme zafarbit kazdu z tychto dvoch casti
farbami 1,2, 3, pricom v oboch pripadoch moézeme zvolit farbu 1 pre u a farbu 2 pre
v. Ked potom tieto ¢asti opiit spojime hranou wwv, dostaneme povodny graf zafarbeny

tromi farbami presne podla poziadaviek.

Obr. 7: Fiskova metéda uréenie poctu straznikov

Na zéaver si staci uvedomit, Ze kazd4 zo zvolenych troch farieb moze byt pouzitd
nanajvys v tretine zafarbenych vrcholov. Povedzme, ze a, b, ¢ je pocet vrcholov jednot-

livych farieb a ze plati a < b < ¢. Celkovy pocet vrcholov je n, ¢ize a+b+c = n. Ak by
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bolo a > %, potom by sucet vsetkych troch farieb bol véicsi ako n. Preto urcite a < £,
a ked'ze to musi byt celé éislo, tak a < [%]. Kazdy z trojuholnikov obsahuje vrchol
tejto farby, takze ak straznikov postavime do tychto vrcholov, kazdy trojuholnik bude
niekym strazeny, a teda aj celé mizeum.

Prakticka aplikaciu Fiskovej myslienky vidno na Obr. 7. V pripade 12-uholnika je
jedno, ktorej farby vrcholy zvolime, pri pouziti tejto metédy budeme vzdy potrebo-
vat aspon Styroch stréznikov. Mozeme vsak vidiet, Ze na ustrdZenie tohto priestoru
by stacili aj iba traja ludia, ktorych by sme postavili napriklad do ¢ervenych vrcho-
lov s vynimkou pravého horného. Pri 9-uholniku efektivne zvolime farbu s najmensou
pocetnostou, mozeme si vybrat ¢ straznikov postavime do modrych alebo zelenych
vrcholov. Z bezpeénostného hladiska by sme asi volili zelené, ked'ze z tych je vidiet celé

muzeum takmer bez nutnosti otdcania sa.

Rokmi sa vyvinuli rozne obmeny tohto problému. Niektoré su uz vyrieSené, niektoré
na svoje rieSenie este cakaju. Jedna zo sérii tychto preformulovanych tloh je zalozend na
roznom umiestneni straznikov. Napriklad, aké bude situdcia, pokial straznici nebudi
stat vo vrcholoch, ale na hranéch alebo uhloprieckach mnohouholnika a budi sa moct
pozdiz nich pohybovaf [22, Chapter 3]?

Dalsia skupina tloh vznikla ivahami o tvare muzea. Jednym z moznych pripadov je
ortogondlne miuzeum [22, Chapter 2|, teda také, ktorého vsetky vntitorné uhly si bud
90° alebo 270° (Obr. 8). Ak v takomto mizeu umiestnime straznikov do rohov, bude

ich stacit [%] [22, str. 46, THEOREM 2.2].

Obr. 8: Ortogonalny mnohouholnik
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Zlozitejst pripad nastane, ak mnohouholnik bude obsahovat diery [22, Chapter 5] -
tieto typy uloh vychadzaju zo skutocnosti, ze v muzeach si predmety casto vystavené
aj v strede miestnosti a cez ne straznik nevidi.

7 d'alsich modifikécii je zaujimav4 napriklad tloha o ,strdzenych straznikoch®. Ok-
rem dohladu nad celou miestnotou treba, v tomto pripade, zobrat do tivahy, Ze kazdy

strdznik musi byt v zornom poli aspon jedného d'alsieho straznika [18].
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3 Angelov vodopad

Najvyssi vodopad na svete, obcas mylne pokladany za anjelsky [5], objavil v roku
1935 byvaly americky vojnovy pilot Jimmy Angel, podla ktorého bol pomenovany.
Padajica voda prekonava vysku 979 metrov, ¢o je priblizne osemndstkrat viac ako
vyska Niagarskych vodopadov. Prid vody vsak nie je staly - zatial ¢o v dazdivych
obdobiach voda zaplavuje aj dazdovy les pod vodopaddom, v ¢asoch sucha sa jej velkd
cast vypari este pocas pddu. Vtedy je mozné vidiet obrovsky skalny amfitedter, ktory
dopadajica voda rokmi vymlela [6, str. 366-367].

Najjednoduchsi sposob, ako sa k vodopadu da dostat, je letecky. Vyhliadkové lety
patria k najzaujimavejsim atrakciam pre turistov. Z lietadla, ktoré sa takmer na dosah
priblizi ku gigantickej skalnej stene, musi byt pozorovanie vodopddu ohurujicim (aj
ohlusujicim) zazitkom.

S lietadlom sa spdja jeden matematicky problém z kategérie tzv. matematickych
puzzle. Publikovany bol v knihe [14] spolu s d'alsimi otdzkami z pracovnych pohovo-
rov na City of London a Wall Street. Mnohi Iudia by pravdepodobne na pracovnhom
pohovore neocakavali zrovna takéto typy otazok. V tychto sférach st vSak netradicné
otazky na pohovoroch celkom c¢asté, vratane matematickych.

Zadanie tlohy o lietadle znie takto: V zdstupe ¢aka 100 Iudi, ktori po jednom na-
stupujui do lietadla so 100 sedadlami. Prvy clovek v zastupe je vSak starsia osoba s
horsim zrakom (ind formuldcia uvadza, ze stratila svoj palubny listok), takze, namiesto
hladania svojho miesta, si sadne na lubovolné sedadlo. Ostatni si potom bud sadnt na
svoje miesto, alebo ak je obsadené, na hociktoré iné volné. Aké je pravdepodobnost,

ze posledny pasazier bude sediet na svojom mieste [14, str. 91, Question 3.25]?

Odpoved moze byt, na prvy pohlad, prekvapiva. Jedno z jej oddovodneni, ktoré sa
zhoduje s vysvetlenim v [14, str. 115, Solution to Question 3.25|, spolu s moznym
matematickym rieSenim mé na svojej internetovej stranke uverejnené pocitacovy prog-
ramator Lawrence Kesteloot [15]. Je spoluautorom programu, ktory stidio DreamWorks
Animation pouzilo pri tvorbe vyse 30 filmov, a za ktory bol, spolu s ostanymi tvorcami,
oceneny Akadémiou filmovych umeni a vied. Vo volnom ¢ase sa vsak, podla svojich

slov, rad venuje aj zbieraniu a rieSeniu zaujimavejsich matematickych puzzle.
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V priklade o lietadle ako pomocku uvadza rozmyslenie si situécie pre pripad dvoch se-
dadiel a dvoch cestujicich. Ked' si prvy pasazier zvoli niektoré sedadlo, druhy uz nemd
na vyber a pojde na to, ktoré mu ostalo. Teda pravdepodobnost, Ze druhy pasaZier
bude sediet na svojom mieste, zavisi od rozhodnutia prvého pasaziera. Ten mé k dis-
pozicii dve sedadld, z ktorych si vyberd ndhodne, takze kazdé z nich zvoli s 50%-nou
pravdepodobnostou.

Ked prejdeme naspit k 100 sedadldm, prvého cloveka v zastupe nazveme A a po-
sledného Z, stale pojde iba o rozhodovanie medzi ich dvomi sedadlami. Akurat toto
rozhodovanie nemusi padnit na prvého pasaziera, ale na niekoho d’algieho zo zéstupu,
kto bude mat obsadené svoje miesto. Ak uvazujeme iba miesta A a Z, pasazier A si
kazdé z nich vyberie s pravdepodobnostou 3. Pokial si sadne na nejaké iné miesto,
povedzme 13-teho pasaziera, tak cestujici 2 az 12 si sadni na svoje miesta, no a ten
13-ty sa bude rozhodovat medzi miestom A a miestom Z. Ak si sadne na A, po fiom

prichddzajici Tudia budd mat svoje miesta volné, vratane posledného pasaziera. Ak

si sadne na miesto pasaziera Z, tomu ostane sedadlo A. Teda na zaklade rozhodnu-

1

tia 13-teho pasaziera bude sedadlo Z obsadené s pravdepodobnostou 5

. Rozhodujuci
sa pasaZier si, prirodzene, moze sadnit aj na miesto niekoho iného, tym sa vsak iba
oddiali moment rozhodovania. Povedzme, Ze by tak urobil, a rovnako tak kazdy dalsi
cestujuci by si vybral sedadlo niekoho iného, okrem miest A a Z. Pasazierovi 99 by
tak zostali na vyber uz len tieto dve miesta. Cize posledny pasazier Z by mal 50%-nt
Sancu, zZe bude sediet na svojom sedadle, alebo mu ostane miesto pasaziera A.
Matematicky sa na to dd pozriet nasledovne. Ak f(n) predstavuje pravdepodobnost,

ze posledny clovek v lietadle s n sedadlami bude sediet na svojom mieste, moze byt

definovand rekurzivne takto:

f(n)—%-1—1—%-]”(71—1)—1—---—1—%-f(n—l)—i—%-O.

Vyraz % je pravdepodobnost, Ze si prvy pasazier vyberie sedadlo i-te ¢loveka zo zastupu,
pre 1 < i < n. Zakazdym je prenisobend pravdepodobnostou, Ze posledny pasaZier v

takom pripade bude sediet na svojom mieste. Ak si cestujiici A sadne na svoje miesto,

cestujici Z bude urcite tiez sediet na svojom mieste (+ - 1). Pokial A obsadi miesto

Z, ten uz sa na svoje sedadlo nedostane (% -0). V ostatnych pripadoch si A vyberie
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niektoré zo sedadiel pasazierov 2 aZ n— 1. Pravdepodobnost, Ze posledny pasazier bude
sediet na svojom mieste, tak moze ovplyvnit uz iba obsadenost zvysnych n—1 sedadiel,
preto dand pravdepodobnost je f(n — 1). Kedze A si vyberd zo sedadiel 2 az n — 1,

m4 n — 2 moznosti. Pravdepodobnost f(n) m4 teda takyto predpis:

1 1
=1+ (n—2) - f(n—1).
fn) == 14 (n=2) - fn 1)
Vieme, ze f(2) = 3. Dosadenim tejto za f(n — 1):
1 n—-2 1 24n-2 n 1
f)=—t——g=—0 —=5-=3,
vyjde f(n) = 3 pre kazdé n > 1. Teda nech uz je pocet n, cestujicich a sedadiel,

akykolvek, posledny ¢lovek bude sedief na svojom mieste s 50%-nou pravdepodob-

nostou.

Iny pohlad na ttto 1lohu, s drobnou zmenou v zadani, ktord ale nezmenila riesenie,
bol uverejneny v diskusii na Math Stack Exchange [30]. Zmena spociva v tom, ze
vzdy, ked niektory cestujici najde svoje sedadlo obsadené, poprosi o jeho uvolnenie.
Clovek, ktory doteraz sedel na nespravnom mieste, mu miesto uvolni a presadne si
inam. Prvy pasazier sa takto bude prestivat a musiet hladat nové sedadlo, az pokym
sa mu nepodari dostat sa na svoje miesto. Teda ked do lietadla nastipi posledny
cestujuici, prvy pasazier bude sediet bud na svojom mieste alebo na jeho s rovnakou

pravdepodobnostou, ked’Ze si sedadlo vyberal ndhodne.

Dajui sa najst rozne obmeny tejto tilohy. Napriklad v nasledujicom ¢lanku nebola
formulovand ako situécia v lietadle. Hlavnou zmenou vsak bolo, Ze pravdepodobnost,
7e bude sedief na svojom mieste, bolo treba vypoéitat pre kazdého ¢loveka, nie iba pre
posledného. Islo o usadzanie n Studentov v miestnosti s n sedadlami. Prvy si pritom
mohol sadnit hocikam, zatial ¢o ostatni mali fixne pridelené miesta a vybrat si iné
mohli, iba ak bolo ich miesto uz obsadené.

Yared Nigussie, profesor na Columbia University, uviedol vo svojom clanku Finding

your seat versus tossing a coin [21], ze vyslednd pravdepodobnost, ze v poradi j-ty
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n—j+1
n—j+2°

clovek, 2 < j < n, z poc¢tu Tudi n > 2 bude sediet na svojom mieste, je P(n,j) =
Platnost tohto svojho tvrdenia podporil hned dvoma dokazmi.

Prvy z nich je matematickou indukciou. Pre n = 2 tvrdenie oc¢ividne plati, kedzZe
kazdy z dvoch Tudf bude sedief na jednom z dvoch sedadiel s pravdepodobnostou 3.
Dalej, Nigussie oznacil jednotlivych studentov ako A, As, ..., A, a im prislichajice
sedadld ako Si, S, ..., S,. Student A, si vSak vyberie ndhodné miesto, povedzme S,
1 < k < n. Ostatn{ si sadaji v porad{ od studenta A, po A,. Pravdepodobnost P(n, j),
ze Aj sedi na S;, pre j > 2, je potom:

/

1 ak ke{l}u{j+1,7+2,...,n}

P(n,j) =140 ak k=7

Pn—k+1;5—k+1) ak ke{2,3,...,7—1}.

\

V pripade, ked 2 < k < j—1, nie st brané do tivahy sedadld Sy, Ss, . . ., Si, a Studenti
Ay, Ay, ..., Ay, pretoze ti urcite sedia na svojom mieste (A; podla predpokladu sedf
na Si). Tym sa potom, pre kazdé p > k, A, dostane do roly A, (_1) v miestnosti s
n — (k — 1) sedadlami a n — (k — 1) studentmi.

Pravdepodobnost, zZe si A; sadne na Sy, je pre kazdé k € {1,2,...,n} rovna %, takze:

1 7j—1 n
P(n,j):;- <1+ZP(n—k+1;j—k+1)+0+ Z)
k

k=2 =j+1

Kedze P(n—k+1;j—k+1) = Z:ZE:E;:ZE;E = Z:ji;, dosadenim tohto do P(n, j)

a naslednou upravou vyrazov dostavame:

P(n,j) = %-((j—z)%Jrn—jﬂ)
_ 1_((j—Q)'(n—j+1)+("—(j—2))'(n—j+1))
n n—j+2 n—j+2
1 n-(n—j+1)
T on n—j+2
_ n—7+1
 on—j+2

¢im je tvrdenie dokazané.
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Druhy dokaz je kombinatoricky s menej vypoctami. Ked si ide sadnit student A;,
usadeni st uz Studenti Ay, Ag, ..., A,;_, takze obsadené su urcite sedadla Sy, S, ..., 5,1
(d4 sa ukézat indukciou) a este jedno zo zvysnych n — j + 2 sedadiel. Pre kazdé, spo-

medzi tychto n — j + 2, je to v8ak rovnako pravdepodobné. Takze pravdepodobnost,

1 n—jtl
n—j+2 = n—j+2°

7e j-ty €lovek bude mat svoje miesto volné, je P(n,j) =1 —
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4 ,Zahadny* stred

Hrdinovia v knihe hladali stred kruZnice rysovanim na glébuse. Tento postup, podla
vsetkého, pouzil aj samotny Jules Verne. Avsak je zrejmé, ze drobné nepresnosti v
rysovani vedi k niekolkondsobne viésim odchylkam v skutoénosti. Ak by sme pouzivali
glébus s priemerom napriklad 40 cm, uz 1 mm odchylka na nom by v realite znamenala
posun o 32 km. Preto by aj redlna poloha pokladu bola az o 103 kilometrov d’alej, nez
ako sa uvddza v knihe. Této hodnota a d'alsie zaujimavosti boli uverejnené v ¢lanku [31]
spolu s presnym postupom na vypocet stredu kruznice opisanej trojuholniku, ktorého

vrcholy pozname, na povrchu gule. Tento postup aplikujeme na nami vybrané miesta.

Na zaciatok vysvetlime hlavné pojmy a oznacenia, ktoré budeme pouzivat. Vychadzame

pritom z definicii uvedenych v [13].

Zem nemd tvar pravidelnej gule. Jej skutocny tvar je v podstate matematicky nede-
finovatelny. Preto ho velakrat treba nahrddzat tzv. referenénymi geometrickymi plo-
chami. Glébus mozeme povazovat za referenéni gulu, teda za nejaké matematicky
dobre definované teleso, ktoré je pre nase ucely dostatoéne podobné skutoénému tvaru
Zeme. Na urcovanie polohy na referencnej guli sa najcastejsie vyuzivaji zemepisné

(geografické) suradnice - zemepisnd sirka a zemepisnd dlzka.

Zemepisna Sirka () je uhol, ktory vytvara kolmica k dotykovej rovine v danom bode
s rovinou rovnika referenc¢nej gule. Jej hodnota sa meria od rovnika smerom k pdlom a
dosahuje hodnoty od 0° do 90° s kladnym znamienkom pre severni pologulu (severnd
zemepisnd §irka) a so zdpornym pre juzni pologulu (juznd zemepisnd sirka) (Obr. 9).

Zemepisnd dizka () je uhol, ktory vytvara rovina zakladného poludnika s rovinou
miestneho poludnika prechadzajiceho urcovanym bodom. V sticasnosti je za zakladny
poludnik u nas povazovany miestny poludnik hvezdarne Old Royal Observatory v Gre-
enwichi (Londyn), preto sa nazyva greenwichsky. Hodnota zemepisne; diiky je v smere
na vychod v rozmedzi od 0° do 180° s kladnym znamienkom (vychodna zemepisna
dizka) a so zapornym znamienkom v smere na zépad (zdpadnd zemepisna diZka) (Obr.

9).
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Obr. 9: Zemepisna §irka a zemepisnd dizka

V matematike sa na urcovanie polohy bodu v trojrozmernom priestore najcastejsie
pouziva kartezidanska siuradnicova sustava. Pozostava z troch navzajom kolmych siradnicovych
osi x, y, z, ktoré sa pretinaju prave v jednom bode O, ktory nazyvame pociatok
sturadnicovej stustavy. Kazdému bodu M v priestore prisliicha usporiadana trojica hodnot

[z,y, 2], ktord presne urcuje jeho polohu (Obr. 10).

M= (XIVJZ)
[ ]

Obr. 10: Kartezianske suradnice

V pripade gulatych utvarov si vSak zauzivané tzv. sférické stradnice. Stradnicové
osi x, y, z v tomto pripade ostavaji, ale meni sa sposob, akym st ucené jednotlivé body
priestoru. Tym tentoraz prislicha usporiadand trojica [R,0,¢]. R znaci vzdialenost
bodu M od pociatku siuradnicovej sustavy O. Parameter ¢ je uhlom odklonu priamky,

ktora prechadza pociatkom O a kolmym priemetom bodu M do roviny xy, od osi x.
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Podobne 6 je uhlom odklonu priamky, ktord prechadza pociatkom O a bodom M, od
roviny zy (Obr. 11).

Obr. 11: Sférické suradnice

Geografické stiradnice vieme interpretovat ako sférické, staci pociatok stistavy stotoznit
so stredom Zeme a os z so zemskou osou. Body na zemskom povrchu su potom jed-
nozna¢ne urcené trojicami [R, 6, |, pricom parameter R vyjadruje polomer Zeme, 6

zemepisnu sirku a ¢ zemepisnu dlzku.

M =(R,0,¢)

R

/
o ‘g\
© "yl y

" -
)

N

Obr. 12: Sférické a kartezianske suradnice

Z Obr. 12 je vidiet, ze kazdému bodu v sférickych stiradniciach [R,0,¢] mozno

priradif aj trojicu kartezidnskych stradnic [z,y, z]. Jednotlivé stiradnice sa pritom
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prevadzaju napriklad sposobom uvedenym v [32, str. 263]:

x = Rcospcosf (4)
y = Rsinpcosf (5)
z = Rsind, (6)

pre R>0, —n<p<ma-—5 <0<

B

Funguje to, samozrejme, aj opacne, teda kartezianske suradnice vieme pretransfor-
movat na sférické. Vzorce na takyto prechod sa daji jednoducho odvodit z Obr. 12
vyuzitim zékladnych poznatkov o vektoroch a goniometrickych funkciach.

Vzdialenost bodu od pociatku stradnicovej ststavy sa dd vyjadrit aj ako dizka
vektora, ktory dany bod reprezentuje. Dizku vektora dostaneme podla [32, str. 234]
ako odmocninu zo su¢tu druhych mocnin jeho jednotlivych suradnic. Sinus uhla v
pravouhlom trojuholniku je definovany ako pomer diZky k uhlu protilahlej odvesny
a diiky prepony. Pri kosinuse vyuZivame k uhlu prilahli odvesnu. Pomer sinusu a

kosinusu zodpoveda tangensu. Z toho dostavame:

R = x2+4+y?2+ 22

z
sinf = —
R
sine = —9
L /22 42
T
cosp = ——x2 —

To vieme upravit do nasledovnych vzorcov:

R = 22+ y*+ 22 (7)

z

6 = in — 8

arcsin - (8)

o = arctan . 9)
T

Dalsf pojem, ktory neskor vyuzijeme, je vektorovy sicin. Definovany je v [16, str.

89, Definicia 12.9] nasledovne.



Ak mdme dva vektory a, b v priestore B3, pricom vektory e; = (1;0;0), es = (0;1;0),

ez = (0;0; 1) tvoria kladni bdzu tohto priestoru, potom existuje jediny vektor ¢ € R3

taky, ze:
1. ¢Lla,clb (10)
2. el = V/{a,a)(b,b) — (a,b)* = V/]al?[b]* — {a, b)*; (11)
3. ak a,b s linedrne nezéavislé, tak (a, b, c) je kladna baza v R*, (12)

Vektorovy sucin vektorov a a b je prave tento vektor ¢, oznacuje sa a x b. Z tejto
definicie véak nemusi byt dostatocne zrejm4 jednoznacnost. Vieme, Ze vektor je uréeny
svojou velkostou, smerom a orientéciou [32, str. 47]. Druhy bod definicie vektorového
sti¢inu hovori o jeho velkosti. Zostdva smer a orientdcia. Z prvého bodu definicie vieme,
ze vysledny vektor bude kolmy na rovinu povodnych vektorov. Tu vsak prichddzaja
do uvahy dve moznosti, pretoze kolmy na tiuto rovinu je aj vektor opacne oriento-
vany. Z treticho bodu vieme, 7e (a,b, c) tvori kladni bazu priestoru R3, rovnako ako
(e1,€9,€3). V pravotocivej suradnicovej stistave teda z pohladu posledného bazového
vektora je smer otacania od prvého bazového vektora k druhému o uhol mensi ako
priamy proti smeru pohybu hodinovych ruciciek. Tym uz je vysledny vektor jedno-
znacne dany, pretoze z pohladu opacne orientovaného vektora by smer otdc¢ania bol v
smere hodinovych ruciciek.

Pokial vektory vstupujice do vektorového si¢inu maju stradnice a = (ay;as;as),

b = (by; ba; b3), potom podla [16, str. 89, Veta 12.14] m4 vysledny vektor tvar:

a2 a3l al a3 al a2
axb= | det ; —det ;det
b2 b3 bl b3 bl b2
Odtial dostavame vzorec:
axb= (azbg — agbg; a3b1 — albg; Cl1b2 — agbl). (13)

Vektorovy stéin v R? je, okrem inych vlastnosti, antikomutativny. To znamen4, 7e

38



pren plati:
axb=—bxa preVa,bec R’ (14)

Dokaz platnosti tohto tvrdenia je uvedeny v [16, str. 90, Veta 12.15] spolu s dalsimi

vlastnostami, ktoré véak nebudeme potrebovat, preto ich neuvadzame.

Vysvetlili sme vsetky zdkladné pojmy, ktoré budeme vyuzivat. Mozeme teda prejst
k hlavnej myslienke postupu uvedeného v [31].

Hladané miesto budeme oznacovat ako bod M. M4 to byt stred kruznice opisanej
trojuholniku, ktorého vrcholmi su jednotlivé miesta z predchédzajicich kapitol, ktoré
ozna¢ime ako A, B, C. Pre lepsiu ndzornost zemegulu nato¢ime tak, aby dané miesta
lezali na jednej a tej istej rovnobezke, ¢im sa hladany bod M dostane do pozicie
Severného péla (vid Obr. 13). Body A, B, C tak urcuju rovinu, ktord pretina tito
pootocenti zemegulu a je rovnobeznd s jej rovnikom. Spojnice bodov A, B, C' tiez lezia
v tejto rovine. Priamka prechddzajica stredom pootocenej Zeme a nasim hladanym

bodom M je kolma na rovnik, a teda aj na rovinu uréenu bodmi A, B, C.

Obr. 13: Pootocend zemegula [31, Figure 2, Figure 3]

Podla zndmeho tvrdenia (napriklad [19, Theorem 1-6.]) plati, Ze pokial je nejaké
priamka kolmé na iné dve pretinajice sa priamky, potom je kolma aj na rovinu nimi
uréent. Cize priamka prechddzajica stredom Zeme, ktord je kolmé na spojnice bodov

A, B a C pretina zemsky povrch prave v bode M.

Kazdy bod na zemskom povrchu vieme znézornit vektorom zacéinajicim v strede
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Zeme. Spojnicu lubovolnych dvoch bodov vieme vyjadrit ako rozdiel vektorov, ktorymi
si dané body reprezentované. V nasom pripade, ak kazdy z bodov A, B, C bude
reprezentovany rovnomennym vektorom, zvolime spojnice b-a a c-b.

Vektor p kolmy na obe tieto spojnice dostaneme podla (13) ako sicin vektorov:
p=0h-—a)x(c=b=axb+bxc+cXa, (15)

kde sme vyuzili, ze vektorovy sicin je antikomutativny (14) (—a X ¢ = ¢ X a) a rovny
nule, ak doti vstupujt linedrne z4vislé vektory (bxb = 0), ¢o sa d4 Tahko vidiet zo vzorca
na vypocet vektorového sucinu (13), pripadne priamo z definicie dfiky vektorového
suc¢inu (11).

Kedze vektor u je kolmy na priamky, ktoré prechadzaji bodmi A, B a B, C a
pretinaji sa v bode B, je podla vyssie uvedeného tvrdenia kolmy aj na rovinu uréeni
tymito priamkami, a teda, ako je uvedené v ¢lanku [31], smeruje ,na sever“. To zna-
mend, ze az na nejaki normaliza¢ni konstantu sa zhoduje s vektorom m, ktory ma

zaciatok v strede zemegule a na povrchu reprezentuje hladany bod M.

Obr. 14: Vektory reprezentujice body na zemskom povrchu [31, Figure 5]

Z tvrdenia, ze vektor p smeruje ,na sever”, usudzujeme, ze autor ¢lanku pracoval v

lavotocivej siradnicovej sistave. V kontexte nasich definiciif, by totiz vektor x mal na
o . . 9 . «“
pootocenej zemeguli smerovat ,na juh®.

Kvoli zavedeniu znacenia juznej Sirky a zapadnej dlzky zdpornym znamienkom, sme

sa dostali do pravotocivého siradnicového systému. V fiom chceme dosiahnut zhodnt
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orientdciu bazy {b—a,c—b, u} s bazou {ey, ea, e3}. Ak b—a stotoznime s ey, tak pokial
vektor ¢ — b napasujeme na ey, bude opacne orientovany, teda nutne vektor p musi byt
opacne orientovany ako es (Obr. 15 vlavo).

V Tavotocivej stistave, kde je zdpornym znamienkom oznacend juzné $irka a vychodnd
diika, je usporiadanie vektorov b—a, c—b zhodné s usporiadanim ey, es, teda aj posledné

bézové vektory budi zhodne orientované (Obr. 15 vpravo).

e 3 mu 6’
3
f—
&
b__.a b-a
— —
e, e
—_ —_
c-b c-b
—_—
e,
—
mu

Obr. 15: Pravotocivé a lavotociva stiradnicovd ststava s kladnou bézou {ey, es, €3}

V druhom pripade, teda naozaj plati, ze vektor m dostaneme iba nejakou norma-
lizaciou vektora p. Pri standardnom oznaceni kladnych a zapornych polosi ho vsak

~ . ) LY v . 7
budeme este musiet zmenit na opacne orientovany.

Suradnice nasich troch miest si nasledovné:

= Univerzita v Berkeley (37°52,2' s.5.;122°15,54" z.d.)
= Petrohrad (59°57" .5.;30°18' v.d.)

= Angelov vodopad (5°58,05" s.5.;65°32,13" z.d.).
Bod M nédjdeme podla presného postupu uvedeného v dodatku ¢lénku [31].
Suradnice zadanych troch bodov najprv prevedieme na tdaje v stupnoch a priradime
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im prislusné znamienka (juzna sirka a zapadna dlzka budi so zadpornym znamienkom):

A = (37,87° —122,259°)
= (59,95°30,3°)
C = (5,97°—62,54°).

Dalej vyuzijeme vzorce (4), (5), (6) na prechod zo sférickych siradnic do kar-
tezidnskych. Ak za priemerny polomer Zeme budeme uvazovat hodnotu 6371 km, kar-

tezianske suradnice jednotlivych bodov vyjdu zaokrihlene takto:

= (—2684; —4253;3911)
= (2755;1610;5515)

C = (2922; —5623;663).
Pre vektory a = A,b = B, ¢ = C zrdtame vektorové suciny podla (13):

axb

(—29748990; 25576243; 7394122)

bxece

(32072995; 14288193; —20190424)

cxa = (—19171446; —13206327; —27519944).

Podla (15) s¢itanim axb, bxc a cxa dostaneme vektor i

p=axb+bxc+ecxa=(—16847441;26658110; —40316246).

Vzhladom na poéciatoént volbu znamienok, ¢o viedlo k tomu, Ze sme vietky vypocty
robili v pravotocivom sturadnicovom systéme, je vSsak tento vektor opacne orientovany,
nez ako by sme chceli. Teda az po jeho prenasobeni ¢islom -1 dostaneme vysledny

vektor m:

m = —pu = (16847441; —26658110; 40316246).

Stradnice vektora m prevedieme spéit na sférické suradnice pomocou vzorcov (7),
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(8), (9), &m dostaneme zemepisnt sirku a dizku hladaného bodu M:
M = (51,96732; —57, 70786) = (51°58' 5.5.;57°42,5' z.d.).

Tento bod spolu s ur¢ujicimi miestami je znazorneny na Obr. 16. Na jeho vytvorenie
sme vyuzili softvér R (kéd v prilohe). Najprv sme vytvorili funkciu, ktora pre Tubovolné
tri zadané miesta vyrata stred kruznice. Balik globe umoznuje jednoduché vykresle-
nie zemegule aj jednotlivych miest na nej pomocou funkcie globeearth. T4 vyuziva
azimutdlne kartografické zobrazenie opifsané v [13, str. 36]. Zemegulu premietne do
dvojrozmerného priestoru tak, ze zobrazovacou plochou je dotykova rovina v bode za-
danom do parametra eye. Gulicky prislichajice jednotlivym miestam dokresli funkcia
globepoints. Kruznica prechadzajica tymito bodmi sa pritom nijako nedeformuje a
zobrazi sa na kruznicu v dvojrozmernom priestore. Je to kvoli tomu, Zze za dotykovy
bod sme zvolili najdeny stred, ktory sa tak nachéddza presne v centre zobrazenia. Keby

sme stred kruznice nestotoznili s dotykovym bodom, kruznica by sa zdeformovala.

Obr. 16: Hladany stred
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N4s hladany stred sa nachddza na Labradorskom polostrove na vychode Kanady
priblizne 50 km od pobrezia. Této oblast je, s vynimkou pobreZia, ¢lovekom takmer
nedotknuta. Nachadzaju sa tu obrovské lesy s mnozstvom jazier a potokov, ktoré su
dosledkom ¢innosti ladovea, ktory kedysi polostrov pokryval. AZ na krasy prirody je

to teda vcelku nezaujimavé miesto (ibaze by tu niekto naozaj schoval poklad).

Zaujimavost ndjdeného miesta by sme vedeli docielit, keby sme pri zaddvani postu-
povali opacne a naSe tri urcujice miesta nezadali ndhodne. Najprv by sme totiz zvolili
hladané miesto. Okolo neho by sme robili kruznice s roznymi polomermi. Ak by sa
na niektorej z nich nachadzali tri dostatocne vzdialené a zaujimavé miesta, tie by sme
zvolili za urcujice. Pouzitie tohto postupu ma vsak jeden, pre niekoho bezvyznamny,

nedostatok. Boli by sme ochudobneni o zédvan tajomnosti hladaného miesta.
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Zaver

V tejto praci sme sa vybrali hladat poklad, ktory je v strede kruznice opisanej troju-
holniku, ktorého vrcholmi st miesta z jednotlivych kapitol.

V prvej kapitole sme odcestovali do Kalifornie, kde sme riesili niektoré vybrané
ulohy, ktoré boli zadané na skiskach miestnej univerzity v Berkeley.

V druhej kapitole sme sa presunuli do Petrohradu, ruského mesta s bohatou kultirou
a histériou, v ktorom podstatni ¢ast svojho Zivota prezil clovek povazovany za najvse-
strannejSieho matematika v dejinach - Euler. Zopar jeho dolezitych objavov sa nachadza
v jeho rieseni problému o konigsbergskych mostoch, ktorym polozil zédklady topolégie
a teorie grafov.

V dalsom priklade, ktory sa dd zasadit do prostredia ErmitéZze, jedného z najvicsich
a najvyznamnejsich muzef sveta, sa ¢itatel mohol dozvediet, kolko straznikov je po-
trebnych na ustrazenie miestnosti s danym poc¢tom stien.

Tretim miestom, ktoré sme v nasej praci navstivili, bol Angelov vodopad v Juznej
Amerike. Namiesto brodenia sa k nemu cez dZzunglu dazd ového pralesa, sme radsej zvo-
lili pohodlnejsi sposob - vyhliadkovy let lietadlom. V tematickom priklade sme riesili, ¢i
ndm ndhodou niekto neobsadi nase sedadlo, hoci zo vsetkych je rovnako dobry vyhlad.

V poslednej kapitole sme vysvetlili postup z ¢ldnku [31] a podla neho nasli stred
prislichajici nasim trom miestam.

Na zdver by este mohlo ¢itatela zaujimat, ako dopadli hrdinovia z Verneho knihy.
Ti, ked sa doplavili na uréend poziciu, nikde na okoli nevideli ani stopu po pevnine.
V ich pripade by vSak nepomohli ani najpresnejsie mozné vypocty. Poklad bol totiz
zakopany na sope¢nom ostrove, ktory ako sa z vody vynoril, tak v nej zase o niekolko
mesiacov zmizol, spolu s bohatstvom, ktoré ukryval.

Takouto ojedinelou situdciou sa vsak netreba nechat odradit. Skor sa vam moze stat,
7e budete potrebovat vymysliet iné riegenie, nez ako Ze situécia, v ktorej sa nachédzate,
bude naozaj nerieitelnd. Preto sa vzdy oplati mat v zdlohe nejaky Sikovny néstroj,

ktorym vieme vyriesit vela veci. A matematika takym ndstrojom urcite je.
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Priloha A

Vypocet stredu kruznice a nasledné vykreslenie vsetkych styroch bodov na zemeguli:

StredKruznice <- function(thetaA,phiA,thetaB,phiB,thetaC,phiC)
{
# prevod na kartezianske

R <- 6371

xA <- Rxcos(phiAx*pi/180)*cos(thetaA*pi/180)
yA <- R*sin(phiA*pi/180)*cos(thetaA*pi/180)
zA <- R*sin(thetaA*pi/180)

A <~ c(xA,yA,zA)

xB <- R*cos(phiB#*pi/180)*cos(thetaB*pi/180)
yB <- R*sin(phiB*pi/180)*cos(thetaB*pi/180)
zB <- R*sin(thetaBxpi/180)

B <- c(xB,yB,zB)

xC <- R*cos(phiC#*pi/180)*cos(thetaC*pi/180)
yC <- R*sin(phiCxpi/180)*cos(thetaC*pi/180)
zC <- R*sin(thetaC*pi/180)

C <- c(xC,yC,zC)

# vektorove suciny

AXB <- c(yAxzB-zAxyB, zA*xB-xA*zB, xAxyB-yA*xB)
BXC <- c(yB*zC-zB*yC, zB*xC-xB*zC, xBxyC-yB*xC)
CXA <- c(yCxzA-zCxyA, zCxxA-xCxzA, xCxyA-yC+xA)

m <- AXB+BXC+CXA

m <- -m
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# prevod na sfericke

r <- sqrt(sum(m~2))
thetaM <- asin(m[3]/r)*180/pi
phiM <- atan(m[2]/m[1])*180/pi

return(c(thetaM,phiM))
}

# Berkeley, Petrohrad, Angelov vodopad
A <- ¢(87.87, -122.259)

B <- ¢(59.95, 30.3)

C <- ¢(5.97, -62.54)

M <- StredKruznice(thetaA=A[1],phiA=A[2],thetaB=B[1],phiB=B[2],
thetaC=C[1] ,phiC=C[2])

library(globe)

zemegula <- globeearth(eye=list(M[2], M[1]))

globepoints(list(M[2], M[1]), eye=list(M[2], M[1]), pch=21,
cex=2, bg="red")

globepoints(loc=1ist(A[2], A[1]), eye=list(M[2], M[1]), pch=21,
cex=2, bg="blue")

globepoints(loc=list(B[2], B[1]), eye=list(M[2], M[1]), pch=21,
cex=2, bg="blue")

globepoints(loc=list(C[2], C[1]), eye=list(M[2], M[1]), pch=21,

cex=2, bg="blue")
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