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Community detection in social networks

Socidlna siet’ pozostava z vrcholov (predstavuja 'udi), ktoré mézu byt spojené
hranami (to vyjadruje existenciu nejakej vizby). Jednym z klasickych prikladov
na komunity v socidlnych sietach je "Zacharyho karate klub" [2], ktory sa
rozpadol, a na zéklade analyzy siete vzt'ahov sa dalo predpokadat’, kto sa prida
ku ktorej skupine. Existuji rozne algoritmy na hladanie komunit v sietach,
popisané napriklad v [1]. Kniznica igraph [3] pre softvér R okrem iného
obsahuje viacer¢ takéto algoritmy.

Bakalarska praca bude obsahovat’:

(a) Vysvetlenie algoritmov, aby ich pouzitie nebolo "Ciernou skrinkou" a ukazka
ich pouzitia pre malé siete s uvedenim jednotlivych krokov vypoctu.

(b) Praktickt aplikaciu pre zvolené siete, priom aspon 2-3 priklady budi
zalozen¢ na zbierani vlastnych dat
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Abstrakt

SVITKOVA, Patricia: Detekovanie komunit v socidlnych sietach [Bakaldrska pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD.,
Bratislava, 2017, 66 s.

V socidlnych sietach ¢asto dochddza k fenoménu zhlukovania a ¢lenenia sa do mensich
skupin - komunit. Cielom naSej prace je predstavit viacero spdsobov nazerania na
dany jav a vysvetlif niektoré vybrané algoritmy, ktorymi je mozné odhadnit komunity
v skiimanej sieti. Blizsie sa pozrieme na Ford-Fulkersonov algoritmus skonstruovany
povodne pre iné déely a na jeho mozni implementédciu na dand problematiku. Dalej
predstavime zakladnd myslienku a podrobny postup v Girvan-Newmanovom algoritme.
TaktieZ sa budeme zaoberat algoritmom navrhnutom Clausetom, Newmanom a Mo-
orom patriacom do triedy greedy. Na zaver algoritmy aplikujeme na redlne socialne

siete a ziskané vysledky prihodnym sposobom porovnéme.

KIiéové slova: zhlukovanie, algoritmy, kapacita rezu, betweenness, modularita



Abstract

SVITKOVA, Patricia: Community detection in social networks [Bachelor Thesis], Co-
menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Bedta
Stehlikova, PhD, Bratislava, 2016, 66 p.

In social networks often occurs a phenomena of clustering and partitioning into
smaller groups. The aim of this bachelor thesis is to introduce various perspectives on
looking on this effect and explain the chosen algorithms, which are able to reveal com-
munities in the examined network. We look closer at Ford-Fulkerson algorithm, which
was originally constructed for another purpose, and explore its possible implementation
in this area. Then we explain the main idea and detailed procedure of Girvan-Newman
algorithm. We also study the greedy algorithm by Clauset, Newman and Moore. In
conclusion, we apply these algorithms to real social networks and compare obtained

results.

Keywords: clustering, algorithms, cut capacity, betweenness, modularity
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Uvod

Siete zachytdvaju systémy vztahov medzi objektami. Sietami je mozné reprezento-
vat vela systémov v nasom svete, od priatelstiev medzi lud'mi, cez spravanie zvierat,
az po systém neurénov v bioldgii, ¢i rozlicné systémy v informatike, politike alebo
ekonémii. My sa budeme zaoberat socidlnymi siefami, ktoré zachytdvaji rozne typy
medziludskych vztahov. Ludia spolu tvoria socidlne siete ¢i uz na pracoviskach, v ro-
dinach, v skolach, v mestach alebo narodoch. V sicasnej dobe sa stavaju rozsirenymi
aj tzv. online socialne siete, ako napriklad Facebook alebo Twitter.

Je vela aspektov, ktoré mozno v sietach analyzovat. Jednym z nich je mozné zhluko-
vanie skimanych objektov do mensich skupin (komunit), v ramci ktorych maja objekty
silnejsie vizby. V socidlnych siefach moze st napriklad zdruzovanie Iudi s podobnymi
politickymi, ¢i nabozenskymi ndzormi alebo podobnymi zaujmami. Za zaciatok analyzy
socialnych sieti s komunitnou struktirou sa pokladaju tridsiate roky minulého storocia
a odvtedy sa v tejto discipline vyrazne pokrocilo. Jednou z moznych vyuziti skiimania
uvedeného javu mozeme néjst napriklad v marketingu, kde pri sprdvnom zatriedeni
klienta s ur¢itymi zdujmami mu je mozné odporucit vhodny produkt.

Cielom nasej prace bolo blizsie vysvetlit niektoré vybrané algoritmy, vyuzivané v da-
nej problematike. Predstavime zakladné myslienky, na ktorych boli stavané. Algoritmy
néasledne podrobne vysvetlime tak, aby boli ¢itatelsky pristupné. Pre lepsie pochope-
nie nechyba ani grafické znazornenie. Na zaver aplikujeme nadobudnuté vedomosti do
praxe a algoritmy otestujeme na socidlnych sietach z redlnych dat.

V prvej kapitole oboznamujeme so zékladnou terminolégiou z tedrie grafov a definu-
jeme ustredné pojmy, ktoré budu potrebné pri pochopeni jednotlivych algoritmov a pri
neskorsom porovnavani ziskanych vysledkov. V druhej, tretej a stvrtej kapitole sa ve-
nujeme jednotlivym vybranym algoritmom, vysvetlujeme ich hlavni motivéciu a pod-
robny proces vypoctov na malych prikladoch. Nechyba ani informovanie o prikazoch z
kniznic softvéru R, ktorymi aplikujeme algoritmy na zadani siet. Pre lepsiu v§eobecnt
predstavu v piatej kapitole v skratke predstavime d'alsie mozné metddy riesiace dant
problematiku. V poslednej kapitole aplikujeme vybrané algoritmy na realne socialne
siete a vysledné rozdelenia porovndme medzi sebou i s redlnym rozdelenim siete podla

jej charakteru a vyvodime z toho konkrétne zavery.



1 Definovanie pojmov

Na graficku reprezentaciu sieti sa typicky vyuzivaji grafy pozostavajice z vrcho-
lov, ktoré si poprepdjané hranami. Vrcholy predstavuju skimané objekty a hrany
reprezentuji vztahy medzi nimi. Zaklady teérie grafov postavil vyznamny matematik
Leonhard Euler v roku 1736, ked’ sa venoval problematike siedmych mostov v pruskom
meste Konigsberg a dokazal neexistenciu moznosti prejdenia cez vSetky mosty prave
raz.

Grafmi je moZné modelovat rozne siete, od biochemickych opisujicich interakcie
medzi proteinmi po siete internetovych stranok navzajom poprepajanych hyperlinkami.
Castymi prikladmi sociglnych sieti byva mailova koresponedncia medzi pracovnikmi vo
firme, siet citacii medzi skupinami vedcov z viacerych vednych odborov, & jednoducho
sief vzfahov vramci nejakej instittcie, klubu. Takym prikladom je aj dobre zndma
siet vztahov v ”Zacharyho karate klube” z ¢lanku [18]. Tlustrujeme ju na obrazku 1

¢erpanom zo stranky [3].

) u&
e,
A

Z AN

Obr. 1: Zacharyho karate klub

Teraz sa oboznamime so zékladnymi pojmami a oznaceniami z oblasti teérie grafov.
Graf G budeme oznacovat G(V, E), kde pod V' rozumieme mnozinu vrcholov grafu a F
oznacuje mnozinu hran medzi jeho vrcholmi. Pod zapisom V(G), resp. E(G) budeme
chépat vektor vrcholov, resp. mnozinu hran prislichajicu grafu G. Hranu e budeme
oznacovat aj (u,v), kde u je vrchol, z ktorého hrana vychddza a vrchol v, do ktorého
smeruje.

Doélezitym aspektom moze byt v socidlnych siefach aj fakt, Ze kazdy vztah, resp.
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vizba, spajajica dvoch Tudf je ind. Tym paddom aj tok informdcii preddvanych medzi
Iudmi je nerovnomerny. U Tudi, ktory sa stretdvaji castejsie a zdielaji podobné ndzory
a teda spolu mozno viac komunikuju, sa jednotlivé informacie predaju s vyssou pravde-
podobnostou ako medzi fudmi, ktori spolu interaguji menej. Je vela roznych moznych
pristupov, akym sposobom mozno ”silu”daného vztahu odmerat. Napriklad v pripade
spomenutého karate klubu to bolo s¢itanim spoloénych socidlnych interakcii danych
dvoch ¢lenov mimo klubu [18]. V reci grafov pridelime kazdej hrane kladni hodnotu
c(u,v) > 0. Nazyvame ju kapacitou hrany. V takom pripade ide o (hranovo) ohodnoteny
graf. Ob¢as sa zvyknu kapacity reprezentovat viacndsobnymi hranami . Prakticky to
znamens, ze dané dva vrcholy spéja tolko hran, kolko bola hodnota kapacity prislusne;
hrany. Pri sietach s vysokym poc¢tom vrcholov sa viak pre jednoduchost niekedy zvykne
predpokladat len jednotnd sila vizby a teda kapacity hrdn budeme zanedbdvat resp.
nastavime kazdej hodnotu 1. V taktomto pripade sa jedna o neohodnotensy graf.

Taktiez mozeme grafy rozdelit na orientované a neorientované. Orientované maju,
ako uz z nazvu vyplyva, jasne danui orientaciu kazdej hrany. V neorientovanom grafe
predpokladdme symetriu vzfahov - teda ak existuje hrana vychadzajica z vrcholu a
smerujuca do vrcholu b, tak existuje aj hrana vedica z b do a s rovnakou kapaci-
tou. Casto sa na reprezentaciu socidlnych sieti vyuzivaji préve neorientované grafy.
Slovenskd terminolégia a oznacenia su prevzaté z [11].

Vyssie sme uz spomenuli pojem tok informdcii medzi ludmi. V teérii grafov je po-
jem tok bezne zauzivany a bude hrat jednu z tstrednych 1loh vo Ford-Fulkersonovom
algoritme. Tok, ktory ideme Studovat bude mat vzdy svoj zdroj (source), z ktorého
bude vychddzat a wstie (sink), v ktorom zanikd. Zviicsa sa zdroj oznacuje s a ustie t.

Uvéddzame nasledovnu definiciu, prebrati z [9]:

Definicia 1.1. Tok v sieti (G, s,t, c) zndzornugje priradenie nezdpornej hodnoty f(u,v)

kazdej hrane (u,v) € E(G), pricom plati:
e pre kazdi hranu (u,v) € E(G):

f(u,0) < e(u,v), (1)

11



o pre kaZdy vrchol v € V(G) okrem vrcholov s a t plati:

S ) = 3 Fo,w). (2)

ueV weV

Velkost toku oznacujeme ako W(f) := > f(s,v), kde s je zdrojom. Ak sa velkost

v
toku v hrane (u,v) rovnd svojej kapacite, hranu nazgvame nasytenou.

Pre lepsiu predstavu si uvedme priklad. Na obrdzku 2 demonstrujeme jeden z
moznych tokov, ktory danym grafom moze prudif. Vrchol ¢.1 je jeho zdrojom a vr-
chol oznaceny ¢islom 5 je jeho tstim. Dvojice ¢isel uddvaju velkost kapacity a toku v

danej hrane.

O

Obr. 2: Priklad toku v grafe

Pod pojmom cesta budeme rozumiet takd postupnost hran, vychadzajicej z vrchola

s a konciacej vo vrchole ¢, pricom sa dodrzuje orientacia hran.

Dalsfm vyznamnym pojmom je s — t rez v sieti. Uvedieme jeho definiciu, ktori

preberdme z [9]. Taktiez vysvetluje sposob vypoctu jeho kapacity a toku v fiom.

Definicia 1.2. Rez v sieti G(V, E) je rozdelenie mnoziny vrcholov V(G) na dve mnoZiny
S aT také, Ze zdroj s € S a ustie t € T'. Kapacita rezu sa rovnd suctu kapacit hran,

ktoré smeruji z mnoZiny S do mnoziny T:

o(8,T)= > cluv). (3)

u€S,weT

12



Velkost toku v s — t reze urcime ako sucet tokov v hrandch smerujicich z mnoZiny

S do mnoziny T minus sucet tokov v hrandch, smerujucich opacne:

f(8):= Y flab)—= > f(ba). (4)

a€SbeT beT,acA

Na obrdzku 3 je zndzorneny s—t rez, kde vrcholy {1,3,5} € S avrcholy {2,4,6} € T.
Kapacitu rezu vieme uréit podla vyssie uvedeného vzorca ako ¢(S,T) =7+2+6 = 15

a velkost toku prechddzajici rezom ako f(S)=4+0+4—-1—1=6.

O®—-®

7,4 2,2
1,1
@ 2,0 11 (o)
2,2 6,4

0——0
Obr. 3: Ilustracia s — t rezu v grafe

Pojem rez sa vsak da chdpat ovela komplexnejsie. Pri problematike detekcii ko-
munit bude nasou snahou skiimant siet rozdelit podla predpokladanych komunit (klas-
trov). Prirodzene moéze fst aj o viaceré, nielen dva. Takto vznika rozdelenie siete, teda
zaclenenie jednotlivych vrcholov do klastrov. Velkost rezu, ktorym sme takéto rozde-
lenie vytvorili sa d4 chdpat vseobecne ako sucet kapacit hran, ktoré sme rozdelenim
"prerezali”.

Na porovnanie kvality jednotlivych najdenych rozdeleni siecte budeme ¢asto pouzivat
tzv. funkciu kvality, ktord priradi kazdému rozdeleniu siete nejaktd hodnotu. Pod kva-
litou rozdelenia si treba predstavit, nakolko néjdené zoskupenia vrcholov odpovedaji
ocakdvanym vlastnostiam komunit. Treba si ujasnit, Ze pojem komunita nie je expli-
citne matematicky zadefinovand, je chapana skor intuitivne, viac v podsekcii 2.1. Z
tohto dovodu existuje aj viacero sposobov, ako definovat funkciu kvality. My uvedieme

nasledovné dve z clanku [4] a tretiu, vysvetlent v ¢lanku [7, str. 15].

13



Definicia 1.3. Pod pojmom coverage (ponechdvame anglicky ndzov) rozumieme taki
funkciu kvality, Ze jej hodnota pre rozdelenie P sa rovnd
L A0(Cy O
COU(P) _ Zz,] J ( J)’ (5>
i A

kde funkcia 6(C;, C;) vracia hodnotu 1, ak vrchol i a j pochddzaji z rovnakého klas-

tru, inak vracia hodnotu 0. A je maticou susednosti skumaného grafu, t.j. maticou
nxn, ktorej élen a;; = 1, ak existuje hrana medzi i-tym a j-tym vrcholom, inak su
céleny nulové. Volne povedané coverage predstavuje podiel vniitroklastrovijch véizieb ku

vsetkym.

Této definicia funkcie kvality m4 velkd nevyhodu, pretoze robi nasledovni vec. Po
zliceni ktorychkolvek dvoch, aspon jednou hranou prepojenych klastrov nejakého roz-
delenia, tomuto novému rozdeleniu po zlic¢eni bude automaticky priradena vyssia hod-
nota, nehladiac na to, ¢ dané zlicenie ”pomohlo”pri detekovani komunit. Vsimnime
si, ze ak by sme priradili vSetky vrcholy do jedného klastra, toto rozdelenie by do-
siahlo mieru coverage rovni 1, ¢o je maximum. To vSak neznamenad, ze ide o optimalne

rozdelenie.

Definicia 1.4. Pod pojmom conductance (vodivost) klastra Cj, sa vo vieobecnosti Toz-

umsie

 Dieonjec, A
N = in(A(CY), ACR) ©)

kde A je maticou susednosti, Cy, = V(G)—C}, a A(Cy) vypocitame ako >iccrjevic) Qi
Cim nizsiu hodnotu dostdvame, tim menej je danyj klaster prepojensj so zvyskom grafu.
Takijto klaster teda vijzerd mat dobriy potencidl na silné komunitné érty. My budeme

pod pojmom conductance rozdelenia P rozumiet taki funkciu kvality, ktorej predpis je

1
o(P)=1-+ zk;cb((]k% (7)

cize priemer vodivosti klastrov odcitany od 1. Tymto definovanim dostavame hodnotu
v rozmedzi 0—1, kde vsak plati, Ze tentoraz vyssia hodnota bude signalizovat kvalitnejsie
rozdelenie do komunit, pretoZe vodivost medzi klastrami dosahuje v priemere niZsie

hodnoty.

14



Predstavime aj dalsi sposob, ako definovat funkciu kvality, ktord bude neskor pre
niektoré algoritmy kli¢ova. Jeho hlavnou myslienkou je, Ze od ndhodného grafu sa vo
vieobecnosti neoc¢akdva, ze bude mat ¢rty zoskupovania vrcholov do komunit. Budeme
Specialnym sposobom porovnavat hustotu'hran podgrafov skimanej siete (od ktorych
prirodzene, ak sa jednd o komunity o¢akdvame velkd hustotu) s hustotou rovnakych
podgrafov avsak v nahodnom grafe.

V ndhodnom grafe si treba pod jeho hranami predstavit vsetky mozné hrany (aj
také, ktoré vedi z jedného vrcholu spét do toho istého), ktorych kapacity si rovné
pravdepodobnostiam vzniku danych hrdn. Prave tieto pravdepodobnosti budi dalej

vyuzité.

Definicia 1.5. Funkcia kvality, ktord je zaloZend na spominanom porovnani hustot
hrdn v analyzovanom a ndahodnom grafe sa nazyva modularita a je definovand nasle-
dovnym predpisom:

1
Q=15- (Ay— PG Cy), (8)
2
kde m je pocet hrdn v grafe, A je maticou susednosti a hodnota P;; zodpovedd prav-

depodobnosti, s ktorou vznikne hrana medzi © a j v ndhodnom grafe.

Je viacero sposobov, ako zvolit nulovy model (sposob tvorby ndhodného grafu).
Najcastejsim byva konfiguracny model (angl. configuration model). Na to, aby v takom
ndhodnom grafe vznikla hrana, musia sa stretntit medzi danymi dvoma vrcholmi tzv.
poloviéné hrany (anlg. stubs). V povodnom grafe ich mame 2m. Premennd k;, resp. k;
prezentuje stupen vrchola i, resp. j, t.j. pocet hran spajajucich dany vrchol s ostatnymi.
Pravdepodobnost vzniku hrany spojenej s vrcholom i sa rovné p; = 21{:—7; Pravdepodob-

L.

. . o . . ’ (2

nost vzniku hrany medzi vrcholami i a j sa rovnd 2mp;p; = 5 d
m

. Vzorec na vypocet

modularity tak mozeme prepisat na:

Q=53 (4~ 250, ), )

- 2m 2m

Z?]

! Hustotu grafu mozeme vo vSeobecnosti definovat pomerom poé¢tu hran v danom grafe ku poctu
hran, ktoré by mohli v danom grafe existovat - tzn. v pripade, Ze vietky vrcholy st navzdjom pospéjané.

Vsimnime si, ze takto definovand hustota je relevantnd len v pripade neohodnotenych grafov.
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Dany vypocet sa d4 vyuzit iba ak sa jednd o neohodnoteny graf. Newman vo svo-
jom neskorsom clanku [12, str. 7] uvddza, Ze jednoduchym zovseobecnenim ho vieme

prisposobit aj pre ohodnotené grafy:

Q= % Z <7~Uij - U;Zj>5(0z‘70j)7 (10)

Z?]

kde w;; predstavuje kapacitu hrany medzi vrcholom i a j, w; vypocitame ako sucet
kapacit hran, ktoré vychadzaji z vrchola ¢ a premennd w sa rovna suctu kapacit
vietkych hran. Analogicky sa d4 upravit aj vzorec pre vypocet hodnoty coverage a
conductance.

Na meranie zhody dvoch roznych rozdeleni jednej siete budeme vyuzivat nasledovny

vzorec, uvedeny v [7, str. 78]:

Definicia 1.6. Randov index, merajici podobnost dvoch rozdeleni X a'Y je definovany

ako

a11 + apo
)
a11 + ago + a1 + ao1

R(X,Y) = (11)

kde aq, predstavuje pocet dvojic vrcholov, ktoré boli v oboch rozdeleniach priradené
do rovnakého klastru. Premennd agy prezentuje pocet dvojic vrcholov, ktoré v oboch
rozdeleniach boli zaradené do rozdielnych klastrov. Premennd ayy vyjadruje pocet dvojic,
ktoré v rozdeleni X boli v spolocnom a v rozdeleni Y rozdielnom klastri a premennd

ag1 analogicky opacne.
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2 Ford-Fulkersonov algoritmus

2.1 Motivacia

Nagim prvym algoritmom, ktorym sa budeme zaoberat, sa nazyva Ford-Fulkersonov
(skratene FF). Aplikdcii daného algoritmu na socidlnu siet a ndslednému skimaniu
fenoménu komunit sa venoval W. Zachary vo svojom ¢lanku [18]. Pozoroval vztahy
medzi ¢lenmi istého karate klubu po dobu troch rokov. Kazdy vztah dvoch jedincov
ohodnotil hodnotou, ktora odhadovala silu vzajomného puta - teda kazdej hrane v grafe
priradil jej kapacitu. Urobil to na zaklade poc¢tu spolo¢nych socidlnych interakcii, do
ktorych sa ¢lenovia zapajali mimo aktivit samotného klubu. V klube doslo ku konfliktu
medzi prezidentom klubu a jednym instruktorom karate. Klub sa nakoniec aj oficidlne
rozdelil na dva. Zachary pomocou algoritmu odhadol prislusnost jednotlivych ¢lenov
k jednej (skupina podporujica prezidenta klubu) alebo druhej (skupina uznavajica
nazor instruktora) komunite. T ndsledne porovnal s oficidlnym rozdelenim do dvoch
klubov.

FF algoritmus bol povodne zkonstruovany na hladanie maximalneho toku zo zdroja
do tustia. Typickym prikladov vyuzitia je najdenie maximalneho mnozstva vody, ktory
moze pretiect urcitym systémom potrubi za nejaki ¢asovi jednotku. Avsak hodnota
maximélneho toku v sieti sa rovnd kapacite minimalnemu rezu (toto tvrdenie pozname
pod ndzvom Mazx Flow - Min Cut a neskor uvedieme aj jeho dokaz). Tento rez v
sieti oddeluje zdroj od tstia. Ako vystup dostdvame dve rozdelené mnoziny vrcho-
lov - dve komunity. V pripade karate klubu bolo vhodné oznacit riaditela klubu ako
zdroj a daného instruktora ako tstie, resp. naopak, pretoze cielom bolo zaélenit ich do
opacnych komunit.

Ako sme uz spominali v predoslej kapitole, pojem komunita nie je exaktne defino-
vany. Je vSak prirodzené ocakavat, Ze k optimalnemu rezu, z hladiska oddelenia dvoch
komunit v sieti dochddza v najslabsich prepojeniach medzi Iudmi. V rdmci komunity
ocakdvame totizto silno poprepéjani siet vztahov a naopak slabé prepojenia s objek-
tami mimo komunity. A teda pri oddelovani jednej komunity od druhej bude nasou
snahou ”pretrhnit” éo najslabsie a ¢o najmenej vztahov - ¢o matematicky zodpovedd

a ) . ~ . .
snahe najst najmensiu kapacitu rezu.
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Existuje aj d'alsf aspekt, pre¢o by sme mali tymto sposobom postupovat. Castokrat
je zo strany komunit neziadice, aby sa druha skupina dozvedela informacie kolujice
v ich komunite. Modze st napriklad o nejaké tajomstvo, ohovaranie alebo politické
stratégie ako to bolo v pripade karate klubu - informécia, kedy sa bude konat zasadanie,
na ktorom sa rozhodovalo o dolezitych zéalezitostiach klubu. Tym padom sa komunity
prirodzene snaZia minimalizovat Sancu, Ze sa informdcia dostane "von”. Avsak ak sa
informdciu dozvedela druh4 komunita, je jasné, Ze im ju musel zdelit niekto, kto mal s
druhou komunitou nejaki vazbu.

V pripade karate klubu algoritmus preukézal slusnt dspesnost, az 33 z 34 ¢lenov
zadelil spravne. Zd4 sa, ze by FF algoritmus mohol dobre fungovat pri hladani rozde-
lenia siete do dvoch komunit, najmi ked sa mdme k dispozicii odhadnuté sily vizby
medzi jednotlivymi objektami siete, ¢ize su uréené kapacity hran. Ako vstupom vsak

treba uréit dva objekty, o ktorych je Ziadané, aby boli zaclenené do opaénych komunit.

2.2 Vysvetlenie principu

V prvom rade sa postupne cez pomocné lemy 2.1 a 2.2 dopracujeme k dokazu tvr-
denia Maz Flow - Min Cut a potom blizsie popiseme, akym sposobom FF algoritmus

funguje. Dokazy jednotlivych 1ém a tvrdenia s prebraté z [9].

Lema 2.1. Velkosti toku f(S) prechddzagici lubovolngm s-t rezom v sieti (G,s,t,c) sa

rovnd velkosti celkového toku v sieti:

f(S) =W(f). (12)

Dokaz:

Uvazujme nasledovny vyraz

AZ:Zf(S,U>— Z <Zf(v,a)—2f(a,w))— Z f(avb)+ Z f(baa)

veV a€S,a#s \veV weV a€S,beT beT,aceS
(13)

Vyraz A je v skutocnosti rovny 0. Po dlh§om uvazeni sa da prist na to, ze kazda
hodnota f(u,v), pricom aspon jeden z vrcholov u, v patri mnozine S , sa vo vyraze

vyskytuje prave dvakrat - raz s kladnym znamienkom a raz so zépornym. Dalej si
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uvedomme, ze

3 (zm,a)—zﬂa,m) o, "

a€S,a#s \veV weV

pretoze sa mozeme odvolat na vlastnost toku z rovnice (2) z jeho definicie. Z toho uz
vyplyva nasledovnd rovnost:

Zfsv Zfab Zfba (9). (15)

veV a€SbeT beT,acS

Vsimnime si zaujimavy fakt. Uvazujme hrany, nachddzajice sa v reze, t.j. také (u, v),
zeu € S av e T. Keby sme ich odstranili zo siete, mnoziny S a T by uz viac neboli
prepojené. Treba si véak uvedomit, Ze zdroj toku patri do mnoziny S a tstie do T'. To
znamend, ze ked chceme nejaky tok dostat do tstia, cely tento tok musi prechidzaft
hranami v reze. Z toho vyplyva, ze maximalny tok bude zhora ohraniceny sictom

kapacit hran v reze. O tom pojednéva aj nasledovnd lema.

Lema 2.2. Pre kazdi siet (G, s,t,c), kazdy tok f v tejto sieti a kaZdy s —t rez plati:

d fso)< > clab). (16)

veEV a€S,beT

Dokaz: Platnost vieme jednoducho ukézat pomocou lemy 2.1 a rovnosti (1) a (4):

=Y flsv)=f(S)< D flab)< Y clab)=¢ST). (17)

veV aeS,beT aeS,beT

Lema 2.2 ndm vsak implikuje, Ze ak ndjdeme tok s velkostou rovnou kapacite ne-
jakého s-t rezu, dany tok je maximalny mozny.

Stale vsak ostdva otdzkou, ako maximélny tok hladat? Podla ¢oho iného este vieme
zistit, ¢ sme ho uz nasli? Co ak na zaciatku zvolime nejakym sposobom ”zI4” cestu?

Predstavme si jednoduchy priklad siete na obrazku 4, kde vrchol 1 predstavuje zdroj
a vrchol 4 tstie. Na zac¢iatku sme zvolili cestu z vrchola 1 — 3 — 2 — 4. Velkost toku
prechédzajici touto cestou sme urcili tak, aby dany tok vedel prejst kazdou hranou

cesty, teda aby kapacita vsetkych hran bola vicsia alebo rovna mnozstvu toku. Zaroven
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10,10 Ao

Obr. 4: Tok v grafe, ktory na prvy pohlad nevieme navysit

sme sa snazili tito velkost maximalizovat. Zvolili sme teda velkost toku 10. V§imnime
si, ze ostatné dve mozné cesty z 1 do 4 - cesty 1—-2—4 a 1—+3—4 obsahuji nasytenu
hranu, ¢o znamend, Ze pokial nejakym sposobom nezmenime momentalne pridiaci tok
v sieti, nevieme ho viac navysit. Pravdou vsak je, Ze keby sme na zaciatku zvolili radsej
cesty 1—2—4, 1—3—4 o napr. velkosti 7, uz by sme dosiahli vicsi tok rovny 14.

Pri rieseni takychto situacii bude potrebny takzvany rezidudlny graf . Tento graf
mozno vo véeobecnosti chapat ako graf ,,moznosti®, ¢o sa d4 vykonat v povodnom grafe
s doteraj$im tokom. Jednou z poziadaviek naiiho je, aby ndm umoznil spitne vrétit tok
hranou, ktord sa ukazuje, Ze nebola optimdlne zvolend a poslat ho inou cestou. Zarovei
budeme vyzadovat, aby ukazal, o kolko jednotiek toku sa d4 tok v danej hrane navysit,
teda aki mé eSte dostupni, nevyuziti kapacitu. Spomenuté poziadavky vieme zhrntt
do matematického zapisu, ktory ndm urcuje tzv. rezervy jednotlivych hrén (u,v) v

danej sieti predpisom:

r(u,v) = c(u,v) — f(u,v) + f(v,u). (18)

Je dolezité dodat, Ze rezidudlny graf vytvdra a uréuje rezervy aj hrandm opacnej
orientécie, ako boli v povodnej sieti. Prave tieto hrany budd umoziovat aktudlny tok
vracat istym sposobom spit. Hrany s nulovou rezervou sa do grafu nezaznacuju.

Pod pojmom nenasijtend polocesta v rezidudlnom grafe budeme rozumiet taki cestu,
spajajicu vrchol s s vrcholom ¢, ktorej rezerva kazdej hrany polocesty je kladné. Rezer-
vou polocesty nazyvame najmensiu rezervu hrany spomedzi vSetkych hran polocesty.

Vratme sa k predoslej situdcii z obrazka 4, kde na prvy pohlad nebolo jasné, ako po-
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kracovat. Zostrojme prislusny rezidudlny graf s vypocitanymi rezervami podla rovnice
(18) - vid' obréazok 5. Cervenou farbou je vyznacend nenasytens polocesta P. Rezervou

tejto polocesty bude hodnota 10.

3y XQ
AN 24

©

Obr. 5: Rezidualny graf

Akt tlohu méa nenasytend polocesta pri navysSeni aktualneho toku? Ona urcuje, v
ktorych hrandch budeme tok menit. O akt hodnotu ho zmenime, to urcuje rezerva tejto
polocesty. V&imnime si, 7e cez hrany (1,2) a (3,4) vieme poslat 10 jednotiek toku bez
problémov. K nejasnostiam prichadza pri hrane (2, 3) v rezidualnom grafe. K nej totiz
neexistuje prislusna hrana v povodnom. Existuje iba opacne orientovand. Nenasytena
polocesta P poukazuje na to, Zze by bolo optimélne poslat 10 jednotiek toku z vrcholu
2 do vrcholu 3. To je ale rovné situécii, ze by sme aktualny tok v opacnom smere o 10

jednotiek znizili. Urobme tak a dostdvame novy pozmeneny tok, vid obrazok 6.

2

3% ww

@) 150 ()

©

Obr. 6: Novy tok
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Po opétovnom skonstruovani rezidudlneho grafu sa lahko presvedéime, Ze v fiom uz
neexistuje nenasytens polocesta. Co to vsak pre nds znamena? Naozaj sme uz dostali
maximalny tok, alebo sa dé navysit este inym sposobom?

Tymto sa dostavame sa k zaverecnému tvrdeniu, ktoré nam zodpovie na nase otazky.

Uvéddzame jeho znenie s miernou modifkaciou dokazu, uvedenom v [9].

Tvrdenie 2.3. Mazx Flow - Min Cut (Ford-Fulkerson - 1956)

Nasledovné tri podmienky pre tok f v sieti (G, s,t,c) su ekvivaletné:
1. existuje s —t rez, ktorého kapacita ¢(S,T) = W(f)
2. tok f je maximdlny

3. neezistuje nenasiytend polocesta v rezidudlnom grafe

Dokaz:

1. = 2

Platnost tejto implikdcie sme uz objasnili pri leme 2.

2. = 8.

Ked existuje nenasytend polocesta, upravujeme toky v hrandch podla prislusnych
pravidiel v podrobnom popise algoritmu nizsie. VSimnime si, ze k toku v zaciatocénej
hrane tejto polocesty Startujicej zo zdroja sa prislusné r,,;, (rezerva nenasytenej
cesty rezidudlneho grafu) pripoéita. Je tomu tak preto, ze dana hrana je sihlasne
orientovana ako hrana v povodnom grafe a teda zo zdroja vychadza. Ak by aj
existovala hrana, ktora v povodnom grafe do vrchola s vchadza, nikdy nebude
vyuzitd, lebo v nasej situdcii nemd zmysel posielat tok spit do zdroja. Z toho
vyplyva, Ze ak existuje nenasytend polocesta v rezidudlnom grafe, velkost toku by

sme vedeli navysit

W)= f(5,0) + Tmin (19)

a z toho vyplyva, ze povodny tok nebol maximalny.
3. = 1
Ostéva dokazat, Ze ak neexistuje nendsytens polocesta v rezidudlnom grafe, tak

velkost toku sa rovnd kapacite nejakého s — t rezu.
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Nech f je taky tok, pre ktory je bod 3. splneny. Uvazujme takd mnozinu S, ktora
obsahuje vrcholy, do ktorych sa d4 z vrcholu s dostat pomocou kladnych rezerv hran
v rezidudlnom grafe, Vrchol s tiez radime do mnoziny S. Potom plati, ze vrchol s € S
kvoli samotnej definicii mnoziny a ¢ ¢ S, lebo inak by existovala nenasytena
polocesta. Mnozinu S mozeme chapat ako rez. Vsimnime si, Ze vSetky hrany (a,b),
ktoré sa nachddzaju v s — ¢ reze ( a € S, b € T) musia mat nulovi rezervu v

rezidudlnom grafe, inak by vrchol b € S. To podla vztahu (18) znamen4, ze
C(CL, b) o f(CL, b) + f<b7 CL) = 0. (2())

Vieme, ze f(a,b) < c(a,b) a f(b,a) > 0, takze jedinym sposobom ako dostat rovnost
s nulou je

f(a,b) = c(a,b), (21)

f(b,a) = 0. (22)

Uz si staci uvedomit nasledovné vztahy:

W) =f(S)= Y flab)= > flba)= > cla,b)=c(ST).  (23)

a€SbeT beT,aeS a€SbeT

Nasleduje zrhnutie FF algoritmu:
e vloz danu siet (G = (V, E), s,t,c)
e nastav V(u,v) : f(u,v) =0

e vytvor rezidudlny graf, vypocitaj rezervy pre vSetky hrany (u,v) € E(G) a aj pre

hrany opacné (v, u)
e pokial existuje nenasytend polocesta P z s do t

— vypocitaj rpin, CO sa rovna rezerve polocesty P
— definuj f,e. ako:

% frew(U, V) = Tin, ak (u,v) € P A (u,v) € E(G)
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% frew(U, V) = —Tiin, ak (v,u) € P A (v,u) ¢ E(G)

% frew(u,v) =0, inak
— vypoditaj novy tok V(u,v) : f(u,v) = f(u,v) + frew(u,v)

— vypocitaj nové rezervy hran v rezidualnom grafe

o vrat tok f

Vdaka tomuto tvrdeniu vieme, Ze FF spolahlivo ndjde maximélny tok, pricom v
prislusnom rezidudnom grafe uz neexistuje nenasytend polocesta zo zdroja k ustiu. Po
vypoéitani maximalneho toku v sieti este ostava najst minimélny rez a rozdelif vrcholy
do prislusnych dvoch mnozin - hladanych komunit. Tak, ako sme v dokaze tvrdenia
2.3 v tretej casti spomenuli, do mnoziny S priradime vsetky vrcholy, do ktorych sa da
dostat zo zdroja pomocou kladnych rezerv hran vo findlnom rezidudlnom grafe . Do
mnoziny 71" priradime zvy$né. MozZe sa vsak stat, Ze rezov s minimdlnou kapacitou je v
sieti viac. Na overenie jedinecnosti, ako je uvedené v ¢lanku [18], je mozné napriklad
vymenit zdroj s tstim a algoritmus spustit znovu. Ak sa ndjde rovnaké rozdelenie,
optiméalny rez je jediny (toto plati len pre neorientované grafy).

Socidlne siete sa vSak vo vicsine pripadov zvykni reprezentovat neorientovanymi
grafmi. Vysvetleny algoritmus sa d4 jednoducho aplikovat aj na tieto grafy. Staci kazdu
neorientovant hranu reprezentovat dvoma navzajom opacne orientovanymi hranami.
Na takyto graf uz mozno aplikovat vysvetlené postupy. V dalsich kapitoldch sa uZ

budeme primérne zaoberat neorientovanymi grafmi.

2.3 Kobd a vystup v R

Kniznice softvéru R obsahuji mnoho naprogramovanych algoritmov pre hladanie
komunit v siefach. Vynimkou nie je ani Ford-Fulkersonov algoritmus. Na ukézku ho

budeme demonstrovat na malej sieti pozostdvajicej zo Siestich vrcholov:

library (optrees)

nodes <— 1:6

arcs <— matrix(c(1,2,5, 2,3,2, 2,4,2, 4,54, 46,1 |, 3.,4,2),
byrow=TRUE, ncol = 3)
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findMinCut (nodes, arcs, algorithm = ”"Ford—Fulkerson” ,

source.node = 1, sink.node = 5, directed = FALSE)

Informécie o prikazoch sme ¢erpali z [15]. Prvym vstupom prikazu findMinCut z
balika optrees je vektor nodes. Reprezentuje mnozinu vrcholov grafu. Druhym vstu-
pom je matica arcs. Kazdy jej riadok predstavuje jednu véazbu. Ma 3 stfpce. Cisla
v prvych dvoch indikuji, medzi ktorymi dvomi vrcholmi existuje hrana. Treti stipec
vyjadruje kapacitu danej hrany. Za source.node oznac¢ime zdroj toku a za sink.node
ustie. Ak sa jedna o orientovany graf, argument directed nastavime na TRUE, inak sa

graf priméarne berie ako neorientovany. Ako vystup dostavame:

$s.cut

(1] 1 2 ®

$t.cut (5
(1] 345 6 @

$max. flow

[1] 4 @
(]

$cut . set

eptl ept2 weight Obr. 7: Vizudlne znazornenie siete a ndjdenych
[1,] 2 3 2 komunit podla FF algoritmu

[2,] 2 4 2

Pre lepsie ilustraciu siete a ziskanych komunit poskytujeme obrazok 7. Kapacitu
hran budeme odteraz na obrazkoch znizoriiovat viacndsobnymi hranami. Sposob vy-

kreslovania grafov v R demonstrujeme v d'alSej kapitole v podsekeif 3.3.
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3 Girvan-Newmanov algoritmus

3.1 Motivacia

Doteraz sme sa venovali Ford-Fulkersonovmu algortimu, ktory m4 vsak jednu velki
nevyhodu: Rozdeluje sief iba na 2 komunity. Taktiez treba zadat ako vstup, ktory
vrchol checeme uréit ako zdroj a ktory ako tstie. V pripade karate klubu to bolo jed-
noduché rozhodnutie a na danu situdciu sa algoritmus dal bez problémov aplikovat.
V socidlnych siefach, hlavne s velkym poc¢tom vrcholov, vSak casto vznikd vAEsi pocet
komunit a neraz si aj hierarchicky organizované. Dobrym prikladom moéze byt §kola,
v ktorej su ziaci rozdeleni do ro¢nikov, roéniky do tried a v triedach mozeme tieZ ndjst
urcité ”skupinkovanie”. V takychto pripadoch je dobré pouzit algortimy, usposobené
na hierarchické zhlukovanie siete.

Medzi takéto algoritmy patri aj trieda tzv. rozkladnych (ang. divisive). Ich zékladnou
myslienkou je odstranovanie hran z grafu, o ktorych mame predpoklad, ze st medzi-
komunitné, teda spajaju dva rozné zhluky vrcholov. Takéto hrany maju dolezitd tlohu
z hladiska Struktiry siete a maji vysokd centralitu (dolezitost). Je zndmych viacero
pristupov, ako centralitu hrany merat.

My sa v tejto kapitole budeme venovat Girvan-Newmanovmu algoritmu (d'alej uz
len GN), ktory zohral v rozkladnej triede dolezit tilohu. D4 sa o fiom docitat napriklad
v ¢lanku [7, str. 23] alebo [14]. Jeho podstatnou ¢astou je definovanie miery centrality
hrany. Girvan a Newman navrhli tri sposoby. My sa budeme zaoberat prvou z nich,
ktord nesie nazov edge betweenness (ponechdvame anglicky ndzov, dalej uz len betwe-
enness). Treba podotkniit, Ze bola povodne navrhnutd pre neohodnotené grafy, avsak
neskor si ukdzeme, ako sa dd jednoducho transoformovat aj pre ohodnotené.

Tato miera nam pre kazdd hranu vyjadruje frekvenciu, s ktorou sa dand hrana
vyskytuje v najkratsich cestdch, ktoré sa hladaji pre vsetky dvojice vrcholov grafu. Pod
najkratsou cestou medzi dvoma vrcholmi prirodzene rozumieme cestu pozostavajicu z
najmensieho poc¢tu hran, spdjajucu dané vrcholy. Takato miera bola inspirovand vertex
betweenness, vymyslend Freemanom v roku 1977 [8], ktord sa ratala pre vrcholy grafu.

Ak hrana spdja dva klastre, je prirodzené ocakdvat od nej velki mieru betweenness,

pretoze bude ¢asto sticastou najkratsich ciest medzi vrcholmi, z ktorych jeden vrchol je
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v jednom klastri a druhy v druhom, vid obrézok 8 - hrubo vyznacend ¢iara spijajica

zjavne dve skupiny vrcholov bude mat vysokt centralitu.

Obr. 8: Ilustricia hrany s vysokou centralitou

Avsak je dolezité si uvedomit, Ze moze nastat pripad, Ze mame dve hrany spajajtice
dve komunity - jedna z nich bude mat vysoki spominant mieru, pretoze ma v nejakom
zmysle lep§iu poziciu ako té druhd, teda vicsina najkratsich ciest bude prechadzaft
prave nou. To moze sposobit, Ze druhd hrana, ktord je tiez velmi doleZitd, pretoze
spaja dve komunity, nenadobuda vysokd hodnotu betweenness. Z toho dovodu vzdy
po najdeni hrany s najvysSou hodnotou a jej odstraneni musime betweenness pre
ostdvajice hrany znovu prepocitat. Pri danom postupe v dalSej iterdcii uz bude tato
druhd hrana nadobuidat vysokd hodnotu a je mozné ju spravne identifikovat ako me-
dzikomunitni.

Algoritmus bude teda kazdou iterdciou vymazdvat jednu hranu a znova prepocitavat
hodnotu betweenness pre vsetky ostavajice hrany. Ak nastane zhoda, mozu sa od-
stranit vsetky hrany s najvyssou hodnotou alebo sa vyberie ndhodne jedna. Takymto
iteracnym vymazdvanim hrdn budeme postupne graf rozpajat, pocas ¢oho sa v nie-
ktorych iteraciach budi od seba oddelia skupiny vrcholov. Takto pocas procesu vznikni
viaceré rozdelenia siete, az nakoniec dostaneme rozdelenie o n jednoprvkovych komu-

nitach.

3.2 Vysvetlenie algoritmu

Akym algoritmom sa da betweenness vypocitat? Vysvetlime metddu, ktort opisali

Girvan a Newman v ¢lanku [14].
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Najprv vybereme jeden vrchol, ozna¢ime ako zdroj S a budeme hladat najkratsie
cesty z S do ostatnych vrcholov. Tento proces vypoctu sme demonstrovali na malej
sieti na obrazku 9. Tento obrazok sme prebrali z ¢lanku [14, FIG. 4]a doplnili ho o
konkrétny postup pri vypoctoch, vysvetleny nizsie. V pripade, ze sa v grafe nenachddza
ziadny cyklus, hladanie najkratsich ciest a vypoé¢itanie hodnoty betweenness je veelku
jednoduchy proces. Takymto pripadom je situdcia naznacend na obrazku 9(a). Situdcia
sa zacne komplikovat, ak sa jednd o cyklicky graf, vid obrdzok 9(b) a méze vzniknit

viacero najkratsich ciest. V takom pripade sa vdha tychto ciest predeluje ich po¢tom.

CE)=2 (D,E)=2
3 3
(0.F) =1
| (AC):(BC):(HE)*1
’ ! 3 3
1 1
2 de =dp =2 (B,D)=(1+1+§)»eI
5 1
(A,S)=(1+g)=«I
5 7 1
(B'S)=(1+E+§)*I

leaves

Obr. 9: Vypocet hodnoty betweenness pri ur¢enom zdroji S

Pri vypocte budeme postupovat nasledovnym sposobom:

e zaciatotnému vrcholu s prirad vzdialenost dy = 0 a véhu w, = 1

e kazdému susediacemu vrcholu ¢ prirad d; =ds+1=1aw; =1

e pre kazdy, vrchol j susediaci s predoslymi vrcholmi ¢ urob jednu z troch moznosti:

— ak vrcholu j zatial nebola priradend vzdialenost, prirad d; = d; + 1 a vdhu
U}j = Ww;

— ak uz vrcholu j bol priradend vzdialenost a plati d; = d; + 1, potom navys
vahu w; = w; + w;

— ak uz vrcholu j bol priradend vzdialenost avsak d; < d; + 1, ni¢ nerob
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e Zopakuj od tretieho kroku, az kym vsetky vrcholy maju priradené vzdialenosti.

Vypocitané vahy pri kazdom vrchole st presne to ¢o potrebujeme. Vyjadruju pocet
najkratsich ciest zo zdroja k danému vrcholu i. Budd nésledne vyuzité v dalsom

dopocitavani:

e najdi kazdy "konecny”vrchol ¢, cez ktory uz neprechadza nijaka najkratsia cesta

z vrchola s do Iubovolného vrcholu v grafe

e kazdej hrane vychddzajicej z vrchola ¢ smerujticej do susedného vrchola i prirad

hodnotu w; /w;

e zacinajuic vrcholmi, ktoré st najd alej od zdroja s (teda vrcholy najnizsie polozené,
ak graf zakreslime schématicky ako na obrdzku 7) pokracujic smerom vyssie
k zdroju postupne pocitaj nasledovné: hrane spajajicej vrchol ¢ a j pricom 17
je blizsie k zdroju ako vrchol j prirad hodnotu 1 plus suma uZ priradenych
hodnot hran, ktoré spajaji dany vrchol j s inymi vrcholmi z nizSej drovni, celé

prendsobené hodnotou w;/w;

e Opakuj od treticho kroku pokym sa nedosiahne vrchol s

Uz len treba zopakovat tento proces pre vsetkych n vrcholov ako zdroje a scitat
vSetky hodnoty danej hrany, ktoré v tychto vypoctoch nadubdla. Dostavame mieru
betweenness pre kazdi hranu grafu.

Tento algoritmus bol doteraz vysvetleny len pre neohodnotené grafy. Newman v
¢ldnku [12] vSak pontka hned viacero pristupov, ako vhodne rozsirit dany algoritmus
aj pre tie ohodnotené. Jednym z nich bolo po vypoécitani hodnoty betweenness podla
vyssie uvedeného algoritmu jej jednoduché predelenie kapacitou danej hrany. Vzhladom
k tomu, Ze algoritmus d'alej odstraiiuje v kazdej iterdcii hranu s najvyssiou hodnotou
betweenness, ide o snahu vyvarovat sa tak skorému vymazaniu hrany, ktorej by mala
byt prikladand vyrazne vyssia vaha, pretoZe predstavuje silni vizbu medzi prilusnymi
objektami. Vzhladom k tomu, Ze sa po predeleni velkou kapacitou hodnota betweenness
vyrazne zmensi, sposobi to pokles pravdepodobnosti, ze tato hrana bude vymazana v

danej iterécii.
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Sila viizby sa vsak da prezentovat nielen pomocou priradenia kapacit, ale i vytvo-
renim tolkych hrdn medzi dvojicou vrcholou, kolko bola tej povodnej hrany kapacita.
Tento pristup sme uz spomenuli v kapitole 1. V takomto grafe s viacnasobnymi hra-
nami mé uz kazdd hrana rovnaku silu vézieb (kapacita je rovnd 1) teda jednd sa o
neohodnoteny graf. Nai uz mozno aplikovat vysvetleny algoritmus. Prave s touto dru-
hou moZnostou rosirenia pre ohodnotené grafy zvyknu ratat zabudované algoritmy v
programoch.

Cely GN algoritmus mozeme zhrnit nasledovne:

e vypocet hodnoty betweenness pre vSetky hrany

e odstranenie hrany s navyssou hodnotou

e prepocitanie hodnot pre ostavajice hrany

e opakovanie od druhého kroku, az kym sa neodstrania vsetky hrany

Proces delenia vrcholov do mensich skupin sa d4 vystizne zachytif napriklad den-

drogramom, vid ilustra¢ny obrdzok 10 prebraty z ¢lanku [14, FIG. 2].

sl

Obr. 10: Dendrogram zachycujici proces delenia

Na zéver, kedZe pocas procesu dostdvame viacero rozdelen{ siete (podla toho, kde
prislichajtici dendrogram predelime) ostava otazkou, ktoré rozdelenie budeme povazovat
za optimélne. V ¢lanku [14] uvddzaju, Ze za optimélne budeme povazovat to rozdelenie,

ktoré dosahuje najvyssiu modularitu, ktori sme definovali v kapitole 1.

3.3 Kod a vystup z R

Na spustenie GN algoritmu budeme potrebovat aj balicek igraph. Informécie o

prikazoch z tohto balika sme ¢erpali z [16].
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library (optrees)
library (igraph)
nodes <— 1:6
arcs <— matrix(c(1,2,5, 2,3,2, 2,4,2, 4,54, 46,1 |, 3,4,2),
byrow=TRUE, ncol = 3)
mat <— ArcList2Cmat (nodes , arcs , directed=FALSE)
graf <— graph_from_adjacency —matrix(mat, mode = ”undirected” ,
diag=FALSE)
fc <~ cluster _edge_betweenness(graf, weights=E(graf)$weight ,
directed=FALSE, edge.betweenness=IRUE, merges=ITRUE,
bridges=TRUE, modularity=TRUE, membership=TRUE)

Maticu arcs vieme prikazom ArcList2Cmat jednoducho pretransformovat na ma-
ticu susednosti. Graf vytvorime prikazom graph_from_adjacency_matrix, kde atribut
diag rozhoduje, ¢i mozu v grafe existovat aj hrany vychddzajiice a vchadzajice do toho
istého vrchola. Je dolezité podotkntt, ze pri grafe vytvorenom z matice susednosti si
kapacity prezentované viacnasobnymi hranami.

Na spustenie algoritmu vyuzijeme prikaz cluster_edge_betweenness, do ktorého
zaddvame graf, vektor kapacit k jednotlivym hrandm (avsak pri vyuziti matice sused-
nosti st uz kapacity zapocitané ako viacndsobnost hrany a tento vstup uZz netreba
zaddvat). Atribit directed nastavime prirodzene podla toho, ¢i sa jednd o orien-
tovany alebo neorientovany graf. Ak nastavime ostatné atribity na hodnotu TRUE,
z prikazu bude mozné vytiahnit nasledovné informécie. Atribut edge.betweenness
vrati vektor hodnot betweenness, ktoré hrany nadobudli v ¢ase jeho odstranenia. Z
atribiitu merges je mozné ziskat maticu zlicenia, ktord je opisom procesu zlucovania
komunit (GN algoritmus je sice rozkladnym algoritmom, avsak staci zobrat proces od
konca).Atribit bridges vrati zoznam poctu iterdcii, pred ktorymi doslo k oddeleniu
subgrafu od ostatnych. Atribtt modularity vracia vektor modularit, ktoré nadobuida
graf pri jednotlivych rozdeleniach do komunit, ktoré pocas procesu nastali. Posledny
atribit membership vyjadruje prislusnost jednotlivych vrcholov k danym komunitdm

z optimalneho rozdelenia. Ako vystup dostavame:
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IGRAPH clustering edge betweenness, groups: 3, mod: 0.21
+ groups:

$414

Na vykreslenie obrazka 11 treba vyuzit prikaz:

plot (graf ,vertex.color=c(” greenyellow” ,” deepskyblue” ,

"yellow” )| fc$membership |)

@
®

Obr. 11: Vizudlne znézornenie siete a ndjdenych komunit podla GN algoritmu
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4 Greedy algoritmy na hladanie maxima modula-
rity

4.1 Motivacia

Pojem modularita sme uz predstavili v prvej kapitole a taktiez bol vyuzity ako uka-
zovatel optimdlneho rozdelenia spomedzi vzniknutych rozdeleni siete v predchadzajicom
algoritme. Pre este lepSie pochopenie a ilustraciu, preco by bolo prinosné sa maxi-
malizdciou modularity zaoberat, vzhladom na problematiku detekovania komunit v
sietach, uvedieme nasledovni myslienku, uvedent v ¢lanku [7, str. 16].

Pévodne sme rétali modularitu (pre neohodnotené grafy) ako

= % Z (Aij - ’;1'2')5(ci, o). (24)

Z!J

KedZe do stictu sa redlne dostant len vyrazy s indexami ¢ a j takymi, Ze prislusné

vrcholy patria do rovnakej komunity, je mozné tento vypocet prepisat na

o= | e d. \2
= - — , 25
¢ CZ1 [m <2m> ] (25)
kde n. sa rovna poc¢tu komunit rozdelenia, [. sa rovna sume poctu hran, ktoré spajaju

vrcholy komunity ¢ a d. predstavuje sucet stupniov vrcholov danej komunity.

Dalej mo6zeme maximalnu hodnotu modularity pre dand siet vyjadrit ako

| I

c=

kde pod maxp budeme rozumiet maximum cez vietky mozné rozdelenia P daného
2

grafu. Vyraz 4—0 vyjadruje ocakavani hodnotu poc¢tu hran v danej komunite v nulovom
m

modely - ozna¢ime Ez(l,.). Dalej moézeme upravit na

Qe = - max { > [1o - 220) }
= —% m}in { — i [lc — Ex(lc)} }

c=1

Pri¢itanim a odéitanim hodnoty m dostavame
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ne ne
Qmaz = —% mgn { (m — Z lc> — (m — Z Ea:(lc)> }, (28)
=1 =1

kde vyraz (m — >, l.) mozeme interpretovat ako velkost rezu, ktory deli siet
do danych klastrov. Vsimnime si totiz, ze od celkového poc¢tu hran m odcitavame
hrany, ktoré spajaji vrcholy len z rovnakych klastrov a teda vyjadruje pocet medzi-
komunitnych hrdn. Zvy$ny vyraz predstavuje, podobne, ocakdvani velkost rezu pre
ndhodny graf. Z toho ndm vyplyva, Ze pri maximalizovani modularity hladdme také
rozdelenie siete P, ktoré minimalizuje rozdiel medzi velkostou rezu v nasom grafe a
velkostou rezu v ndhodnom grafe, od ktorého sa neocakdva velkd miera zhlukova-
nia. Teda zjednodusene povedané, toto rozdelenie by malo mat ¢o moZno najmensiu
velkost rezov v povodnom grafe (podobne ako vo FF algoritme) a ¢o mozno najvissiu
v ndhodnom. Takéto rozdelenie sa potom javi celkom idealne, pretoze v skutocnosti
nam staci ”"pretrhnit”relativne maly pocet hrdn medzi komunitami, ako by sme od
takej siete s rovnakymi stupnami vrcholov ocakéavali.

V skutocénosti tloha maximalizacie modularity je velmi ndroénym problémom. Pre
graf s n vrcholmi pri rozdeleni do g klastrov vieme vypoéitat pocet moznych rozdeleni
tzv. stirlingovym ¢islom druhého druhu S(n,g) (viac sa o iom mozno docitat napriklad
v [17]). Celkovy pocet moznych rozdeleni grafu sa rovnd » ., S(n, g). Tento sicet nie
je blizsie $pecifikovany, avsak uz pre prvé dva cleny S(n,1) + S(n,2), rovnajice sa
2"~! pozorujeme minimdlne exponencidlny nérast. Z tohto dovodu maximalizacia cez
vSetky mozné rozdelenia pre grafy vysokym poctom vrcholov bude ¢asovo naroéna.

Existuje viacero sposobov, ako aproximovat maximalnu modularitu, ktoré st spo-
menuté napr. v [7, str. 27-34]. My sa budeme zaoberat Newmanovym algoritmom z

¢lanku [13] a jeho neskorsiou modifikdciou z ¢lanku [2].

4.2 Vysvetlenie algoritmov
4.2.1 Zakladna myslienka

Newman pontkol v élanku [13] sposob aproximécie optima modularity, vyuzijic
tzv. greedy techniku. Algoritmus v kazdej iteracii na zaklade definovanej podmienky

rozhodne, akym sposobom upravit, resp. vytvorit d’alsie rozdelenie siete s cielom ¢o
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najvécsieho priblizenia k maximalnej hodnote modularity. Vysledné rieSenie je teda len
aproximdciou a moze existovat rozdelenie s este viacsou modularitou, ktoré algoritmus
nendjde, vzhladom k tomu, Ze algoritmus nepreskima vsetky mozné rozdelenia. Avsak,
ako vo svojom clanku uvadza, algoritmus bol v roznych aplikaciach pomerne tspesny
a jednoznacne nim zjednodusil vypocet oproti pocitaniu modularity pre vsetky mozné
rozdelenia, ktoré by sa pre grafy s poc¢tom vrcholov nad 30 — 40 stavalo nemoznym
v koneénom case. Vo svojom neskorsom clanku [2] spolu s Clausetom a Moorom,
ponechajic zédkladni myslienku tohto algoritmu, modifikovali algoritmus zefektivniac
vypocet zbavenim zbytoénych operdcii (modifikovany algoritmus budeme d'alej nazyvat
CNM).

Oba algoritmy radime k triede aglomerativnych algoritmov - t.j. na zaciatku kazdy
vrchol predstavuje jednu komunitu a na zaklade definovanej podmienky sa iterativne
zlucuju do vacsich komunit.

Zakladnou myslienkou tychto algoritmov bude v kazdej iteracii vypocitat zmenu
modularity AQ;; po zliceni komunity ¢ a j pre vSetky pary komunit, medzi ktorymi
existuje aspon jedna vézba. Po spojeni takého paru komunit, ktoré nemaji ani jednu
spoloéntt hranu, modularita nikdy nevzrastie? , preto kvoli zjednodugeniu vypoctov a
uSetreniu casu takito hodnotu AQ;; nebudeme ani pocitat. Nédsledne zlicime klastre s
najvicsim prirastkom modularity, resp. s najmensim poklesom?® a proces opakujeme, aZ
kym budu vietky vrcholy patrit jednej komunite. Vsimnime si, Ze pri grafe s n vrcholmi
je potrebnych n — 1 iteracii, aby sme z n komunit dostali postupnym zlucovanim nako-
niec jednu. Proces zlucovania moze byt opét ilustrovani napriklad dendrogramom. Na
zaver, podobne ako pri GN algoritme, za optimalne rozdelenie prirodzene vyberieme

rozdelenie s najvéacsou dosiahnutou modularitou.

4.2.2 Po6vodny algoritmus

Pre zrozumitelnost a zjednodusenie popisu zavedieme nové tistredné premenné, ako

st uvadzané v ¢lanku [2]. Vytvorime maticu e, ktorej zlozka

2Platnost spominaného pozorovania bude objasnend v podsekcii 4.2.2 po zavedeni vhodného

znacenia.

3V podsekeif 4.2.3 lahko ukazeme, ze akondhle raz modularita v nejakej iteracii klesne, bude klesat

aj v dalsich a teda najvyssia modularita v tychto algoritmoch je dosiahnuté pred spominanou iterdciou.
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= 5 30 Awd(Cun )3(C ) (29)

u,w
sa d4 interpretovat ako pomer poc¢tu hran spdjajicich komunitu ¢ s komunitou j ku
poctu koncov vsetkych hran v grafe (teda 2m). Tieto premenné vytvéraji symetricku
Stvorcovi maticu e rozmerov n., kde n. sa rovna poctu komunit. Dalsiou dolezitou

premennou bude vektor a a jeho i-ty ¢len

1 .
ai =5 Z ku0(C, ) (30)

bude predstavovat pomer sti¢tu koncov hran vrcholov prislichajicich komunite ¢ ku
poctu vSetkych koncov hran.

Uvedomme si, Ze plati rovnost

3(Cu, Cy) =Y 6(Cuyi)5(Cy i), (31)

pretoze v pripade, Ze prava strana rovnice sa rovna 1 (teda C, = C,), sicet nalavo
obsahuje samé nuly a prave jednu jednotku pre ¢len, kde ¢ = C, = C,. V pripade
pravej strany rovnej nule v stc¢te nalavo dostdvame samé nuly. VyuZijtc tiito rovnost,

moZeme upravit vzorec na vypocet modularity:

Q= ﬁ Z (Aw — %) Z §(Cy,1)5(C,y,7)
_ Z (% > Aud(Clyi)8(Cy, i) — ﬁ > kub(Cl, i)% > k(C, @')) (32)
= Z(eii — a?).

Vsimnime si, ¢o sa deje s maticou e pri zlic¢ovani komunity ¢ s komunitou j. Novu

komunitu nazvyme j*, potom si je lahko podla interpretdcie rovnice (29) uvedomit, ze

€j*]’* = €4 —+ ejj -+ eij -+ eji = €jj + €ii + 261']', (33)

€ixk = €ik + €jk- (34)
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Z rovnic (33) a (34) vyplyva, ze v kazdej iterdcii matica e s¢itava prislusné dva
riadky a stfpce prislichajice i-tej a j-tej komunite.
Taktiez z interpretédcie rovnice (30) mozeme vyvodit, ze vektor a sa v kazdej iterdcii

upravi nasledovnym spososbom:

A+ = Q4 + a;. (35)

Matica e a vektor a kazdou iteraciou stracaji jednu dimenziu, vzhladom k tomu, Ze
klesé pocet komunit o jeden. Zmenu modularity po zliceni i-tej a j-tej komunity sa da

potom vypoécitat ako

A Qij = eij + eji — QCLZ'CLJ‘ = 2(62‘3' — CLiCLj), (36)

vychadzajic pritom z vypoctu modularity z rovnice (32) a z poznatkov, ako sa menia
matica e a vektor a. Z rovnice (36) je dobre vidiet, Ze ak dve komunity neboli prepojené
ani jednou hranou (teda e;; = e;; = 0), tak zmena modularity po zliceni takychto
komunit bude vzdy zaporna.

Algoritmus moZeme zhrntit nasledovne:

e vypocitaj maticu e, vektor a a pociatoéni modularitu @ (vSimnime si, ze této

hodnota bude vzdy zdporna)
e vypocitaj AQ;; pre vSetky pary komunit okrem neprepojenych parov

e najdi najvicsiu hodnotu prirastku, zli¢ dané dve komunity, uprav maticu e a

vektor a podla popisu vyssie a doterajsiu modularitu @ navys o hodnotu AQ;;

e opakuj od druhého kroku, kym sa pocet komunit nezredukuje na jedna

4.2.3 CNM algoritmus

Ako sme uz spominali v podsekeii 4.2.1 , v ¢lanku [2] ndm Clauset, Newman a Moore
pontikaji modifikdciu predoglého algoritmu s cielom zbavit sa zbytoénych operdcii. Ich
motivaciou bolo skratit ¢as potrebny na zbehnutie algoritmu, hlavne v pripade grafov

s vysokym poc¢tom vrcholov.
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Predstavuji ndm ind struktiru dat, ktord budd udrziavat v pamiiti. Namiesto
matice e zaviedli maticu AQ), ktorej prvky AQ);; rovno vyjadruji zmenu modula-
rity v pripade zltcenia komunity ¢ s komunitou j. Ako uz bolo spomenuté, komunity,
ktoré nie st prepojené ani jednou hranou, nemézu modularitu po ich zliceni navysit.
Takymto dvojiciam komunit na zaciatku priradime v matici AQ nulovi hodnotu. V
skutocnosti vsak po zliceni spomenutych komunit déjde k poklesu modularity - pozri
rovnicu (36), za predpokladu nenulovosti oboch vyrazov a; a a;. Na druhej strane,
ako sme uz v povodnom algoritme nacrtli, pre nds budi klicové dvojice s kladnym
prirastkom. Na konci tejto podsekcie uvidime, ze akondhle sa nebudu v matici AQ
nachddzat kladné hodnoty, modularita v dalsich rozdeleniach uz nemoze narast. Z
tohto dovodu nemusime neprepojenym parom komunit venovat velkid pozornost, po-
dobne ako v povodnom algoritme. Priradime im rovno nulovii hodnotu. Usetri to vela
zbytocnych operacii. Odvodiac z poznatku, ze na zaciatku kazdy vrchol zacina ako
samostatnd komunita a z rovnic (29), (30) (36), pociatoénd matica AQ bude vyzerat

nasledovne:

AQ 1/m — k;k;/2m?*  ak i a j si prepojené, (37)
ij =
0 inak,

hladanie tejto hodnoty vyuzijeme tzv. mazimovi haldu H (angl. maz heap), bindrny
strom, kotry bude obsahovat najvicsie hodnoty kazdého riadku, resp. stipca matice
AQ s prislusnymi indexami ¢ a j(viac o maximovej halde napriklad v [1]).

Podobne ako v povodnom algoritme, aj teraz budeme pracovat s vektorom a, ktory

na zaciatku nadobuda tvar

k;
a; = .
2m

(38)

Opit popisuje rovnaky jav a bude sa aj rovnako menif kazdou iteraciou, ako bolo
popisané v povodnom algoritme.

CNM algoritmus modzeme zhrnit nasledovne:

e vypocitaj pociatocnu modularitu Q, maticu AQ, vektor a a vloz do maximovej

haldy H najvécsie hodnoty z kazdého riadku matice AQ)
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e najvicsiu hodnotu AQ);;, ndjdent maximovou haldou H, pripocitaj k doterajse;
modularite @, zIGé prislusni i-tu a j-tu komunitu a prepoéitaj maticu AQ podla

popisu nizsie), vektor a a maximovu haldu H.
e opakuj druhy krok, az kym ostane jedna komunita

Poslednou otézkou ostdva, akym sposobom upravovat maticu AQ v jednotlivych
iteraciach. I[lustrujme to na nasledovnej situacii.

V predoslej iteracii sme zlucili ¢-tu s j-tou komunitou. Novovzniknuti komunitu si
nazvyme j*. Ukdzeme, ako by sa zmenila modularita v pripade, ze zluc¢ime j* s k-tou

komunitou. Podla rovnic (34), (35) a (36) vieme, ze

AQjrp = 2(ejr, — ajrar) = 2(ei + €jx — (a; + aj)ay) (30
= 2(eq — ajar) + 2(ejr — ajar) = AQix + AQjx.

7 toho vyplyva, ze zmena modularity po zliceni uz skorSie zlucenej i-tej a j-tej
komunity s komunitou &k sa rovnd zmene modularity po zliceni i-tej a k-tej komunity
plus zmena modularity po zliceni j-tej a k-tej.

Pripomenme si, ze na zac¢iatku sme neprepojenym parom komunit zadali nulovi hod-
notu, ktora vsak redlne neodpovedd zmene modularity v pripade ich zlic¢enia. Skutocni

zmenu modularity po spojen{ po¢itame rovnicou (36), a preto treba postupovat nasle-

dovne:

A Qe = AQuy, — 2a;a, (40)

ak k bolo prepojené s ¢, ale nebolo prepojené s j. Podobne

A Qe = LQjk — 2aay, (41)
ak k bolo prepojené s j, ale nebolo prepojené s i. V pripade, Ze k nie je prepojené

ani s ¢ ani s j nastavime

A Qe = 0. (42)

Préve z tychto tiprav, ako sa meni matica AQ mozeme pozorovat, ze akonahle uz

v matici nemdme ani jednu kladnid hodnotu, v d’alsich iterdciach je nemozné dostat
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kladny prirastok modularity. Z toho vyplyva, Ze rozdelenie najdené v iteracii po zltuceni
poslednych dvoch komunit s kladnym prirastkom dosahuje v ramci rozdeleni, ktoré
sme pocas algoritmu dostali, najvyssiu hodnotu modularity a budeme ho pokladat za
optimdlne. Teoreticky by sa dalo proces v tomto okamihu zastavit, avsak v ¢lanku
uvadzaju, Ze sa dokonéf az po rozdelenie s jednou komunitou. Tento proces moze byt
teda nésledne zachyteni dedrogramom.

Pre lepsiu predstavu poskytujeme prakticki ukdzku jednej iterdcie pre danu siet,

pricom sa budeme pri vypoctoch riadit pravidlami uvedenymi vyssie.

m=4
ky=2 [k, =1
1 2%2
A Q0= 3~ g 1 1
2%3 0 8 16 0
A= 1 1
2«3 |8 % 16 °
AQ23:Z_2*42 AQ= 1 1
3a1 % 16 °
4 2«42 0 0 @0

AQ14=AQ=0

1 /4
anew — 1/4

1/2

1
AQIFY=A Q=5

alew = g =l 8

1 E 1 11 0 0
1 AQMVY=— —2%—x— new _

new _ —_ 13 AQ =

a, —a2—4 16 4 8 ( 0 0

3 1
new _ 2. 1 1 1
a3 —a3+a4 8+8 AQ?§W=—16—2*Z*§ 0 0 O

Obr. 12: Praktické znézornenie jednej iterdcie v .CNM algoritme
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Na zaver treba podotknit, Ze podobne ako v pripade GN algoritmu, aj tieto algo-
ritmy si jednoduchym rozsirenim aplikovatelné na ohodnotené grafy. Modularita bude
poc¢itand pomocou rovnice (10) z kapitoly 1. V matici susednosti namiesto jednotiek
budi vystupovat prislusné hodnoty kapacit hran spéjajicich dané dvojice vrcholov.
Stupenn vrchola bude rovny suc¢tu kapacit hran vychédzajucich z daného vrchola a

pocet vietkych hran sa bude rovnat stétu vietkych kapacit hran.

4.3 Kobd a vystup v R

Prikaz sa podobé prikazu pre GN algoritmus. Treba vsak spomentit, Ze graf nesmie
byt vytvoreny maticou susednosti, pretoze prikaz nevie spracovat viacnasobné hrany.

Graf je mozné vytvorit napriklad nasledovne:

library (igraph)

arcs <— matrix(c(1,2,5, 2,3,2, 2,4,2, 4,54, 46,1 , 3,4,2),
byrow=TRUE, ncol = 3)

graf <— make_undirected _graph(t(arcs|[,1:2]), 6)

E(graf)$weight <— c(arcs[,3])

cluster fast _greedy(graf, merges = TRUE, modularity = TRUE,

membership = TRUE, weights = E(graf)$weight)

Prikaz cluster_fast_greedy obsahuje atributy vysvetlené v podsekcii 3.3.

Ako vystup dostavame:

IGRAPH clustering fast greedy, groups: 2, mod: 0.24
+ groups:

$1°

(1] 1 2 3

$c2c
(1] 4 5 6
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Ziskané komunity demonstrujeme na obrazku 13, ktory mozno dostat analogickym

sposobom pomocou prikazu uvedenom v podsekcii 3.3 .

@
o)

Obr. 13: Vizudlne zndzornenie siete a najdenych komunit podla CNM algoritmu
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5 Iné pristupy

Z predoslych kapitol vidime, Ze sa na dant problematiku d4 nazerat z viacerych uhlov
pohladu. V ¢ldnku [7] je predstavenych mnoho dalsich pristupov. Niektoré si teraz
uvedieme.

Pri FF algoritme bolo tstrednym javom minimalizovanie kapacity rezu. Tymto ja-
vom sa zabera aj spectrdlna bisekcia, zalozena na vyuziti vhodnych vlastnosti Lapla-

ceovej matice*. Kapacita rezu sa teraz da vypocitat ako

c(S,V\S) = %lsTLs, (43)

kde elementy vektora s su rovné 1, ak prislichajici vrchol patri prvej mnozine
alebo -1, ak patri do opacnej. S vyuzitim vlastnych vektorov v; Laplaceovej matice
(normalizovanych na dizku 2) pri prepisani vektora s na ), a;v; vieme kapacitu rezu

urcit vyrazom

o(S,V\S) =) ax, (44)
i

kde \; je prislusnou vlastnou hodnotou Laplaceovej matice. Spektralna bisekcia sa
teda zaobera minimalizovanim vzniknutého vyrazu z rovnice (44). Vysledné dva klastre
viak nemusia mat pozadované proporéné vlastnosti, preto vznikli viaceré stratégie,
snaziace sa tomuto javu ¢o najviac zabranit - viac v [7, str. 18].

Jednym z prvych algoritmov zaoberajicim sa minimalizovanim kapacity rezov je aj
Kernighan-Linov algoritmus 7, str. 17]. P6vodne bol navrhnuty za tcelom optimalneho
rozmiestnenia elektronickych obvodov na dosky. Snahou bolo umiestnit komponenty
na dosky tak, aby bolo ¢o najmenej prepojeni medzi doskami. Za vstup je treba za-
datf prvotné rozdelenie siete do dvoch klastrov o rovnakej velkosti, z ktorého algo-
ritmus bude vychadzat. Iterativnym sposobom dochédza k vymendm podmnozin vr-
cholov medzi klastrami za i¢elom minimalizovania kapacity rezu. Tento algoritmus je
rozsiritelny aj na iny pozadovany pocet klastrov a taktiez na ich rozne pozadované

velkosti. Nevyhodou je, Ze vysledné rozdelenie byva silno zavislé od prvotného vstupu,

4Laplaceova matica L je definovand predpisom D — A, kde D je diagonalna matica, ktorej hodnoty
odpovedaju jednotlivych stupiiom vrcholov grafu a matica A je maticou susednosti, resp. maticou W

s prislusnymi kapacitami.
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preto sa tento algoritmus casto pouziva ako vylepSenie rozdelenia néjdeného inou
metédou. Viac informécii v [10].

Pri hladan{ komunit (teda zhlukov v grafe reprezentujiicom nejaki siet) ide teda o
snahu n4jst objekty, ktoré st si v niecom podobné, blizke. Predstavme si, Ze mdme ddta
- datové objekty s uréitymi vlasnostami, ktoré je potrebné roztriedit do klastrov tak,
aby sa v klastroch nachadzali data podobnych vlastnosti. Jednym z moznych sposobov
je previest tieto ddatové objekty do metrického priestoru, kde jednotlivé stiradnice od-
povedaju zadanym vlastnostiam tohto objektu. Body reprezentujice podobné data sa
budd v tomto priestore nachadzat blizko vedla seba - vzdialenost medzi dvojicou bodov
bude teda predstavovat mieru rozdielnosti prislusnych objektov. Cielom triedy metéd
partitional clustering je rozdelit objekty do k klastrov, minimalizovanim ndkladovej
funkcie zalozenej na vzdialenostiach medzi bodmi a centroidmi, vhodne definovanymi
v priestore. Je viacero sposobov definovania tejto nédkladovej fukncie - pozri [7, str. 20].
Jedna z najpopularnejsich metéd z tejto triedy zvana k-means clustering od MacQue-

ena vyuziva predpis

k

>l —all, (45)

i=1 z;€8;

kde S; predstavuje mnozinu bodov tvoriacu i-ty klaster a ¢; reprezentuje jej prislusny
centroid. Tento problém riesi Llioydov algoritmus, kde sa na zaciatku urcia prvotné cen-
troidy. V prvej iteracii sa body zatriedia k najblizsiemu centroidu. Z takto vzniknutych
klastrov odhaneme ich stredy a tie potom uréime za nové centroidy do d'alsej iterdcie.
Takto pokracujeme, pokym sa roztriedenie do klastrov neustali. Avsak opit je vysledok
silno ovplyvneny prvotnym urcenim centroidov. Je teda vhodné previest viacero spus-
teni algoritmu s réznym urcenim prvotnych centroidov.

Dalsiou triedou metéd je tzv. spektrdlne zhlukovanie. Na jej vyuzitie potrebujeme
definovat funkciu podobnosti S, ktord priradi nejaki hodnotu kazdej dvojici objek-
tov. Od tejto funkcie o¢akdvame nezdpornost a symetrickost. Prikladom moze byt
velkost prieniku spoloénych susedov®tychto dvoch objektov (vrcholov v grafe) prede-
leny velkostou ich zjednotenia [7, str. 12]. Vypocitame maticu S, ktorej element S;; sa

bude rovnat hodnote priradenej funkciou podobnosti pre prislusné objekty i a j. Touto

5Pojem sused vrchola oznaguje taky vrchol v grafe, ktory mé s danym vrcholom spoloéni hranu.
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maticou moze byt napriklad aj samotnd matica susednosti. Ci uz ide o détové objekty,
resp. body v priestore alebo o vrcholy grafu, v tychto metédach ich transformujeme
na body v priestore, ktorych stiradnice budu elementami vlastnych vektorov matice S
(popripade jej modifikdcie). Takto ziskané body uz d’alej mozno analyzovat metédami
naznacenymi v predoslom odseku, napriklad k& — meansclustering. Na c¢o je to dobré?
Pre¢o nevyuzitf tieto metédy rovno? Touto tranforméciou sa totiz stavaji vlastnosti
zhlukov Tahsie pozorovatelné. Viac o spektrdlnom zhlukovani v [7, str. 20-23].

Vyssie spominané metédy a algoritmy maji velki nevyhodu v tom, Ze ako vstup
musia mat zadany pocet klastrov, do kolkych maji objekty zatriedif. Ako vieme, algo-
ritmy z kapitol 3 a 4 patria do triedy rozkladnych, resp. aglomerativnych metéd, ktoré
st vhodné pri hierarchickom zhlukovani siete a tento vstup nepotrebuju. Medzi aglo-
merativne patri aj metéda single linkage clustering. V kazdej iteracii spaja dva klastre
s najvyssou podobnostou, pricom podobnost i-teho s j-tym klastrom mé definovani
ako minimélnu podobnost z podobnost{ vietkych dvojic objektov, z ktorych jeden je z
i-teho a druhy z j-teho klastra. Metdda complete linkage clustering mé definovant po-
dobnost dvoch klastrov, prave naopak, maximom z tychto podobnosti. Metdéda average
linkage clustering ju definuje strednou cestou - ako ich priemer.

Velkou triedou metéd si metédy a algoritmy maximalizujice modularitu. Na tie
sme uz odkazovali v kapitole 4. Aj pre tieto téely sa moze vyuzit napriklad spektralna
optimalizacia, pomocou vlastnych vektorov a vlastnych hodnot takej matice B, ze

B = Ajj — % ale i vela d'alsich met6d [7, str. 27-34].
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6 Aplikacia algoritmov na realne socialne siete

V tejto kapitole uvedieme dva priklady socidlnych sieti, vzniknutych z vlastnych
dét. Vysvetlime, ako sme ohodnocovali vzt ahy medzi nimi. Na siete ndsledne aplikujeme

algortimy, ktorym sme sa venovali v kapitolach 2 - 4 a najdené rozdelenia porovname.

6.1 Spoluatorstva publikacii

Socialna sief pozostéva z pracovnikov Katedry aplikovanej matematiky a statistiky.
Zoznam pracovnikov sme ¢erpali zo stranky [6]. Kapacity ich vézieb su prezentované
poc¢tom spolo¢énej publikacnej ¢innosti, takze vztahy st symetrické, graf je ohodno-
teny, neorientovany. Brali sme do tvahy publikacie publikované do konca roku 2016.
Informécie o publikdciach sme Gerpali zo stranky [5]. V sieti si zahrnuti len ti pra-
covnici, ktory mali aspon jednu spolo¢nu publikaciu s niekym z katedry.

Katedra sa deli na 3 oddelenia - Oddelenie aplikovanej matematiky, Oddelenie eko-
nomickych a finanénych modelov a Oddelenie Statistiky a poistnej matematiky. Dokto-
randov sme priradili k tomu oddeleniu, z ktorého maju skolitela. Pre zaujimavost po-
rovname vysledné komunity najdené algoritmami so skutoénym zaradenim pracovnikov
do oddeleni. Uvidime teda, ¢ maji pracovnici silni tendenciu publikovat n#ijma s

¢lenmi z rovnakého oddelenia.

6.1.1 Analyza rozdeleni podla GN a CNM algoritmov

Na obréazku 14 st zndzornené vysledné komunity podla jednotlivych algoritmov.
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Obr. 14: Zlava: rozdelenie podla GN, rozdelenie podla CNM, rozdelenie podla oddeleni
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Priradenie mien k ¢islam a prislusné dendrogramy zachytavajice proces GN a CNM

algoritmov mozno najst v prilohdch A a B.

Ako porovnat, ktoré rozdelenie vykazuje silnejsie ¢rty vlastnosti, ktoré prislichaji
komunitdm? V tabulke 1 sa nachddzaji hodnoty jednotlivych funkeii kvalit, ktoré sme

predstavili v kapitole 1.

algoritmus modularita coverage conductance

GN 0,4802 0,7946 0.5021
CNM 0,5162 0,7411 0.6693

Tabulka 1: Tabulka hodnot réznych funkceii kvality

Nie je takym prekvapenim, Ze rozdelenie podla CNM dosiahlo vyssiu hodnotu mo-
dularity. Prdve modularita bola totiZ tistrednou vlastnostou rozdelenia, ktorti sa CNM
algoritmus vo vSeobecnosti snaz{ maximalizovat. Na grafe 15 mozeme sledovat vyvo]
modularity pocas procesu zlucovania. Vidime, ze GN algoritmu sa ani raz pocas procesu

nepodarilo ”predbehniit” CNM.
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Obr. 15: Priebeh dosahovania roznej drovne modularity pocas procesu zlucovania
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Taktiez pre zaujimavost uvddzame grafy zachytdvajice vyvoj hodnot coverage a

conductance pocas procesu zlu¢ovania u oboch algoritmov - vid. obrazok 16.
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Obr. 16: Priebeh dosahovania réznej tirovne coverage (nalavo) a conductance (napravo)

pocas procesu zlucovania

Nakoniec sme presktimali, nakolko méZeme povazovat vzniknuté rozdelenia siete za
podobné medzi sebou a taktiez ich porovnat s redlnym rozdelenim do oddeleni. Volnym
okom moZeme z obrazku 14 vypozorovat, Ze niektoré klastre z rozdelenia GN a CNM
sa lisia len v malom pocte vrcholov, resp. niektoré su dokonca zhodné. Celkovii podob-
nost dvoch rozdeleni vyjadrime pomocou Randovho indexu z kapitoly 1. Dostédvame

nasledovné hodnoty:

| GN a CNM | GN a oddelenia | CNM a oddelenia

Randov index 0.8280 0.6753 0.6495

Tabulka 2: Podobnost rozdelen{

Vidime, ze rozdelenia vzniknuté GN a CNM algoritmami si vyrazne podobnejsie s
porovnanim so skutoé¢nym zadelenim do oddeleni. Pridame fakt, Ze hodnota modularity
pre rozdelenie siete podla oddeleni dosahuje priblizne 0.3423, ¢o je vyrazne menej ako
pre najdené rozdelenia podla algoritmov, avSak stdle je to vcelku slusnd hodnota. Z

toho mozno usudit, Ze pracovnici z jednotlivych oddeleni striktne nepublikuji len spolu
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s tym istym oddelenim a prichadza aj k spolupraci s ostatnymi oddeleniami. Avsak
ist4 viicSia miera hustoty viizieb medzi oddeleniami tam je. Taktiez z tabulky moZno
vy¢citat, Ze na rozdelenie do oddeleni sa podla Randovho indexu ponésa o ¢osi viac

rozdelenie najdené GN algoritmom ako rozdelenie najdené CNM.

6.1.2 Aplikacia FF algoritmu

7 hladiska charakteru siete je FF algoritmus trochu fazsie aplikovatelny. Treba
podla nejakej tvahy uréit dve osoby, ktoré oznacime za zdroj a tustie siete. V Zacha-
ryho karate klube bola volba jasnd. V nasom pripade prvou myslienkou bolo postavit
proti sebe vzdy vedicich z dvoch katedier. Vysledky vSak neboli prili§ uspokojivé,
pretoze niektori vedici nemali dostatoénu struktiru spoluautorstiev, vyzadovanu pre
spravne fungovanie FF algoritmu. Ako vysledok sme zvicsa dostali oddelenie jedného
vedticeho (alebo sa k nemu pridal maximdlne jeden d'alsi pracovnik) od ostatnych. Z
tohto dovodu sme sa rozhodli zvolit za tstredné osoby také, ktoré st samozrejme z
roznych komunit, ale maju silnd Struktiru vézieb (maju vysoky stupen vrchola). Po-
zreli sme sa teda, kto ma najviac vézieb z jednotlivych oddeleni. Taktiez z obrazka 14
je pozorovat, Ze Oddelenie aplikovanej matematiky je uz na pohlad malo kompaktna a
prepojend. Rozhodli sme sa teda zvolit osoby s najvyssim poc¢tom vizieb z Oddelenia
ekonomickych a finanénych modelov (13 - Sevéovic) a Oddelenia Statistiky a poistnej

matematiky (16 - Harman). Vysledok bol nasledovny:

Obr. 17: Rozdelenie siete pre zdroj 13 a ustie 16 (nalavo) a zdroj 16 a tstie 13 (napravo)
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Pozorujeme, Ze rez s minimalnou kapacitou nie je jedine¢ny, pretoze pri obrateni
zdroja s ustim sme dostali iny. Tento fakt znamena, ze skupina vrcholov 20, 25 a 29 a
viditelne aj skupina vrcholov 18 a 26 st prepojené s oboma zvysnymi ¢astami klastrov
rovnakym poc¢tom vizieb, reps. neprepojené vobec. Velkost kapacity minimalneho rezu
vysla rovna 6.

Vsimnime si, ze rez 1 spravne klasifikoval az 9 z 13 pracovnikov z Oddelenia statistiky
a poistnej matematiky. Pozrime sa teda, ako dopadli rezy podla kritérii jednotlivych

funkcif kvalit a podobonostou s oddeleniami:

modularita coverage conductance podobnost s oddeleniami

Rez 1 0.3302 0.9464 0.8125 0.6129
Rez 2 0.1913 0.9464 0.6842 0.4194

Tabulka 3: Porovnanie jednotlivych hodnét ziskanych rezov

Rez 1 dosiahol slugni troven modularity, podobnii pre rozdelenie podla oddeleni. Za
zmienku stoji aj rovnaka hodnota coverage v oboch rezoch. Tento jav nie je ndhodny.
Coverage (podiel poc¢tu vnutrokomunitnych hrén ku poétu vsetkych hrén) sa rovna
v skutocnosti komplementu podielu medzikomunitnych hran ku vSetkym hranam. My
vsak vieme, ze pocet tychto hran v oboch rezoch sa rovnd (kapacita oboch rezov je rov-
naka - najmensia mozna). Dévodom, preco je hodnota coverage také vysoka, je vyrazne
vdaka spominanému fenoménu rdst pri klesajicom pocte klastrov (vid definicia 1.3),

preto sa v tomto smere neds tiplne porovnat s coverage rozdeleni podla GN a CNM.

6.2 Socidlna siet zo spoluziakov v roéniku

Druh4 siet, ktorou sa budeme zaoberat pozostdva zo studentov tretieho roénika zo
studijného programu Ekonomickej a finanénej matematiky (EFM). Kapacitu jednot-
livych viizieb sme ohodnotili na zaklade odpoved{ z dotazniku (viac v prilohe C). Opét
predpokladdme symetrické vztahy - vzniknuty graf je neorientovany, ohodnoteny.

V tomto pripade budeme pre zaujimavost porovnavat najdené rozdelenia do komunit

so skutoénym zadelenim studentov do krizkov v zimnom semestri®tohto roku.

6Mohli sme sa zatriedit podla vlastnych preferencii. V letnom semestri uz krizky neboli ustélené.
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6.2.1 Analyza rozdeleni podla GN a CNM algoritmov

Opit uvddzame vysledné rozdelenia do komunit podla oboch algoritmov a zadelenie
do krizkov v zimnom semestri - vid. obrdzok 18. V prilohe D si poskytnuté proces

zachytavajice dendrogramy prislusnych algoritmov danej sieti.

Obr. 18: Zlava: rozdelenie podla GN, rozdelenie podla CNM, rozdelenie podla krizkov

Ako moéZeme vidiet, vzniknuté komunity v oboch pripadoch celkom dobre oddeluji
kriazky, do ktorych sme sa zimny semester tohto roku zadelili. VSimnime si zaroven,
ze podobne, ako v pripade predoslej socidlnej siete, aj v tomto pripade GN algoritmus
rozdelil siet na vicsi pocet komunit ako CNM. Pre porovnanie opit uvddzame tabulku

s hodnotami, dosiahunutymi v jednotlivych funkciach kvality.

algoritmus modularita coverage conductance

GN 0.2572 0.5574 0.2859
CNM 0.2716 0.6677 0.3815

Tabulka 4: Tabulka hodnot réznych funkceif kvality

Z tabulky moZeme vyécitat, Ze rozdelenie ndjdené pomocou CNM algoritmu mé
podla tychto troch kritérii vhodnejsie vlastnosti na detekovanie komunit ako rozdelenie
podla GN. Vo vSeobecnosti vSak zaroven pozorujeme, Ze tirovent hodnot z tejto tabulky
je v porovnani s iroviiou hodnoét z tabulky 1 z predoglej siete o dost nizsia. Tento fakt
poukazuje na to, Ze druhd skiimana sief nevykazuje takt vysoku mieru zhlukovania -

teda vrcholy st vo vécSej miere poprepajané navziajom aj mimo néajdenych klastrov.
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Tento fenomén je jednoducho pozorovatelny uz rovno z obrazku 18, kde vidiet, Ze siet
ma vysoku hustotu vézieb vramci, ale i mimo klastrov.
Pozrime sa na priebeh hodnot funkcii kvality, ktoré sa nadobudali pocas procesu

zlucovania.
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Obr. 19: Priebeh dosahovania roznej irovne modularity pocas procesu zlucovania
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Obr. 20: Priebeh dosahovania réznej tirovne coverage (nalavo) a conductance (napravo)

pocas procesu zlucovania

V tomto pripade modularita v GN algoritme nachvilu prevyssila hodnoty modula-
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rity v CNM algoritme. Z celkového hladiska véak CNM dosahuje vyssiu hodnotu, tak

ako sme ocakdvali. Zaujimavé je pozorovat lavy graf z obrazka 20. Vidime, Ze medzi

najdenymi rozdeleniami v GN algoritme mé rozdelenie s najvyssiu modularitou zaroven

aj navyssiu hodnotu conductance.

Na zaver porovname podobnosti jednotlivych rozdeleni:

| GN a CNM

| GN a kruzky

| CNM a krizky

Randov index

0.8413547

0.6417112

0.7896613

Tabulka 5: Podobnost rozdeleni druhej siete

Tentoraz sa podla Randovho indexu na rozdelenie podla kriizkov podobd viac roz-

delenie ziskané CNM algoritmom. Je to z velkej ¢asti ovplyvnené aj poctom klastrov

vo vyslednych rozdeleniach.

7 praktického hladiska sa mozeme na to pozriet aj inak. Majme dve referentky

zo Studijného oddelenia a kazdad mé na starosti jeden z tychto krizkov. Obe maju k

dispozicii vysledky z prave jedného algoritmu. Taktiez samozrejme poznaju rozdele-

nie do krizkov z predoslého (zimného) semestra. Ich snahou bude vytvorit z roéniku

dva krizky, pricom nechcii rozpojit predpokladané komunity (spokojnost studentov)

a zaroven si zelaji, aby vacsina studentov ostala v rovnakom krizku ako v zimnom

semestri (mensia byrokracia). Studijné referentky teda vytvoria nasledovné zadelenia:
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Obr. 21: Zlava: zadelenie podla GN, zadelenie podla CNM (modry podklad - prvy kriizok

v zimnom semestri, zeleny podklad- druhy krizok v zimnom semestri)

Ktoré z tychto dvoch zadeleni si nakoniec na studijnom oddeleni vyberi? Po porov-
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nani usidia, ze zadelenie tej referentky, ktora mala k dispozicii vysledky z CNM algo-
ritmu, je vyhodnejsie. Inak zatriedilo len studentov 15,29 a 30, kdezto v prvom zadeleni
doglo este k nezhodnému zatriedeniu studenta 21. Teda ¢i uz podla Randovho indexu
alebo aj po pospdajani rozdeleni do dvoch klastrov, rozdelenie podobnejsie povodnému
nasiel CNM algoritmus.

Vo vseobecnosti véak mozno pozorovat, Ze iba maly pocet studentov bol stcastou
opacného kruzku ako vécsina clenov jeho komunity, teda v zimnom semestri sme sa roz-
delili do krizkov vyrazne podla kamaratstiev (za predpokladu spravne ohodnotenych

vztahov).

6.2.2 Aplikacia FF algoritmu

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, ze FF algoritmus by mohol byt na ttto siet
dobre aplikovatelny, pretoze ako vystup dostaneme dva klastre, ktoré by mohli za
predpokladu podobnych velkosti reprezentovat dva kriizky. Opét viak nastdva klticova
otézka, ako spravne zvolit zdroj a tstie danej siete. Zistili sme vsak, Zze akokolvek boli
zvolené, vzdy dochédzalo k nasledovnému javu. Jeden vrchol (zdroj alebo ustie podla
toho, ktory mal mensi pocet vézieb) sa oddelil od ostatnych. Tento jav signalizuje, ze
siet dosahuje taki velkt mieru hustoty viizieb a prepojeni medzi vrcholmi, Ze algoritmu
sa za kazdych okolnosti viac ”oplati” odrezat len jeden vrchol, akoby mal rez prechadzat
pomedzi dve vicsie skupiny vrcholov. Siet teda nevykazuje zndmky vyrazného delenia

sa na prave dve komunity.
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Zaver

V nasej préci sme sa venovali problemtike detekovania komunit v socidlnych sietach.
Konkrétne sme sa zamerali na Ford-Fulkersonov, Girvan-Newmanov a greedy algorit-
mus hladajici maximéalnu modularitu a nésledne ich aplikovali na socidlne siete.

Jednym z hlavnych cielov bolo prehladnym a objasitujicim sposobom vysvetlit fun-
govanie vybranych algoritmov. Nasa praca zac¢ina predstavenim zakladnych pojmov
z teodrie grafov a zadefinovanim niektorych dolezitych terminov. V druhej, tretej a
Stvrtej kapitole sa postupne venujeme vybranym algoritmom. Vysvetlujeme zakladni
motivaciu, ale i podrobny postup. Nechybala ani ukazka vypoc¢tov na malorozmernych
prikladoch. Taktiez sme ¢itatela obozndmili s prikazmi v softvéri R, vyuZiteInymi na
spustenie algoritmov. Pre rozsirenie obzoru a predstavy sme v piatej kapitole strucne
uviedli iné mozné sposoby nazerania a rieSenia danej problematiky.

V praktickej casti sme zo zozbieranych dat namodelovali dve redlne socidlne siete.
V prvom pripade §lo o siet spoloénych publikécii pracovnikov z troch oddeleni z
Katedry aplikovanej matematiky a Statistiky. Ako druhd sme analyzovali socidlnu
siet spoluziakov z tretieho ro¢nika EFM, ktora bola modelovand na zdklade vypovedi
danych studentov. Nasledne sme pre oba pripady analyzovali najdené rozdelenia sieti
do komunit podla jednotlivych algoritmov. Zamerali sme sa najmi na GN a CNM
algoritmy, ktoré su si svojim charakterom blizsie a st vo vSeobecnosti komplexnejsie.
Vysledné rozdelenia st zndzornené na obrazkoch 14 a 18. Za cielom zistenia, ako sa im
darilo v hladani komunit, sme pre jednotlivé rozdelenia vypocitali hodnoty nadobud-
nuté viacerymi funkciami kvalit, vid tabulky 1 a 4 a porovnali ich. V prvej sieti sme
d’alej pre zaujimavost skimali jav, ¢i pracovnici katedry mali tendenciu takmer vyluéne
spolo¢éne publikovat len vrameci jednotlivych oddeleni alebo prichddzalo k spoloénym
publikdciam aj medzi oddeleniami. Prigli sme k zdveru, Ze zatriedenie podla oddelen{
sa do istej miery podoba vyslednym rozdeleniam do komunit, no napriek tomu realne
zatriedenie nedosahuje takid hodnotu modularity ako najdené rozdelenia. Tieto rozde-
lenia podla algoritmov vSak v niektorych pripadoch pospéjali do rovnakych klastrov aj
pracovnikov z roznych oddeleni, teda dochadzalo aj k povsimnutelnej spolupraci me-
dzi urcitymi jednotlivcami z roznych oddeleni. V druhej socidlnej sieti studentov EFM

sme zistili, Ze ndjdené komunity podla oboch algoritmov do zna¢nej miery spadaji do
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rozdelenia do kruzkov v zimnom semetri. Nakoniec sme v podsekciach 6.1.2 a 6.2.2
aplikovali FF algoritmus. V pripade druhej siete sme zistili, ze kvoli vysokej hustote
hran algoritmus nevedel ndjst rozumné rozdelenie na dve komunity.

MoZnym rozsirenim by prirodzene mohlo byt bliZsie vysvetlenie inych algoritmov a
ich aplikacia na nase siete. Konkrétne by sme navrhli studijnym referentkam v pripade
poziadavky zatriedenia studentov do velkostne vyrovnanych kriizkov vyuzit Kernighan-
Linov algoritmus, kde by ako vstup mohlo byt zadané rozdelenie zo zimného semestra.
Taktiez by sa dalo zaoberat triedou takych algoritmov, ktoré si schopné ako vystup do-
stat prekryvajice sa komunity. Vdaka tymto algoritmom sa daji detekovat napriklad

dolezité osoby spéjajice viaceré komunity.
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Priloha B
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Priloha C

Tabulka 7: Popis ohodnocovania viizieb medzi spoluziakmi z ro¢nika

Aspekt Popis a sposob ohodnotenia kapacit vézieb
Skupinové projekty Za kazdy spolocny projekt - plus 1
Facebook Ak sa majui v priateloch - plus 1

Ak ma jeden na druhého ¢islo - plus 1,

Telefo cisl
cielonie ¢St ak maju oboja navzijom - plus 2

Spolubyvajuci Ak byvaju osoby spolu na bunke - plus 1
na intraku a ak dokonca na izbe - plus 2
Spoluziaci

20 stredne] Ak boli spoluziaci na strednej - plus 1

Krazky Ak boli za minulé roky spolu v kruzku - plus 1
Obed Ohodnotili od 0 — 3, ako ¢asto s danou osobou
oy obeduju - plus zaokrihleny priemer tychto dvoch ¢isel
poskytnutych jednou a druhou osobou
» Bratské puto - plus 2, skupine, ¢o pravidelne
Dopliiujuce

minulé dva roky chodili spolu na lyziarsky plus 1,
spoloény mimoskolsky projekt plus 1
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Priloha D
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Priloha E

Kody vyuzité v kapitole 6:

# COVERAGE, wvstupy:
# mat — matica susednosti, resp. s kapacitami
# mem — vektor membership priradujuci kazdemu wvrcholu v poradi
# cislo klastru , do ktoreho bol zatriedeni
coverage <— function (mat, mem)
{
n <— length (mem)
A<-0
for(i in 1:n)
{
for(j in 1:n)
{
# ak su z rovnakeho klastra , zapocitame
# 1ch prepojenie
if (mem[i]==mem]|j])

{ A=A+ mat[i,j] }

cov <— A / sum(colSums (mat))

return (cov)

64



# CONDUCTANCE, vstupy rovnake ako pri coverage
conductance <— function (mat, mem)
{
n <— length (mem)
cond <— 0
nc <— length(table (mem))
cit <~ 0
ke <~ 0
keg <0
vec <— rep (0, nc)
for (1l in 1:nc)
{
for(i in 1:n)
{
for(j in 1:n)
{
# citatel — pocet prepojeni medzi klastrom |
# a zvyskom grafu
if (xor (mem|i]==1 ,mem|[j]==1))

{ cit = cit + mat[i,j] }

# stupen wvrcholov klastra I
if (mem [ i]==1 || mem|j]==1)

{ k¢ = k¢ + mat[i,j] }
# stupen wvrcholov mimo klastra I
if(mem[i]!=] || mem[j]!=l])

{ keg = keg + mat[i,j] }

}

# conductance klastra I
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vec|[l] <— cit/min(kc,kcg)

cit <— 0
ke <— 0
keg <— 0

}

# zaverecny wvypocet
cond <— 1 — 1/ncxsum(vec)

return (cond)

# RANDOV INDEX, wvstup dva membership vektory
RandovIndex <— function (meml, mem2)
{ n < length (meml)
agree <— 0
for(i in 1:n)
{
for(j in 1:n)
{
if(i !'=j)
{if ((meml[i]==meml[]j] & mem2[i]==mem2[j]) |
(meml[i]!=meml[j] & mem2[i]|!=mem2[j]))
{

agree <— agree + 1

}
rand <— agree/(nx(n—1))

return (rand)
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