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VYSOKOŠKOLSKÁ MATEMATIKA PRE STREDNE

POKROČILÝCH
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Abstrakt

HANUŠ, Juraj: Vysokoškolská matematika pre stredne pokročilých [Bakalárska práca],

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-

tedra aplikovanej matematiky a štatistiky; školitel’: doc. RNDr. Mgr. Beáta Stehĺıková,

PhD., Bratislava 2018,66 s.

V tejto bakalárskej práci sú riešené rozličné pŕıklady zozbierané z vysokoškolských

matematických sút’až́ı. Práca je rozdelená do piatich kapitol, každá predstavuje jeden

tematický celok. Hlavnou myšlienkou nie je iba ponúknut’ čitatel’ovi riešenie pŕıkladu,

ale detailneǰsie ho rozobrat’, pŕıpadne ponúknut’ alternat́ıvny postup. V niektorých

pŕıkladoch je riešenie doplnené taktiež zauj́ımavost’ami, či obrázkami, pre jeho lepšiu

vizualizáciu.

Kl’́učové slová: matica, vlastná hodnota, stredná hodnota, derivácia, integrál, ne-

rovnost’, pŕıklad, riešenie
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Abstract

HANUŠ, Juraj: Intermediate university mathematics [Bachelor Thesis], Comenius Uni-

versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of

Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Mgr. Beáta Stehĺıková,

PhD., Bratislava 2018,66 p.

In this bachelor thesis one can find various solved problems collected from mathema-

tical undergraduate contests. The thesis is divided into five chapters, each representing

one mathematical topic. Main idea is not only offer a solution to a problem, but also

analyse in detail, eventually to present alternative way of solving. In several problems

is solution appended by curiosities, motivation or figures - for better visualization of it.

Key words: matrix, eigenvalue, mean value, derivation, integral, inequality, problem,

solution
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4.2 Čo nám povie krivka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3 Injekt́ıvnost’ a obor hodnôt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5 Nerovnosti 54
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Úvod

Vysokoškolská matematika sa môže uberat’ rôznymi smermi. Avšak pre prvé dva, res-

pekt́ıve tri ročńıky na vysokej škole, je najrelevantneǰsia matematická analýza, ktorej sú

v tejto práci venované štyri kapitoly (II.-V.). Prvá kapitola sa bude zaoberat’ lineárnou

algebrou a geometriou.

V práci možno nájst’ riešené pŕıklady z vysokoškolských matematických sút’až́ı, meno-

vite Putnam Exam [19], IMC - International Mathematical Competition [8] a Vojtěch

Jarńık Competition [24].

Ciel’om bakalárskej práce je pripravit’ čitatel’a na spomenuté sút’aže, ako aj poskytnút’

doplnok k výučbe, či pomoc s pŕıpravou na štátne skúšky. Navyše, práca skrz rôzne

zauj́ımavosti a vizualizácie ponúka tzv.
”
thinking out of the box“ - motivuje čitatel’a,

aby sa neučil iba riešenia, ale aby si pod nimi aj predstavil čosi viac, respekt́ıve, aby

si uvedomil, prečo sa dané riešenia môžu použit’. Inými slovami, snažili sme sa nie len

riešit’ pŕıklady, ale hl’adat’ súvislosti. Preto častokrát uvádzame viac ako jedno riešenie.

Názov bakalárskej práce, konkrétne čast’
”
pre stredne pokročilých“, je trochu mätúci,

pretože ak považujeme priemerného tretiaka na študijnom programe Ekonomická a fi-

nančná matematika ako stredne pokročilého v oblasti vysokoškolskej matematiky, tak

v práci sa vyskytujú aj úlohy mierne
”
nad rámec“ obtiažnosti, s ktorou sa tretiak počas

štúdia stretne (najmä pŕıklady A6/B6 z [19]). Preto veŕıme, že by práca vd’aka úrovni

náročnosti pŕıkladov mohla mat’ aj pŕınos pre autora a podporit’ jeho matematický

rast.

Vzhl’adom k tomu, že bez teoretického pozadia by sme neboli schopńı riešit’ pŕıklady,

tak sme sa rozhodli pred každou kapitolou uviest’ teóriu potrebnú na riešenie.

Veŕıme, že teoretické vsuvky budú vykompenzované dynamickými pŕıkladmi a dúfame,

že nimi oslov́ıme čitatel’a, čo je náš d’aľśı ciel’ a v pŕıpade úspechu aj pozit́ıvny pŕınos.
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Mathematics is the language, in

which God has written the

universe.

Galileo Galilei
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1 Lineárna algebra a geometria

Táto bakalárska práca pozostáva z vel’kej časti z pŕıkladov matematickej analýzy, nesie

však názov
”
Vysokoškolská matematika pre stredne pokročilých“. Názov je ovplyv-

nený touto kapitolou, ktorá sa nezaoberá matematickou analýzou v takom rozsahu,

ako ostatné. No bez znalosti lineárnej algebry by do vel’kej miery nebolo možné riešit’

pŕıklady z viacrozmernej analýzy, ked’že jej základy buduje práve algebra. Hlavné

body nášho záujmu budú vlastnosti mat́ıc, ich invertovatel’nost’, či súvis s determi-

nantmi a vlastnými hodnotami. V kapitole budú zhrnuté niektoré užitočné poznatky z

Lineárnej algebry a geometrie I. a II., ktorá sa ukázala ako výborná pŕıpava na tieto

typy pŕıkladov a poskytla nám viaceré užitočné nástroje.

Teória

Defińıcia: Skalár λ je vlastná hodnota štvorcovej matice A, ak existuje nenulový vek-

tor x, pre ktorý plat́ı, že Ax = λx. [26]

Defińıcia: Vektor x je vlastný vektor štvorcovej matice A, ak existuje skalár λ, pre

ktorý plat́ı Ax = λx. [26]

Defińıcia: Matica A s rozmerom n×n je diagonalizovatel’ná, ak môže byt’ zaṕısaná v

tvare A = PDP−1, kde D je diagonálna n× n s vlastnými hodnotami na diagonále a

P je regulárna matica vlastných vektorov korešpondujúcich k vlastným hodnotám. [16]

Tvrdenie: Charakteristický polynóm je definovaný ako det(A − λI). Vypoč́ıtańım

koreňov charakteristického polynómu, dostávame vlastné hodnoty λ. [22]

Veta: [Caley-Hamiltonova veta]

Každá štvorcová matica A je koreňom svojho charakteristického polynómu a teda

plat́ı, že ak λ je vlastná hodnota a charakteristický polynóm v premennej λ je p(λ) =

det(λIn − A), tak potom p(A) = 0. [22]
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Tvrdenie: Vlastné hodnoty antisymetrickej matice sú rýdzoimaginárne, t.j. majú tvar

i · b, kde b ∈ R. [22]

Tvrdenie: Komplexné vlastné hodnoty sa vyskytujú vždy v pároch. To znamená,

že ak µ je vlastná, imaginárna hodnota matice A, tak aj µ̄ je vlastná hodnota k danej

matici. [22]

Tvrdenie: Matica A je regulárna, t.j. existuje práve jedno riešenie systému Ax = b

práve vtedy, ked’ matica A je invertovatel’ná, t.j. existuje A−1 tak, že AA−1 = I. [22]

Tvrdenie: Majme dve matice M ,K, pričom M má rozmer n × k a K má rozmer

k × n. Ak sú obe regulárne, tak plat́ı, že (MK)−1 = K−1M−1. Rovnako to plat́ı aj s

transpoźıciou: (MK)T = KTMT , tu však prirodzene netreba regulárnost’ mat́ıc. [22]

Tvrdenie: Ak je matica A diagonalizovatel’ná, tak existuje jej SΛS−1 rozklad, pričom

S je matica vlastných vektorov a Λ je diagonálna matica s vlastnými hodnotami na

diagonále. [22]

Tvrdenie: Súčet vlastných hodnôt je stopa matice, zatial’ čo ich súčin je jej deter-

minant. [22]

Ilustračný pŕıklad: Nájdeme vlastné hodnoty matice B.

B =

0 1

1 1


B − λI =

−λ 1

1 1− λ


Vypoč́ıtajme determinant matice B − λI, č́ım zist́ıme charakteristický polynóm:

det(B − λI) = λ(λ− 1)− 1 = λ2 − λ− 1

Položme charakteristický polynóm rovný nule. Ked’že matica je 2 × 2, tak aj jej cha-

rakteristický polynóm je stupňa 2, čo indikuje, kol’ko bude mat’ daná matica vlastných
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hodnôt. Vyriešeńım kvadratickej rovnice zist́ıme obe vlastné hodnoty matice B:

λ1 =
1−
√

5

2
, λ2 =

1 +
√

5

2

Všimnime si zauj́ımavost’, a śıce, že ide o
”
zlatý rez“. Navyše, tento charakteristický

polynóm spolu s Fibonacciho postupnost’ou má taktiež uplatnenie v diferenčných rov-

niciach.

1.1 Nulová stopa

Tento pŕıklad je z IMC 2011/2, druhého sút’ažného dňa.

Dokážte, alebo vyvrát’te. Existuje taká 3× 3 matica A, že pre jej stopu plat́ı tr(A) = 0

a A2 + AT = I.

Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [8], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Ked’že A2 + AT = I, tak aj AT = I − A2. Transponovańım rovnice dostávame

A = I − (A2)T = I − (AT )2.

Následne sa AT dá preṕısat’ ako I − A2, čo je vidno zo zadania. A teda máme:

A = I − (I − A2)2

A = I − (I − 2A2 + A4)

A = 2A2 − A4

0 = A4 − 2A2 + A

Ked’že Ax = λx, tak z poslednej rovnosti môžeme vyč́ıtat’, čo muśı sṕlňat’ vlastná

hodnota λ. Teda plat́ı:

0 =
(
A4 − 2A2 + A

)
x

0 = A3(λ)x− 2A(λ)x+ λx

0 = λA2(λ)x− 2λ2x+ λx

0 = λ2A(λ)x− 2λ2x+ λx

0 = (λ4 − 2λ2 + λ)x

12



Avšak tu treba dat’ pozor v argumentácii - nejedná sa o charakteristický polynóm,

pretože stupeň rovnice je 4 a nie 3, teda je to iba podmienka pre λ. Ked’že vektor x je

nenulový, tak:

λ4 − 2λ2 + λ = 0

λ(λ2 + λ− 1)(λ− 1) = 0

A teda vlastné hodnoty matice A môžu byt’ 0, 1, alebo −1±
√

5
2

.

Vieme, že ak λ je vlastná hodnota A, tak potom λ2 je vlastná hodnota A2. A teda

spektrum A2 obsahuje tri členy z {0, 1, 3±
√

5
2
}.

Ak predpokladáme, že stopa matice A je 0, tak do úvahy prichádza iba spektrum

{−1−
√

5
2

−1+
√

5
2

, 1}, kvôli tomu, že stopa matice je súčet jej vlastných hodnôt. Nulové

spektrum (t.j. že všetky vlastné hodnoty sú nuly) sme vylúčili na základe nasledovnej

úvahy:

Ak by všetky vlastné hodnoty boli nuly, tak charakteristický polynóm matice A by

bol p(λ) = λ3. Čiže by platilo, že A3 = 0. Ak prenásobime podmienku zo zadania

A2 +AT = I maticou A, dostávame, že A3 +ATA = A, respekt́ıve, že ATA = A. Ked’že

na l’avej strane máme symetrickú maticu, tak muśı byt’ aj na pravej, čo znamená, že A

je symetrická. Tým pádom plat́ı, že A2 = A a teda po vráteńı sa naspät’ k podmienke

zo zadania: 2A = I, respekt́ıve A = 1
2
I, čo je spor s predpokladom, že A má všetky

vlastné hodnoty rovné nula.

Spät’ k riešeniu. Vieme, že spektrum A2, sú umocnené členy zo spektra A a teda{
3−
√

5

2
,
3 +
√

5

2
, 1

}

Na druhej strane vieme, že A2 = I−AT . Kedže transpoźıcia zachováva vlastné hodnoty

a navyše plat́ı pre vlastné hodnoty l’ubovol’nej matice J = H + c · I, že λJ = λH + c · 1,

tak spektrum A2 je {
0,

3−
√

5

2
,
3 +
√

5

2

}

Lenže spektrá by sa prirodzene mali rovnat’. Vzhl’adom k tomu, že to tak nieje, nastáva

spor. �

13



1.2 Inverzia

Tento pŕıklad je zo sút’aže Vojtěch Jarńık 2015/1 - II.kategórie.

Nech A a B sú dve 3× 3 matice s reálnymi prvkami. Dokážte, že

A−
(
A−1 +

(
B−1 − A

)−1
)−1

= ABA (1)

predpokladajúc, že všetky inverzné matice na l’avej strane existujú.

Riešenie 1:

Postupnými ekvivalentnými úpravami - prenásobovańım rovnice maticami zl’ava, res-

pekt́ıve sprava, sa pokúsime dokázat’ (1).

A−
(
A−1 +

(
B−1 − A

)−1
)−1

= ABA

I − A−1
(
A−1 +

(
B−1 − A

)−1
)−1

= BA

I −
[(
A−1 +

(
B−1 − A

)−1
)
A
]−1

= BA

A teda dostávame

I −
[
I +

(
B−1 − A

)−1
A
]−1

= BA (2)

Tu sa zatial’ zastavme a pokúsme sa previest’ výraz (B−1 − A)
−1
A do výhodneǰsieho

tvaru.

(
B−1 − A

)−1
A =

[
A−1

(
B−1 − A

)]−1
=
[
A−1B−1 − I

]−1
=
[
(BA)−1 − I

]−1

Dosad’me do (2) a pokračujme v poč́ıtańı:

I −
[
I +

(
(BA)−1 − I

)−1
]−1

= BA[
I +

(
(BA)−1 − I

)−1
]−1

= I −BA

(I −BA)
[
I +

(
(BA)−1 − I

)−1
]

= I

I −BA+
(
(BA)−1 − I

)−1 − (BA)
(
(BA)−1 − I

)−1
= I

(BA)
(
(BA)−1 − I

)−1
+BA =

(
(BA)−1 − I

)−1(
(BA)−1 − I

)−1
+ I = (BA)−1

(
(BA)−1 − I

)−1[(
(BA)−1 − I

)
BA
]−1

=
[
(BA)−1 − I

]−1
+ I

14



Pri nasledovnej rovnici

(I −BA)−1 =
[
(BA)−1 − I

]−1
+ I (3)

sa opät’ zastav́ıme a výraz [(BA)−1 − I]
−1

uprav́ıme do vyhovujúceǰsieho tvaru.[
(BA)−1 − I

]−1
=

[
(BA)−1(BA)(BA)−1 − (BA)(BA)−1

]−1

=
[(

(BA)−1(BA)− (BA)
)

(BA)−1
]−1

= (BA)
[
(BA)−1(BA)− (BA)

]−1

= (BA) (I −BA)−1

Spätným dosadeńım do (3) dostávame

(I −BA)−1 = BA (I −BA)−1 + I

I = BA+ I −BA

I = I

Týmto sme dokázali (1). �

Riešenie 2:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [24], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Maticu A−1 v zátvorke prenásobime identickou maticou v špeciálnom tvare. Urob́ıme to

preto, aby sme sa efekt́ıvne zbavili členu (B−1 − A)
−1

, ktorý si výjmeme pred zátvorku.

Následne upravujeme výraz ekvivalentnými úpravami využ́ıvajúc vlastnosti inverzie, až

do čo najjednoduchšieho tvaru.

(A−1 + (B−1 − A)−1)−1 = [A−1(B−1 − A)(B−1 − A)−1 + (B−1 − A)−1]−1 =

= [(A−1(B−1 − A) + I)(B−1 − A)−1]−1 =

= [(A−1B−1 − A−1A+ I)(B−1 − A)−1]−1 =

= [A−1B−1(B−1 − A)−1]−1

Plat́ı, že:

[A−1B−1(B−1 − A)−1]−1 = (B−1 − A)BA

= B−1BA− ABA
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a tak sa dostávame na koniec úprav:

(A−1 + (B−1 − A)−1)−1 = A− ABA (4)

Dosadeńım upraveného tvaru (4) do pôvodnej rovnice (1) źıskavame

A− [A− ABA] = ABA

ABA = ABA

Č́ım je dôkaz ukončený. �

1.3 Vlastné hodnoty a Eulerova identita

Tento pŕıklad je zo sút’aže Vojtěch Jarńık 2003/1 - II.kategórie

Dve reálne štvorcové matice A a B sṕlňajú A2002 = B2003 = I a AB = BA. Chceme

dokázat’, že A+B + I je invertovatel’ná.

Riešenie:

Sporom. Predpokladajme teda, že by matica A+B+I nebola invertovatel’ná. Z toho ale

vyplýva, že by to bola singulárna matica. To znamená, že by platilo (A+B + I)x = 0

pre nejaké nenulové x ∈ Rn. Po roznásobeńı dostávame

(B + I)x = −Ax

A(B + I)x = −A2x

ABx+ Ax = BAx+ Ax = (B + I)Ax = −A2x

Lenže ak (B + I)x = −Ax a zo singularity požadujeme, že B + A+ I = 0, tak potom

B + I = −A a plat́ı:

(B + I)2x = A2x

Umocneńım dostávame:

(B + I)2002x = A2002x

Ked’že zo zadania vieme, že A2002 = I, tak plat́ı aj

(B + I)2002 = Ix
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respekt́ıve

(B + I)2002x = x (5)

Avšak z B2003 = I vyplýva, že aj

B2003x = x (6)

Označme vlastnú hodnotu matice B ako λB, pre ktorú dostávame z (5), (6) nasledovné

dve rovnice:

(λB + 1)2002 − 1 = 0

λ2003
B − 1 = 0

Je zrejmé, že riešenia rovńıc ležia na jednotkovej kružnici. Preto hl’adáme prienik dvoch

kružńıc so stredmi [0, 0], [−1, 0] a polomerom r = 1. Označme x, y ako reálnu a ima-

ginárnu čast’ z λB a riešme nasledovný systém rovńıc:

(x+ 1)2 + y2 = 1

x2 + y2 = 1

Vyjadrime si y2 = 1− x2 a dosadzovacou metódou vyriešime rovnicu

x2 + 2x+ 1 + 1− x2 = 1, z čoho vyplýva, že 2x = −1.

Po dosadeńı nám výjdu dve možné riešenia:

[x, y]T =

[
−1

2
,−
√

3

2

]
; [x, y]T =

[
−1

2
,

√
3

2

]
Ked’že sú riešenia z jednotkovej kružnice, vieme zaṕısat’ λB ako λB = x + iy, kde i je

imaginárne č́ıslo.

Preto ak dosad́ıme jedno z riešeńı:(
−1

2
+

√
3

2
i+ 1

)2002

− 1 = 0(
−1

2
+

√
3

2
i

)2003

− 1 = 0

Naṕı̌seme si tieto dva výrazy cez eulerovu identitu.

−1

2
−
√

3

2
i = cos

(
4π

3

)
+ i · sin

(
4π

3

)
= e

i4π
3

−1

2
+

√
3

2
i = cos

(
2π

3

)
+ i · sin

(
2π

3

)
= e

i2π
3
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Teraz si zoberme napŕıklad druhú rovnicu(
e
i2π
3

)2003

= 1 =⇒ e
i4006π

3 = 1 =⇒ e
iπ
3 eiπ1335

Po dosadeńı (
1

2
+

√
3

2
i

)
(−1 + i0) = −1

2
− i
√

3

2
6= 1

Spor. �

1.4 Vlastné hodnoty a transformácia vektora

Tento pŕıklad je zo sút’aže IMC 2013/1, prvého hracieho dňa.

Nech A a B sú reálne, symetrické matice so všetkými vlastnými hodnotami väčš́ımi

ako 1. Nech λ je reálna vlastná hodnota matice AB. Dokážte, že | λ |> 1

Riešenie 1:

Nech θ je vlastná hodnota matice A a nech ϕ je vlastná hodnota B.

Ak θ je vlastná hodnota matice A, tak potom Ax = θx a ked’že θ > 1 tak z toho

vyplýva séria implikácíı:

θ > 1 =⇒ θx ≥ x =⇒ Ax ≥ x

Analogicky ak ϕ je vlastná hodnota matice B, tak potom Bx = ϕx a ked’že ϕ > 1 tak

z toho vyplýva séria implikácíı:

ϕ > 1 =⇒ ϕx ≥ x =⇒ Bx ≥ x
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Označme teda vlastnú hodnotu matice AB ako λ. Využijúc symetriu mat́ıc:

ABx = λx

(ABx)T = (λx)T

xT (AB)T = λxT

xT = λxTA−1B−1

1

λ
xT = xTA−1B−1

1

λ
x =

(
A−1B−1

)T
x

1

λ
x =

(
(BA)T

)−1
x

1

λ
x = (AB)−1x

1

λ
x = (B−1)(A−1)x

Pre všetky vlastné hodnoty θ, ϕ prináležiace maticiam A,B plat́ı, že ak sú väčšie ako

1, tak všetky vlastné hodnoty inverzných mat́ıc A−1, B−1 budú kladné č́ısla, menšie

ako 1.

Vychádzajme teda z dvoch predpokladov: .

A−1x =
1

θ
x ≤ x (7)

B−1x =
1

ϕ
x ≤ x (8)

Z nerovnost́ı (7), (8) vyplýva, že B−1A−1x < x. Ak však toto plat́ı a plat́ı aj, že

1
λ
x = (B−1)(A−1)x, tak z toho už priamo vyplýva, že 1

λ
je kladné č́ıslo, menšie ako 1.

Tým sme dokázali, že pre vlastnú hodnotu λ matice AB plat́ı | λ |> 1 �.

Riešenie 2:

Riešenie bolo prevzaté zo stránky sút’aže [8].

Transformácia daná maticami A,B predlžuje každý nenulový vektor, čo je vidno z roz-

kladu SΛS−1, kde na diagonále matice Λ vystupujú č́ısla väčšie ako 1. Preto súčin

AB taktiež predlžuje každý nenulový vektor a preto jeho reálne vlastné hodnoty sú v

absolútnej hodnote väčšie ako 1. �
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1.5 Zrkadlo, až na diagonálu

Tento pŕıklad je zo sút’aže Vojtěch Jarńık 2007/2 - II.kategórie

Nech A je reálna n× n matica sṕlňajúca

A+ AT = I

Ukážte, že det(A) > 0

Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [24], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Na začiatok si uvedomı́me, že ak má platit’ A+AT = I, tak matica A muśı mat’ nutne

1
2

na diagonále. Pre ostatné prvky plat́ı, že ai,j = −aj,i
Matica A sa dá zaṕısat’ v tvare A = 1

2
I +B, kde B je antisymetrická matica, t.j. plat́ı

B = −BT . Nech x je vlastný vektor s pŕıslušnou vlastnou hodnotou λ. Potom plat́ı:

Ax =
1

2
Ix+Bx =

1

2
x+Bx = λx

z čoho vyplýva, že

Bx =

(
λ− 1

2

)
x

Na základe lemy, uvedenej na začtiaku kapitoly, plat́ı, že vlastné hodnoty antisymetric-

kej matice sú rýdzoimaginárne. Označme teda vlastnú hodnotu antisymetrickej matice

ako µ ∈ C, pričom µ = ib, kde b ∈ R a i2 = −1.

Ked’že Bx =
(
λ− 1

2

)
x, tak muśı byt’ splnené, že:

λ− 1

2
= ib

λ =
1

2
+ ib

Vieme, že imaginárne vlastné hodnoty sú vždy v pároch, to znamená, že ak µ je vlastná

hodnota matice B, tak aj µ̄ je vlastná hodnota k danej matici. Determinant je súčin

vlastných hodnôt. Poč́ıtajme:

detA =
n∏
j=1

λj =
n∏
j=1

(
1

2
+ ibj

)

Pri násobeńı môžeme venovat’ špeciálnu pozornost’ členom (1
2
+ibj)(

1
2
−ibj) = 1

4
+b2

j > 0.
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A teda súčin vlastných č́ısel - čo je determinant - sa zjednoduš́ı na súčin kladných č́ısel,

ktorý je kladný. �

Poznámky:

• Existuje jediná symetrická matica sṕlňajúca zadanie. Je to diagonálna matica s

1
2

na diagonále.

• A−1 komutuje s B = A− 1
2
I. (dôkaz zrejmý)

• Pre n = 2k − 1 má matica A vždy aspoň jednu vl.hodnotu rovnú 1
2
. Vyplýva

to z toho, že A = 1
2
I + B, kde B je antisymetrická matica a teda má všetky

vlastné hodnoty rýdzoimaginárne. Imaginárne vlastné hodnoty sa vyskytujú vždy

v pároch. To znamená, že pre párny rozmer majú všetky komplexné vlastné hod-

noty aj svoje komplexne združené. Avšak pre nepárny rozmer nám ostáva jedna

komplexná vlastná hodnota, ktorá je identická so svojou komplexne združenou,

a tou je nula. Preto má A vlastnú hodnotu 1
2
, pôvodom z polovice identitickej

matice.

• Zostavili sme v MatLabe krátky program, ktorý vygeneroval maticu A = 1
2
I +B

s náhodným rozmerom z intervalu (1,9) a náhodnými zložkami z toho istého

intervalu pomocou pŕıkazu skewdec sṕlňajúcu podmienku zo zadania. Za účelom

praktickej vizualizácie uvádzame dva pŕıklady matice A s vektorom vlastných

hodnôt Λ.

A =


0.5 −4 −5

4 0.5 −6

5 6 0.5

 ,Λ =


0.5 + 8.775 · i

0.5− 8.775 · i

0.5


A =

0.5 −3

3 0.5

 , Λ =

0.5 + 3 · i

0.5− 3 · i
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1.6 Rovnaké determinanty

Tento pŕıklad je zo sút’aže IMC 2015/1, prvého sút’ažného dňa.

Pre všetky n ≥ 2 a pre všetky reálne matice A,B, ktoré majú takú vlastnost’, že

A−1 +B−1 = (A+B)−1 (9)

dokážte, že det(A) = det(B).

Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [8], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

(A+B)−1 = A−1 +B−1

I = (A+B)(A+B)−1

= (A+B)(A−1 +B−1)

= I +BA−1 + AB−1 + I

Dostávame

I +BA−1 + AB−1 = 0 (10)

Zavedeńım substitúcie v (10) X = AB−1:

X +X−1 + I = 0

X2 +X + I = 0

X3 +X2 +X −X2 −X − I = 0

X3 = I

Vieme, že ak plat́ı posledná rovnost’, tak aj det(X3) = det(I), teda det(X) = 1.

Potom plat́ı, že det(A) = det(XB) = det(X)det(B) = det(B) �
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Poznámky:

Ked’že nebolo úplne zrejmé, ako musia vyzerat’ matice, aby sṕlňali podmienku (9)

zo zadania, vykonali sme krátky pokus v MatLabe za účelom spestrenia pŕıkladu. V

cykle sme generovali náhodné matice A,B, ktorých prvky sú z {0, 1, 2, 3, 4} a overili, či

sṕlňajú podmienku (9). Ak podmienku splnili, program sa prerušil a vyṕısal, na kol’katý

pokus sa mu podarilo takéto matice vygenerovat’. Ak matice nevyhovovali podmienke,

cyklus pokračoval.

• Pokus č.430

A =

0 1

1 3

 , B =

1 1

1 0


• Pokus č.7797

A =

2 4

0 2

 , B =

2 0

3 2


• Pokus č.9441

A =

1 3

0 1

 , B =

1 0

1 1


• Pokus č.28083

A =

2 1

2 0

 , B =

0 1

2 3
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2 Vety o strednej hodnote

V nasledujúcej kapitole si pribĺıžime vety o strednej hodnote, ktoré následne využijeme

pri výpočtoch pŕıkladov. Okrem všeobecne známych viet o strednej hodnote - Rolleho,

Lagrangeova a Cauchyho, spomenieme aj Bolzanovu vetu, ktorej využitie ozrejmime

neskôr.

Aj ked’ prvá z viet o strednej hodnote nesie názov po francúzskom matematikovi

M.Rollem, tak nebol to on, kto ako prvý disponoval jej znalost’ou. Bol to totiž in-

dický matematik Bhāskara II, kto ako prvý naznačil hlavnú myšlienku vety. [25]

Podl’a [3] Rolle vetu nedokázal celú a dokázal ju až Cauchy, avšak zdroje [1] a [4] sa

zhodujú, že Rolle dôkaz skonštruoval. Podl’a [4] to bolo v roku 1691, pričom dôkaz

uviedol spolu s vypracovanou metódou separácie reálnych koreňov algebraickej rovnice

s reálnymi koeficientami. Spochybnenie dokázania vety môže byt’ zapŕıčinené podl’a

všetkého nedostatočnou publikáciou. [1].

Teória

Veta: [Rolleho veta o strednej hodnote]

Nech funkcia f : [a, b]→ R sṕlňa nasledovné kritéria:

• f je spojitá na intervale [a, b]

• v každom bode intervalu (a,b) existuje konečná derivácia funkcie f

• f(a) = f(b)

Potom existuje také c ∈ (a, b), že f ′(c) = 0. [11]

Veta: [Lagrangeova veta o strednej hodnote]

Nech funkcia f : [a, b]→ R vyhovuje nasledovným podmienkam:

• f je spojitá na intervale [a, b]

• v každom bode intervalu (a, b) existuje konečná derivácia funkcie f

Potom existuje také c ∈ (a, b), že f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a . [11]
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Veta: [Cauchyho veta o strednej hodnote]

Majme funkcie f, g obe [a, b]→ R, pričom sṕlňajú

• f, g sú spojité na [a, b]

• v každom bode [a, b] existuje derivácia f, g

• g′(x) 6= 0, ∀x ∈ [a, b]

Potom existuje c ∈ [a, b], že f(b)−f(a)
g(b)−g(a)

= f ′(c)
g′(c)

. [11]

Veta: [Bolzanova]

Nech f(x) je spojitá funkcia definovaná na [a, b]. Potom ak f(a) · f(b) < 0, tak existuje

aspoň jeden bod c ∈ (a, b) taký, že f(c) = 0. [15]

Geometrický dôkaz Lagrangeovej vety:

Obr. 1: Lagrangeova veta [21]

Zoberieme rovnobežnú priamku so spojnicou f(x1) a f(x2). Pomaly ju posúvame ku

grafu funkcie. Ked’že predpokladáme, že funkcia je diferencovatel’ná na celom inter-

vale, tak máme istotu, že nebude mat’ žiadne zlomy (je hladká). Z toho vyplýva,

že pri určitom posune sa bude celkom zrejme jednat’ o dotyčnicu ku grafu funkcie.

Pripomeňme si, že derivácia je smernica dotyčnice. Lenže dotyčnica je rovnobežná s

priamkou prechádzajúcou bodmi [x1, f(x1)], [x2, f(x2)], ktorá môže byt’ vyjadrená ako

f(x2)−f(x1)
x2−x1 , čiže majú rovnakú smernicu a preto plat́ı Lagrangeova veta.
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Aplikácia Lagrangeovej vety v ekonómii:

Lagrangeova veta nachádza svoju aplikáciu aj v ekonómíı, konkrétne v neoklasickom

modeli. [6]

Označme K = K(t) ako kapitál - funkciu času. Označme Y = Y (K) = Y (K(t))

ako produkciu - funkciu kapitálu. Predpokladajme, že l’udia majú konštantnú mieru

šetrenia s ∈ (0, 1) a mieru amortizácie δ ∈ (0, 1) - čast’ rozš́ıreného kapitálu.

Čistá miera rastu kapitálu (anglicky skrátene
”
Net investment“) za časovú jednotku je

I = sY − δK (11)

V ekonomickej teórii zvyčajne plat́ı, že I je rýchlost’ rastu kapitálu a preto

K̇ = sY − δK (12)

Ak uvážime diskrétny čas namiesto spojitého (12), dostávame

K(t+ 1)−K(t) = sY (t)− δK(t) (13)

Predpokladajme, že čas bež́ı diskrétne. Podl’a Lagrangeovej vety plat́ı K(t+1)−K(t) =

˙K(x) pre t < x < t+ 1. Pomocou Lagrangeovej vety teda aproximujeme model (13) na

spojitý.

V ekonomickej teórii sa často použ́ıva (12) namiesto (13), ale pozor, tieto dve rovnice

nie sú ekvivalentné.

2.1 Arctangens pomôže

Tento pŕıklad je zo sút’aže Vojtěch Jarńık 2015/1 - I.kategórie.

Nech f : R→ R je diferencovatel’ná funkcia na R. Dokážte, že existuje x ∈ [0, 1], že

4

π
(f(1)− f(0)) = (1 + x2)f ′(x)

Riešenie 1:

Využijeme Cauchyho vetu o strednej hodnote. Pozorným okom sa dá si všimnút’, že

členy (1 + x2) a 4
π

niečim indikujú funkciu arkustangens. Respekt́ıve, pripomı́najú ho

ich prevrátené hodnoty, čo neskôr využijeme.
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Zadefinujme si teda novú funkciu g(x) = arctg(x). Podl’a Cauchyho vety o strednej

hodnote plat́ı:

f ′(c)

g′(c)
=
f(1)− f(0)

g(1)− g(0)
⇐⇒ f ′(c)

1
1+c2

=
f(1)− f(0)

π
4

π

4
f ′(c) =

1

1 + c2
(f(1)− f(0))

(1 + c2)f ′(c) =
4

π
(f(1)− f(0))

(1 + x2)f ′(x) =
4

π
(f(1)− f(0)) �

Riešenie 2:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [24], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Zoberme ψ(x) = ϕ(tan(x)) na [0, π
4
]. Podl’a Lagrangeovej vety o strednej hodnote

existuje c ∈ [a, b], že

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
a teda existuje také ξ ∈ [0, π

4
], že

ψ
(π

2

)
− ψ(0) =

π

4
ψ′(ξ)

respekt́ıve

ϕ(1)− ϕ(0) =
π

4
(1 + tan2(ξ)) · ϕ′(ξ)

Položeńım z = tan(ξ) dostávame

4

π
(f(1)− f(0)) = (1 + z2)f ′(z)

čo bolo treba dokázat’. �

Poznámky:

Pre f(x) = arctg(x) na intervale [0, 1] aplikujme Lagrangeovu vetu o strednej hodnote:

f ′(x) = f(1)−f(0)
1−0

, z čoho vyplýva, že 1
1+x2

= π
4
.

Chceme, aby platilo 4
π

(f(1)− f(0)) = (1 + x2)f ′(x), čo je v našom pŕıpade π
4
· 4
π

=

(1 + c2) · 1
(1+c2)

, respekt́ıve 1 = 1. Teda sme ukázali, že ak f(x) = arctg(x), tak vzt’ah

plat́ı pre l’ubovol’né x. Celá táto myšlienka vyplýva v podstate aj z riešenia 1.
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2.2 Vel’a goniometrie

Tento pŕıklad je zo sút’aže IMC 2013/2, prvého sút’ažného dňa.

Nech f : R → R je dvakrát diferencovatel’ná funkcia. Predpokladajme, že f(0) = 0.

Dokážte, že existuje ξ ∈ (−π
2
, π

2
) sṕlňajúce

f ′′(ξ) = f(ξ)(1 + 2tan2ξ)

Riešenie 1:

Nech Θ(x) = f(x)
cos2(x)

, potom Θ(x) · cos2(x) = f(x). Motivácia pre danú vol’bu pre Θ(x)

vznikla z túžby vykrátit’ tangens.

Hl’adáme také ξ, že f ′′(ξ) = f(ξ)(1 + 2tan2ξ)

[Θ(ξ)cos2(ξ)]′′ = Θ(ξ)cos2(ξ)[1 + 2tan2(ξ)][
Θ′(ξ)cos2(ξ)− 2Θ(ξ)cos(ξ)sin(ξ)

]′
= Θ(ξ)cos2(ξ) + 2Θ(ξ)sin2(ξ)

Θ′′(ξ)cos2(ξ)− 4Θ′(ξ)cos(ξ)sin(ξ)− 3Θ(ξ)cos2(ξ) = 0

Na skúmanom intervale môžeme predelit’ rovnicu výrazom cos(ξ). Dostávame:

Θ′′(ξ)cos(ξ)− 4Θ′(ξ)sin(ξ)− 3Θ(ξ)cos(ξ) = 0 (14)

Pozorný čitatel’ si všimne (oveŕı si), že (14) je to isté ako

[Θ(ξ)cos(ξ)− 3Θ(ξ)sin(ξ)]′ = 0

Hl’adajme teda body a 6= b : φ(a) = φ(b) = 0.

φ(x) = Θ′(x)cos(x) − 3Θ(x)sin(x) a tak riešme kedy Θ′(x)cos(x) = 3Θ(x)sin(x). Do-

sadeńım za Θ(x) dostávame podmienku, že f ′(x)cos(x)− f(x)sin(x) = 0, čo je ekviva-

lentné s

φ(x) = 0 ⇐⇒ [f(x)cos(x)]′ = 0

Uvedomı́me si, že x ∈
(
−π

2
, π

2

)
. Označme f(x)cos(x) = ψ(x). Vieme, že ψ

(
−π

2

)
=

ψ(0) = ψ
(
π
2

)
= 0 a preto podl’a Lagrangeovej vety existujú body a, b, a 6= b : φ(a) =

φ(b) = 0, č́ım je tvrdenie dokázané. �
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Riešenie 2:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [8], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Nech g(x) = f(x)cos(x). Ked’že g
(
−π

2

)
= g(0) = g

(
π
2

)
, tak podl’a Rolleho vety exis-

tujú body c1 ∈
(
−π

2
, 0
)

a c2 ∈
(
0, π

2

)
, že g′(c1) = g′(c2) = 0.

Uvažujme funkciu h(x) = g′(x)
cos2(x)

= f ′(x)cos(x)−f(x)sin(x)
cos2(x)

.

Vieme, že h(c1) = h(c2) = 0, takže podl’a Rolleho vety existuje c ∈ (c1, c2) také, že

0 = h′(c) =
g′′(c)cos2(c) + 2g′(c)cos(c)sin(c)

cos4(c)
=

=
[f ′′(c)cos(c)− 2f ′(c)sin(c)− f(c)cos(c)]cos(c) + 2sin(c)[f ′(c)cos(c)− f(c)sin(c)]

cos3(c)
=

=
f ′′(c)cos2(c)− f(c)

[
cos2(c) + 2sin2(c)

]
cos3(c)

=
1

cos(c)

[
f ′′(c)− f(c)

(
1 + 2tan2(c)

)]
a teda

f ′′(c)− f(c)
(
1 + 2tan2(c)

)
= 0 ⇐⇒ f ′′(c) = f(c)

(
1 + 2tan2(c)

)
(15)

čo bolo treba dokázat’. �

Poznámky:

Zoberme si niekol’ko funkcíı a pod’me ich analyzovat’ v súvislosti so zadańım pŕıkladu.

• Ak f(x) = sin(x), tak existuje jediné riešenie problému.

• Pre funkciu f(x) = x2 plat́ı, ak 2 = x2(1 + 2tan2(x)), tak má funkcia práve

jedno riešenie na
(
0, π

2

)
. Ked’že funkcia je párna, tak je to tak aj symetricky pre

x ∈
(
−π

2
, 0
)
.

• Ak zoberieme funkciu f(x) = cos(x)− 1, tak po zavedeńı substitúcie cos(x) = y

dostávame rovnicu 2y3−4y2−y+2 = 0, ktorá má śıce tri korene. Tret́ı koreň y3 =

2 ihned’ vylúčime, kvôli tomu, že kośınus je ohraničený jednotkou. Po spätnom

dosadeńı teda prichádzajú do úvahy iba dve riešenia, a śıce y1 = − 1√
2
, y2 = 1√

2
.

Tu však treba vylúčit’ aj y1, ked’že kośınus je na
(
−π

2
, π

2

)
kladný. Tým pádom má

rovnica jediné riešenie, x = π
4
.

• Uvedené pŕıklady ukazujú, prečo je v tvrdeńı uvádzaná iba existencia a nie aj

jednoznačnost’. Je to preto, lebo počet riešeńı môže byt’ rôzny.
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2.3 Bolzano

Tento pŕıklad je zo sút’aže Vojtěch Jarńık 2012/1 - I.kategórie.

Nech f : [0, 1] → [0, 1] je diferencovatel’ná funkcia taká, že | f ′(x) |6= 1 pre všetky

x ∈ [0, 1]. Dokážte, že existujú jediné body α, β ∈ [0, 1] také, že f(α) = α a f(β) = 1−β

Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [24], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Zoberme funkcie g(x) = f(x) − x a h(x) = f(x) − (1 − x). Ked’že f(0) ∈ [0, 1], tak

g(0) ≥ 0 a g(1) ≤ 0. Použit́ım Bolzanovej vety dostávame, že existuje g(α) = 0. Lenže

g(α) = f(α)− α = 0, z čoho vyplýva, že f(α) = α.

Analogicky h(0) ·h(1) ≤ 0, preto opät’ podl’a Bolzanovej vety existuje β : f(β) = 1−β.

Týmto je dokázaná existencia bodov α, β. Teraz treba dokázat’ jednoznačnost’.

Predpokladajme, že existuje α, α′ ∈ [0, 1], α < α′ také, že f(α) = α a f(α′) = α′. Podl’a

Lagrangeovej vety o strednej hodnote existuje θ ∈ [α, α′] také, že

f ′(θ) =
f(α′)− f(α)

α′ − α
=
α′ − α
α′ − α

= 1,

čo je však spor s predpokladom, že | f ′(x) 6= 1 |.

Analogicky, nech existujú β, β′ ∈ [0, 1], β < β′ také, že f(β) = 1 − β a f(β′) = β′.

Opätovným aplikovańım Lagrangeovej vety dostávame

f ′(γ) =
f(β′)− f(β)

β′ − β
=

(1− β′)− (1− β)

β′ − β
= 1,

čo je takisto spor. Týmto je dôkaz ukončený. �

Poznámky:

• Pri dokazovańı jednoznačnosti α stačilo použit’ Rolleho vetu. Pretože ak f(a) = a,

tak plat́ı, že g(a)− g(b) = 0. A teda podl’a Rolleho vety existuje také c, pre ktoré

plat́ı, že g′(c) = 0, čiže aj f ′(c) = 1, čo je ten istý spor.
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• Dôkaz jednoznačnosti, za predpokladu, že f ′(x) 6= 1, sa dá aj graficky interpre-

tovat’. Majme funkciu na obrázku pod textom, vyznačenú červeným grafom a

funkciu y = x so smernicou k = 1, vyznačenú modrým grafom. Z geometric-

kej interpretácie Lagrangeovej vety vyplýva, že na funkcíı celkom určite existuje

nejaký bod, ktorým ked’ vedieme dotyčnicu ku
”
červenej“ funkcíı, tak dotyčnica

bude rovnobežná s
”
modrou“ funkciou. Preto je derivácia rovná 1, čo podl’a pred-

pokladu nemôže nastat’.

Obr. 2: Grafická interpretácia
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3 Viacrozmerné integrovanie

Počiatky integrovania, respekt́ıve matematickej discipĺıny označovanej pojmom
”
cal-

culus“ siahajú až do starovekého Grécka. Ked’ v tých časoch Gréci chceli zistit’ obsah

kruhu, použ́ıvali na to aproximáciu cez n-uholńıky. Presne tento spôsob sa neskôr ukázal

ako relevantný aj vo výpočtoch určitého integrálu pomocou integrálnych súčtov.

Po vyše 1600 rokoch sa Johaness Kepler rozhodol, že sa pokúsi vypoč́ıtat’ objem v́ınneho

sudu - chcel zistit’, kol’ko v́ına sa tam zmest́ı. Kepler si sud rozdelil na vel’mi vel’a

malých čast́ı, ktoré premietal do úsečiek. Aj ked’ môžeme toto považovat’ za základy

integrálneho počtu, niektoré jeho postupy sa neskôr ukázali ako chybné.

Bonavenura Cavalieri bol prvý, kto vyč́ıslil určitý integrál lineárnej funkcie a paraboly.

Neskôr Blaise Pascal zaviedol všeobecný vzt’ah pre integrál z polynómu.

Integrálny počet, aký dnes poznáme, vznikol však až v 17. storoč́ı vd’aka dvom vel’kým

vedcom nezávisle od seba: Sir Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz, ktoŕı spolu

však teóriu nemohli rozviest’, nakol’ko viedli spor ohl’adom prvenstva v objaveńı infini-

tezimálneho počtu. Po týchto dvoch matematikoch je pomenovaná aj slávna Newton-

Leibnizova formula.

Čo sa týka d’aľsieho rozvoja integrovania, určite by bolo vhodné spomenút’ Eulera,

Cauchyho, Riemanna, či Lebesqua. Prirodzene, to už je téma na inú prácu. [18]

Teória

Defińıcia: Nech Ω ⊂ R2 je elementárna oblast’ typu [x, y], t.j. Ω = {(x, y), a ≤ x ≤

y ∧ φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}. Pod dvojnásobným integrálom (podl’a [12]) rozumieme:∫ b

a

(∫ ψ(x1)

φ(x1)

f(x1, x2)dx2

)
dx1

Defińıcia: Nech Λ ⊂ R2 je uzavretá oblast’ a f : Λ → R je spojitá na Λ. Dvojným

integrálom (podl’a [12]) funkcie f skrz množinu Λ nazývame:∫∫
Λ

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y)dxdy =

∫ ψ(y)

φ(y)

∫ b

a

f(x, y)dydx

Poznámka: Defińıcie sa dajú
”
rozš́ırit’“ do vyšš́ıch rozmerov.
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Poznámka:
”
Beztrestný“ prechod medzi dvojným a dvojnásobným integrálom nám

zaruč́ı Fubiniho veta vyslovená nižšie.

Defińıcia: Nech Ω je oblast’ v Rn (t.j. otvorená a súvislá množina). Oblast’ Ω nazveme

meratel’nou, ak ∃ rastúca postupnost’ uzavretých hranatcov Kn a klesajúca postupnost’

otvorených hranatcov On takých, že plat́ı: Kn ⊂ Ω ⊂ On a lim
n→∞

| On − Kn |= 0.

Spoločná limita lim
n→∞

| Kn |= lim
n→∞

| On |=| Ω | sa nazýva miera. [12]

Poznámka: Pod pojmom
”
hranatec“ si predstav́ıme konečné zjednotenie kvádrov

typu Πn
i=1Ii, kde Ii je interval. [12]

Veta: [Fubiniho veta]

Ak Ω je elementárna oblast’ a f je spojitá na Ω̄. Potom (podl’a [12]) plat́ı:∫∫
Ω

f(x)dx =

∫ b

a

(∫ ψ(x1

φ(x2)

f(x1, x2)dx2

)
dx1

Poznámka: Rovnako plat́ı Fubiniho veta aj na elementárnej oblasti typu [x1, x2, . . . , xn].

Regulárne zobrazenie (transformácia): Nech ψ : Ω′ ⊂ Rn → ΩRn je prosté

C1 zobrazenie, pričom ψ(Ω′) = Ω Nech J je Jacobiho matica:

J =


∂ψ1

∂y1

∂ψ1

∂y2
. . . ∂ψ1

∂yn

∂ψ2

∂y1

∂ψ2

∂y2
. . . ∂ψ2

∂yn
...

...
...

...

∂ψn
∂y1

∂ψn
∂y2

. . . ∂ψn
∂yn


Označme determinant horeuvedenej Jacobiho matice (Jakobián) ako Jψ(y).

Ak Jψ(y) 6= 0 (Jacobiho matica je regulárna - invertovatel’ná), hovoŕıme, že zobrazenie

ψ je regulárne. [12]

Metóda substitúcie: Nech f je Riemannovsky integrovatel’ná funkcia na oblasti Ω a

nech zobrazenie ψ : Ω′ ⊂ Rn → Ω ⊂ Rn je regulárne. Potom (podl’a [12]) plat́ı vzt’ah

substitúcie x = ψ(y) ∈ Ω pre integrál vypoč́ıtaný pomocou novej premennej y ∈ Ω′:∫
Ω

f(x)dx =

∫
Ω′
f(ψ(y))· | Jψ(y) | dy
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Tabul’ka transformácíı:

Tabul’ka 1: Transformácie

Typ transformácie x y z Jakobián

Polárne súradnice x = r · cos(φ) y = r · sin(φ) - r

Cylindrické súradnice x = r · cos(φ) y = r · sin(φ) z = u r

Sférické súradnice x = r · cos(φ)cos(ψ) y = r · sin(φ)cos(ψ) z = r · sin(ψ) r2cos(ψ)

Eliptické súradnice x = a · r · cos(φ) y = b · r · sin(φ) - abr

Eliptické súradnice II. x = a · r · cos(φ)cos(ψ) y = b · r · sin(φ) c · r · sin(ψ) abcr2cos(ψ)

Ilustračný pŕıklad: Chceli by sme pomocou integrálov overit’, či naozaj plat́ı známy

vzorec zo strednej školy na výpočet objemu gule, a śıce

V =
4

3
πR3

Riešenie:

Vieme, že rovnica gule je x2 + y2 + z2 = R2. Po aplikácíı sférických transformácíı

dostávame:

x = r · cos(φ) cos(ψ)

y = r · sin(φ) cos(ψ)

z = r · sin(ψ)

Z rovnice gule źıskame hranice:

R2 = x2 + y2 + z2 = r2

teda plat́ı, že

r ∈ (0, R)
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Napokon, ak nemáme zadanú dodatočnú spŕısňujúcu podmienku, tak hranice pre φ, ψ

sú (0, 2π), respekt́ıve
(
−π

2
, π

2

)
. Vložme teda do integrálu jakobián a vypoč́ıtajme objem.∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r2 cos(ψ)dRdφdψ =

2

∫ R

0

∫ 2π

0

r2drdφ =

4π

∫ R

0

r2dr =
4

3
πR3

A tak sme dokázali platnost’
”
stredoškolského“ vzorca na výpočet objemu gule.

3.1 Donut

Tento pŕıklad je zo sút’aže Putnam, z roku 2006/A1.

Vypoč́ıtajte objem telesa ohraničeného plochou

(
x2 + y2 + z2 + 8

)2 ≤ 36
(
x2 + y2

)
Riešenie 1:

Použijeme cylindrické súradnice.

x = r cos(φ)

y = r sin(φ)

z = u

Z toho nám vyplýva:

r2 + u2 + 8 ≤ 6r

r2 − 6r + u2 + 8 ≤ 0

(r − 3)2 + u2 ≤ 1

Vieme, že φ ∈ (0, 2π). Potrebujeme však zistit’, do akého intervalu patŕı r, respekt́ıve

u. Po vyriešeńı kvadratickej nerovnice (r − 3)2 + u2 ≤ 1 dostávame, že

r ∈ (3 −
√

1− u2, 3 +
√

1− u2). Z toho však rovno vyplýva, že u ∈ (−1, 1), ked’že

odmocňované č́ıslo požadujeme kladné.

Ked’ už máme ujasnené hranice, môžeme prejst’ k samotnému integrovaniu.∫ 1

−1

du

∫ 3−
√

1−u2

3−
√

1−u2
rdr

∫ 2π

0

dφ = 2π

∫ 1

−1

du

∫ 3−
√

1−u2

3−
√

1−u2
rdr = 12π

∫ 1

−1

√
1− u2du
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Zavedieme substitúciu: |u = sin(ω), du = cos(ω)dω| a pokračujeme vo výpočtoch:

12π

∫ 1

−1

√
1− u2du = 12π

∫ π
2

−π
2

cos2 ωdω = 12π

∫ π
2

−π
2

1

2
cos(2ω) +

1

2
dω = 12π

π

2
= 6π2

A teda objem telesa ohraničeného danou plochou je 6π2.

Poznámky: Teleso, ktorého objem sme vypoč́ıtali, vyzerá nasledovne:

Obr. 3: Torus [17]

Toto všeobecne známe teleso vzniká rotáciou disku po kružnici a je známe pod menom

torus. V riešeńı 2 uvedenom nižšie sa využ́ıva Guldinova veta (známa taktiež ako Pap-

pusova). Hovoŕı o tom, že objem telesa, vzniknutého otáčańım plochy okolo osi, ktorá

túto plochu nepret́ına, je rovná súčinu vel’kosti obsahu S tejto plochy a d́lžky kružnice,

ktorou oṕı̌se t’ažisko tejto plochy. [16]

V = 2π · S · l

Navyše, môže toto teleso, pripomı́najúce šǐsku (anglicky
”
donut“ - preto názov pŕıkladu),

vzniknút’ ako karteziánsky súčin disku a kruhu, zobrazený na obrázku nižšie.
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Obr. 4: Karteziánsky súčin disku a kruhu [25]

Riešenie 2:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na arch́ıve riešeńı sút’aže [19], ktorého

rozš́ıreńım a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Pomocou transformácie prejdeme k cylindrickým súradniciam. Zvol’me r = x2 + y2.

Postupne sa dostaneme k obmedzeniu

r2 + z2 + 8 ≤ 6r,

respekt́ıve

(r − 3)2 + z2 ≤ 1. (16)

Pozorný čitatel’ si všimne, že (16) nám definuje vyššie spomenutý torus a plocha, ktorá

rotuje, je kruh. Odvolańım sa na Pappusovu (Guldinovu) vetu, dostávame, že objem

telesa je plocha kruhu (rovná π) vynásobená d́lžkou kružnice opisujúcej t’ažisko plochy

(rovná 2π · 3). Preto je objem telesa 6π2.

3.2 Viac ako len integrál

Tento pŕıklad je zo sút’aže Vojtěch Jarńık, z roku 2015/4 - II.kategórie.

Nájdite všetky spojito-diferencovatel’né funkcie f : R → R také, že pre každé a ≥ 0

plat́ı nasledovný vzt’ah:∫∫∫
D(a)

xf

(
ay√
x2 + y2

)
dxdydz =

πa3

8
(f(a) + sin(a)− 1)

kde D(a) =
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ a2, | y |≤ x√
3

}

37



Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [24], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Použijeme sférické súradnice.

x = r cos(φ) cos(ψ)

y = r sin(φ) cos(ψ)

z = r sin(ψ)

Vieme, že jakobián tejto transformácie je = r2 cos(ψ).

[r cos(φ) cos(ψ)]2 + [r sin(φ) cos(ψ)]2 + [r sin(ψ)]2 ≤ a2

(r cos(ψ))2 + (r sin(ψ))2 ≤ a2

r2 ≤ a2

Teda zatial’ máme

r ∈ (0, a);φ ∈ (0, 2π);ψ ∈ (−π
2
,
π

2
)

Toto však ešte nie sú definit́ıvne hranice, vzhl’adom k tomu, že množina D(a) je daná

aj druhým ohraničeńım a śıce | y |≤ x√
3
.

Poč́ıtajme:

| y | ≤ x√
3

− x√
3
≤ y ≤ x√

3

−r cos(φ) cos(ψ)√
3

≤ r sin(φ) cos(ψ) ≤ r cos(φ) cos(ψ)√
3

−r cos(φ)√
3
≤ r sin(φ) ≤ rcos(φ)√

3

−cos(φ)√
3
≤ sin(φ) ≤ cos(φ)√

3

− 1√
3
≤ sin(φ)

cos(φ)
≤ 1√

3

− 1√
3
≤ tan(φ) ≤ 1√

3
=⇒ φ ∈

(
−π

6
,
π

6

)
A teda integrovaný výraz prejde nasledovnými úpravami:

xf

(
ay√
x2 + y2

)
= r cos(φ) cos(ψ)f

(
ar sin(φ) cos(ψ)√

r cos(φ) cos(ψ)2 + r sin(φ) cos(ψ)2

)
=

= r cos(φ) cos(ψ)f(a sin(φ))
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Po pripojeńı Jakobiánu sa dostávame ku konečnému tvaru:

I =

∫ π
6

−π
6

f(a sin(φ)) cos(φ)dφ

∫ π
2

−π
2

cos2(ψ)dψ

∫ a

0

r3dr

I =

∫ π
6

−π
6

f(a sin(φ)) cos(φ)dφ

∫ π
2

−π
2

cos2(ψ)dψ

∫ a

0

r3dr =

=

∫ π
6

−π
6

f(a sin(φ)) cos(φ)dφ

∫ π
2

−π
2

cos2(ψ)dψ

[
r4

4

]a
0

=

=
a4

4

∫ π
6

−π
6

f(a sin(φ)) cos(φ)dφ

∫ π
2

−π
2

cos2(ψ)dψ =

=
a4

4

∫ π
6

−π
6

f(a sin(φ)) cos(φ)dφ

∫ π
2

−π
2

cos(2ψ) + 1

2
dψ =

=
a4

8

∫ π
6

−π
6

f(a sin(φ)) cos(φ)dφ

[
sin(2ψ)

2
+ ψ

]π
2

−π
2

=
πa4

8

∫ π
6

−π
6

f(a sin(φ)) cos(φ)dφ

Integrovańım sme źıskali upravený tvar rovnice:

πa4

8

∫ π
6

−π
6

f(a sin(φ)) cos(φ)dφ =
πa3

8
[f(a) + sin(a)− 1]

Respekt́ıve

a

∫ π
6

−π
6

f(a sin(φ)) cos(φ)dφ = f(a) + sin(a)− 1

Po zavedeńı substitúcie a sin(φ) = t máme∫ a
2

−a
2

f(t)dt = f(a) + sin(a)− 1 (17)

Zo (17) je vidno, že ak a = 0, tak f(0) = 1, pretože integrál s nulovými hranicami je

nula, takisto ako sin(0).

Ked’že a ≥ 0, tak nevieme priamo vypoč́ıtat’ funkčnú hodnotu v bode −a
2

, a tak si

pomôžeme deriváciou (17).

f
(
−a

2

)
= 2f ′(a) + 2 cos(a)− f

(a
2

)
(18)

Funkcia f je spojitá na R \ {0}, pretože

lim
a→a0+

f
(
−a

2

)
= 2f ′(a0) + 2 cos(a0)− f

(a0

2

)
= lim

a→a0−
f
(
−a

2

)
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Pošleme teraz a → 0+. Treba si však uvedomit’, že požadujeme spojitost’ funkcie f a

teda chceme, aby lim
a→0+

f
(
−a

2

)
= 1, respekt́ıve f(0) = 1.

A teda

1 = 2 lim
a→0+

f ′(a) + 2− 1 (19)

0 = lim
a→0+

f ′(a) (20)

Dostali sme podmienky na to, aby bola funkcia f spojitá na reálnych č́ıslach. My

však požadujeme od nej viac - chceme aby bola spojito diferencovatel’ná. Preto ideme

skúmat’ podmienky na prvú deriváciu.

Ked’že plat́ı

f ′(a) =
1

2
f
(a

2

)
+

1

2
f
(
−a

2

)
− 2 cos(a)

a zároveň f má byt’ spojito diferencovatel’ná, tak muśı nutne existovat’ aj druhá de-

rivácia f ′′. Po zderivovańı máme

f ′′(a) =
1

4
f
(a

2

)
− 1

4
f
(
−a

2

)
+ 2 sin(a)

takže f ∈ C2(0,∞).

Chceme aby f ′ bola spojitá, čo však máme vd’aka hladkosti zaručené na R \ {0}.

Nakoniec muśı z (19) platit’, že

lim
a→0+

f ′′(a) = 0 (21)

Zhrnutie: Hl’adali sme všetky funkcie vyhovujúce zadaniu, resp. (18). Po našej analýze

sme dospeli k tomu, že hl’adané funkcie musia sṕlňat’ nasledovné podmienky:

• f(0) = 1

• lim
a→0+

f ′(a) = 0

• f ∈ C2(0,∞)

• lima→0+ f
′′(a) = 0

• f
(
−a

2

)
= 2f ′(a) + 2 cos(a)− f

(
a
2

)
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Poznámky:

Ako pŕıklad uvedieme tri funkcie, ktoré sme analyzovali v R a zist’ovali sme, prečo

(ne)vyhovujú riešeniu.

Obr. 5: Tri funkcie z R studio

Na l’avom obrázku je vykreslená funkcia x2 + sin(x), ktorá ako vid́ıme sa nespráva tak,

ako by sme chceli (požadovali), pretože f(0) 6= 1.

Na strednom obrázku možno vidiet’ funkciu x2 + sin(x) + 1− x, ktorá taktiež nevyho-

vuje, pretože f ′′(0) 6= 0. Kvôli tomuto funkcia nie je C2 hladká.

Napokon, funkcia 1 + x − sin(x) sa ukázala ako vhodná, pretože sṕlňa všetky pod-

mienky, čo je vidno aj na pravom obrázku.

Predstavme si, že zabudneme na obmedzenie pre a, respekt́ıve nech a ∈ R. Vyč́ıslujme

postupne derivácie v bode 0. Uvid́ıme, že sa nám strieda séria {0,−1, 0, 1} od n = 2.

Vd’aka tomuto cyklu vieme rekurentne vyjadrit’ vzt’ah, pre n-tú deriváciu v bode 0.

Rekurzia nás povedie k nasledujúcej diferenčnej rovnici vyjadrujúcej vzt’ah pre n-tú

deriváciu

x(n) = x(n− 1) · sin
(π

2
n
)
− sin

(π
2
n
)
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3.3 Integrálna nerovnost’

Tento pŕıklad je zo sút’aže Putnam, z roku 2003/B6.

Nech f(x) je spojitá funkcia definovaná na intervale [0, 1]. Ukážte, že∫ 1

0

∫ 1

0

| f(x) + f(y) | dxdy ≥
∫ 1

0

| f(x) | dx

Riešenie 1:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na diskusnom fóre o matematických sút’ažiach

[2], ktorého rozš́ıreńım a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Zadefinujme si dve podmnožiny intervalu [0, 1].

M := {x ∈ [0, 1]|f(x) ≥ 0}

M c := {x ∈ [0, 1]|f(x) < 0}

Pre funkciu f plat́ı, že f+(x) = max(f(x), 0) a f−(x) = max(−f(x), 0). Z toho vyplýva,

že f = f+ − f− a |f | = f+ + f−. Navyše f+ = 0 na celej množine M c, rovnako ako

f− = 0 na M .

Z poznatkov o meratel’nosti množ́ın vieme, že∫ 1

0

∫ 1

0

|f(x) + f(y)|dxdy =

∫
M

∫
M

|f(x) + f(y)|dxdy +

∫
M

∫
Mc

|f(x) + f(y)|dxdy

+

∫
Mc

∫
M

|f(x) + f(y)|dxdy +

∫
Mc

∫
Mc

|f(x) + f(y)|dxdy

Kedže integrál z konštanty je miera množiny cez ktorú sa integruje:
∫
M
c ·dM = c · |M |

a ked’že je funkcia na množine M nezáporná, tak∫
M

∫
M

|f(x) + f(y)|dxdy =

∫
M

∫
M

(f(x) + f(y))dxdy

= |M |
∫
M

f(x)dx+ |M |
∫
M

f(y)dy

= 2|M |
∫
M

f+(x)dx

kde |M | je miera množiny M . Analogicky∫
Mc

∫
Mc

|f(x) + f(y)|dxdy = 2|M c|
∫
Mc

f−(x)dx
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Na základe uvedených faktov si vieme zdola ohraničit’ integrál
∫
M

∫
Mc |f(x)+f(y)|dxdy.

Plat́ı ∫
M

∫
Mc

|f(x) + f(y)|dxdy =

∫
M

∫
Mc

|f+(x)− f−(y)|dxdy

≥
∣∣∣∣∫
M

∫
Mc

f+(x)− f−(y) dxdy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣|M c|
∫
M

f+(x)dx− |M |
∫
Mc

f−(y)dy

∣∣∣∣
Položme teraz J =

∫
M
f+(x)dx, H =

∫
Mc f

−(y)dy a I =
∫ 1

0

∫ 1

0
|f(x)+f(y)|dxdy. Zistili

sme, že

I ≤ 2|M |J + 2|M c|H + 2|(|M c|J − |M |H)|

Po umocneńı na druhú máme:

I2 ≥ [(2|M |J + 2|M c|H) + (2|(|M c|J − |M |H)|)]2

I2 ≥ 4|M |2J2 + 8|M ||M c|JH + 4|M c|2H2 + 4|M ||M c|J2 + 4|M c|2JH −

− 4|M |2JH − 4|M ||M c|H2 + 4|M c|2J2 − 8|M c||M |JH + 4|M |2H2

≥ 4[|M |2J2 + |M c|2H2 + |M c|2J2 + |M |2H2]

≥ 4(|M |2 + |M c|2)(J2 +H2)

Vd’aka tomu, že (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2) plat́ı, že 2(|M |2 + |M c|2) ≥ (|M | + |M c|)2 = 1.

Taktiež plat́ı, že 2(J2 +H2) ≥ (J +H)2 =
(∫ 1

0
| f(x) | dx

)2

.

A teda sme dokázali, že

∫ 1

0

∫ 1

0

| f(x) + f(y) | dxdy = I ≥ 2 · 1

√∫ 1

0

| f(x) | dx

2

≥
∫ 1

0

| f(x) | dx �

Riešenie 2:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na diskusnom fóre o matematických sút’ažiach

[2], ktorého rozš́ıreńım a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Nech f je nezáporná na A a nezáporná na B. Potom

4

∫
A

∫
B

min{|f(x)|, |f(y)|} ≤ 4

∫
A

∫
B

√
|f(x)| · |f(y)| = 4

(∫
A

√
|f(x)|

)(∫
B

√
|f(x)|

)
≤
(∫

A

√
|f(x)|+

∫
B

√
|f(x)|

)2

=

(∫ 1

0

√
|f(x)|dx

)2

≤
∫ 1

0

|f(x)|
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To, že plat́ı prvá nerovnost’, je zrejmé. Rovnost’ by nastala, ak by sa f(x) a f(y)

rovnali. Druhá nerovnost’ vyplýva z toho, že pre všetky kladné a, b plat́ı, že 4
√
a
√
b ≤

(
√
a+
√
b)2, čo je ekvivalentné s 0 ≤ (

√
a−
√
b)2.

Teda dostávame

2

∫
A

∫
B

|f(x) + f(y)| ≥ 2

∫
A

∫
B

(|f(x)|+ |f(y)| − 2 min{|f(x)|, |f(y)|}) ≥ (22)

≥ 2

∫
A

∫
B

(|f(x)|+ |f(y)|)−
∫ 1

0

|f(x)| = (23)

= 2|B|
∫
A

|f(x)|+ 2|A|
∫
B

|f(x)| −
∫ 1

0

|f(x)| (24)

Rovnost’ (24) plat́ı na základe aditivity integrálu a nerovnost’ (23) sme si dokázali

vyššie. Prvá nerovnost’ (22) plat́ı na základe nasledovnej úvahy:

Vieme, že pre l’ubovol’né a, b plat́ı vzt’ah min{a, b} = 1
2
(a+ b)− 1

2
| a− b |. Preto plat́ı

aj:

min{| x |, | y |} =
1

2
(| x | + | y |)− 1

2
|| x | − | y ||

2min{| x |, | y |} = | x | + | y | − || x | − | y ||

|| x | − | y || = | x | + | y | −2min{| x |, | y |}

Ked’že || x | + | y ||≥|| x | − | y ||, tak plat́ı aj (22).

Napokon∫
A

∫
A

|f(x) + f(y)|+
∫
B

∫
B

|f(x) + f(y)| = 2|A|
∫
A

|f(x)|+ 2|B|
∫
B

|f(x)|

Tým pádom je nerovnost’ dokázaná, berúc do uváhy, že |A|+ |B| = 1. �

Poznámka:

V riešeńı sme narazili na || x | − | y ||. Predstavme si to ako funkciu a vykreslime

pomocou MatLabu, ako bude funkcia vyzerat’.
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[scale=0.1]

Obr. 6: F :=|| x | − | y ||

3.4 Nerovnost’ a vhodná substitúcia

Tento pŕıklad je zo sút’aže IMC, z roku 2014/5, druhého hracieho dňa.

Dokážte: ∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy

x−1+ | lny | −1
≤ 1

Pred riešeńım 1 pŕıkladu je potrebné vyslovit’ vetu o nerovnosti dokazovanej pomocou

derivácie.
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Veta: [O dokazovańı nerovnosti pomocou derivácie]

Nech f, g : I → R sú spojité a diferencovatel’né funkcie na celom intervale I. Nech pre

a ∈ I plat́ı, že f(a) = g(a) a nech pre všetky x ∈ I: f ′(x) > g′(x). Potom (podl’a [11])

f(x) > g(x),∀x > a

f(x) < g(x),∀x < a

Riešenie 1:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [8], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Najskôr si zoberme nerovnost’:

x−1 − 1 ≥ |ln(x)|, x ∈ (0, 1] (25)

Nerovnost’ dokážeme pomocou derivácie. Dosad́ıme krajný bod a pozorujeme, či v ňom

nastane rovnost’:

(x−1 − 1)|x=1 = |ln(x)||x=1 = 0

(x−1 − 1)′ = − 1

x2
≤ −1

x
= |ln(x)|′, x ∈ (0, 1]

Pomocou vety o nerovnosti dokazovanej deriváciou sme dokázali (25) a vieme integrál

zo zadania zhora ohraničit’. A teda plat́ı:∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy

x−1 + |ln(y)| − 1
≤
∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy

|ln(x)|+ |ln(y)|
=

∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy

|ln(xy)|

Následne použijeme vhodnú substitúciu y = u
x
, aby sa výraz vykrátil:∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy

|ln(xy)|
=

∫ 1

0

(∫ 1

u

dx

x

)
du

|ln(u)|
=

∫ 1

0

|ln(u)|. du

|ln(u)|
= 1 �

Riešenie 2:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [8], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Použijeme substitúciu s = x−1 a u = s− lny.∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy

x−1+ | lny | −1
=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

es−u

(s+ 1)2u
duds =

∫ ∞
0

(∫ u

0

es

(s+ 1)2
ds

)
du
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Ked’že funkcia es

(s+1)2
je konvexná, tak plat́ı, že každý bod na grafe funkcie je pod

úsečkou, ktorá spája body [0, f(0)], [u, f(u)]. Preto je integrál v (26) menš́ı, ako plocha

lichobežńıka s vrcholmi [0, 0], [u, 0], [0, f(0)] a [u, f(u)].∫ u

0

es

(s+ 1)2
ds ≤ u

2

(
eu

(u+ 1)2
+ 1

)
(26)

Ak využijeme vzorec pre výpočet obsahu lichobežńıka S = (a+c)
2
v, tak dostávame pravú

stranu nerovnosti (26).

Preto plat́ı:∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy

|ln(xy)|
≤
∫ ∞

0

u

2

(
eu

(u+ 1)2
+ 1

)
e−u

u
du =

1

2

(∫ ∞
0

du

(u+ 1)2
+

∫ ∞
0

e−udu

)
= 1

Týmto je tvrdenie dokázané. �

Poznámky:

Takto vyzerá funkcia, ktorú itegrujeme:

Obr. 7: Funkcia dxdy
x−1+|lny|−1

Všimnime si, že v bode [1, 1] je funkcia zhora neohraničená, čo vyplýva z dvojnásobnej

limity, kde nám pre x→ 1, y → 1 vznikne 0 v menovateli, čo
”
vystreĺı“ celý zlomok do

nekonečna.
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4 Derivovanie integrálu podl’a hornej hranice

Integrál nemuśı mat’ vždy nutne č́ıselné hranice, čo sme si všimli aj v predošlej kapitole.

Niekedy sa stretávame s pŕıpadmi, kedy sú hranice integrálu funcie. Vtedy označujeme

integrál ako funkciu hornej (alebo dolnej) medze (t.j. hranice).

Ked’že v takomto pŕıpade ide o
”
normálnu“ funkciu, môžeme sa tak za predpokladu

splnenia určitých podmienok k integrálu aj správat’. To znamená, že ho môžeme aj

derivovat’, čo si pribĺıžime v tejto kapitole.

Teória

Veta: [Prvá veta o strednej hodnote integrálneho počtu]

Nech m,M ∈ R, a < b. Nech funkcie f, g majú integrál od a po b. Nech je f(x) ≥ 0,

m ≤ g(x) ≤M pre ∀x ∈ [a, b]. Potom (podl’a [9]) plat́ı

m

∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤M

∫ b

a

f(x)dx (27)

Veta: [Druhá veta o strednej hodnote integrálneho počtu]

Nech a < b a nech f je reálna funkcia, ktorá má integrál od a po b. Nech g je reálna,

monotónna funkcia na [a, b]. Potom existuje č́ıslo ζ také, že (podl’a [9]) plat́ı

a ≤ ζ ≤ b,

∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ζ

a

f(x)dx+ g(b)

∫ b

ζ

f(x)dx

Tvrdenie: Nech f : [c, d] → R je spojitá funkcia, funkcie ϕ, ψ sú diferencovatel’né na

intervale I a nech ϕ(I) ⊂ [c, d], ψ(I) ⊂ [c, d]. Potom funkcia G : I → R daná predpisom

G(x) =

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(t)dt

je diferencovatel’ná na I a podl’a ([13]) plat́ı:

G′(x) = f(ψ(x))ψ′(x)− f(ϕ(x))ϕ′(x)
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Tvrdenie: Nech F (y) je spojitá funkcia na uzavretom intervale definovaná ako

F (y) =

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, y, )dx

kde ϕ(x), ψ(x) sú diferencovatel’né na danom intervale. Potom plat́ı [11]:

F ′(y) = f(ψ(y), y) · ψ′(y)− f(ϕ(y), y) · ϕ′(y) +

∫ ψ(x)

ϕ(x)

∂f

∂y
(x, y)dx

Tvrdenie: Ak je krivka C grafom funkcie f : [a, b] → R, ktorá má spojitú deriváciu,

tak s(C) =
∫ b
a

√
1 + (f ′(t))2dt, čo vyplýva z parametrizácie grafu: x = t, y = f(t), t ∈

[a, b]. [12]

Ilustračný pŕıklad: (Podl’a [13]) Nájdite lokálne extrémy a inflexné body funkcie:

F (t) =

∫ x

0

(t− 1)(t− 2)2dt

Riešenie: Funkciu si zderivujeme podl’a hornej medze:

F ′(t) = (x− 1)(x− 2)2

Ak polož́ıme deriváciu rovnú nule, dostávame body, v ktorých funkcia nadobúda lokálne

extrémy: {1, 2}. Vid́ıme, že funkcia je a intervale [0, 1] klesajúca, a na intervale [1,∞]

rastúca. Teda funkcia nemá v bode {2} maximum, ale nadobúda svoje (globálne) mi-

nimum v {1}, kedy je funkčná hodnota −17
12

.

Inflexné body zist́ıme pomocou druhej derivácie:

F ′′(t) = (x− 2)2 + 2(x− 1)(x− 2) = 3(x− 2)

(
x− 4

3

)
Teda vid́ıme, že inflexné body sú {4

3
, 2}.
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4.1 Pŕıklad starš́ı ako ja

Tento pŕıklad je zo sút’aže Putnam 1990/B1.

Nájdite všetky spojite diferencovatel’né funkcie f na reálnej osi sṕlňajúce podmienky

pre všetky x

(f(x))2 =

∫ x

0

[(f(t))2 + (f ′(t))2]dt+ 1990

Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného v [10], ktorého rozš́ıreńım a detailneǰśım

vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

L’avá a pravá strana sa rovnajú vtedy a len vtedy, ak sa rovnajú aj v nule, čiže f(0)2 =

1990 a ich derivácie sa taktiež rovnajú. Čiže pre všetky x plat́ı:

2(fx)f ′(x) = (f(x))2 + (f ′(x))2 (28)

Podl’a (28) plat́ı, že (f(x) − f ′(x))2 = 0, z čoho vyplýva, že f ′(x) = f(x). Preto

f(x) = cex, pre nejakú konštantu c. Lenže f 2(0) = 1990 a teda c = ±
√

1990, čiže

všetky hl’adané funkcie sú:

• f1(x) =
√

1990ex

• f2(x) = −
√

1990ex

4.2 Čo nám povie krivka

Tento pŕıklad je zo sút’aže IMC 2004/2, druhého hracieho dňa.

Majme funkcie f, g : [a, b]→ [0,∞], ktoré sú spojité, neklesajúce a pre všetky x ∈ [a, b]

plat́ı
∫ x
a

√
f(t)dt ≤

∫ x
a

√
g(t)dt a

∫ b
a

√
f(t)dt =

∫ b
a

√
g(t)dt. Chceme dokázat’, že:∫ b

a

√
1 + f(t)dt ≥

∫ b

a

√
1 + g(t)dt (29)

Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného v [20], ktorého rozš́ıreńım a detailneǰśım

vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.
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Nech F (x) =
∫ x
a

√
f(t)dt a G(x) =

∫ x
a

√
g(t)dt.

F a G sú konvexné, F (a) = G(a) = 0 a F (b) = G(b). A teda chceme dokázat’, že plat́ı:∫ b

a

√
1 + (F ′(t))2dt ≥

∫ b

a

√
1 + (G′(t))2dt (30)

Uvažujme teraz funkciu h(r) :=
√

1 + r2, r ∈ R. Ked’že h je konvexná, tak pre všetky

r, s ∈ R plat́ı

h(r) ≥ h(s) + (r − s)h′(s)

Nech r = F ′(t), s = G′(t). Teda, pre všetky t ∈ [a, b]:

h(F ′(t)) ≥ h(G′(t)) + [F ′(t)−G′(t)]h′(G′(t))

Z čoho vyplýva, že∫ b

a

√
1 + (F ′(t))2dt ≥

∫ b

a

√
1 + (G′(t))2dt+

∫ b

a

[F ′(t)−G′(t)]h′(G′(t))dt

Ak ukážeme, že
∫ b
a
[F ′(t)−G′(t)]h′(G′(t))dt je kladný, tak je jasné, že plat́ı aj∫ b

a

√
1 + (F ′(t))2dt ≥

∫ b
a

√
1 + (G′(t))2dt. Takže je postačujúce dokázat’ nasledovnú

nerovnost’: ∫ b

a

[F ′(t)−G′(t)]h′(G′(t))dt ≥ 0

Podl’a druhej vety o strednej hodnote pre Riemannove integrály existuje také c ∈ [a, b],

že∫ b

a

[F ′(t)−G′(t)]h′(G′(t))dt = h′(G′(a))

∫ c

a

(F ′(t)−G′(t))dt+ h′(G′(b))

∫ b

c

(F ′(t)−G′(t))dt

Ked’že F (a) = G(a) a F (b) = G(b), tak dostávame:∫ b

a

[F (x)−G(x)]h(G′(x))dx = h′(G′(a))[F (c)−G(c)] + h′(G′(b))[F (b)−G(b)]

= [F (c)−G(c)](h′(G′(a))− h′(G′(b)))

Uvedomme si, že výraz [F (c)−G(c)], je záporný, pretože F (x) ≤ G(x). Výraz (h′(G′(a))−

h′(G′(b))) je tiež záporný, pretože h′ ◦ G′ je neklesajúca. Tým je tvrdenie dokázané.

�
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Poznámky:

Pre lepšiu ilustráciu riešeného problému, využijeme nasledovný obrázok:

Obr. 8: Dve konvexné funkcie

Ked’že obe funkcie sú konvexné a zač́ınajú, respekt́ıve končia v tom istom bode, tak

d́lžka grafu F je určite väčšia ako G. Je to zjavné - predstavme si, že obe krivky chceme

natiahnút’ tak, aby z nich vznikli priamky. Ked’že funkcia F (x) ≤ G(x), tak z obrázku

(Obr.8) vid́ıme, že modrú krivku (graf F (x)) by sme museli natiahnút’ viac. Preto je

d́lžka krivky F (x) dlhšia. �

4.3 Injekt́ıvnost’ a obor hodnôt

Tento pŕıklad je zo sút’aže IMC 1995/4, druhého hracieho dňa.

Nech F : (1,∞)→ R je funkcia definovaná ako

F (x) :=

∫ x2

x

dt

lnt

Ukážte, že F je injekt́ıvna a nájdite jej obor hodnôt.

Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [8], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Z defińıcie funkcie F máme

F ′(x) =
x− 1

ln(x)
, x > 1
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Z toho vyplýva, že F ′(x) > 0 pre x ∈ (1,∞). Čiže funkcia F je rastúca a preto

injekt́ıvna. Ked’že

F (x) ≥ (x2 − x)min

{
1

ln(t)
: x ≤ t ≤ x2

}
=
x2 − x
ln2(x)

→∞

a ked’že x → ∞, vyplýva z toho to, že obor hodnôt F je (F (1+),∞). Muśıme ešte

prešetrit’ funkčnú hodnotu F (1+). Pomôže nám substitúcia t = ev a teda z defińıcie

funkcie F dostávame

F (x) =

∫ 2ln(x)

ln(x)

ev

v
dv

Uvedomı́me si, že ev je rastúca funkcia. Preto ak analyzujeme funkciu na [ln(x), 2ln(x)],

tak ju vd’aka tomu, že ev < e2ln(x) vieme ohraničit’ nasledovne:

F (x) < e2ln(x)

∫ 2ln(x)

ln(x)

1

v
dv = x2ln2

Podobne

F (x) > eln(x)

∫ 2ln(x)

ln(x)

1

v
dv = xln2

Preto pre ∀x > 1 : xln(2) < F (x) < x2ln(2). Ak urob́ıme limitu pre x → 1+, tak

dostávame ∀x > 1 : ln(2) < F (1+) < ln(2). Z čoho vyplýva, že F (1+) = ln2, č́ım sme

zistili obor hodnôt: (ln(2),∞)
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5 Nerovnosti

Pri riešeńı matematických problémov, či dôkazoch, sa často využ́ıvajú nerovnosti rôznych

typov. Široké spektrum druhov nerovnost́ı ponúka variabilitu pri ich skúmańı a doka-

zovańı, ako napŕıklad dôkaz matematickou indukciou, pomocou derivácíı, či pomo-

cou platných, všeobecne známych nerovnost́ı. V nasledujúcich riadkoch si rozoberieme

zopár zásadných nerovnost́ı v matematike, ktoré nám pomôžu pri riešeńı úloh.

Kapitola bola zaradená ako posledná, pretože vyžaduje komplexné znalosti vysokoškolskej

matematiky a využ́ıva vety, či tvrdenia, ktoré boli spomenuté v tejto práci v predošlých

kapitolách. Navyše, zo subjekt́ıvneho pohl’adu sú tieto pŕıklady
”
najkraǰsie“, takže ako

sa zvykne hovorit’ - najlepšie na koniec.

Teória

• Cauchy-Schwarzova nerovnost’

- Nech x, y sú vektory z Rn a nech 〈x, y〉 je skalárny súčin. Potom (podl’a [7])

plat́ı Cauchyho nerovnost’:

| 〈x, y〉 | ≤ ||x|| · ||y||

kde ||x|| je norma vektora x.

Ak x, y ∈ Rn, tak nerovnost’ bude mat’ tvar(
n∑
i=1

xiyi

)2

≤
n∑
i=1

x2
i ·

n∑
i=1

y2
i

• Čebyševova nerovnost’

- Majme č́ısla a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an a b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn.

Pre takto zoradené č́ısla (podl’a [16]) plat́ı:

n(a1bn + · · ·+ anb1) ≤ (a1 + . . . an)(b1 + · · ·+ bn) ≤ n(a1b1 + · · ·+ anbn)

• AP-GP nerovnost’

- Majme č́ısla x1, x2, . . . , xn. Nech AP je aritmetický priemer daných č́ısel, GP je

geometrický priemer. Potom (podl’a [14]) plat́ı, že AP ≥ GP , čo môžeme zaṕısat’

ako

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ (x1 · x2 · · · · · xn)
1
n
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Ilustračný pŕıklad : Chceli by sme zdola ohraničit’ hyperbolický kośınus jednotkou,

a teda chceme ukázat’, že pre všetky x ∈ R plat́ı, že coshx ≥ 1.

Na prvý pohl’ad je to zdanlivo náročná úloha, avšak riešenie nám ul’ahč́ı AP-GP nerov-

nost’.

x1 + x2

2
≥
√
x1 · x2

Zoberme do úvahy, že cosh(x) je definovaný ako e−x+ex

2
, čo je aritmetický priemer dvoch

č́ısel e−x, ex.

Geometrický priemer týchto č́ısel je
√
e−xex =

√
e0 =

√
1 = 1.

A teda sme naozaj dokázali hyperbolický kośınus ohraničit’ zdola jednotkou.

5.1 Matematická indukcia je zd́lhaveǰsia

Tento pŕıklad je zo sút’aže Putnam 1996/B2.

Ukážte, že pre všetky n ∈ N plat́ı(
2n− 1

e

) 2n−1
2

< 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1) <

(
2n+ 1

e

) 2n+1
2

Riešenie 1:

Dôkaz vykonáme pomocou matematickej indukcie. Najskôr dokážeme prvú nerovnost’

a vzápät́ı druhú.

Poznámka: Niekedy, (obzvlášt’ pri výskyte mocńın a faktoriálov), pri dokazovańı tvr-

denia použit́ım indukcie v tvare an < bn, vykonáme jej druhý krok - teda odvodenie

an+1 < bn+1 z an < bn - často tak, že sa dokáže nerovnost’ an+1

an
≤ bn+1

bn
. Ked’že 0 < an

a 0 < an+1

an
< bn+1

bn
plat́ı, že an+1 < bn+1 (pretože ak 0 < x < y a 0 < c ≤ d, tak aj

0 < xc < yd.)

Prvá nerovnost’:

1◦) n = 1 (
1

e

) 1
2

< 1

Výraz na l’avej strane je približne rovný 0,6065, a teda pre n = 1 je nerovnost’ splnená.
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2◦) n = n+ 1

Nech l’avá nerovnost’ plat́ı - indukčný predpoklad. Využijeme postup pomocou pomeru

po sebe idúcich členov (vid’. poznámka).

(
2n+1
e

) 2n+1
2(

2n−1
e

) 2n−1
2

<
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1) · (2n+ 1)

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)(
1

e

) 2n+1
2

(2n+ 1)
2n+1

2 < (2n+ 1)(2n− 1)
2n−1

2

(
1

e

) 2n−1
2

(
1

e

)
(2n+ 1)

2n−1
2 < (2n− 1)

2n−1
2(

1

e

)
<

(
2n− 1

2n+ 1

) 2n−1
2

(
2n+ 1

2n− 1

) 2n−1
2

< e

Tu sa ponúka známy trik - pripoč́ıtanie a odpoč́ıtanie jednotky. A teda si výraz (2n+1)

preṕı̌seme ako (2n− 1 + 2). Pomôže nám to kvôli tomu, že si môžeme zlomok 2n+1
2n−1

=

2n−1+2
2n−1

upravit’ do výhodneǰsieho tvaru 1 + 2
2n−1

.

A teda sme dospeli k finálnej nerovnosti:(
1 +

2

2n− 1

) 2n−1
2

< e

Vieme, že eulerove č́ıslo je definované ako lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
. Funkcia

(
1 + 1

x

)x
však okolo

č́ısla e neosciuluje, ale do neho rastie. Preto môžeme tvrdit’, že posledná nerovnost’

celkom určite plat́ı.

Druhá nerovnost’:

1◦) n = 1

1 <

(
3

e

) 3
2

Výraz na pravej strane je približne rovný 1,1594, a teda pre n = 1 je nerovnost’ splnená.

2◦) n = n+ 1

Nech pravá nerovnost’ plat́ı - indukčný predpoklad. Využijeme rovnaký postup.
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1 · 3 · 5 · · · (2n− 1) · (2n+ 1)

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)
<

(
2n+3
e

) 2n+3
2(

2n+1
e

) 2n+1
2(

1

e

) 2n+1
2

(2n+ 1)
2n+1

2 (2n+ 1) <

(
1

e

) 2n+3
2

(2n+ 3)
2n+3

2

(2n+ 1)
2n+3

2 <

(
1

e

)
(2n+ 3)

2n+3
2

e <

(
2n+ 3

2n+ 1

) 2n+3
2

Použijeme opät’ podobný trik, avšak v tomto pŕıpade to bude o niečo náročneǰsie. Výraz(
2n+3
2n+1

)
preṕı̌seme ako

(
2n+1+2

2n+1

)
a následne ako

(
1 + 2

2n+1

)
. Takisto aj exponent bude

treba si rozṕısat’: 2n+3
2

= 2n+1+2
2

=
(

2n+1
2

+ 1
)

(
1 +

2

2n+ 1

) 2n+1
2

·
(

1 +
2

2n+ 1

)
> e

Najskôr zist́ıme, čomu je rovná limita výrazu za predpokladu, že n pošleme do ne-

konečna.

lim
n→∞

(
1 +

2

2n+ 1

) 2n+1
2

·
(

1 +
2

2n+ 1

)
= lim

n→∞
e ·
(

1 +
2

2n+ 1

)
= e · 1 = e

Ešte muśıme overit’, či funkcia do e klesá. Ak áno, tak nerovnost’ je dokázaná. Zoberme

si teda výraz 2n+3
2

= 2n+1+2
2

a zaved’me substitúciu t = 2n+ 1. Chceme teda dokázat’,

že funkcia

f(t) =

(
1 +

2

t

) t+2
2

= e(
t+2
2
·ln(1+ 2

t )) (31)

je klesajúca. Preto ju zderivujme a ukážme, že derivácia je záporná.

f ′(t) = e(
t+2
2
·ln(1+ 2

t )) ·
[

1

2
ln(1 +

2

x
)− 1

x

]
(32)

Č́ıslo e umocnené na hocičo je určite kladné č́ıslo, ostáva nám prešetrit’ zátvorku, ktorá

by mala byt’ záporná. Chceme teda dokázat’, že

ln

(
x+ 2

x

)
<

2

x
(33)
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čo môžeme preṕısat’ ako

x+ 2

x
< e

2
x[(

1 +
2

x

)x
2

] 2
x

< e
2
x

Uvedomı́me si, že výraz v hranatej zátvorke je menš́ı ako č́ıslo e, čo sme ukázali v prvej

časti nerovnosti. Preto plat́ı posledná nerovnost’ a tým je pŕıklad ukončený. �

Riešenie 2:

Riešenie bolo prevzaté z [10].

Odhadnut́ım plochy pod grafom funkcie ln(x) použit́ım horných a dolných integrálnych

súčtov a z toho, že logaritmus je rastúca funkcia dostávame:∫ 2n−1

1

ln(x)dx < 2(ln(3) + · · ·+ ln(2n− 1)) <

∫ 2n+1

3

ln(x)dx (34)

Ked’že
∫
ln(x)dx = xln(x) − x + C, exponovańım a odcmocneńım dvoch stredných

nerovnost́ı dostávame(
2n− 1

e

) 2n−1
2

< (2n− 1)
2n−1

2 e−n+1

≤ 1 · 3 · · · (2n− 1)

≤ (2n+ 1)
2n+1

2
e−n+1

3
3
2

<

(
2n+ 1

e

) 2n+1
2

pričom posledné nerovnosti vyplývajú z 1 < e < 3.

5.2 Odmocniny a Čebyšev

Tento pŕıklad je zo sút’aže Vojtěch Jarńık 2002/3 - I.kategórie.

Kladné č́ısla x1, ..., xn sṕlňajú

1

1 + x1

+
1

1 + x2

+ · · ·+ 1

1 + xn
= 1

Potom dokážte, že

√
x1 +

√
x2 + · · ·+

√
xn ≥ (n− 1)

(
1
√
x1

+
1
√
x2

+ · · ·+ 1
√
xn

)
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Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [6], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

√
x1 +

√
x2 + · · ·+

√
xn ≥ (n− 1)

(
1
√
x1

+
1
√
x2

+ · · ·+ 1
√
xn

)
√
x1 +

√
x2 + · · ·+

√
xn ≥ n

(
1
√
x1

+
1
√
x2

+ · · ·+ 1
√
xn

)
−
(

1
√
x1

+
1
√
x2

+ · · ·+ 1
√
xn

)
n

(
1
√
x1

+
1
√
x2

+ · · ·+ 1
√
xn

)
≤

(
√
x1 +

1
√
x1

)(
√
x2 +

1
√
x2

)
+ · · ·+

(
√
xn +

1
√
xn

)
Teraz pod’me analyzovat’ funkciu f(x) =

√
x+ 1√

x
. Jej derivovańım podl’a x dostávame

f ′(x) = (x−1)
√
x

2x2
. Po zisteńı, že argminx|f(x) = 1 l’ahko oveŕıme, že funkcia je na [1,∞)

neklesajúca.

Poznámka: Všimnime si, že f(x) = f
(

1
x

)
Poznámka: Taktiež plat́ı, že jedine x1 < 1.

Druhá poznámka plat́ı na základe nasledovnej úvahy: Nech teda x1 < 1. Z toho vyplýva,

že 1+x1 < 2, respekt́ıve 1
1+x1

> 1
2
. Lenže ak by bolo aj x2 < 1, tak by platilo aj 1

1+x2
> 1

2
.

Čo je však spor s predpokladom, že 1
1+x1

+ 1
1+x2

= 1.

Spät’ k riešeniu. Kedže sme zistili, že funkcia f(x) je rastúca, tak vieme, že plat́ı

f(x1) ≤ f(x2) ≤ · · · ≤ f(xn)

Na tomto mieste sa odvoláme na Čebyševovu nerovnost’, uvedenú na začiatku kapitoly.

Pravú stranu nerovnosti prenásob́ıme jednotkou v tvare podmienky zo zadania.

n

(
1
√
x1

+ · · ·+ 1
√
xn

)
≤

[(
√
x1 +

1
√
x1

)
+ · · ·+

(
√
xn +

1
√
xn

)](
1

1 + x1

+ · · ·+ 1

1 + xn

)
L’avá čast’ Čebyševovej nerovnosti:

n(a1bn + · · ·+ anb1) ≤ (a1 + . . . an)(b1 + · · ·+ bn)

Na základe nerovnosti vyhlásime výraz 1√
x1

za
”
a1“, pričom 1

x1+1
bude

”
naše bn“,

pretože je najväčšie (plat́ı druhá poznámka).

Finále je, že člen
”
a1bn“ sa rovná

(√
x1 + 1√

x1

)(
1

x1+1

)
= 1√

x1
.

Tým je nerovnost’ zo zadania dokázaná. �
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5.3 Integrálna nerovnost’ II.

Tento pŕıklad je zo sút’aže Putnam 2004/A6.

Nech f(x, y) je spojitá funkcia na jednotkovom štvorci

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Treba ukázat’, že∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dx

)2

dy +

∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dy

)2

dx ≤
(∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)dxdy

)2

+

∫ 1

0

∫ 1

0
[f(x, y)]2dxdy

Riešenie:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na diskusnom fóre o matematických sút’ažiach

[2], ktorého rozš́ıreńım a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Ukáže sa, že pomôže preṕısat’ si integrály na štvornásobné. Použijeme poznatok, že

integrál nezáviśı od integračnej premennej.

I1 =

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dy

)2

dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)f(x, v)dxdydudv

I2 =

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dx

)2

dy =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)f(u, y)dxdydudv

I3 =

(∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdy

)2

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)f(u, v)dxdydudv

I4 =

∫ 1

0

∫ 1

0

[f(x, y)]2 dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)f(x, y)dxdydudv

Chceme ukázat’, že(∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdy

)2

+

∫ 1

0

∫ 1

0

[f(x, y)]2dxdy −
∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dx

)2

dy

+

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dy

)2

dx ≥ 0

Respekt́ıve∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)f(u, v)dxdydudv +

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)f(x, y)dxdydudv −

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)f(u, y)dxdydudv −
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)f(x, v)dxdydudv ≥ 0

Výjmeme si f(x, y) a celý integrál označ́ıme ako Ξ.

Ξ =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) [f(u, v) + f(x, y)− f(u, y)− f(x, v)] dxdydudv
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Opät’ sa v pŕıklade využije poznatok, že integrál nezáviśı od integračnej premennej a

postupne zameńıme x, y za u, v.

Ξ =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(u, y) [f(x, v) + f(u, y)− f(x, y)− f(u, v)] dxdydudv

Ξ =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, v) [f(u, y) + f(x, v)− f(u, v)− f(x, y)] dxdydudv

Ξ =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(u, v) [f(x, y) + f(u, v)− f(x, v)− f(u, y)] dxdydudv

Všetky štyri integrály následne sč́ıtame

4Ξ =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)f(u, v) +f(x, y)2 − f(x, y)f(u, y)− f(x, y)f(x, v) +

f(u, y)f(x, v) +f(u, y)2 − f(u, y)f(x, y)− f(u, y)f(u, v) +

f(x, v)f(u, y) +f(x, v)2 − f(u, v)f(x, v)− f(x, y)f(x, v) +

f(u, v)f(x, y) +f(u, v)2 − f(u, v)f(x, v)− f(u, y)f(u, v) dxdydudv

A teda

4Ξ =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)2 + f(u, y)2 + f(x, v)2 + f(u, v)2 + 2f(x, y)f(u, v) +

+ 2f(u, y)f(x, v)− 2f(u, y)f(u, v)− 2f(x, y)f(x, v)

− 2f(x, y)f(u, y)− 2f(u, v)f(x, v)dxdydudv

z čoho vyplýva

4Ξ =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

[(f(x, y)− f(x, v)) + (f(u, v)− f(u, y))]2 dxdydudv

Ked’že integrujeme výraz umocnený na druhú, tak hodnota integrálu Ξ je určite nezáporné

č́ıslo, č́ım sme dokázali požadovanú nerovnost’. �

Poznámky:

Rovnost’ nástáva práve vtedy, ked’ vieme naṕısat’ f(x, y) = g(x) + h(y). [2]

5.4 Hranie sa so sumami

Tento pŕıkald je zo sút’aže IMC 2015/6, druhého hracieho dňa.

Chceme dokázat’ nasledovné:
∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

< 2
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Riešenie 1:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [8], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Najskôr dokážeme, že

1√
n(n+ 1)

<
2√
n
− 2√

n+ 1

Prenásobeńım
√
n(n+ 1) dostávame ekvivalentnú nerovnost’

1 < 2(n+ 1)− 2
√
n(n+ 1

2
√
n(n+ 1 < n+ (n+ 1)√
n(n+ 1) <

n+ (n+ 1)

2

čo plat́ı na základe AP-GP nerovnosti.

Tým pádom plat́ı

∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

<
∞∑
n=1

2√
n
− 2√

n+ 1

Suma na pravej strane nerovnosti po rozṕısańı dáva

∞∑
n=1

2√
n
− 2√

n+ 1
=

2√
1
− 2√

2
+

2√
2
− 2√

3
+

2√
3
− . . . ,

kde posledné členy idú zjavne do nuly a ostatné sa navzájom
”
vybijú“. Zostáva nám

prvý člen, ktorý je rovný 2. Tým je nerovnost’ dokázaná. �

Riešenie 2:

Idea postupu vychádza z riešenia uvedeného na stránke sút’aže [8], ktorého rozš́ıreńım

a detailneǰśım vysvetleńım bolo zostavené toto riešenie.

Uvedomme si, že ∫ ∞
n

dx√
x(x+ 1)

≤
∫ ∞
n

dx

x
3
2

=
2√
n
.

Ked’že integrálny súčet iba aproximuje integrál, čiže je od neho vždy menš́ı, alebo

rovný, tak plat́ı, že

∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

<
1

2
√

1
+

1

3
√

2
+

1

4
√

3
+

1

5
√

4
+

∫ ∞
4

dx√
x(x+ 1)

≤ 1

2
+

1

3
√

2
+

1

4
√

3
+

1

10
+

2√
4

Vhodným porovnańım 3
√

2 > 4 a 4
√

3 > 20
3

dostávame sumu menšiu ako 1
2

+ 1
4

+ 3
20

+

1
10

+ 1 = 2, čo bolo treba dokázat’. �
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Záver

Ciel’om bakalárkej práce bolo vyriešit’ pŕıklady z piatich kapitol: Lineárna algebra a

geometria, Vety o strednej hodnote, Viacrozmerné integrovanie, Derivovanie integrálu

podl’a hornej hranice a Nerovnosti. Výber pŕıkladov sme sa snažili urobit’ pestrým, a

teda pŕıklady vrámci kapitoly využ́ıvajú vždy iné postupy a triky.

Na začiatku každej kapitoly sme uviedli vety a tvrdenia, ktoré boli relevantné pre

riešenie pŕıkladov z daného celku. Väčšinou ǐslo o všeobecne známe vety, ktoré sme

mali spomenuté počas štúdia, avšak v niekol’kých pŕıpadoch bolo nutné si dohl’adat’

nové tvrdenia nad rámec osnov (Bolzanova veta, Čebyševova nerovnost’, atd’.).

Pri riešeńı pŕıkladov sme čerpali aj z internetových stránok sút’až́ı ([19],[8][24]), kde sú

zverejnené riešenia. Treba však povedat’, že riešenia, uvedenené na stránkach, sú skorej

akési návody a tzv.
”
hinty“, pretože vo všetkých pŕıpadoch bolo nutné problematiku

hlbšie pochopit’ a riešenie rozviest’ a upresnit’.

Ciele práce sme splnili, pretože práca obsahuje jednak bohaté teoretické poznatky, ktoré

je možné využit’ pri učeńı na štátne skúšky, ako aj široké spektrum postupov riešeńı

pŕıkladov zo sút’až́ı, v pŕıpade, že by sa čitatel’ chcel na nejakej zúčastnit’. Navyše, li-

chotilo by nám, keby čo i len jeden pŕıklad s riešeńım z tejto práce inšpiroval čitatel’a

- vyučujúceho k tomu, aby zaviedol pŕıklad do svojej vyúčby, či už cvičenia, alebo

prednášky. Vtedy bude splnený ciel’ urobit’ doplnok k vyúčbe do bodky.

Pŕınosom práce je zostavenie zbierky naozaj náročných, ale za to vel’mi pekných pŕıkladov,

ktoré veŕıme, že oslovia každého čitatel’a. Navyše, pŕınosom pre autora je preh́lbenie

vedomost́ı z matematickej analýzy, či lineárnej algebry a geometrie, ako aj celkové

zlepšenie matematického myslenia.

Ak sa čitatel’ dostal až sem, tak mu za to d’akujeme a veŕıme, že ho práca oslovila.
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Univerzity Komenského v Bratislave, 2011

66


	1 Lineárna algebra a geometria
	1.1 Nulová stopa
	1.2 Inverzia
	1.3 Vlastné hodnoty a Eulerova identita
	1.4 Vlastné hodnoty a transformácia vektora
	1.5 Zrkadlo, až na diagonálu
	1.6 Rovnaké determinanty

	2 Vety o strednej hodnote
	2.1 Arctangens pomôže
	2.2 Vela goniometrie
	2.3 Bolzano

	3 Viacrozmerné integrovanie
	3.1 Donut
	3.2 Viac ako len integrál
	3.3 Integrálna nerovnost
	3.4 Nerovnost a vhodná substitúcia

	4 Derivovanie integrálu podla hornej hranice
	4.1 Príklad starší ako ja
	4.2 Co nám povie krivka
	4.3 Injektívnost a obor hodnôt

	5 Nerovnosti
	5.1 Matematická indukcia je zdlhavejšia
	5.2 Odmocniny a Cebyšev
	5.3 Integrálna nerovnost II.
	5.4 Hranie sa so sumami

	Literatúra

