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Abstrakt

HANUS, Juraj: Vysokoskolskd matematika pre stredne pokrocilych [Bakalarska pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Mgr. Beédta Stehlikova,
PhD., Bratislava 2018,66 s.

V tejto bakalarskej praci su riesené rozliéné priklady zozbierané z vysokoskolskych
matematickych sitazi. Praca je rozdelend do piatich kapitol, kazd4 predstavuje jeden
tematicky celok. Hlavnou myslienkou nie je iba pontknut ¢itatelovi riesenie prikladu,
ale detailnejsie ho rozobrat, pripadne pontknut alternativny postup. V niektorych
prikladoch je rieSenie doplnené taktieZ zaujimavostami, ¢ obrazkami, pre jeho lepsiu

vizualizéciu.

Kliéové slova: matica, vlastnd hodnota, strednd hodnota, derivicia, integral, ne-
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rovnost, priklad, riesenie



Abstract

HANUS, Juraj: Intermediate university mathematics [Bachelor Thesis|, Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of
Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Mgr. Beata Stehlikova,
PhD., Bratislava 2018,66 p.

In this bachelor thesis one can find various solved problems collected from mathema-
tical undergraduate contests. The thesis is divided into five chapters, each representing
one mathematical topic. Main idea is not only offer a solution to a problem, but also
analyse in detail, eventually to present alternative way of solving. In several problems

is solution appended by curiosities, motivation or figures - for better visualization of it.

Key words: matrix, eigenvalue, mean value, derivation, integral, inequality, problem,

solution
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Uvod

Vysokoskolské matematika sa moze uberat roznymi smermi. Avsak pre prvé dva, res-
pektive tri roéniky na vysokej skole, je najrelevantnejsia matematicka analyza, ktorej st
v tejto praci venované styri kapitoly (I1.-V.). Prva kapitola sa bude zaoberat linedrnou
algebrou a geometriou.

V praci mozno néjst riesené priklady z vysokoskolskych matematickych sitazi, meno-
vite Putnam Exam [19], IMC - International Mathematical Competition [8] a Vojtéch
Jarnik Competition [24].

Cielom bakaldrskej prace je pripravit ¢itatela na spomenuté sitaze, ako aj poskytnit
doplnok k vyucbe, ¢ pomoc s pripravou na Statne skisky. Navyse, praca skrz rozne
zaujimavosti a vizualizdcie pontka tzv. ,thinking out of the box*“ - motivuje ¢itatela,
aby sa neucil iba rieSenia, ale aby si pod nimi aj predstavil cosi viac, respektive, aby
si uvedomil, preco sa dané rieSenia mozu pouzit. Inymi slovami, snazili sme sa nie len
riesit priklady, ale hladaf stivislosti. Preto ¢astokrat uvddzame viac ako jedno riesenie.
Nézov bakaldrskej prace, konkrétne cast ,pre stredne pokrocilych®, je trochu mitici,
pretoze ak povazujeme priemerného tretiaka na studijnom programe Ekonomicka a fi-
nan¢nad matematika ako stredne pokrocilého v oblasti vysokoskolskej matematiky, tak
v praci sa vyskytuji aj ilohy mierne ,nad ramec® obtiaznosti, s ktorou sa tretiak pocas
studia stretne (najmé priklady A6/B6 z [19]). Preto verime, ze by préca vdaka drovni
narocnosti prikladov mohla mat aj prinos pre autora a podporit jeho matematicky
rast.

Vzhladom k tomu, Ze bez teoretického pozadia by sme neboli schopni riesit priklady,
tak sme sa rozhodli pred kazdou kapitolou uviest tedériu potrebni na rieSenie.

Verime, zZe teoretické vsuvky budu vykompenzované dynamickymi prikladmi a diafame,

7e nimi oslovime ¢itatela, ¢o je nas d'alsi ciel a v pripade tspechu aj pozitivny prinos.



Mathematics is the language, in
which God has written the

universe.

Galileo Galilei



1 Linearna algebra a geometria

Této bakaldrska praca pozostdva z velkej casti z prikladov matematickej analyzy, nesie
vsak nazov ,Vysokoskolska matematika pre stredne pokrocilych“. Nazov je ovplyv-
neny touto kapitolou, ktora sa nezaobera matematickou analyzou v takom rozsahu,
ako ostatné. No bez znalosti linedrnej algebry by do velkej miery nebolo mozné riesit
priklady z viacrozmernej analyzy, kedze jej zdklady buduje prave algebra. Hlavné
body nésho zaujmu budid vlastnosti matic, ich invertovatelnost, ¢i stvis s determi-
nantmi a vlastnymi hodnotami. V kapitole budi zhrnuté niektoré uzitoéné poznatky z
Linearnej algebry a geometrie I. a II., ktord sa ukézala ako vyborna pripava na tieto

typy prikladov a poskytla nam viaceré uzitocné néastroje.

Teodria
Definicia: Skalar A je vlastna hodnota stvorcovej matice A, ak existuje nenulovy vek-

tor x, pre ktory plati, ze Az = Ax. [26]

Definicia: Vektor x je vlastny vektor Stvorcovej matice A, ak existuje skalar A, pre

ktory plati Az = A\z. [26]

Definicia: Matica A s rozmerom n X n je diagonalizovatelnd, ak moze byt zapisana v
tvare A = PDP~! kde D je diagonélna n x n s vlastnymi hodnotami na diagonale a

P je reguldrna matica vlastnych vektorov korespondujiicich k vlastnym hodnotam. [16]

Tvrdenie: Charakteristicky polyném je definovany ako det(A — AI). Vypocitanim

koreniov charakteristického polynému, dostdvame vlastné hodnoty A. [22]

Veta: [Caley-Hamiltonova vetal
Kazda stvorcova matica A je korenom svojho charakteristického polynému a teda
plati, ze ak A je vlastnd hodnota a charakteristicky polyném v premennej A je p(\) =

det(\I,, — A), tak potom p(A) = 0. [22]

10



Tvrdenie: Vlastné hodnoty antisymetrickej matice su rydzoimaginarne, t.j. maja tvar

i-b, kde b € R. [22]

Tvrdenie: Komplexné vlastné hodnoty sa vyskytuju vzdy v paroch. To znamen4,
ze ak p je vlastnd, imaginarna hodnota matice A, tak aj iz je vlastna hodnota k danej

matici. [22]

Tvrdenie: Matica A je regularna, t.j. existuje prave jedno rieSenie systému Ax = b

prave vtedy, ked matica A je invertovatelna, t.j. existuje A~! tak, ze AA™! = I. [22]

Tvrdenie: Majme dve matice M,K, pricom M ma rozmer n X k a K mé rozmer
k x n. Ak st obe reguldrne, tak plati, ze (M K)™!' = K~'M~!. Rovnako to plati aj s

transpoziciou: (MK)T = KTM?T| tu vSak prirodzene netreba regularnost matic. [22]
Tvrdenie: Ak je matica A diagonalizovatelns, tak existuje jej SAS~! rozklad, pricom
S je matica vlastnych vektorov a A je diagonalna matica s vlastnymi hodnotami na

diagonale. [22]

Tvrdenie: Sicet vlastnych hodnot je stopa matice, zatial ¢o ich sticin je jej deter-

minant. [22]

Tlustraény priklad: Najdeme vlastné hodnoty matice B.

01
B:
11
—A 1
B -\ =
1 1-A

Vypocitajme determinant matice B — AI, ¢im zistime charakteristicky polyném:
det(B—X) =X XA—1)—1=X-)X-1

Polozme charakteristicky polyném rovny nule. Ked'Ze matica je 2 x 2, tak aj jej cha-

rakteristicky polyném je stupiia 2, ¢o indikuje, kolko bude mat dand matica vlastnych

11



hodndt. VyrieSenim kvadratickej rovnice zistime obe vlastné hodnoty matice B:

1— 1
A — 2\/57 N — +2\/5

Vsimnime si zaujimavost, a sice, ze ide o ,zlaty rez“. Navyse, tento charakteristicky
polyném spolu s Fibonacciho postupnostou mé taktiez uplatnenie v diferenénych rov-

niciach.

1.1 Nulova stopa

Tento priklad je z IMC 2011/2, druhého sitazného dnia.

Dokézte, alebo vyvratte. Existuje takd 3 x 3 matica A, Ze pre jej stopu plati tr(A) = 0
a A2+ AT =1.

RieSenie:

Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdanke sitaze [8], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Kedze A2 + AT = I, tak aj AT = I — A% Transponovanim rovnice dostdvame
A=1—(AHT =1 — (AT)%

Nésledne sa AT d4 prepisat ako I — A2, ¢o je vidno zo zadania. A teda mame:

A = I—(I—-A%?

A = T—(I-2A%+ 4%
A = 247 - A%

0 = A*'—24A2+ A

Kedze Az = Az, tak z poslednej rovnosti moézeme vyéitaf, ¢o musi splitaf vlastnd

hodnota \. Teda plati:

0 = (A'=24+A)x

0 = ANz —2AN\)z + A\
0 = M2 Nz — 202 + \x
0 = MAW\)z — 2\ + M\
0 = (M=22+ Nz

12



Avsak tu treba dat pozor v argumentdcii - nejednd sa o charakteristicky polyném,
pretoze stupeti rovnice je 4 a nie 3, teda je to iba podmienka pre \. Ked'ze vektor z je

nenulovy, tak:
M =22+ X = 0
AN +A-1)(A=1) = 0

—1+v5
5

A teda vlastné hodnoty matice A moézu byt 0, 1, alebo
Vieme, ze ak A je vlastnd hodnota A, tak potom A\? je vlastnd hodnota A% A teda

31\/5}'

spektrum A? obsahuje tri ¢leny z {0, 1, 5

Ak predpokladame, ze stopa matice A je 0, tak do uvahy prichddza iba spektrum
{#5 #5, 1}, kvoli tomu, ze stopa matice je sucet jej vlastnych hodnot. Nulové
spektrum (t.j. ze vSetky vlastné hodnoty si nuly) sme vylicili na zéklade nasledovne;j
uvahy:

Ak by vsSetky vlastné hodnoty boli nuly, tak charakteristicky polyném matice A by
bol p(\) = A3. Cize by platilo, ze A*> = 0. Ak prendsobime podmienku zo zadania
A%+ AT = ] maticou A, dostavame, ze A3+ AT A = A, respektive, ze ATA = A. Ked'ze
na lavej strane mame symetrick maticu, tak musi byt aj na pravej, ¢o znamend, ze A
je symetrickd. Tym padom plati, Ze A2 = A a teda po vraten{ sa naspit k podmienke
zo zadania: 2A = I, respektive A = %I, ¢o je spor s predpokladom, ze A ma vsetky
vlastné hodnoty rovné nula.

Spit k rieSeniu. Vieme, Ze spektrum A2, si umocnené éleny zo spektra A a teda

{3—% 3+5 1}

2 2

Na druhej strane vieme, ze A? = I — AT. Kedze transpozicia zachovéva vlastné hodnoty
a navyse plati pre vlastné hodnoty Tubovolnej matice J = H +c-I,7e \j = Ag +c-1,

tak spektrum A2 je

03—\/53+\/5
o 9

LenzZe spektrd by sa prirodzene mali rovnat. Vzhladom k tomu, Ze to tak nieje, nastdva

spor. H

13



1.2 Inverzia

Tento priklad je zo sitaze Vojtéch Jarnik 2015/1 - II.kategorie.

Nech A a B st dve 3 x 3 matice s realnymi prvkami. Dokazte, ze
-1
A— (A4 (B -A)") = ABA (1)
predpokladajiic, Ze vietky inverzné matice na lavej strane existuju.
Riesenie 1:

Postupnymi ekvivalentnymi tipravami - prendsobovanim rovnice maticami zlava, res-

pektive sprava, sa pokusime dokdzat (1).

A-(ar s (B o)) = aBa

I—A (A4 (B - A)_1>_1 — BA
I- (a4 (B =)™ A}l — BA
A teda dostavame
-1
I-|1+(B"-4)"4] =B4 2)

Tu sa zatial zastavme a pokisme sa previest vyraz (B~ — A)f1 A do vyhodnejsieho

tvaru.

-1

(B —4) A= [a7 (BT -4)]

Dosadme do (2) a pokracujme v pocitan:

-1

1-|r+ (B -0 = Ba
1+ (B =17 I 9
(- BA) [T+ (B =D =1
[—BA+((BA)™ —1)" —(BA) (BA -1 =1
(BA) (BA)™ —1)"'+BA = (
(B =) +1 = (BA) ((BA) 1)
[(BA) ' =1)BA]™" = |

14



Pri nasledovnej rovnici
(I-BA)™ = [(BA) ' —1] ' +1 (3)
sa opit zastavime a vyraz [(BA)™! — I]™" upravime do vyhovujiicejsicho tvaru.

(BA)"'(BA)(BA)™' — (BA)(BA)™]
((BA) BA) — (BA)) (BA)™™

-1

-1

(B -1 =
= |
(
(

BA) [(BA)™(BA) - (BA)]~

Spatnym dosadenim do (3) dostdvame
(I —BA)™" = BA(I—-BA)™!
I = BA+I-BA
I =1

Tymto sme dokédzali (1). W

Riesenie 2:

Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdanke siutaze [24], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Maticu A~! v zdtvorke prendsobime identickou maticou v §pecidlnom tvare. Urobime to
preto, aby sme sa efektivne zbavili ¢lenu (B! — A)_l, ktory si vyjmeme pred zatvorku.
Nésledne upravujeme vyraz ekvivalentnymi ipravami vyuzivajic vlastnosti inverzie, az

do ¢o najjednoduchsieho tvaru.
(A7 + (BT =A™ = [ATBT BT AT+ (BT AT =
= [(A7B -+ (B -4 =
= [(A'B' AT A+ )BT - A) T =
= [A'BY(B -4
Plati, ze:
AT'B (B —A) T = (B'-A)BA
— B 'BA— ABA

15



a tak sa dostavame na koniec tprav:
(At+ (B t-AHt = A-ABA (4)
Dosadenim upraveného tvaru (4) do pévodnej rovnice (1) ziskavame

A—[A—ABA] = ABA
ABA = ABA

Cim je dokaz ukonceny. W

1.3 Vlastné hodnoty a Eulerova identita

Tento priklad je zo sitaze Vojtéch Jarnik 2003/1 - II.kategdrie

Dve redlne §tvorcové matice A a B spliaji A2002 = B2003 — [ 4 AB = BA. Chceme
dokézat, ze A+ B + I je invertovatelna.

RieSenie:

Sporom. Predpokladajme teda, Ze by matica A+ B+ I nebola invertovatelnd. Z toho ale
vyplyva, ze by to bola singuldrna matica. To znamend, ze by platilo (A+ B+ )z =0

pre nejaké nenulové x € R™. Po roznésobeni dostavame

(B+ 1)z = —Ax
AB+Dx = —A%x
ABr + Az = BAr + Az = (B+1)Az = —A%x

Lenze ak (B + )z = —Ax a zo singularity pozadujeme, ze B+ A+ I = 0, tak potom
B+ 1 = —A a plati:

(B+1)’z = A%
Umocnenim dostavame:

(B+I)2002$ — A20025L’

A?902 — [ tak plati aj

Ked'ze zo zadania vieme, 7Ze

(B+ 1) = Ix

16



respektive
(B+ 1%y =g (5)
Avsak z B29 = [ vyplyva, Ze aj
B2003, _ .. (6)

Ozna¢me vlastni hodnotu matice B ako A, pre ktort dostavame z (5), (6) nasledovné

dve rovnice:

A +1)* -1 = 0

AR = 0

Je zrejmé, Ze rieSenia rovnic leZia na jednotkovej kruznici. Preto hladdme prienik dvoch
kruznic so stredmi [0, 0], [—1,0] a polomerom r = 1. Ozna¢me z,y ako redlnu a ima-

ginarnu ¢ast z Ap a rieSme nasledovny systém rovnic:

(z+1)?+y*=1
x2 + y2 =1
Vyjadrime si y* = 1 — 22 a dosadzovacou metédou vyrieSime rovnicu
22 +2x+1+1— 2% =1, z ¢coho vyplyva, Ze 2z = —1.

Po dosadeni nam vyjdu dve mozné riesenia:

Y y 2 Y 2 ) ) y 2 Y 2
KedZe st riesenia z jednotkovej kruznice, vieme zapisat Ap ako A\g = = + iy, kde i je
imaginarne ¢islo.

Preto ak dosadime jedno z rieseni:

2002
1 V3
T e S | ~1 =
(2—1— 214—) 0

2003
1 3
(__+L~) o

2 2

NapiSeme si tieto dva vyrazy cez eulerovu identitu.

9 27/ = COS 3 78S 3 e

1 V3 2r\ | . . (2«
—5—1—7@ = COS<?)+Z'SIH(?)

17
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Teraz si zoberme napriklad druhtu rovnicu
2\ 2003 , :
2 4006 :
(e%) = ]_ — 61 3 - = 1 — 6%@”r1335

Po dosadeni

<%+\/7§z) (—1+i0):—%—i£7é1

Spor. H

1.4 Vlastné hodnoty a transformacia vektora

Tento priklad je zo sitaze IMC 2013/1, prvého hracicho dria.

Nech A a B su realne, symetrické matice so vSetkymi vlastnymi hodnotami va¢simi
ako 1. Nech A je redlna vlastnd hodnota matice AB. Dokazte, ze | A |> 1

RieSenie 1:

Nech 6 je vlastna hodnota matice A a nech ¢ je vlastna hodnota B.

Ak 0 je vlastnd hodnota matice A, tak potom Az = 0z a kedze 6 > 1 tak z toho

vyplyva séria implikacif:

Analogicky ak ¢ je vlastnd hodnota matice B, tak potom Bz = px a kedze ¢ > 1 tak

z toho vyplyva séria implikacii:

p>1 = pr>2x = Bxr>ux
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Oznacéme teda vlastni hodnotu matice AB ako \. Vyuzijic symetriu matic:

ABr = Mz
(ABx)" = (ax)"
2" (AB)T = MoT

2T = XTA'B7!

& = rTATIBT!

1 1 p-1\T
e = (B
%x = ((BA)T)flx
ix = (AB) 'z

1

= A

Pre vsetky vlastné hodnoty 6, ¢ prindleziace maticiam A, B plati, ze ak su vécsie ako
1, tak vSetky vlastné hodnoty inverznych matic A~!, B~! budu kladné &fsla, mensie
ako 1.

Vychadzajme teda z dvoch predpokladov: .

Ay = (7)

(8)

| =
8
IA
8

B 'z =

|~
S
IN
8

Z nerovnosti (7), (8) vyplyva, ze B~'A 'z < z. Ak vSak toto plati a plati aj, zZe
sz = (B™')(A™)z, tak z toho uz priamo vyplyva, ze 1 je kladné éfslo, mensie ako 1.

Tym sme dokézali, ze pre vlastni hodnotu A matice AB plati | A |[>1 W

RieSenie 2:

Riesenie bolo prevzaté zo stranky sitaze [8].

Transforméacia dand maticami A, B predlzuje kazdy nenulovy vektor, ¢o je vidno z roz-
kladu SAS™!, kde na diagondle matice A vystupuju ¢isla vicsie ako 1. Preto siicin
AB taktiez predlzuje kazdy nenulovy vektor a preto jeho redlne vlastné hodnoty su v

absolutnej hodnote vicsie ako 1. W
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1.5 Zrkadlo, az na diagonalu

Tento priklad je zo sitaze Vojtéch Jarnik 2007/2 - II.kategdrie

Nech A je redlna n x n matica spfﬁajﬁca
A+ AT =1

Ukazte, ze det(A) > 0

Riesenie:

Idea postupu vychddza z riesenia uwvedeného na strdnke siutaze [24], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Na zaciatok si uvedomime, ze ak mé platit A+ AT = I, tak matica A musi mat nutne
; na diagondle. Pre ostatné prvky plati, ze a;; = —a;;

Matica A sa d4 zapisat v tvare A = %I + B, kde B je antisymetrickd matica, t.j. plati

B = —B7T. Nech z je vlastny vektor s prislusnou vlastnou hodnotou A. Potom plati:

1 1
Ax:—[x+Bx:§x+Bx:/\x

2
B$:(/\—1)I
2

Na zaklade lemy, uvedenej na zactiaku kapitoly, plati, ze vlastné hodnoty antisymetric-

z ¢oho vyplyva, ze

kej matice su rydzoimaginarne. Oznacme teda vlastni hodnotu antisymetrickej matice
ako p € C, pricom p = ib, kde b € R a i® = —1.

Kedze Bz = (A — 3) x, tak mus{ byt splnené, ze:

1
A=g = b
1

A = —+ib

2
Vieme, ze imaginarne vlastné hodnoty st vzdy v paroch, to znamena, ze ak u je vlastna
hodnota matice B, tak aj i je vlastna hodnota k danej matici. Determinant je stcin

vlastnych hodnot. Pocitajme:

Jj=

n n 1
1

J=1

Pri ndsobeni mozeme venovat §pecialnu pozornost clenom (§+ib;)(5—1ib;) = ;+b3 > 0.
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A teda sucin vlastnych ¢éisel - ¢o je determinant - sa zjednodusi na sucin kladnych éisel,

ktory je kladny. B

Poznamky:

e Existuje jedind symetricka matica spfﬁajﬁca zadanie. Je to diagondlna matica s

1 . .
3 na diagondle.

e A~! komutuje s B = A — $1. (dokaz zrejmy)

1
2

e Pre n = 2k — 1 méa matica A vzdy aspon jednu vl.hodnotu rovni 5. Vyplyva
to z toho, ze A = %I + B, kde B je antisymetrickd matica a teda ma vsetky
vlastné hodnoty rydzoimaginarne. Imaginarne vlastné hodnoty sa vyskytuju vzdy
v paroch. To znamena, ze pre parny rozmer maju vSetky komplexné vlastné hod-
noty aj svoje komplexne zdruzené. Avsak pre neparny rozmer nam ostava jedna
komplexnd vlastna hodnota, ktord je identicka so svojou komplexne zdruzenou,

a tou je nula. Preto ma A vlastni hodnotu 1, pévodom z polovice identitickej

29

matice.

e Zostavili sme v MatLabe kratky program, ktory vygeneroval maticu A = %I +B
s nahodnym rozmerom z intervalu (1,9) a nahodnymi zlozkami z toho istého
intervalu pomocou prikazu skewdec spfﬁajﬁcu podmienku zo zadania. Za ucelom

praktickej vizualizdcie uvadzame dva priklady matice A s vektorom vlastnych

hodnot A.
05 —4 -5 0.5+8775-1
A = 4 05 —6|,A=105—-8.775-1
5 6 0.5 0.5

0.5 =3 0.5+3-1
, A
3 0.5 0.5—-3-1¢
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1.6 Rovnaké determinanty

Tento priklad je zo sitaze IMC 2015/1, prvého sitazného diia.

Pre vietky n > 2 a pre vSetky redlne matice A, B, ktoré maju taki vlastnost, Ze
A4 B =(A+B)! (9)

dokazte, ze det(A) = det(B).

Riesenie:

Idea postupu vychddza z rieSenia uvedeného na stranke sitaze [8], ktorého rozsirenim

a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto rieSenie.

(A+B)' = A '+ B!
I = (A+B)(A+B)™!
= (A+B)(A '+ B

= [+BA "+ AB " +1
Dostévame
I+BA +AB ' =0 (10)
Zavedenim substitiicie v (10) X = AB™!:

X+X'+1 = 0
X2+ X+1 =0
X2+ X+ X-X2—-X—-1T =0

X =1

Vieme, ze ak plati posledna rovnost, tak aj det(X?) = det([I), teda det(X) = 1.
Potom plati, ze det(A) = det(X B) = det(X)det(B) = det(B) R
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Poznamky:

KedZe nebolo tplne zrejmé, ako musia vyzerat matice, aby spiﬁali podmienku (9)
zo zadania, vykonali sme kratky pokus v MatLabe za tcelom spestrenia prikladu. V
cykle sme generovali ndhodné matice A, B, ktorych prvky st z {0, 1,2, 3,4} a overili, ¢i
spiﬁajfl podmienku (9). Ak podmienku splnili, program sa prerusil a vypisal, na kolkaty
pokus sa mu podarilo takéto matice vygenerovat. Ak matice nevyhovovali podmienke,

cyklus pokracoval.

e Pokus ¢.430
01 11
A= ,B =
1 3 1 0
e Pokus ¢.7797
2 4 20
A= ,B =
0 2 3 2
e Pokus ¢.9441
1 3 10
A= ,B =
0 1 11
e Pokus ¢.28083
2 1 0 1
A= , B =
2 0 2 3
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2 Vety o strednej hodnote

V nasledujucej kapitole si priblizime vety o strednej hodnote, ktoré nasledne vyuzijeme
pri vypoctoch prikladov. Okrem vSeobecne znamych viet o strednej hodnote - Rolleho,
Lagrangeova a Cauchyho, spomenieme aj Bolzanovu vetu, ktorej vyuzitie ozrejmime
neskor.

Aj ked prva z viet o strednej hodnote nesie ndzov po franctizskom matematikovi
M.Rollem, tak nebol to on, kto ako prvy disponoval jej znalostou. Bol to totiz in-
dicky matematik Bhaskara II, kto ako prvy naznacil hlavni myslienku vety. [25]
Podla [3] Rolle vetu nedokézal celi a dokézal ju az Cauchy, avsak zdroje [1] a [4] sa
zhoduju, ze Rolle dokaz skonstruoval. Podla [4] to bolo v roku 1691, pricom dokaz
uviedol spolu s vypracovanou metédou separacie realnych korenov algebraickej rovnice
s redlnymi koeficientami. Spochybnenie dokédzania vety moze byt zapri¢inené podla

vietkého nedostatoénou publikaciou. [1].
Teodria

Veta: [Rolleho veta o strednej hodnote]

Nech funkeia f : [a,b] — R spina nasledovné kritéria:
e f je spojitd na intervale [a, b]

e v kazdom bode intervalu (a,b) existuje koneénda derivécia funkcie f

Potom existuje také ¢ € (a,b), ze f'(c) = 0. [11]
Veta: [Lagrangeova veta o strednej hodnote]
Nech funkcia f : [a,b] — R vyhovuje nasledovnym podmienkam:
e f je spojitd na intervale [a, b]
e v kazdom bode intervalu (a, b) existuje konecnd derivacia funkcie f

Potom existuje také ¢ € (a,b), ze f'(c) = W. [11]
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Veta: [Cauchyho veta o strednej hodnote]
Majme funkcie f, g obe [a,b] — R, pricom splitaji

e f,g sd spojité na [a, b|
e v kazdom bode [a, b] existuje derivécia f, g
o g'(z) #0,Vx € [a,b]

fet 11 s fO)—f(a) _ f'(c)
Potom existuje ¢ € [a,b], ze OETORREICR [11]

Veta: [Bolzanoval

Nech f(x) je spojita funkcia definovand na [a, b]. Potom ak f(a)- f(b) < 0, tak existuje
asponl jeden bod ¢ € (a,b) taky, ze f(c) = 0. [15]

Geometricky dokaz Lagrangeovej vety:

-
-
-
-
-
-

_____
-

-

-

Obr. 1: Lagrangeova veta [21]

Zoberieme rovnobeznu priamku so spojnicou f(x1) a f(z3). Pomaly ju posivame ku
grafu funkcie. Ked'Ze predpokladdme, Ze funkcia je diferencovatelnd na celom inter-
vale, tak mame istotu, Zze nebude mat ziadne zlomy (je hladkd). Z toho vyplyva,
7e pri urc¢itom posune sa bude celkom zrejme jednat o doty¢nicu ku grafu funkcie.

Pripomenme si, ze derivacia je smernica dotycnice. Lenze doty¢nica je rovnobezna s

priamkou prechddzajticou bodmi [xy, f(z1)], [x2, f(x2)], ktord moze byt vyjadrend ako
%, ¢ize maju rovnaku smernicu a preto plati Lagrangeova veta.
2—21
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Aplikdcia Lagrangeovej vety v ekonomii:

Lagrangeova veta nachadza svoju aplikdciu aj v ekonémii, konkrétne v neoklasickom
modeli. [6]

Ozna¢me K = K(t) ako kapitédl - funkciu casu. Oznacme Y = Y(K) = Y(K(t))
ako produkciu - funkciu kapitdlu. Predpokladajme, Ze Iudia maji konstantnti mieru
Setrenia s € (0,1) a mieru amortizdcie § € (0, 1) - ¢ast rozsireného kapitalu.

Cist4 miera rastu kapitalu (anglicky skratene ,Net investment®) za ¢asovi jednotku je
I =sY — 0K (11)

V ekonomickej tedrii zvycajne plati, Ze I je rychlost rastu kapitdlu a preto

K =sY — 0K (12)
Ak uvazime diskrétny cas namiesto spojitého (12), dostavame
Kit+1)—K(t) = sY(t)—dK(t) (13)

Predpokladajme, Ze ¢as bezi diskrétne. Podla Lagrangeovej vety plati K (t+1)— K (t) =

K(z) pret < x < t+ 1. Pomocou Lagrangeovej vety teda aproximujeme model (13) na
Spojity.
V ekonomickej tedrii sa ¢asto pouziva (12) namiesto (13), ale pozor, tieto dve rovnice

nie su ekvivalentné.

2.1 Arctangens pomoze

Tento priklad je zo sitaze Vojtéch Jarnik 2015/1 - Ikategdrie.

Nech f: R — R je diferencovatelna funkcia na R. Dokazte, Ze existuje = € [0, 1], Ze

SHFS

(f() = f(0) = A +2%)f(x)

Riesenie 1:
Vyuzijeme Cauchyho vetu o strednej hodnote. Pozornym okom sa d4 si v§imnut, Ze
cleny (14 2?%) a % nie¢im indikuji funkciu arkustangens. Respektive, pripominaju ho

ich prevratené hodnoty, ¢o neskor vyuzijeme.
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Zadefinujme si teda novi funkciu g(x) = arctg(z). Podla Cauchyho vety o strednej
hodnote plati:

T () -
T, 1
210 = () - ()
(1+A)76) = (1) - F(0))
(1+a)f (@) = (/1) - £(0)) ™

RieSenie 2:

Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na stranke sutaze [24], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto rieSenie.

Zoberme t)(x) = ¢(tan(z)) na [0,%]. Podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote

existuje ¢ € [a, b], ze

o= 1010

a teda existuje také £ € [0, §], ze

respektive

¢o bolo treba dokazat. W

Poznamky:

Pre f(x) = arctg(z) na intervale [0, 1] aplikujme Lagrangeovu vetu o strednej hodnote:

fl(z) = w, z coho vyplyva, ze H% =1

Chceme, aby platilo 2 (f(1) — f(0)) = (1 + 2?)f'(z), ¢o je v nasom pripade I -2 =

(1+¢2) - m, respektive 1 = 1. Teda sme ukézali, ze ak f(x) = arctg(z), tak vztah

plati pre Tubovolné x. Celd tato myslienka vyplyva v podstate aj z riesenia 1.
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2.2 Vela goniometrie

Tento priklad je zo sitaze IMC 2013/2, prvého sitazného diia.
Nech f : R — R je dvakrdt diferencovatelnd funkcia. Predpokladajme, ze f(0) = 0.

Dokézte, ze existuje € (-3, 5) splitajtce

"(€) = f(€)(1 + 2tan’s)

RieSenie 1:

Nech ©(z) = L& potom O(z) - cos?(z) = f(z). Motivécia pre dant volbu pre O(z)

cos?(z)?

vznikla z tizby vykratif tangens.

Hladame také €, ze f(€) = f(€)(1 + 2tan2¢)

[O(€)cos’(€)] = O(€)eos?(€)[1 + 2tan’(€)]
[6/(§)cos’(€) — 20(€)cos()sin(€)] = O(€)cos(€) + 20(€)sin’(€)
0" (£)cos? (€) — 46/ (€)cos(&)sin(€) — 30(&)cos’(€) = 0

Na skimanom intervale moézeme predelit rovnicu vyrazom cos(§). Dostéavame:

0"(&)cos(§) — 40/ (¢)sin(§) — 30()cos(§) = 0 (14)

Pozorny citatel si véimne (overf si), ze (14) je to isté ako

[O(&)cos(€) —30(sin(¢)] = 0

Hladajme teda body a # b : ¢(a) = ¢(b) = 0.
o(z) = O'(x)cos(r) — 30 (x)sin(x) a tak riesme kedy ©'(z)cos(z) = 30(x)sin(x). Do-
sadenim za ©(z) dostdvame podmienku, ze f'(x)cos(z) — f(z)sin(z) = 0, ¢o je ekviva-

lentné s
o(2) =0 < [f(x)cos(z)] = 0

Uvedomime si, ze € (—%,%). Oznatme f(z)cos(z) = ¢(z). Vieme, ze ¢ (—F) =
¥(0) = ¢ (2) = 0 a preto podla Lagrangeovej vety existuji body a,b,a # b : ¢(a) =
¢(b) =0, ¢im je tvrdenie dokdzané. W
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RieSenie 2:

Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdanke sitaze [8], ktorého rozsirenim

a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.
Nech g(z) = f(z)cos(z). Kedze g (—%) = g(0) = g (%), tak podla Rolleho vety exis-
tuji body ¢; € (=%2,0) acs € (0,%), ze ¢'(c1) = ¢'(c2) = 0.

Uvazujme funkciu h(z) = o2 (z) —

g (z) _ f'(z)cos(z)— f(:c)sm(x)

cos?(x)

Vieme, ze h(c;) = h(cp) = 0, takze podla Rolleho vety existuje ¢ € (¢, ¢p) také, ze

_ g"(c)cos®(c) + 2¢'(c)cos(c)sin(c)

0 h'(c) = s (0) —
[f"(c)cos(c) — 2f'(¢)sin(c) — f(c)cos(c)]cos(c) + 2sin(c)[f’(c)cos(c) — f(c)sin(c)]
cos3(c)
f"(c)cos?(c) — fégij(c;s (c) + 2sin®(c)] _ CO;(@) [1"(¢) — £(¢) (1 + 2tan’(c))]
a teda
f"(c) — f(c) (1 + 2tan2(c)) =0 < f"(c)= f(c) (1 + 2tan2(c)) (15)

¢o bolo treba dokizat. W

Poznamky:

Zoberme si niekolko funkcii a pod'me ich analyzovat v sivislosti so zadanim prikladu.

o Ak f(x) =sin(z), tak existuje jediné riesenie problému.

e Pre funkciu f(z) = 22 plati, ak 2 = 2?(1 + 2tan?(z)), tak m4 funkcia préve

jedno riesenie na (O, 2) KedZe funkcia je parna, tak je to tak aj symetricky pre

x € (—g,O).

Ak zoberieme funkciu f(x) = cos(x) — 1, tak po zavedeni substiticie cos(z) =y
dostéavame rovnicu 2y —4y? —y+2 = 0, ktora m4 sice tri korene. Tret{ korefi y3 =

2 ihned vyldéime, kvoli tomu, Ze kosinus je ohrani¢eny jednotkou. Po spétnom

dosadeni teda prichadzaju do uvahy iba dve rieSenia, a sice y; = —\%, Y2 = %
Tu vSak treba vylucit aj yi, kedze kosinus je na (—%, %) kladny. Tym pddom m4

rovnica jediné riesenie, r = 7.

Uvedené priklady ukazujui, preco je v tvrdeni uvadzana iba existencia a nie aj

jednoznacnost. Je to preto, lebo pocet rieSeni moze byt rozny.
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2.3 Bolzano

Tento priklad je zo sitaze Vojtéch Jarnik 2012/1 - Ikategdrie.

Nech f : [0,1] — [0,1] je diferencovatelnd funkcia takd, ze | f'(z) |# 1 pre vSetky
z € [0,1]. Dokazte, ze existujui jediné body «, 8 € [0, 1] také, ze f(a) = aa f() = 1-0
RieSenie:

Idea postupu vychddza z riesenia uwvedeného na strdnke siutaze [24], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto rieSenie.

Zoberme funkcie g(z) = f(z) —x a h(z) = f(z) — (1 — x). Kedze f(0) € [0,1], tak
9(0) >0 a g(1) < 0. Pouzitim Bolzanovej vety dostavame, ze existuje g(a) = 0. Lenze
g(a) = f(a) —a =0, z toho vyplyva, ze f(a) = a.

Analogicky h(0)-h(1) < 0, preto opit podla Bolzanovej vety existuje 5 : f(8) = 1— 8.
Tymto je dokdzand existencia bodov a, 3. Teraz treba dokdzat jednoznaécnost.
Predpokladajme, ze existuje o, o’ € [0, 1], < o’ také, ze f(a) = a a f(a/) = o/. Podla

Lagrangeovej vety o strednej hodnote existuje 0 € [« o] také, ze

£(0) = fla) = flo) o=y

o — o o — o

¢o je vsak spor s predpokladom, ze | f'(z) # 1.
Analogicky, nech existuju 8,5" € [0,1],8 < p' také, ze f(B) = 1 -0 a f(F') = f.

Opétovnym aplikovanim Lagrangeovej vety dostavame

oy _SB) = fB) _(A-5)-0-5) _
()= 55 5 =1,

¢o je takisto spor. Tymto je dokaz ukonceny. W

Poznamky:

e Pri dokazovani jednoznacnosti « stacilo pouzit Rolleho vetu. Pretoze ak f(a) = a,
tak plati, ze g(a) — g(b) = 0. A teda podla Rolleho vety existuje také ¢, pre ktoré
plati, ze ¢’(c) = 0, ¢ize aj f'(c) = 1, ¢o je ten isty spor.
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e Dokaz jednoznacnosti, za predpokladu, ze f'(z) # 1, sa da aj graficky interpre-
tovat. Majme funkciu na obrdzku pod textom, vyznacent ¢ervenym grafom a
funkciu y = x so smernicou £ = 1, vyznaceni modrym grafom. Z geometric-
kej interpretacie Lagrangeovej vety vyplyva, ze na funkcii celkom urcite existuje
nejaky bod, ktorym ked vedieme dotyénicu ku ,cervenej“ funkcii, tak dotyé¢nica
bude rovnobezné s ,modrou” funkciou. Preto je derivécia rovna 1, ¢o podla pred-

pokladu nemdze nastat.

09

[oF:]

o7

04

03

02

01

Obr. 2: Grafickd interpretéacia
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3 Viacrozmerné integrovanie

Pociatky integrovania, respektive matematickej discipliny oznacovanej pojmom ,cal-
culus® siahaju az do starovekého Grécka. Ked v tych ¢asoch Gréci cheeli zistit obsah
kruhu, pouzivali na to aproximéciu cez n-uholniky. Presne tento sposob sa neskor ukazal
ako relevantny aj vo vypoctoch urcitého integralu pomocou integralnych stuctov.

Po vyse 1600 rokoch sa Johaness Kepler rozhodol, Ze sa pokisi vypocitat objem vinneho
sudu - chcel zistit, kolko vina sa tam zmesti. Kepler si sud rozdelil na velmi vela
malych ¢asti, ktoré premietal do tseciek. Aj ked mozeme toto povazovaf za zdklady
integralneho poctu, niektoré jeho postupy sa neskor ukazali ako chybné.

Bonavenura Cavalieri bol prvy, kto vycislil urcity integral linearnej funkcie a paraboly.
Neskor Blaise Pascal zaviedol vieobecny vztah pre integrél z polynému.

Integralny pocet, aky dnes pozname, vznikol véak az v 17. storoéf vdaka dvom velkym
vedcom nezavisle od seba: Sir Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz, ktori spolu
viak tedriu nemohli rozviest, nakolko viedli spor ohladom prvenstva v objaveni infini-
tezimalneho poctu. Po tychto dvoch matematikoch je pomenovana aj slavna Newton-
Leibnizova formula.

Co sa tyka d'alsicho rozvoja integrovania, uréite by bolo vhodné spomenit Eulera,

Cauchyho, Riemanna, ¢i Lebesqua. Prirodzene, to uz je téma na ini précu. [18]

Teodria
Definicia: Nech Q C R? je elementarna oblast typu [z,9], t.j. @ = {(2,9),a < z <

y A o(x) <y < (x)}. Pod dvojndsobnym integralom (podla [12]) rozumieme:
b P(z1)
/ / f(Il,ZEQ)dIQ dlEl
a b(z1)

Definicia: Nech A C R? je uzavretd oblast a f : A — R je spojitd na A. Dvojnym

integrdlom (podla [12]) funkcie f skrz mnozinu A nazyvame:
borp(y) v(y) b

// [z, y)dedy = / / [z, y)dedy = / / f(2,y)dyde
A a Joly) o(y) Ja

Pozndmka: Definicie sa daju ,rozsirit“ do vyssich rozmerov.
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Pozndamka: ,Beztrestny“ prechod medzi dvojnym a dvojnasobnym integralom nam

zaru¢i Fubiniho veta vyslovena nizsie.

Definicia: Nech 2 je oblast v R" (t.j. otvorend a stivisl4 mnozina). Oblast 2 nazveme
meratelnou, ak 3 rastica postupnost uzavretych hranatcov K, a klesajtca postupnost
otvorenych hranatcov O, takych, ze plati: K, € Q@ C O, a nh_}rgo | O, — K,, |= 0.
Spolo¢nd limita nh_>n010 | K, |= nhnolo | Oy, |=| 2| sa nazyva miera. [12]

Pozndamka: Pod pojmom , hranatec si predstavime koneéné zjednotenie kvadrov

typu I, I;, kde I; je interval. [12]

Veta: [Fubiniho veta]

Ak Q je elementarna oblast a f je spojitd na Q. Potom (podla [12]) plati:

//Q f(x)dz = /ab </¢Z(: f(xl,xg)d@) dz,

Pozndmka: Rovnako plati Fubiniho veta aj na elementarnej oblasti typu [z, za, . . ., x,].

Reguldrne zobrazenie (transformdcia): Nech i : ) C R* — QR" je prosté

C' zobrazenie, pricom ¥ (Q') = Q Nech J je Jacobiho matica:

Y1 Yy 91
Oyr  Oy2 """ Oyn
Oy Otha 02
J = oy Oy2 " Oyn
On,  OYn Othn,
L 8yl 83/2 T 8yn n

Ozna¢me determinant horeuvedenej Jacobiho matice (Jakobian) ako Jy(y).
Ak Jy(y) # 0 (Jacobiho matica je reguldrna - invertovatelnd), hovorime, ze zobrazenie

Y je regularne. [12]

Metéda substiticie: Nech f je Riemannovsky integrovatelns funkcia na oblasti Q a
nech zobrazenie 1) : Q' C R" — Q C R” je reguldrne. Potom (podla [12]) plat{ vztah

substiticie x = ¥ (y) € Q pre integral vypocitany pomocou novej premennej y €
[ #aida = [ 1) Tutw) | dy
Q o
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Tabulka transformdcii:

Tabulka 1: Transformécie

Typ transformacie | x y z Jakobian
Polarne sturadnice x=1-cos(p) y=r-sin(p) - r
Cylindrické siradnice | x =1 - cos(¢) y=r-sin(o) z=u r

Stérické sturadnice x =1-cos(p)cos(v) y=r1-sin(d)cos(y) | z=r-sin(y) | r’cos
Eliptické stradnice x=a-r-cos(p) y=">b-r-sin(¢p) - abr
Eliptické suradnice II. | z =a -7 - cos(¢)cos(¢) | y=0b-r- sin(¢p) c-r-sin(v) | aber?cos(v)

Tlustraény priklad: Chceli by sme pomocou integralov overit, ¢i naozaj plati zndmy

vzorec zo strednej skoly na vypocet objemu gule, a sice

4
V= §7TR3

RieSenie:
Vieme, Ze rovnica gule je z2 4+ y? + 2> = R2 Po aplikdcii sférickych transformécii

dostavame:

x = r-cos(¢)cos(y)
y = r-sin(g)cos(®)
z = r-sin(y)
Z rovnice gule ziskame hranice:
RP=2"+y*+2* = r?

teda plati, ze

r € (0,R)
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Napokon, ak nemame zadani dodatocnu sprisnujicu podmienku, tak hranice pre ¢,y

su (0, 27), respektive (—g, %) Vlozme teda do integralu jakobidn a vypocitajme objem.

/oR /0% / r? cos()dRdgdy =
2/0R/027T7"2drd¢ .

R 4
47r/ r’dr = 7R3
0 3

A tak sme dokazali platnost ,stredoskolského“ vzorca na vypocet objemu gule.

3.1 Donut

Tento priklad je zo sitaze Putnam, z roku 2006/A1.

Vypocitajte objem telesa ohrani¢eného plochou
(22 + 2 + 22 +8)" < 36 (2 +¢?)

RieSenie 1:

Pouzijeme cylindrické suradnice.

x = rcos(¢o)
y = rsin(@)
z=u

Z toho nam vyplyva:

r?+u?+8 6r

IN

rP—6r+u’+8 < 0

(r—3)*+u?

IA
—_

Vieme, ze ¢ € (0,27). Potrebujeme vsak zistit, do akého intervalu patri r, respektive
u. Po vyrieSeni kvadratickej nerovnice (r — 3)% + u? < 1 dostdvame, Ze
r e (3—+v1—u23+ +v1—u?). Z toho vsak rovno vyplyva, ze u € (—1,1), kedze
odmocnované ¢islo pozadujeme kladné.
Ked uz mdme ujasnené hranice, moézeme prejst k samotnému integrovaniu.
1 3—vI—u? 2 1 —VI—u? 1
/ du/ rdr/ d¢—27r/ du/ rdr = 127r/ V1 —u2du
-1 3—v1—u? 0 —1 3—v1—u? ~1
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Zavedieme substiticiu: |u = sin(w), du = cos(w)dw| a pokra¢ujeme vo vypoctoch:

1
127r/ V1= 2du — 127r/2
1 _

1 1
cos? wdw = 127r/2 3 cos(2w) + §dw = 12%% = 67°

us
2

Wl

A teda objem telesa ohrani¢eného danou plochou je 672.

Pozndamky: Teleso, ktorého objem sme vypocitali, vyzera nasledovne:

Obr. 3: Torus [17]

Toto vseobecne zname teleso vznika rotaciou disku po kruznici a je zname pod menom
torus. V rieseni 2 uvedenom nizsie sa vyuziva Guldinova veta (zndma taktiez ako Pap-
pusova). Hovorf o tom, Ze objem telesa, vzniknutého otdcanim plochy okolo osi, ktora
tito plochu nepretina, je rovna sti¢inu velkosti obsahu S tejto plochy a diZky kruznice,

ktorou opise fazisko tejto plochy. [16]
V=2r-51

Navyse, moze toto teleso, pripominajice §isku (anglicky ,,donut* - preto nézov prikladu),

vzniknit ako kartezidnsky sucin disku a kruhu, zobrazeny na obrazku niZsie.
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Obr. 4: Kartezidnsky sicin disku a kruhu [25]

RieSenie 2:

Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na archive rieseni sitaze [19], ktorého
roz§irenim a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Pomocou transformécie prejdeme k cylindrickym stradniciam. Zvolme r = x? + y2.

Postupne sa dostaneme k obmedzeniu
r? + 2% +8 < 6r,
respektive
(r—3)72+22<1. (16)

Pozorny citatel si viimne, ze (16) ndm definuje vyssie spomenuty torus a plocha, ktora
rotuje, je kruh. Odvolanim sa na Pappusovu (Guldinovu) vetu, dostdvame, ze objem
telesa je plocha kruhu (rovna 7) vyndsobena dizkou kruznice opisujucej tazisko plochy

(rovnd 27 - 3). Preto je objem telesa 672.

3.2 Viac ako len integral

Tento priklad je zo siutaze Vojtéch Jarnik, z roku 2015/ - II.kategdrie.
Né4jdite vsetky spojito-diferencovatelné funkcie f : R — R také, Ze pre kazdé a > 0

plati nasledovny vztah:

/ / /D(a> o (%) dudydz = 7%3 (f(a) +sin(a) — 1)

kde D(a) = {(:v,y,Z) Y+ <adt |y < %}
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Riesenie:
Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdnke siutaze [24], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Pouzijeme sférické suradnice.

x = rcos(¢p) cos()
y = rsin(6) cos(s)
z = rsin(¢y)

Vieme, Ze jakobian tejto transformécie je = 72 cos(1)).

[ cos(¢) cos(9)]? + [rsin(¢) cos(4)]* + [rsin(y)]* < a?
(rcos(¥))? + (rsin(y))? < d?
r? < a2

Teda zatial mame

m™T

r € (0,a);¢ € (0,2m);¢ € (—5, B

)

Toto vsak este nie st definitivne hranice, vzhladom k tomu, Ze mnozina D(a) je dana
aj druhym ohranic¢enim a sice | y |< \%

Pocitajme:

< rsin(¢)

V3 IRVE]
_co\s/(gqb) < sin(6) < co\s/(ggb)
_L < sin(¢) < i
\/3 — cos(¢) — \/§

1

—ps ) < ig — pe (-7

A teda integrovany vyraz prejde nasledovnymi tdpravami:

i ay o oos(d) oo ar sin(¢) cos(1)) _
d <\/£BZ + y2> (@) cos()f <\/7’ cos(¢) cos(1))? + rsin(¢) cos(w)2>

rcos(¢) cos(¢) f(asin(¢))
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Po pripojeni Jakobidnu sa dostavame ku koneé¢nému tvaru:

I = f( sin(¢)) cos( dgb COSQ(w)dz/J /a ridr
0

c:\:\
w\:u

I = f(asm(gb) cos( dqb/ Cosz(z/z)dw/argdr:

o ()i { 4}0 -

NE m\:!

= f(asm(gb) cos( dqf)/

M\:\

= az . f(asm ) cos( dqﬁ/gcos Ydy =

_at G 2 cos 2@/} )+ 1

= 7 . f(asin(¢)) cos( dqb/ dip =

4z 2 4 rg
= & [ fasing)) cos(o)ds [Sm( D]t =T [ fasingo) cosiopao
Integrovanim sme ziskali upraveny tvar rovnice:
4 3
% f(asin(¢)) cos(d)dgp = %[f(a) +sin(a) — 1]

ol

Respektive

EAS

a [ flasin())cos(6)de = f(a) +sin(a) — 1

us
6

Po zavedeni substiticie asin(¢) = ¢t mame

_2 F()dt = f(a) +sin(a) — 1 (17)

[SIIS]

Zo (17) je vidno, ze ak a = 0, tak f(0) = 1, pretoze integréal s nulovymi hranicami je

nula, takisto ako sin(0).

KedZe a > 0, tak nevieme priamo vypoécitat funkéni hodnotu v bode <, a tak si

pomodzeme derivéciou (17).

f (-%) = 2f'(a) + 2cos(a) — f (g) (18)
Funkcia f je spojitd na R\ {0}, pretoze
1 (5) =2t 2o 1 (%) - e 1 (-
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Posleme teraz a — 0. Treba si vSak uvedomit, Ze pozadujeme spojitost funkcie f a

teda chceme, aby lim f (—g) = 1, respektive f(0) = 1.

a—>0+
A teda
1 = 2 lim f'(a)+2— 1 (19)
CL—>0+
0 = lim f'(a) (20)
a%0+

Dostali sme podmienky na to, aby bola funkcia f spojitd na redlnych cislach. My
vsak pozadujeme od nej viac - chceme aby bola spojito diferencovatelns. Preto ideme
skimat podmienky na prvi derivéciu.

Ked'ze plati
=35 (2) 5 (2) s

a zdroveni f méa byt spojito diferencovatelnd, tak musi nutne existovat aj druhd de-

rivacia f”. Po zderivovani mame

1,./a 1 a
" _ - _ _ - :
M) =3/ <2> 4f< 2) + 2sin(a)
takze f € C%(0,00).
Chceme aby f’ bola spojitd, ¢o véak mame vdaka hladkosti zarucené na R\ {0}.

Nakoniec musi z (19) platit, ze

lim f”(a) =0 (21)

a—>0+

Zhrnutie: Hladali sme vietky funkcie vyhovujice zadaniu, resp. (18). Po nasej analyze

sme dospeli k tomu, ze hladané funkcie musia spliiaf nasledovné podmienky:
. F0)=1
e lim f'(a)=0
a%0+
e [ € (C?0,00)
e lim, o, f"(a) =0

o f(=5) =2f"(a) +2cos(a) — f (%)
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Poznamky:
Ako priklad uvedieme tri funkcie, ktoré sme analyzovali v R a zistovali sme, preco

(ne)vyhovuju rieseniu.

Obr. 5: Tri funkcie z R studio

Na lavom obrdzku je vykreslend funkcia 2 + sin(x), ktord ako vidime sa nesprava tak,
ako by sme chceli (pozadovali), pretoze f(0) # 1.

Na strednom obrazku mozno vidiet funkciu x? + sin(z) + 1 — z, ktora taktiez nevyho-
vuje, pretoze f”(0) # 0. Kvoli tomuto funkcia nie je C? hladka.

Napokon, funkcia 1 4+ x — sin(z) sa ukazala ako vhodnd, pretoze spfﬁa vSetky pod-

mienky, ¢o je vidno aj na pravom obrazku.

Predstavme si, ze zabudneme na obmedzenie pre a, respektive nech a € R. Vyc¢islujme
postupne derivacie v bode 0. Uvidime, ze sa ndm strieda séria {0, —1,0,1} od n = 2.
Vdaka tomuto cyklu vieme rekurentne vyjadrit vztah, pre n-ti derivdciu v bode 0.
Rekurzia nds povedie k nasledujiicej diferenc¢nej rovnici vyjadrujicej vztah pre n-ti
derivéciu

z(n) =x(n—1)-sin (gn> — sin <gn>
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3.3 Integrilna nerovnost

Tento priklad je zo sitaze Putnam, z roku 2003/B6.

Nech f(x) je spojité funkcia definovand na intervale [0, 1]. Ukdzte, ze
[ [ 15 s 1> [ 151 de

Idea postupu vychddza z riesenia wvedeného na diskusnom fére o matematickijch sitaZiach

RieSenie 1:

[2], ktorého rozsirenim a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Zadefinujme si dve podmnoziny intervalu [0, 1].

M = {z€]0,1]|f(z) >0}
M¢ = {z€][0,1]|f(x) <0}

Pre funkciu f plati, ze f*(z) = max(f(z),0) a f~(x) = max(—f(z),0). Z toho vyplyva,
ze f=ft—f"al|fl=f"+ f. Navyse fT = 0 na celej mnozine M¢, rovnako ako
f~=0na M.

Z poznatkov o meratelnosti mnozin vieme, Ze

[ [ @ sty = [ [ 1w+ swiasay+ [ [ 15w+ siasy
/Mc/|f )+ f(y |dxdy+/c/c y)|dzdy

Kedze integrél z konstanty je miera mnoziny cez ktoru sa integruje: fM c-dM =c-| M |

a ked'Ze je funkcia na mnoZine M nezépornd, tak

| [t sy = [ [ () + sy
:uwéﬁmm+maaﬂww
T /M F*(@)da

kde |M| je miera mnoziny M. Analogicky

| 1@+ swldsdy =200 [ f @y
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Na zaklade uvedenych faktov si vieme zdola ohranicit integral [, [, .

f(@)+[(y)ldzdy.

Plati
| [ @ swdedy = [ 150w - 1 wldsay
- [ Mcf*(fv)—f’(y) d:cdy\
= ||M [ fr(@)de— M
\| |/f - IMCf() )
Polozme teraz J = [, fT(z)dx, H = [,,. f~(y)dy a I = fo fo |f(x)+ f(y)|dzdy. Zistili
sme, ze

I <2|M|J+2|M°|H + 2|(|M°|J — |M|H)|

Po umocneni na druhd mame:

=
Y%

[(21M T + 2| M| H) + (2/(IM°|J — |M|H)|)]*

I > 4AMPJ? + 8|M||M°|JH + 4| M°|* H* 4 4| M||M¢|J* + 4| M°|*JH —

4IM)PJH — 4| M||M|H? + 4|M°|* J* — 8|M¢||M|JH + 4|M|* H?

v

4[|M2J? + |MCPH? + |M°|*J* + |M|*H?

=AM+ M) + H?)

Vdaka tomu, ze (a + b)* < 2(a® 4 b?) plati, ze 2(|M|* + |M°*) > (|M| + |M¢])* = 1.
2
Taktiez plati, ze 2(J? + H?) > (J + H)? (fo | f(z) | d:c) .

A teda sme dokéazali, ze

/01/01!f(x)+f<y)\dxdy—122.1 \//Ol\f(x)]dx 22/01]]?(35)‘6[:6 -

RieSenie 2:

Idea postupu vychddza z riesenia uwvedeného na diskusnom fére o matematickijch siutaZiach
[2], ktorého rozsirenim a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Nech f je nezaporna na A a nezaporna na B. Potom

o [wints@lion < [ [ ViF@E@= ([ Vi) ([ vire)
g(/Am%m)l(/Olmdxfg/oﬂfm
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To, ze plati prvd nerovnost, je zrejmé. Rovnost by nastala, ak by sa f(z) a f(y)

rovnali. Druh4 nerovnost vyplyva z toho, Ze pre vietky kladné a, b plati, Ze 4\/5\/5 <
(va+ vb)?, ¢o je ekvivalentné s 0 < (v/a — vb)2.

Teda dostavame

2 / / @)+ F )] =2 / / 17 @) + @) — 2min{ @)L 1F @) > (22)

>2 [ [ (r@l+ 15w /UI— (23)
~2(B| [ If@)|+214] [ 1)l - / £ (24)

Rovnost (24) plati na zdklade aditivity integrdlu a nerovnost (23) sme si dokézali
vyssie. Prvd nerovnost (22) plati na zdklade nasledovnej tivahy:
Vieme, ze pre fubovolné a, b plati vztah min{a,b} = 3(a+b) — 1 | a — b |. Preto plati

aj:

. 1 1
min{l 2 ||y [} = S(z[+]yl)=Sllzl=lyll
2min{[ z [,[y [} = [z[+]yl—lz]-]yll

lel =1yl = lel+]y|-2min{lz ||y}

Kedze [| |+ |y [|z]| [ — |y, tak plati aj (22).

Napokon

| [1t@=swi+ [ [ 1@+ s =211 [ 156) +2IB|/|f

Tym padom je nerovnost dokézand, bertic do uvdhy, ze |A| + |B| = 1.
Pozndamka:

V rieSeni sme narazili na || « | — | y ||. Predstavme si to ako funkciu a vykreslime

pomocou MatLabu, ako bude funkcia vyzerat.
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Obr. 6: F:=||z|— |y

3.4 Nerovnost a vhodna substitiicia

Tento priklad je zo sitaze IMC, z roku 2014/5, druhého hracicho dria.

1 1
/ / dxdy <1
o Jo 7'+ |y |[—-17

Pred riesenim 1 prikladu je potrebné vyslovit vetu o nerovnosti dokazovanej pomocou

Dokéazte:

derivacie.
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Veta: [O dokazovani nerovnosti pomocou derivacie]
Nech f,g: I — R st spojité a diferencovatelné funkcie na celom intervale I. Nech pre

a € I plati, ze f(a) = g(a) a nech pre vsetky = € I: f'(z) > ¢'(x). Potom (podla [11])

flz) > g(x),Yx >a
flz) < g(x),Vx <a

Riesenie 1:
Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdnke sitaze [8], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Najskor si zoberme nerovnost:
' —1>In(z)|, =z€(0,1] (25)

Nerovnost dokdzeme pomocou derivécie. Dosadime krajny bod a pozorujeme, ¢i v iom

)
nastane rovnost:

(@ = Dlp=r = [In(2)[[a=1 =0
(1) = —— < _é — n(z), € (0,1]

Pomocou vety o nerovnosti dokazovanej deriviciou sme dokézali (25) a vieme integral

zo zadania zhora ohranicit. A teda plati:

/1 /1 dzdy / / dxdy / / da:dy
o Jo v 4+ |In(y)| -1~ IIn(x)| + In(y) lIn(zy

Nésledne pouzijeme vhodnu substiticiu y = %, aby sa vyraz vykratil:
dzd Yrtd
[ L e (L) e = o =1
|1n 0 u ‘hl |

RieSenie 2:

Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdanke sitaze [8], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Pouzijeme substitticiu s = x 71

1 1 0 0 S—u e} u S
/ / dudy = / / 6—duds = / (/ 6—d5> du
o Jo 744 |Iny | -1 o Jo (s+1)%u 0 o (s+1)2
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KedZe funkcia (Sfr—l)g je konvexna, tak plati, ze kazdy bod na grafe funkcie je pod
useckou, ktord spaja body [0, f(0)], [u, f(u)]. Preto je integral v (26) mensi, ako plocha
lichobeznika s vrcholmi [0, 0], [u, 0], [0, f(0)] & [u, f(u)].

(a+c)

“——v, tak dostdvame pravi

Ak vyuzijeme vzorec pre vypocet obsahu lichobeznika S =
stranu nerovnosti (26).

Preto plati:

Cdxdy “u e e " 1 < du o
2 — 1)) —du == — “du ) =1
/ / |In(zy)| /0 2((u+1)2+ ) u 2(/0 (U+1)2+/0 ‘ u)

Tymto je tvrdenie dokazané. M

Poznamky:

Takto vyzera funkcia, ktord itegrujeme:

. . dxdy
Obr. 7: Funkcia Ty =T

Vsimnime si, ze v bode [1, 1] je funkcia zhora neohranic¢end, ¢o vyplyva z dvojndsobnej
limity, kde ndm pre x — 1,y — 1 vznikne 0 v menovateli, ¢o ,vystreli“ cely zlomok do

nekonecna.
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4 Derivovanie integrialu podla hornej hranice

Integral nemusi mat vzdy nutne ¢iselné hranice, ¢o sme si v§imli aj v predoslej kapitole.
Niekedy sa stretavame s pripadmi, kedy st hranice integralu funcie. Vtedy oznacujeme
integrél ako funkciu hornej (alebo dolnej) medze (t.j. hranice).

KedZe v takomto pripade ide o ,normdlnu“ funkciu, méZeme sa tak za predpokladu
splnenia urcitych podmienok k integralu aj spravat. To znamend, Ze ho mozeme aj

derivovat, ¢o si priblizime v tejto kapitole.
Tedria
Veta: [Prvé veta o strednej hodnote integrélneho poctu]

Nech m, M € R,a < b. Nech funkcie f,g maju integrél od a po b. Nech je f(x) > 0,
m < g(x) < M pre Vz € [a,b]. Potom (podla [9]) plati

m/abf(:c)d:c < /abf(:c)g(a:)da: < M/abf(x)da: (27)

Veta: [Druha veta o strednej hodnote integrélneho poctu]
Nech a < b a nech f je redlna funkcia, ktord ma integral od a po b. Nech ¢ je redlna,

monoténna funkcia na [a, b]. Potom existuje ¢islo ¢ také, ze (podla [9]) plati

b ¢ b
a<C<b / f(2)g(z)dz = g(a) / f(@)dz + g(b) /C f(x)de

Tvrdenie: Nech f : [c,d] — R je spojité funkcia, funkcie ¢, st diferencovatelné na

intervale I a nech p(I) C [¢,d],¥(I) C [¢, d]. Potom funkcia G : I — R dand predpisom
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Tvrdenie: Nech F(y) je spojita funkcia na uzavretom intervale definovana ako
¥ ()
Fo)= [ ey
e(z)

kde o(x),1(z) st diferencovatelné na danom intervale. Potom plati [11]:

P(x)
Fiy) = F(b(),9) - () — Flo(w) ) - /() + / Z—Jy”u, y)dz

o(x)

Tvrdenie: Ak je krivka C grafom funkcie f : [a,b] — R, ktord ma spojitu derivéciu,

tak s(C) = fab v/ 1+ (f’(t))zdt, ¢o vyplyva z parametrizécie grafu: © = t,y = f(t),t €
[a,b]. [12]

Tlustraény priklad: (Podla [13]) N4jdite lokdlne extrémy a inflexné body funkcie:
F(t) = /x(t —1)(t —2)%dt
0
Riesenie: Funkciu si zderivujeme podla hornej medze:
F'(t) = (x —1)(z — 2)?

Ak polozime derivaciu rovni nule, dostavame body, v ktorych funkcia nadobtda lokalne
extrémy: {1,2}. Vidime, ze funkcia je a intervale [0, 1] klesajica, a na intervale [1, 0o]
rastica. Teda funkcia nema v bode {2} maximum, ale nadobuda svoje (globalne) mi-
nimum v {1}, kedy je funkénd hodnota —1f.

Inflexné body zistime pomocou druhej derivacie:

F'(t) = (x—2)*+2(z — 1)(z — 2) = 3(z — 2) (x_ %)

Teda vidime, Ze inflexné body st {3, 2}.
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4.1 Priklad starsi ako ja

Tento priklad je zo sitaze Putnam 1990/B1.
N4éjdite vSetky spojite diferencovatelné funkcie f na redlnej osi spfﬁajﬁce podmienky

pre vSetky x

(f(x))? = /j[(f(t))2 + (f'(1))?]dt 4 1990

RieSenie:

Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného v [10], ktorého rozsirenim a detailnejsim
vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Lavé a pravd strana sa rovnaji vtedy a len vtedy, ak sa rovnaju aj v nule, ¢ize f(O)2 =

1990 a ich derivécie sa taktiez rovnaji. Cize pre vietky x plati:

2(f2)f'(2) = (f(2))” + (f'(2))” (28)

Podla (28) plati, ze (f(z) — f'(x))> = 0, z ¢oho vyplyva, ze f'(z) = f(z). Preto
f(x) = ce®, pre nejakd konStantu c. Lenze f?(0) = 1990 a teda ¢ = 4+/1990, ¢ize

vietky hladané funkcie su:
o fi(x) = /1990
o fo(x) = —\/1990¢*

4.2 Co nam povie krivka

Tento priklad je zo sitaze IMC 2004/2, druhého hracieho diia.
Majme funkcie f, g : [a,b] — [0, o], ktoré su spojité, neklesajiice a pre vsetky z € [a, D]

plati [/ f(t)dt < [T +/g(t)dt a f(f Vt)dt = fab \/g(t)dt. Checeme dokézat, ze:
/b V1T FOdt > /b I+ gt (29)

RieSenie:
Idea postupu vychddza z rieSenia wvedeného v [20], ktorého rozsirenim a detailnejsim

vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.
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Nech F(z) = [T \/f{)dt a G(z) = [ \/g(t)dt.

F aGsu konvexne, F(a) = G(a) =0 a F(b) = G(b). A teda chceme dokézat, Ze plati:

[ vizwopaz [ ivaopa (30

Uvazujme teraz funkciu h(r) := V1 + 12, r € R. KedZe h je konvexnd, tak pre vSetky
r,s € R plati

h(r) > h(s) + (r — s)h'(s)

Nech r = F'(t),s = G'(t). Teda, pre vsetky ¢ € [a, b]:

h(F'(t)) 2 h(G' (1) + [F'(t) = G'(1)]W'(G'(1))

7, coho vyplyva, ze

/ \/ﬂ>/ ))2dt +/:[F’(t)—G’(t)]h’(G’(t))dt

Ak ukazeme, ze fb F'(t) — G'(t)|W(G'(t))dt je kladny, tak je jasné, ze plati aj
f 1+ (F'(t))2dt > f 1+ (G'(t))%dt. Takze je postacujice dokdzat nasledovni

nerovnost:

/ b[F "(t) = G'(O)IW(G'()dt > 0

Podla druhej vety o strednej hodnote pre Riemannove integraly existuje také ¢ € [a, 0],

VAS

&/W@—GWMG@W=M@M»fGW—G@W+W@%m/W@—wa
Kedze F(a) = G(a) a F(b) = G(b), tak dostdvame:
[ 1F@ - @@ @)de = K(E@)IFE - G + K (G ®)F®) - GO)
= [F(0) - G)](K(G' (@) — K(C'(b))

Uvedomme si, ze vyraz [F(c)—G(c)], je zaporny, pretoze F'(z) < G(x). Vyraz (h'(G'(a))—
N (G'(b))) je tiez zaporny, pretoze h' o G’ je neklesajica. Tym je tvrdenie dokazané.
[ |
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Pozndamky:

Pre lepsiu ilustraciu rieseného problému, vyuzijeme nasledovny obrazok:

09

0s

04 Vd

03 /

0z /
~

.8} - -

Obr. 8: Dve konvexné funkcie

KedZe obe funkcie st konvexné a zacinaju, respektive koncia v tom istom bode, tak
dizka grafu F' je urcite vicsia ako G. Je to zjavné - predstavme si, Ze obe krivky chceme
natiahntt tak, aby z nich vznikli priamky. Kedze funkcia F(z) < G(z), tak z obrdzku
(Obr.8) vidime, ze modru krivku (graf F(z)) by sme museli natiahnit viac. Preto je

dizka krivky F(z) dlhsia. W

4.3 Injektivnost a obor hodnét

Tento priklad je zo sitaze IMC 1995//, druhého hracieho dria.

Nech F : (1,00) — R je funkcia definovand ako

2
Tt

Ukazte, ze I je injektivna a najdite jej obor hodnot.

Riesenie:

Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdnke sitaze [8], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

7 definicie funkcie F' mame

r—1
Fl(z) = 1
(x) (2’ x>
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Z toho vyplyva, ze F'(z) > 0 pre z € (1,00). Cize funkcia F je rastiica a preto

injektivna. Kedze

1 2 _
F(z) > (2 —2)min{ —— o <t < 2 NN
In(?)

a kedze * — oo, vyplyva z toho to, Ze obor hodnot F je (F(1+),00). Musime este
presetrit funként hodnotu F(14). Pomoze ndm substiticia ¢ = e¥ a teda z definicie

funkcie F' dostavame

2In(z) el
F(z) = / —dv
l

n(z) v

Uvedomime si, Ze e je rastiica funkcia. Preto ak analyzujeme funkciu na [In(z), 2In(z)],

tak ju vd'aka tomu, ze e’ < e2™®) vieme ohrani¢it nasledovne:
2In(z)
F(z) < @) / —dv = z*In2
In(z) U
Podobne
2In(x)
F(z) > @ / —dv = zln2
In(z) Y

Preto pre Vx > 1 : zIn(2) < F(z) < z?In(2). Ak urobime limitu pre = — 1%, tak
dostavame Vo > 1 : In(2) < F(17) < In(2). Z ¢oho vyplyva, ze F(17) = In2, ¢im sme
zistili obor hodnoét: (In(2), 0o)
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5 Nerovnosti

Pri rieseni matematickych problémov, ¢i dokazoch, sa ¢asto vyuzivaju nerovnosti roznych
typov. Siroké spektrum druhov nerovnost{ pontka variabilitu pri ich skimani a doka-
zovani, ako napriklad dokaz matematickou indukciou, pomocou derivacii, ¢i pomo-
cou platnych, vSeobecne znamych nerovnosti. V nasledujucich riadkoch si rozoberieme
zopar zasadnych nerovnosti v matematike, ktoré nam pomozu pri rieseni loh.
Kapitola bola zaradena ako posledné, pretoze vyzaduje komplexné znalosti vysokoskolskej
matematiky a vyuziva vety, ¢i tvrdenia, ktoré boli spomenuté v tejto praci v predoslych
kapitoldch. Navyse, zo subjektivneho pohladu su tieto priklady ,najkrajsie”, takze ako

sa zvykne hovorit - najlepsie na koniec.

Teoria
e Cauchy-Schwarzova nerovnost

- Nech z,y st vektory z R™ a nech (z,y) je skaldrny stc¢in. Potom (podla [7])

plati Cauchyho nerovnost:

[ (9 | < =] [lyll

kde ||z|| je norma vektora z.

Ak z,y € R", tak nerovnost bude mat tvar

n

n 2 n
(zxiyi) DY
=1 =1

i=1
e Cebysevova nerovnost

< by,.

- Majme ¢islaay < as <---<a,ab <by<---

Pre takto zoradené ¢isla (podla [16]) plati:

n(aib, + -+ apby) < (a1 +...a,)(by + -+ b,) < nlarhy + -+ + ayby)

e AP-GP nerovnost
- Majme ¢isla x1, xo, ..., x,. Nech AP je aritmeticky priemer danych cisel, GP je
geometricky priemer. Potom (podla [14]) plati, ze AP > G P, ¢o mozeme zapisat
ako

$1+$2+"'+In
n

3=

2($1x2$n>
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Tlustraény priklad: Chceli by sme zdola ohranicit hyperbolicky kosinus jednotkou,
a teda chceme ukazat, 7ze pre vietky x € R plati, Ze cosha > 1.
Na prvy pohlad je to zdanlivo naro¢né tloha, avsak rieSenie ndm ulahéi AP-GP nerov-

nost.

T1 + X2
2

> /1 T2

e—$+e.’1,‘
2

Zoberme do tvahy, ze cosh(z) je definovany ako , €0 je aritmeticky priemer dvoch

x T

,ev.
Geometricky priemer tychto éisel je vVee? = Ve = /1 = 1.

A teda sme naozaj dokdzali hyperbolicky kosinus ohranicit zdola jednotkou.

Cisel e~

5.1 Matematicka indukcia je zdihavejéia

Tento priklad je zo sitaze Putnam 1996/B2.
Ukazte, ze pre vsetky n € N plati

()

Dokaz vykondme pomocou matematickej indukcie. Najskor dokdZeme prvi nerovnost

2n—1 2n+1
2

oM+ 1\ 2
<L36~~@n—D<(7H_>
e

RieSenie 1:

a vzapati druhu.

Pozndmka: Niekedy, (obzvlast pri vyskyte mocnin a faktoridlov), pri dokazovani tvr-
denia pouzitim indukcie v tvare a, < b,, vykondme jej druhy krok - teda odvodenie
Upg1 < bpy1 7 a, < b, - Casto tak, Ze sa dokdZe nerovnost “Z—:l < b’g—:l Kedze 0 < a,
a0<% < %plati,ieanﬂ < byy1 (pretoze ak 0 < z <y a 0 < ¢ < d, tak aj
0 < xe<yd.)

Prvé nerovnost:

1°)n=1

Vyraz na lavej strane je priblizne rovny 0,6065, a teda pre n = 1 je nerovnost splnen.
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2)n=n+1
Nech Tavé nerovnost plati - indukény predpoklad. VyuZzijeme postup pomocou pomeru

po sebe ididcich ¢lenov (vid'. pozndmka).

(an-l)T < 1-3:5---(2n—1)-(2n+1)
(1) 1-3-5---(2n—1)

- 2n—1

(é) Cen D) < @ntnee-1)TE G) |

2n—1 2n—1

1 _
(—) (2n+1) 2 < (2n—1) 2
2n-1

1 - 2n — 1 2
e 2n + 1
2n—1

2n+1 2 -

e
2n —1

Tu sa pontika zndmy trik - pripo¢itanie a odpocitanie jednotky. A teda si vyraz (2n+1)

prepiSeme ako (2n — 1+ 2). Pomoéze ndm to kvoli tomu, ze si moézeme zlomok 224 =
2n—142 D )
5— upravit do vyhodnejsieho tvaru 1+ 5=.

A teda sme dospeli k findlnej nerovnosti:
-1
9 5
1 <
( o 1) ‘

1\” x
Vieme, zZe eulerove ¢islo je definované ako lim (1 + —) . Funkcia (1 + i) vsak okolo
x

T—00

¢isla e neosciuluje, ale do neho rastie. Preto moZeme tvrdit, Ze poslednd nerovnost
celkom urcite plati.
Druh4 nerovnost:

1°)n=1

1< (2)
e

Vyraz na pravej strane je priblizne rovny 1,1594, a teda pre n = 1 je nerovnost splnen.
2)n=n+1

Nech prava nerovnost plati - indukény predpoklad. VyuZijeme rovnaky postup.
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1-3:5---(2n—1)-(2n+1) (2nt3) 2

< e
1-3-5---(2n—1) (2n+1)2n2+1
1 2n2+l 16 277,2+3
(—) Cn+ 12 2n+1) < (—) (2n +3)72"
(& (&
2n—+3 1 2n+3
2n+1)2 < (—) (2n+3) 2
e

PouZijeme opit podobny trik, av§ak v tomto pripade to bude o nie¢o naroénejsie. Vyraz

2n4142
2n+1

), 2n+3 __ 2n+142 _ (2n+1
£ 2ot — = (2 +1)

2
1+ 2 >
mt1) €

1+ 2
2n+1

Najskor zistime, comu je rovna limita vyrazu za predpokladu, ze n posleme do ne-

(2s3

o +1) prepiseme ako (

) a nasledne ako (1 + TZH) Takisto aj exponent bude

treba si rozpisa

2n+1
2

konec¢na.

2n+1
2 2 2 2
1' 1 . 1 = 1 . 1 — _1:
n1—>nolo< +2n—i—1> ( +2n+1) nl—>nc}oe ( +2n+1) ¢ ¢

Este musime overit, ¢ funkcia do e klesa. Ak 4no, tak nerovnost je dokdzand. Zoberme

2n+3 __ 2n+142
2 2

si teda vyraz a zaved me substitiiciu ¢ = 2n + 1. Chceme teda dokazat,

ze funkcia
2\ %
ft) = (” ?) = () (31)
je klesajica. Preto ju zderivujme a ukazme, ze derivacia je zaporna.
¢ 1 2 1
Ft) = (5 m(152)) . [§ln(1 +2) - ;} (32)

Cislo e umocnené na hocico je urcite kladné ¢&islo, ostdva ndm presetrit zatvorku, ktord

by mala byt zdpornd. Chceme teda dokazat, Ze

In (x;rz) < % (33)
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¢o mozeme prepisat ako

2\ 2
(1+3)
x

Uvedomime si, ze vyraz v hranatej zatvorke je mensi ako ¢islo e, ¢o sme ukéazali v prvej

¢asti nerovnosti. Preto plati posledna nerovnost a tym je priklad ukonceny. H

Riesenie 2:
Riesenie bolo prevzaté z [10].
Odhadnutim plochy pod grafom funkcie in(x) pouzitim hornych a dolnych integrélnych

suctov a z toho, ze logaritmus je rastica funkcia dostavame:
2n—1 2n+1
/ In(z)dx < 2(In(3) +--- +In(2n —1)) < / In(z)dx (34)
1 3

Kedze [In(z)de = zln(z) — 2z + C, exponovanim a odcmocnenim dvoch strednych

nerovnosti dostavame

2n—1

2n—1Y\ 2 e
( n ) < (2n—1)22716_"+1

e

< 1:3---(2n—1)
2n+1

n 7n+1 2
< (2n+1)22“63 <<2”+1)
(&

Njw

pricom posledné nerovnosti vyplyvajuiz 1 < e < 3.

5.2 Odmocniny a Cebysev

Tento priklad je zo sitaze Vojtéch Jarnik 2002/3 - Ikategdrie.
Kladné ¢isla x4, ..., z, spiﬁajfl

Lo o
1—|—£E1 1—|—$2 1+£Cn

Potom dokéazte, ze

@+@+---+@2(n—1>(¢%—1+\/%—2+"'+J%)

o8



Riesenie:
Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdanke sitaze [6], ktorého rozsirenim

a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

ST VTt > (n—l)(%l %2 +¢%>

(e ) e )+ e

1 1 1 1
(T Tm T wc—) = T—)
Teraz podme analyzovat funkciu f(z) = /z + \/LE Jej derivovanim podla z dostdvame
f(x) = %5 Po zisteni, ze argmin, ;) = 1 lahko overfme, ze funkcia je na [1, 00)
neklesajica.
Pozndmka: Vsimnime si, ze f(x) = f (%)

Pozndmka: Taktiez plati, ze jedine x; < 1.

Druhd poznamka plati na zdklade nasledovnej ivahy: Nech teda z; < 1. Z toho Vypl}'fva

ze 141 < 2, respektive 17— > . Lenze ak by bolo aj zo < 1, tak by platilo aj 1+$ > s
Co je vsak spor s predpokladom ze 1+x + 1+1x2 =1

Spéit k rieseniu. KedZe sme zistili, Ze funkcia f(z) je rastica, tak vieme, Ze plati

f(x1) < f(az) <o < flwn)

Na tomto mieste sa odvolame na Cebysevovu nerovnost, uvedent na zaciatku kapitoly.

Pravi stranu nerovnosti prenasobime jednotkou v tvare podmienky zo zadania.

(em) = e m) e e m)) )

Lava ¢ast Cebysevovej nerovnosti:

n(aib, + -+ apb) < (ay +...a,) (b1 + -+ by)

Na zéklade nerovnosti vyhlasime vyraz \/LE za ,a1“, pricom ﬁ bude ,nase b,“,

pretoze je najvacsie (plati druhd pozndmka).

1 1) 1
&) (G5) =&

Tym je nerovnost zo zadania dokdzani. [ |

Finale je, ze clen ,a1b,* sa rovna (
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5.3 Integrilna nerovnost II.

Tento priklad je zo sitaze Putnam 2004/A6.
Nech f(x,y) je spojita funkcia na jednotkovom stvorci

0<2<1,0<y<1. Treba ukizat, ze

/(/ffﬂydOE) dy+/ (/fxydy> d:c<<//fxydazdy> +/01/01[f($,y)]2dxdy

Riesenie:

Idea postupu vychddza z riesenia uwvedeného na diskusnom fére o matematickijch siutaZiach
[2], ktorého rozsirenim a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Ukéaze sa, Ze pomoZze prepisat si integrdly na stvorndsobné. PouZijeme poznatok, Ze

integral nezavisi od integracnej premenne;j.

= (] f<x,y>dy>2d:c = [ [ [ [ tenseistvua
L = /0 (/fxydx) dy—////fxy (u, y)dadydudy
([ o~ [ [ e
wo= [ [ veoraa= [ [ [ [ s

Chceme ukazat, ze

(/Ol/olﬂx,y)dwdyf ¥ /01/01[1“( y)Pdudy - /(/fa:yda:) dy
o ([ ) oo
Respektive

/01/01/01/Olf(x,y)f(u,v)d:cdydudv+/Ol/ol/ol/olf fx,y)dedydudv  —
_/01/01 /01 Alf(x,y)f(u,y)dmdydudy_/01 /01/ /0 f(z,y)f(z,v)dedydudv > 0

Vyjmeme si f(x,y) a cely integrél oznac¢ime ako =.

&
I

== [ [ [ [ e i + 5w - 5t0) - o0 dedyuds
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Opit sa v priklade vyuzije poznatok, Ze integrdl nezdvisi od integracnej premennej a

postupne zamenime z,y za u, v.

= = /0 1 /0 1 /0 1 /0 Fluy) ) + fy) — Flery) — Flu,)] dedydudy
== [ [ [ [ ot + ) - o) - st dedyiudy
== [ [ ] [ ot s s - s - st dsdyue

Vsetky styri integraly nasledne sc¢itame

1= = / 1 / 1 / 1 / e ne) ) — ) fluny) — o) f) +
Flu, ) flz,0) +f(u,y)? = flu,y) fz,y) = flu,y)f(u,0) +
F ) f(uy) +F(@, ) = F(w,0)f(z,0) = f(,9)f(z,0) +
Pl 0)f(r,y) o) — fu,0) f(z,0) — Fu,p) f0)

A teda

=— / / / / Fy)? + fluyP + f( o)+ f(u0)? +2f (2, y) fu,v) +
+ Qf(ua y)f(x,v) - Qf(ua y)f(“?”) - Qf(l‘, y)f(‘T?v)
- Qf(LE, y)f(u, Z/) o Zf(uv U)f(:lj', U)dxdydUdU

z ¢oho vyplyva

1= = / / / /01[(f(x,y)—f(ar,v))+(f(u,v)—f(u,y))]z dedydudy

Ked'Ze integrujeme vyraz umocneny na druht, tak hodnota integralu = je uréite nezdporné

¢islo, éim sme dokdzali pozadovani nerovnost. |

Poznamky:

Rovnost ndstéva prave vtedy, ked vieme napisat f(z,y) = g(z) + h(y). [2]

5.4 Hranie sa so sumami

Tento prikald je zo sitaze IMC 2015/6, druhého hracieho dria.

Chceme dokéazat nasledovné:

o0

1
;\/ﬁ(n+1)<2
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Riesenie 1:

Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdanke sitaze [8], ktorého rozsirenim
a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

Najskor dokazeme, ze

1 2 2
<__

Voln+1) Vi Vil

Prenésobenim /n(n + 1) dostdvame ekvivalentni nerovnost

1 < 2(n+1)—2y/n(n+1

2y/n(n+1 < n+(n+1)
n+(n+1)

1) <
n(n+1) 5
¢o plati na zaklade AP-GP nerovnosti.

Tym padom plati

z z =
Suma na pravej strane nerovnosti po rozpisani dava

Z 2 2.2 2 2
n\/n+\/1ﬂﬁ\/§\/§""

kde posledné ¢leny idu zjavne do nuly a ostatné sa navzajom ,vybiju“. Zostava nam

prvy ¢len, ktory je rovny 2. Tym je nerovnost dokdzans. M

Riesenie 2:
Idea postupu vychddza z riesenia uvedeného na strdnke sitaze [8], ktorého rozsirenim

a detailnejsim vysvetlenim bolo zostavené toto riesenie.

[ 2

KedZe integralny stcet iba aproximuje integral, ¢iZze je od neho vzdy mensi, alebo

Uvedomme si, ze

rovny, tak plati, ze
1 1 1 1 > dx 1 N 1 1 + 2

1
2 ey “aitaa tna it eip 2t f W3 100V

Vhodnym porovnanim 3V2>4a4V3> 2 dostava,me sumu mengiu ako % 5+ 1 + 5+

E +1 =2, ¢o bolo treba dokizat. M
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Zaver

Cielom bakaldrkej prace bolo vyriesit priklady z piatich kapitol: Line4rna algebra a
geometria, Vety o strednej hodnote, Viacrozmerné integrovanie, Derivovanie integralu
podla hornej hranice a Nerovnosti. Vyber prikladov sme sa snaZili urobit pestrym, a
teda priklady vrameci kapitoly vyuzivaji vzdy iné postupy a triky.

Na zaciatku kazdej kapitoly sme uviedli vety a tvrdenia, ktoré boli relevantné pre
rieSenie prikladov z daného celku. Vacsinou islo o vSeobecne zname vety, ktoré sme
mali spomenuté pocas §tudia, avsak v niekolkych pripadoch bolo nutné si dohladaft
nové tvrdenia nad ramec osnov (Bolzanova veta, Cebysevova nerovnost, atd.).

Pri riesen{ prikladov sme Gerpali aj z internetovych stranok siutazi ([19],[8][24]), kde st
zverejnené rieSenia. Treba vsak povedat, Ze rieSenia, uvedenené na strankach, si skorej
akési navody a tzv. ,hinty“, pretoze vo vSetkych pripadoch bolo nutné problematiku
hlbsie pochopit a riesenie rozviest a upresnit.

Ciele prace sme splnili, pretoze praca obsahuje jednak bohaté teoretické poznatky, ktoré
je mozné vyuzif pri ucéeni na statne skigky, ako aj Siroké spektrum postupov rieseni
prikladov zo sttazi, v pripade, Ze by sa citatel chcel na nejakej zicastnit. Navyse, li-
chotilo by ndm, keby ¢o i len jeden priklad s riesenim z tejto prace inspiroval citatela
- vyucujiceho k tomu, aby zaviedol priklad do svojej vyucby, ¢i uz cvicenia, alebo
prednasky. Vtedy bude splneny ciel urobit doplnok k vytébe do bodky.

Prinosom préce je zostavenie zbierky naozaj naroénych, ale za to velmi peknych prikladov,
ktoré verime, Ze oslovia kazdého ¢itatela. Navyse, prinosom pre autora je prehibenie
vedomosti z matematickej analyzy, ¢i linedrnej algebry a geometrie, ako aj celkové
zlepSenie matematického myslenia.

Ak sa citatel dostal az sem, tak mu za to dakujeme a verime, Ze ho praca oslovila.
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