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Abstrakt

KATRAKOVA, Kristina: Co treba vediet z pravdepodobnosti na pracovnom pohovore
na Wall Street I [Bakaldrska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta mate-
matiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc.
RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2018, 101 s.

Této praca sa zaobera prikladmi z pravdepodobnosti, ktoré sa mozu objavit na poho-
vore. Vysvetluje podrobné rieenia prikladov, ktoré sa objavili v zbierke prikladov na
pohovor na Wall Street a zaroven uvadza aj rieSenia rozsireni tychto prikladov. Priklady
st doplnené aj o pocitacové simuldcie, naprogramované v programe R, ktoré slizia na
skontrolovanie vysledkov. Na vypocet vyuzivame rozne metédy. Okrem klasickych metod
z tedrie pravdepodobnosti, ako je vypocet klasickej pravdepodobnosti a podmienenych
pravdepodobnosti, vyuzijeme napriklad aj Pellovu rovnicu z tedrie ¢isel a riesenie di-
ferenénych rovnic. Stucastou prace je aj dotaznik, ktory je zamerany na hry s hracimi
kartami. Cielom préce je ulahéif ¢itatelovi pripravu na pracovny pohovor, zaroven moze
slizit ako zdroj prikladov ¢itatelovi, ktory sa zaujima o tieto oblasti z matematiky, a teda

praca sluzi ako zbierka prikladov z pravdepodobnosti.

Ki¢ové slova: Diferenéné rovnice, Pellova rovnica, Dirichletov princip, momentova
vytvarajica funkcia, podmienend pravdepodobnost, klasickd pravdepodobnost,

geometrickd pravdepodobnost



Abstract

KATRAKOVA, Kristina: What one needs to know on a job interview at Wall Street I
[Bachelor Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics

and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc.

RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2018, 101 p.

This bachelor thesis deals with probability examples which can occur at a job interview. It
explains detailed solutions of examples and their enhancements which occured in a collec-
tion of examples for a Wall Street job interview. The examples are extended by computer
simulations programmed in the R program and are used for checking the results. We use
different methods for the calculation. Apart from the basic methods from probability the-
ory, such as the calculation of classical probability and conditional probability, we also
use Pell‘s equation from the number theory and the solution of difference equations. One
part of the thesis is a questionnaire which focuses on card games. The aim of our thesis
is to make the preparation for a job interview easier and at the same time to serve as
a source of examples for the reader who is interested in that field of mathematics. This

thesis can be used as a collection of examples from probability.

Keywords: Difference equation, Pell‘s equation, Dirichlet‘s principle, Moment

generating functions, Conditional probability, Classical probablity, Geometric probability
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Uvod

Vicésina mladych Tudi po ukonéeni $tidia na strednej alebo vysokej skole rozmysla, kde
sa zamestnd. Vela mladych Tudi malo popri §kole nejaki brigadu, kde boli prijimani na
zéklade pohovoru. KedZe sa jednalo o brigddu, pohovor nebol ni¢im naroény. Ked sa ale
¢lovek uchadza o zamestnanie, pohovor byva zvycajne narocnejsi. Kym v minulosti stacilo,
aby mal ¢lovek vystudovanu skolu potrebnt k danej praci, dnes je to vo vécsine pripadov
len bonus. Zamestndvatelov viac zaujima, ¢i sa ¢lovek vie vyndjst v tazko rieitelnych
situdcidch, ¢ je ambicidzny, ¢i ma odvahu hovorit o svojich navrhoch a zlepSeniach, ¢i
neutecie pri prvej stresovej situdcii alebo ¢ mé logické zmyslanie. Na pohovoroch sa
preto mnohokrat pytaji otdzky, ktoré st na prvy pohlad pre uchidzaca nepochopitelné a
zbytoéné, lenze pre zamestnavatela maji velki vypovedni hodnotu o jeho schopnostiach
popasovat sa so vetkymi problémami, ktoré ho v préaci postretnti.

Priprava na pohovor je teda nevyhnutna. Preto bola napriklad vydand kniha s otdzkami,
s ktorymi sa moze uchddzac stretniit na pohovore na Wall Street [20]. Tie si zahrnuté vo
viacerych témach, my sa vSak zameriame na otazky tykajice sa pravdepodobnosti. Najprv
sa budeme zaoberat prikladmi o ponozkach. Kazdy uréite pozna problém, ked rdno vyberd
ponozky zo zasuvky a nevie ndjst par. V prvej kapitole si ukdzeme niekolko zaujimavych
prikladov, kde vicsina otdzok bude smerovand prave ku parovaniu ponoziek. Vyuzijeme
v nej napriklad Dirichletov princip [6] a ukdzeme si rieSenie jedného prikladu pomocou
Pellovej rovnice [17]. V druhej kapitole sa zameriame na vypocet strednej hodnoty a
disperzie. Priklady budu viac matematické v porovnani s ostatnymi kapitolami, ale jeden
priklad bude aj z praxe, konkrétne, ako sa da vyuzit momentovd vytvarajica funkcia
v poistovnictve. Tretia kapitola je venovand jednej z najcastejsich oblast{ prikladov z
pravdepodobnosti, a to je hod mincou. UkéaZeme si napriklad tlohu, kde budeme sktimat,
aké vyherné skupiny, ktoré sa skladaji z toho, ¢i padne znak alebo hlava, pripadne ich
kombinécia, sa oplati pri hre volif. V §tvrtej kapitole si ukdzeme priklady, ktoré sa tykaji
hracich kariet. Niektoré zadania prikladov sme dali do dotaznika, v ktorom sme chceli
zistit, akd odpoved zvolia Iudia iba pomocu logického myslenia. Takisto si ukéZeme,
¢i je naozaj vyhodné pri odpovediach, kde mame vybrat z viacerych moznosti spravnu
odpoved’, volit taktiku ,, oznacim ti moznost, ktord uz dlho nebola“. V poslednej kapitole

sa zameriame na nahodné prechadzky. Ukazeme si, aky je ocakavany cas navratu mravca,
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ktory chodi po hranach kocky, kym sa vrati do vrcholu, z ktorého vystartoval. Ukazeme
si aj priklad o Adamovi, ktory chodil na prechadzky ndhodnymi dverami. Zaujimat nds
bude, ked' si zakazdym obuje a vyzuje topanky pri dverdch, ktoré si zvoli, kedy sa dostane
do situécie, Ze pojde na prechddzku a nebude si mat ¢o obut.

Cielom nasej prace bude teda vyriesit vybrané priklady z [20], doplnit ich pribuznymi
prikladmi alebo zovSeobecneniami. Pouzijeme pocitacové simulacie, ktoré naprogramu-
jeme v programe R. Prica bude doplnend aj o grafy a bude slizit ako rozsirujica zbierka,
ktori moze vyuzit uchédzaé o zamestnanie pri priprave na pohovor napriklad na Wall
Street alebo v inych firmdch [14]. Priklady sa poktsime jasne a zrozumitelne vysvetlit,

aby citatel nemal s pochopenim Ziaden problém.
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1 Priklady o ponozkach

V tejto kapitole sa budeme zaoberat roznymi prikladmi o ponozkéach z pravdepodobnosti.
Teéria pravdepodobnosti sa zaobera popisovanim nahodnych javov a pravdepodobnosti
ich nastatia. V [31] je nasledovnd interpretécia klasickej pravdepodobnosti.

O nadhodnom pokuse hovorime vtedy, ked kondme pokus, ktorého vysledok nie je jed-
noznac¢ne urc¢eny podmienkami, pomocou ktorych je vykonavany. Nech A je nejaké ove-
ritelné tvrdenie o vysledku ndhodného pokusu. Prehldsenie nastal jav A znamend, Ze je
pravdivé tvrdenie A o vysledku nahodného pokusu. Zaujimaji nas pri tom iba také po-
kusy, v ktorych sledovany jav vykazuje v opakovanych pokusoch nejaku stabilitu: vyskyt
javu A v postupnosti n ,,nezdvislych” pokusov, mé tendenciu pri velkych hodnotdch n sa
prilis nemenit, m4 tendenciu drzat sa nejakej konstanty. Tiito konstantu budeme nazyvat

pravdepodobnost. Definicia pravdepodobnosti [18, str.18] je nasledovna:

Definicia 1.1. Nech Q je neprdzdna a S je o—algebra podmnozin Q. Lubovolni redlnu

funkciu P : S — R™, pre ktori su splnené podmienky:
o P(QN)=1,

e ak A, €S,i=1,2,... pricom A;NA; =0 prei # j, tak
i=1 i=1

budeme nazgvat pravdepodobnost a trojicu (0, S, P) pravdepodobnostny priestor.

Ako ndhodné javy budeme chépat mnoziny zo o—algebry podmnozin mnoziny €2, kde
Q je neprazdna mnozina elementiarnych udalosti. Hovorime, Ze udalost A nastdva, ak
vysledkom experimentu je elementérna udalost w takd, ze w € A. V [18, str.18] st zhrnuté
vlastnosti pravdepodobnosti, ktoré budeme pouzivat pri nasich vypoctoch. Specidlnym
pripadom je tzv. klasickd pravdepodobnost a geometrickd pravdepodobnost. Klasicka

definicia pravdepodobnosti z [31, str.9] je potom nasledovna:

Definicia 1.2. Nech () je konecnd a neprdazdna mnozina, nech S je o—algebra vsetkych
podmnozin mnoziny ). Pravdepodobnost je dand vztahom

_ 14

P(A) = g1

(1)
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Pocet danych udalosti vyjadruje |.|. Vzorec (1) pouzijeme v rieSeni prvého prikladu,
ktory si zoberieme z knihy Quant Job Interview Questions and Answers (Second Edi-

tion) [20, pr.3.20].

1.1 Ponozky v zasuvke

V' zdsuvke mdme 2 cervené a 2 cierne ponozky. Ak vytiahnem ndhodne 2 ponozky, akd je

pravdepodobnost, Ze budi tvorit pdr?

1.1.1 RieSenie

V zasuvke mame 4 ponozky, ak chceme, aby sme po vytiahnuti ponoziek mali par,
musime vytiahnut bud dve ¢ervené, alebo dve éierne ponozky. V tomto pripade bude
2 mnozina elementérnych udalosti, ¢ize Q = {cervend, ¢ierna}. Situdciu modelujeme
pomocou mnoziny dvojic @ x Q. Potom A = {cervend cervend, cervend cierna, ¢ierna
cervend, cierna ¢ierna}. V citateli (1) bude teda stcet moznosti, ze sme vytiahli bud dve
cervené, alebo dve cierne ponozky. Do menovatela dosadime pocet prvkov mnoziny (.

Cize dostdvame

V priklade boli dalsie podotézky, ktoré uz neboli vyriesené:

A. Akd by bola pravdepodobnost ndjdenia pdru, keby sme mali n odlisnijch farieb ponoZiek,

2 ktorijch by sme tahali dve ponozky?

B. Akd by bola pravdepodobnost ndjdenia pdru, keby sme malin odlisnijch farieb ponoZiek,

2 ktorych by sme tahali tri ponozky?

C. Mdme 20 éervenijch a 20 ciernych ponoZiek v zdsuvke. Kolko ich musime vytiahnut,

aby sme si boli isti, Ze mdme pdr?

Pod'me sa pozriet na riesenie jednotlivych podotézok:

A. Zadanie tlohy sa v tomto pripade zmenilo v tom, ze uz nemame dve farby, ale mame
n farieb po dve ponozky a z nich ideme tahat dve. Otézka je stdle rovnakd, a teda akd je
pravdepodobnost, Ze to bude par? RieSenie bude podobné ako v prvom priklade, pretoze

znova pouzijeme vzorec (1). V citateli vyjadrime pravdepodobnost, ze sme vybrali dve
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ponozky rovnakej farby a v menovateli, ze sme vybrali dve ponozky zo vSetkych moznych.
Ked'ze je farieb n, pri kazdej farbe ndm moze nastat takdto situdcia, a teda v ¢itateli bude

n sCitancov.

P:(§)+(§)+...+(§):n1 _oon 1
0y T
2(2n—2)!

B. V tomto pripade je to o nieco zloZitejsie. Musime zahrnit aj tretiu ponozku, ¢ize
stale musime vytiahnut dve ponozky rovnakej farby, aby sme mali par, ale kvoli tomu,
7e tahdme tri, tak vytiahneme aj jednu, ktord urcite bude inej farby. Kedze méme n
farieb, nevieme, pri ktorej farbe vytiahneme pér, teda vyjadrime pravdepodobnost pre
jednotlivé farby a tie spolu s¢itame. Pre jednu konkrétnu farbu, z ktorej mame par, st
priaznivé moznosti tie, v ktorych sme tento par vybrali (teda vybrali sme 2 ponozky z 2)

a k nemu este Tubovolnu d'alsiu ponozku (teda 1 zo zvysnych 2n — 2). Tychto priaznivych

2n—2

| ) KedZe tahdme tri ponozky z 2n vietkych, tak vSetky moznosti,

moznosti je teda (3) (

ako vytiahnut ponozky si (2;)

n— n— n— n— n(2n—2)!
p QO+ + -+ OCT) _ O _ G 3
n n n)! ’
(%) (%) % 2n—1

C. Toto zadanie sa da velmi lahko vyriesit pomocou Dirichletovho principu [6], ktory
hovori, Ze ak mame n krabic a m objektov, kde m > n, tak ked umiestnime objekty do
krabic, tak v aspon jednej krabici budu 2 objekty. V nasom pripade mame 20 ¢iernych a 20
¢ervenych ponoziek. Po vytiahnut{ 2 ponoziek sa moze stat, Ze budeme mat jednu ¢iernu
a jednu ¢ervenu, ale ked vytiahneme d’alsiu, teda tretiu ponozku, uréite dostaneme pér.
Takze aby sme si boli ist{, Ze mdme par, musime vytiahnut 3 ponozky. Podla ¢lanku [9]
je tento princip pomenovany podla Dirichleta, pretoze on by mal byt prvym, kto objavil
tento princip. Dve storoéia pred nim vsak bola zmienka o principe, ktory hovoril, ze ked
st objekty umiestnené do krabic a tych objektov je viac ako krabic, tak potom musi
byt aspori jedna krabica, ktord obsahuje asporn dva objekty. V ¢ldnku sa d’alej spomina,
ze meno Dirichlet sa bezne spaja s tymto principom, pretoze sa vSeobecne verilo, Ze on
bol prvy, kto tento princip spomenul. Dirichlet vsak nikdy nespomenul, Ze tento princip,

ktory spisal, je novy.
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1.2 Parovanie ponoziek

Pozrieme sa na d'alsi priklad. Tentokrat sa zamierame na strednt hodnotu vytiahnutych
parov. V ¢éldnku [23] sa objavil priklad o ponozkdch, kde treba néjst stredni hodnotu.
Tento problém bol rieSeny neskor v élankoch [24, 19]. V ¢ldnku [24] s1 tri rieSenia problému
a v clanku [19] je riesenie doplnené o d'alsiu tlohu, ktord je takisto vyrieSend. Zadanie
znie nasledovne: Mdme n roznych pdrov ponoziek. Nahodne z nich po jednom vyberame
ponozky. Ak vyberieme taki, Ze uz bol vybrany jej pdar, odloZime ich. Akd je strednd hodnota

odlozenyjch pdrov po tom, ¢o sme vybrali k ponoZiek?

1.2.1 Vysledky z R

Tento priklad sme naprogramovali v programe R, aby sme vedeli potom porovnat odhady
strednych hodnot, ktoré vypocital pocitac a aké nam vysli po rucnom vypocte. Na zaciatok
si ukazeme vysledky simulacii, ako vychddza stredna hodnota pre nami zvolené n = 10 a

k = 10.

Tabulka 1: Poéitacové odhady strednych hodnot pri réoznych poétoch simulécii

pocet simulécii | stredna hodnota

1 2,0000

10 2,1000

50 2,4400

100 2,2700

500 2,3960

1000 2,3400

10 000 2,3624

50 000 2,36876

100 000 2,3685

7 hodnot vidime, ako sa stabilizuje priemerny pocet odlozenych parov so zvySujicim sa

poctom simulécii.
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Obr. 1: Stredna hodnota pre n = 10, k = 10.

1.2.2 Prvé rieSenie zalozené na indikatoroch

V [24] st tri rozne riesenia, postupne si vysvetlime vsetky tri. Na zaciatku definujeme
nahodnu velic¢inu, diskrétnu ndhodnui velicinu a stredni hodnotu diskrétnej nahodnej

velic¢iny zo [18].

Definicia 1.3. Ndhodnd velicina je lubovolnd funkcia X : Q — R takd, Ze pre kazdé

reER: {we: X(w)<z}es.

Definicia 1.4. Ndhodnd velicina X je diskrétna, ak nadobiida koneéne alebo spoéitatelne
vela hodnét; t.j. existuje takd konecnd alebo spoéitatelnd mnozina H, Ze P({w € Q; X (w) €

H}) =1.

Definicia 1.5. Nech X je diskrétna nahodnd velicina, ktord nadobida hodnoty x;,i =
1,2,... s pravdepodobnostami p; = P(X = x;). Strednou hodnotou ndhodnej veliciny X
nazveme ¢islo E(X) = Y2, x;p;, ak tento rad konverguje absolitne. Ak rad nekonverguje

absolitne, budeme hovorit, Ze ndhodnd velicina nemd stredni hodnotu.

Pod'me sa pozriet teraz na rieSenie. Pravdepodobnost, Ze i-ta a j-ta ponozka po vytiahnuti
zo zasuvky tvoria par, je rovna ﬁ Toto sme si uz ukézali v priklade (3.20). Nés zaujima,
¢i ponozky tvoria pdr, alebo netvoria, teda ¢i udalost nastane, alebo nenastane. Oznacime

X ako pocet vietkych vytiahnutych parov ponoziek, ktoré sme odlozili. Dalej oznaéime
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X;; ako indikdtor [26], ktory ndm ukazuje, ¢i udalost nastala, alebo nenastala, ¢ize ¢i i-ta
a j-ta ponozka po vytiahnuti tvoria par. Indikator ma alternativne rozdelenie.
1, aki-ta a j-ta vytiahnuta ponozka tvoria par, kde 1 <17 < j <k,

Xz'j =
0, inak.

Stredna hodnota sa vypocita v nasom pripade

1

Toto je strednd hodnota nahodnej veliciny X;;, ktora vyjadruje, ¢i i-ta a j-ta ponozka po
vytiahnuti tvoria par. Kedze X je pocet vietkych péarov, tak X = Zl§i<j§k Xi;. Stredna
hodnota X sa d4 vyjadrit ako

E(X) :E< > Xz-j> .

Vieme, ze strednd hodnota stic¢tu ndhodnych veli¢in je rovna siuctu strednych hodnot

nahodnych veli¢in, preto

1 1
E( 2 X"J'): 2, BXy)= 3, gq=gy 2 b

1<i<j<k 1<i<j<k 1<i<j<k 1<i<j<k

Suma, ktord nam ostala, vyjadruje pocet vsetkych moznych kobinéacii dvoch parov ponoziek,

%), odkial uz

ak sme vytiahli k& ponozZiek, ¢iZze sa da napisat ako kombinacné éislo (2

dostavame vysledok:

_ () Kk
E<X)_2n—1_2(2n—1)'

1.2.3 Druhé rieSenie zalozené na indikatoroch

V druhom riesen{ z [24] sa nebudeme pozerat na ponozky jednotlivo, ako sme to robili
v predchddzajicom rieseni, ale budeme sa pozerat na péar. Znovu na to podjdeme cez
indikatory. Pocet vSetkych vytiahnutych parov ndm bude oznacovaf Y a indikéator Y;
(1 <4 < n) bude oznacovat to, ze i-ty pdr je pritomny medzi prvymi vytiahnutymi k
ponozkami

1, ak i-ty par je medzi prvymi k ponozkami,
Y, =

0, inak.
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Pravdepodobnost toho, ze Y; = 1, sa d4 vyjadrit pomocou vzorca (1). V ¢itateli st vyjad-
rené vsetky mozmnosti, Ze medzi vybranymi ponozkami bol i-ty par. KedZe predpokladdme,

ze uz sme jeden par vybrali, budeme teraz vyberat k — 2 ponoziek z 2n — 2, a teda pocet

riaznivych moznosti je (7). V menovateli su vyjadrené vs moznosti, ré mozu
al ch moznosti je (**~2). V menovateli s adrené vsetky moznosti, ktoré mo

(=)
)

nastat, a teda (2: ) Vyslednd pravdepodobnost je . Teraz uz len jednoducho vy-

jadrime stredni hodnotu indikatora

Nasim zadanim bolo vypoéitat strednii hodnotu vsetkych vytiahnutych parov, nielen pre
nahodni premennu Y;. Pocet parov vyjadrime ako sumu hodnoét jednotlivych Y;, teda

Y =31, Y, odkial dostdvame

EY)=FE (i Yi> .

Stredna hodnota suctu je znovu sicet strednych hodnot

p(3x) - S - - G5,

=1 k k k
(2n—2)!
_ Goenmy _ k(k—1)
O 2(2n — 1)
El(2n—k)!

1.2.4 Tretie rieSenie zalozené na podmienenej pravdepodobnosti

Pod'me sa pozriet na tretie rieSenie ndsho prikladu. Oznaéme X ako pocet parov obsia-
hnutych v prvych k vybranych ponozkéch. Dalej definujme pomocnd ndhodni veli¢inu

Yii1, pre ktoru plati

1, ak k+ 1-va ponozka tvori par s predtym vytiahnutou ponozkou

Y

Yk+1 =
0, inak.

Najskor definujeme podmienent pravdepodobost z [18, str.23].

Definicia 1.6. Podmienenou pravdepodobnostou udalosti A za podmienky, Ze nastala uda-
lost B takd, ze P(B) > 0, budeme rozumiet ¢islo

P(AN B)

P(AIB) = =55
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Podmienenti pravdepodobnost mozno vyuzit aj pri poc¢itani pravdepodobnost{ prienikov.

Pricom plati nasledujica veta zo [18, str.23].

Veta 1.7. Nech Ay,..., A, € S si také, Ze P(A;N...NA,_1) > 0. Potom
P(NI_ A;) = P(A))P(A3]Ay) ... P(AJA1 N N A).

My budeme hladat pravdepodobnost P(k + 1-v& ponozka vytvori par s predtym vytia-
hnutou ponozkou | prvych k ponoziek obsahuje Xy parov) = P(Yiy1 = 1| Xk).

Zrejme Xy 1 = Xp+ Yy Ked ideme pocitat pravdepodobnost P(Y;,; = 1), tak budeme
uvazovat, Ze sme zatial vytiahli k& ponoZiek, teda ostalo nidm este 2n — k. Vieme, ze
X ndm reprezentuje pocet uz vytiahnutych parov, teda 2X; bude reprezentovat pocet
vytiahnutych ponoziek, ktoré nas uz nezaujimajd, lebo uz maju par. Aby Y, = 1,
potrebujeme sa trafit do k — 2X}, ponoziek. Teda moZme napisat

k—2Xy
P(Yiy1 = 11Xg) = ———.

Yerr = 1X0) = ——
Nés zaujima strednd hodnota odlozenych parov po tom, ¢o sme vybrali k ponoziek. Najprv
si ale vyjadrime, comu sa rovnd strednd hodnota E(k+1), ¢o reprezentuje stredni hodnotu

parov po tom, ¢o sme vytiahli £ + 1 ponoziek.

k—2E(k
Po prvom vytiahnuti uréite F(1) = 0, pretoze z jednej ponozky sa nedd urobit péar.
Pouzitim vzorca E(k + 1) = E(k) + k;i—ik) vieme vypocitat d'alsie stredné hodnoty
1—2E(1) 1
2) (1) + 2n —1 2n — 1’
2 —2E(2) 1 2 — 525 3
E = FE(2 = n—l o—
(3) (2)+ 2n — 2 2n—1+ 2n—2  2n—1’
3 —2E(3) 3 3—527 6

F4) = F = —
(4) (3) + 2n — 3 2n—1+ 2n — 3 on—1’

V ¢itateli sa objavuje postupnost 0,1,3,6,. . ., resp. postupnost 0,1,1+2,14+2+3,. ... Mozeme

1k(k-1)

vyslovit predpoklad, ze E(k) = 45—+ Leraz ho dokazeme matematickou indukciou.

Pre k = 1, tvrdenie plati

1(1-1)
E(l) = ——= =0.
W)= 3@
Chceme dokdzat, ze ak E(k) = 2’?(21:1__11)), potom E(k +1) = 2k((2]jz+—11))'

18



Z (2) pozndme stredni hodnotu pre k + 1 vytiahnutych ponoziek: E(k + 1) = E(k) +

k;i—ﬂf). Teraz dosadime za F(k) nas indukény predpoklad a budeme dalej upravovat

tento vyraz

k(=1 k=0 k(k—1) k(2n — k)
BElk+1) = 2(2n — 1) LT 22n —1)  (2n—k)(2n —1)

kk—1)+2k  k(k+1)

22n—1)  2@2n—1)

¢o je uz nas hladany vysledok.

1.2.5 Stvrté rieSenie zalozené na multiplikativnom principe, rozsirené o vypocet

pravdepodobnosti najdenia paru

Teraz si vysvetlime riesenie z [19], kde najskor vyjadrime strednd hodnotu odlozenych
parov vytiahnutych ponoziek a potom si odvodime vzorec na pravdepodobnost, Ze pri
j-tom tahan{ ndjdeme péar. Na odvodenie vzorca pre pravdepodobnost, Ze sa medzi vytia-
hnutymi ponozkami vyskytuje prave m dvojic parov, pouzijeme vzorec (1). Pocet vsetkych
moznosti, ako vybrat & ponoziek z 2n vSetkych ponoziek, vyjadrime ako (2]:) V citateli
bude (;) (,;1:2’;’;) 2k=2m &0 vyjadruje pocet vietkych moznosti, Ze sa medzi nimi vyskytuje
prave m dvojic parov. To vyplyva z multiplikativneho principu [27], ktory hovori, ze ak
sa jedna udalost moze vyskytnit m sposobmi a druhd sa moéZze vyskytniuf nezdvisle od

prvej n sposobmi, potom sa dve udalosti mézu vyskytnit mn sposobmi. V nasom pripade

mame (:1) moznosti, ako vybratf prdve m parov zo vSetkych n parov. Po vytiahnuti m

n—m

»n) moznosti, ako vybrat dalsie pary ponoziek. Od k

pérov mame pri dalsom vybere (
ponoziek sme uz odpocitali tie dvojice, ktoré sme vybrali a tvoria pér, takze pocet dalsich
tahanych ponoziek bude k — 2m. V dosledku toho, Ze sme vytiahli 2m ponoZiek, ktoré
tvoria par, musime odstranit z celkového poctu existujicich parov pocéet vytiahnutych
parov, a teda tahdme ponozky zo zvysnych n — m parov. Vsetky mozné vybery jednot-

livych ponoziek po vytiahnuti 2m ponoziek ndm vyjadruje 28-2™.

Pravdepodobnost, Ze sme vytiahli prdve m parov je teda

b G2 5

(%)

. Spodné ohranicenie vyplyva z toho, ze ak k > n,

k

kde m pojde od max{0,k — n} po 3

tak urcite sa bude medzi vybratymi ponozkami vyskytovat aspon k —n parov. Ak k < n,
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nemus{ sa vyskytovat medzi vybranymi ponozkami Ziaden par a m pojde od nuly. Horné
ohranicenie je g kvoli tomu, Ze to je najvacsi mozny pocet parov, ktoré budeme mat po
vytiahnuti k£ ponoziek.

V pripade, ak k = 1, tak nikdy nevznikne par. Ak n = 1, pre k = 2 pravdepodobnost
vyberu paru je vzdy rovna 1. Teraz predpokladajme, ze n > 2 a k > 2 a pomocou (3)

vypocitajme strednii hodnotu vytiahnutych parov

k/2 n (n=m)ok—2m
EW -y ) <’“‘(é’:>) (4)
m=max{0,k—n} k

V tomto kroku urobime ekvivalenti tupravu a vynasobime stredni hodnotu jednotkou,

aby sme sa jednoduchsie dostali k pozadovanému vysledku.

i) g ) ()220 - 1)

E(k) = 55— o
2<2n N 1) m=max{1,k—n} (k )k(k - 1)
V d'alsom kroku upravime kombinacéné ¢islo
n! n—m)! —2m
k(k—1) = 2(2n — )m; (k—2n(1)!(n—)k+m)!2k ’
E(k) = 2(2n — 1) 2 e 1)) :
m=max{1l,k—n} ( - )ky(gn_k)p

Faktorialy rozpiseme, tym padom sa nam niektoré ¢leny vykratia

n(n—1)! n—m)!
E(k) = k(k—1) kZ/Q: 2(2n — 1>mm(mf(1)!(1n)fm)! (kaTr(l)!(nf)ker)!
- 2(2n—1)

2n(2n—1)(2n—2)!
m=max{1l,k—n} k(k B 1> k(k—1)(k—2)!(2n—k)!

k/2 (n=1)! (n—m)! k—2m
k(k —1) Z/: (= Dl(n )l G 2m) (k)1 2
220 — 1) @)
m=max{1l,k—n} (k—2)!(2n—kK)!

Teraz faktoridly upravime znova na kombina¢éné éislo, odkial dostdvame

bh=) g G ()2

E(k) = ;

_ (n—1)

2(27’L 1) m=max{1,k—n} ( k—2 )
V poslednom kroku v ¢itateli ku (:__2”;) a 2F=2™ pripoéitame nulu

k/2 n—1 n—1)—(m—1 —2)—2(m—
E(k) = _k(k — 1) Z/: (m—l) (((k—2))—2((m_1)))2(k 2=2m—1)
22n — 1) (21
m=max{1,k—n} k—2

Dalej m—1 nahradime r. Aby bola tato iprava ekvivalentnd s pévodnou, musfme ohrani¢enie

v sume posuntt o 1, ¢ize odpocitame jednotku v ohraniceni a dostdvame

k—2)/2 n—1 n—1)—r —2)—2r
E(k) = Klk=1) (Z)/ ¢, )(((k—2>)—2r)2(k 22
2(2n—1) r=max{0,(k—2)—(n—1)} (2(1:521))
kk=1)
22n—1)
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Teraz si vysvetlime, ¢o reprezentuju jednotlivé ¢leny v sume. Pocet moznosti, ze sa me-
dzi ponozkami, kde uz bol najdeny jeden par vyskytuje dalsich r parov, ndm reprezen-

tuje (”;1) Pocet moznosti, ako vybrat dalsie ponozky, ked uz sme nasli r parov vyjad-

(n—1)—r

(k72)72r) a pocet Véetkych kombinécii, ako vybrat jednotlivé ponozky po tom, ¢o

ruje (

(n—1)

sme nasli r parov vyjadruje 2=2=2"_V menovateli, ( o

) reprezentuje pocet vsetkych
moznosti, ako vybrat ponozky, ak sme predtym nasli jeden par. Séitanec v sume je teda
pravdepodobnost, Ze sme vytiahli prave r parov ponoziek, ak bol predtym uz ndjdeny
jeden pér. Cize vyberdme k — 2 ponoziek zo vietkych 2n — 2. Pricom r pojde od r =
maz{0,(k —2) — (n — 1)} po (k — 2)/2. Suma je rovna 1, pretoze je to celkovd suma

pravdepodobnosti vsetkych udalosti, ktoré mozu nastat, ¢ uz ndjdeme vsetky péry, iba

niekolko parov alebo ziaden péar. Teda dostdvame riesenie prikladu.

V tomto Stvrtom rieSeni sa vyskytlo aj rozsirenie zadania, kde okrem strednej hod-
noty autor hladal aj pravdepodobnost, Ze pri j-tom tahani sme nasli par. Teraz si vy-
svetlime rieSenie hladanej pravdepodobnosti. PouZijeme vetu o tplnej prvadepodobnosti

o [18, str.23].

Veta 1.8. Nech Aj € S, P(A;) >0, j=1,2,... pricom U2, A; = Q a A;NAj =0 pre
i # 3. Potom pre lubovolné B € S

o0

= P(B|A))P(A)).
j=1
V nasom pripade budeme teda pocitat:
P(ndjdem pér pri j-tom tahan{) = fol ;ﬁ{o G1)—n) P(ndjdem pér pri j-tom tahani|mdm

m parov z prvych j — 1 fahani) P(mdm m parov z prvych j — 1 tahani).
Ohranicenie v sume nam péjde od max{0, (5 — 1) — n} po (j — 1)/2, pretoze pocitame
pravdepodobnost, Ze sme vytiahli m péarov z prvych j — 1 tahani. Pravdepodobnost je

teda rovna

(3-1)/2 1) — 9m (:1) ( jfl—gm)z(j—l)—m

m=max{0,(j—1)—n} -1

kde P(B) oznacuje pravdepodobnost, Ze najdem pér pri j-tom tahani. Prvy zlomok v
sume budeme uvazovat tak, Ze sme zatial vytiahli j — 1 ponoZiek, teda ostalo ndm este

(2n—(j—1)). Vieme, ze m ndm reprezentuje uz pocet vytiahnutych péarov, teda 2m bude
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reprezentovat pocet vytiahnutych ponoziek, ktoré nds uz nezaujimaji, lebo maji par. Aby
sme nasli pri j-tom tahan{ par, potrebujeme sa trafit do (j — 1) — 2m ponoziek. Druhy
zlomok sme vyjadrili tak isto ako v pripade (3). Pocet moznosti, ako vybrat prave m
parov zo vSetkych n parov je rovny (;ﬁb) Po vytiahnuti m parov pocet nasich moznosti pri

dalsom vybere bude ( G nem ), kde od 7 —1 ponoziek sme uz odpocitali tie ponozky, ktoré

j—1)—2m
sme vybrali a tvoria par. V dosledku toho, ze sme vytiahli 2m ponoziek, ktoré tvoria par,
musime odstranit z celkového poctu existujiicich parov pocet vytiahnutych parov, teda

plati n —m. VS8etky mozné vybery jednotlivych ponoziek po vytiahnuti 2m ponoziek ndm

vyjadruje 20-1=2m
(G-1)/2 (G-1)/2 (:1) ( nom m)g(jfl)*Qm
E(j—-1)= Z mP(j—1) = Z g 1)(22n)
m=max{0,(j—1)—n} m=max{0,(j—1)—n} Jj—1

Upravou (5) dostaneme

G-D-268G-1) j—1

PO =" —G-D -1

i=1,2,....2n.

Co je teda vysledny vzorec na vypocet pravdepodobnosti, ze pri j-tom fahani ndjdeme

par.

1.2.6 Vysledky z R

Teraz sa vratime ku strednej hodnote, ktori sme mali pocitat v priklade. Pre kontrolu,
¢i je strednéd hodnota naozaj taka, aki vypocitame, sme naprogramovali v programe R
kéd, ktory nam najprv zisti, kolko ponoziek sa vybralo zo zdsuvky pri pevne stanovenom
n,k a potom niekolkondsobnym opakovanim vypoécita, akd je strednd hodnota tychto
vybranych ponoziek. Kéd ndm aj vypisuje, kolkokrat sa konkrétny pocet parov v danom
cykle objavil. V nasledujiicej tabulke si ukdzeme vysledky. V prvych dvoch stipcoch st
nami uréené n, k, v trefom stfpci je hodnota, ktori sme vypocitali pomocou vzorca a vo
Stvrtom stfpci je hodnota, ktort sme dostali po vypocte v R-ku. Funkciu v R-ku sme pre

nami stanovené n, k zopakovali 10000~ krat.
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Tabulka 2: Porovnanie odhadov strednych hodnoét vypoéitanych pomocou vzorca a pocitaca

n | k | vypocet - vzorec | vypocet - R
10 | 10 2,3684 2,3624
20 | 10 1,1538 1,1534
30 | 20 3,2203 3,2168
20| 5 0,2564 0,2557

Z tabulky vidime, Ze strednd hodnota vypocitand v R-ku sa velmi mélo lisi od tej, ktord

je vypocitanad pomocou vzorca.

1.3 Pocet ponoziek v zasuvke

V knihe Fifty Challenging Problems in Probability [25] sa objavil dals{ zaujimavy priklad
o ponozkach. Tentokrat pravdepodobnost, Ze vytiahneme cerveny par mame dantd. Nasou
tilohou bude najst pocet ponoziek v zasuvke. Zadanie: V zdsuvke mdme éervené a Cierne
ponozky. Ak ndhodne vyberieme zo zdsuvky dve ponozky, pravdepodobnost, Ze obe si cervené,
je 5. Kolko najmenej ponoZiek v zdsuvke moze byt? Kolko, ak je pocet Giernych ponoZiek

parny?

1.3.1 RieSenie

V knihe [25] st vsetky priklady vyrieSené, tak sa ideme pozriet, ako riesili konkrétne
priklad, ktory zaujima nas.

Oznacme si r ako pocet cervenych ponoziek a b ako pocet Ciernych ponoziek. Pravdepo-
dobnost, Ze prvd vytiahnutd ponozka bude ¢ervend, je 3 Pravdepodobnost, Ze druhd

bude cervend, zavisi od toho, ¢i bola prva vytiahnutd ¢ervena alebo ¢ierna a je rovna

r—1

~5=7 Teda celkovd pravdepodobnost je

r r—1 1

r+br+b—1 2 (6)

Teraz si ukdZzeme, v akom vztahu si medzi sebou prvy a druhy ¢len stic¢inu. Dokdzeme,
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7e prvy bude vicsi ako druhy. Postupne budeme robit ekvivalentné tipravy.

r - r—1
r+b r+b-1
r(r+b—1)> (r—1)(r +b)

rP4rb—r>ri4rb—r—»b

0> —b.

V druhom kroku sme mohli zlomky vyndsobit menovatelmi, pretoze tie s kladné. Nakonci

nam ostalo 0 > —b, ¢o aj naozaj plati, pretoze r,b su kladné ¢isla. Takze naozaj, prvy

clen je vacsi nez druhy. Dalej vieme, Ze keby sme vynésobili prvy ¢len sam so sebou, tak

by pravdepodobnost bola viésia ako %, pretoze sucin vacsieho a mensieho clena je rovny
1

%, preto stcin vécsieho clena so sebou bude vécsi ako ;. Analogicky, keby sme druhy

¢len vyndsobili sdm so sebou, pravdepodobnost by bola mensia ako %, a teda mozeme to

(i) >3 (k) "

T4to nerovnost nie je ekvivalentnd s (8), je to len jej nutnd podmienka. Kedze 7,b si

’ )
zapisat v tvare

kladné nezaporné ¢isla, moézeme (7) odmocnit, odkial dostdvame

r - 1 S r—1
r+b" V2 r+b—1

Z prvej nerovnosti mame
1

V2-1

r >

b= (V2+1)b.
Z druhej nerovnosti mame
(V2+1)b+1>r,
alebo teda
(V2+1)b+1>7r> (V24 1)b. (8)
Pre b = 1,r musi byt vicsie nez 2,414 a mensie nez 3,414 a jediné rieSenie je r = 3. Pre
r =3,b=1, dostavame:
X — 7
4 3 2
odkial vidime, Ze najmensi pocet ponoziek v zasuvke je 4. Daldia otdzka bola, ¢o ak je
b parne, takze budeme do (8) dosddzat postupne parne ¢isla. V nasledujicej tabulke si

vypocitané pravdepodobnosti pre jednotlivé b a r.
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Tabulka 3: Pravdepodobnosti pre jednotlivé b a r

b | interval r | pripustné r | P(2 ¢ervené ponozky)
54 4 1

2| 58,438 5 25 F 5
109 41

4| 107,9.7 10 s 41
1514 _ 1

6| 15.5, 14.5 15 bl _ 1

Pravdepodobnost rovné jednej polovici je vtedy, ked b = 6,7 = 15, takZe najmensi pocet
ponoziek v sufliku, ak je b parne, je 21. Keby sme chceli vediet d'alsie hodnoty b, r, podla
[21] by nés to viedlo k Pellovej rovnici. Tymto riesenie v [21] konéi, my sa ale blizsie

pozrieme na uvedeni poznamku o Pellovej rovnici.

1.3.2 Pellova rovnica

Pellova rovnica je Specialny pripad diofantickej rovnice, ktora ma tvar
2?2 —dy* =1,

kde x,y € Z st nezname a d € N je fixny parameter, ktory nie je Stvorec.

Najprv si povieme nieco o histérii Pellovej rovnice [3]. V roku 628 bol indicky matematik
Brahmagupta prvy, ktory studoval Pellovu rovnicu rozsiahlo. Ako prvy objavil metédu
generujicu vela rieSeni Pellovej rovnice a povedal, Ze ak by mohol n4jst len jedno riesenie
rovnice, tak by mohol vygenerovat d'alsie. Hovoril, Ze ak by mohol néjst riesenie x,y pre
2?2 —dy? = k, kde k = £1, 42 alebo £4, tak by mohol najst celociselné riesenie Pellove;
rovnice. Thito metédu pomenoval samasa.

Dalsf velky krok vo vyskume Pellovej rovnice urobil v roku 1150 Bhaskar II. Pokracoval
v krokoch Brahmagupta, nasiel sposob, ako najst rieenie Pellovej rovnice zaéinajicu
riesenim 2?2 — dy? = k pre z,y. Vybudoval metédu, ktort nazval chakravala. Je to algorit-
mus, ktory umoziuje vyriesit Pellovu rovnicu. V roku 1657 Fermat vyzval matematikov
v Eurépe, aby riesili mnohé problémy, z ktorych jeden bol problém, ktory Bhaskara II
predtym riesil mnoho rokov: 6122 + 1 = y?. To viedlo matematika Brounckera k stidiu

tejto rovnice. Brouncker prisiel k rieseniu, ktoré pouziva refazovy zlomok.
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Z [17] vieme, Ze spojenie Johna Pella s rovnicou spociva v tom, ze prelozil preklad Tho-
masa Brankera z knihy od Johna Rahna- ”Teutsche Algebra”do angli¢tiny s diskusiou
o Brounckerovom rieSeni rovnice. Leonard Euler si mylne myslel, Ze toto rieSenie bolo
vymyslené Pellom, vd'aka ktorému pomenoval rovnicu po Pellovi.

S néjdenim riesenia Pellovej rovnice ndm pomoze nasledujica veta z [3].

Veta 1.9. Ak d > 0 nie je stvorec, Pellova rovnica x* — dy?> = 1 md nekoneéne vela
riesent, ktoré vyrdtame nasledujicim spésobom. Ak (xo,yo) je najmensie mozné, pozitivne

riesenie, tak vseobecné riesenie je dané ako
x4 yVd = £(xg + yoVd)*  k € Z.
Skisme si ukdzat riesenie nasledujiceho prikladu:
w2 =3y =1.

Prvé riesenie odhadneme. Vidime, Ze rovnica ma rieSenie, ak r =2 a y = 1.

Nové redlne éfslo, ktoré zodpoveda rieseniu rovnice 22 — 3y? =1 je
(24 1V3) (24 1V3) = 7+ 4V/3.
Nasli sme d'alsie riegenie, pretoZe (7,4) riesi nasu rovnicu. Ideme hladat d'alSie rieSenie.
(24 v3)? = (2+ V3)(7T+ 4V3) = 26 + 15V/3.
(26,15) riesi nasu rovnicu. Podobnym postupom dostdvame dalsie riesenia

r+yvV3=(2+V3)" neN,

1.3.3 Pouzitie Pellovej rovnice pri rieSeni tlohy o ponozkach

Teraz sa vratime k rieSeniu nasho povodného prikladu. Aplikovanim vety sme zistili, ze
rieSenim Pellovej rovnice nie stu konkrétne ¢isla r, b, ale nové premenné x, y, ktoré vznikli
transforméciou r, b a ktoré vyhovuju rieseniu Pellovej rovnice. To, Ze r, b nie si konkrétne
¢isla, sa dalo ocakdvat na zéklade podmienky (8). Z niekolkych riesen{ rovnice z*—8y* = 1

sa zd&, Ze rieSenia rovnice si y = b a x = 2r —2b — 1 a teda (7, b) spiﬁajﬁ
(2r —2b—1)* - 8* = 1.

Teraz musime dokézat nasledovnii pomocnt lemu, z ktorej vyplyva, Ze nase pozorovanie

plati pre vSetky rieSenia r, b.
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Lema 1.10.
r r—1 1
2 —2—1)7 -8V =1« = _.
(2r ) rbr+b—1" 2

Dékaz. Postupne budeme upravovat obidve rovnosti, z ktorych dokdzeme tiito lemu.

Najprv budeme upravovat druht rovnicu
r r—1 1
r+br+b—1 2
2r(r—1)=(r+b)(r+b—-1)

2 — =124 rb—r+rb+b>—0>
r2—2rb—r4+b—0=0

472 — 8rb — 4r + 4b — 4b* = 0.

S touto rovnicou uz nevieme lahko pohnit, tak ideme upravovat prvi rovnicu

(2r—2b—1)* -8 =1 (9)
Ar=4rb — 2r — 4rb+ 46> +2b — 2r +2b+ 1 —8b* =1 (10)
4r® — 8rb — 4r + 4b — 4b* = 0. (11)

Prva rovnicu sme upravili na taky isty tvar ako aj druhu rovicu. Tym sme dokazali

lemu. O

Zavedieme substitticiu = 2r — 2b — 1, y = b. Hladdme rieSenia rovnice x? — 8y = 1
pomocou vety (1.9). Z nich r = %x +y+ %, b = y. Z lemy vyplyva, ze tak dostaneme
hladané rieSenie. V nasledujicej tabulke st d'alsie riesenia rovnice 22 — 8% = 1 a ndsho

prikladu.

Tabulka 4: RieSenia nami najdenej Pellovej rovnice a nasho prikladu

x Y — r b
3 3 1
17 6 15 6
99 35 85 35
577 | 204 493 | 204
3363 | 1189 2871 | 1189
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1.4 Ponozky starostu mesta Wohascum

V d'alsom priklade z [13] sa pozrieme na problém starostu strediska Wohascum, ktory ma
ponozky v roznych odtiefioch sivej a chce ich ndhodne, ale spravne sparovat. Zadanie teda
znie: Starosta ma 10 parov ponoZiek, v rozmedzi desiatich farebnych odtieriov od svetlosivej
aZ po Eiernu. Pdr je nenositelny, ak sa farba jednej ponozky od druhej odlisuje o viac ako
jeden odtieni. Akd je pravdepodobnost, Ze ak ndhodne spdrujeme ponozky, budi spdrované

tak, Ze vsetkijch 10 pdrov bude nositelnijch?

1.4.1 RieSenie

V knihe bolo aj riegnie tohto prikladu, ktoré si ideme ukdzat a vysvetlit.

Jeho zdkladna myslienka je, Ze nositelné pary zaéneme péarovat od najtmavsich odtietov.
Najprv vyjadrime, kolko méme prijatelnych moznosti, ako sparovat ponozky. Predpokla-
dajme, ze mame n parov ponoziek v postupne tmavsich odtienoch s rovnakymi podmien-
kami na to, aby bol par nositelny. Nech f(n) vyjadruje pocet parov, ktoré si prijatelné.
Pre n < 2 mdme iba jeden pdr, to je prijatelné parovanie a f(1) = 1, f(2) = 3. Pre n > 2
treba zvazit jednu ponozku z m—teho paru (najtmavsi par). Ona musi byt sparovana
so svojou dvojickou alebo s jednou z ponoziek z n — 1 paru. Ak je sparovana so svojou
dvojickou, mdme f(n — 1) prijatelnych moznosti, ako sparovat n — 1 ostavajicich parov.
Ak je sparovand s ktoroukolvek z dvoch ponoziek z n— 1 paru, jej parova dvojica musi byt
sparovana s druhou ponozkou svojho paru a ostdva nam n — 2 vhodnych péarov a f(n —2)
prijatelnych moznosti, ako ich sparovat. Pretoze st tu dve moznosti, ako to urobit, obidve

ich zahrnieme pre n > 2, a teda dostavame

f(n) = f(n—=1)+2f(n—2).

Charakteristickd rovnica tohto rekurentného vztahu je > —r — 2 = 0, ktorad m4 rieSenie

r = 2,7 = —1. Odkial dostdvame

f(n) = a2 +b(—1)",

Wl

pre nejaké konstanty a,b. Pre f(1) =1a f(2) =3 smenaslia= % ab= z, a teda

wN

B 2n+1 + (_l)n

fn) = =5
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Pocet prijatelnych moznosti, ako sparovat 10 parov ponoziek je f(10) = 683.

Na néjdenie celkového poctu parov si viimnime, Ze dand ponozka moze byt sparovand
19-timi moznostami. Jedna dand ponoizka ostdvajicich 18—tich, méze byt sparovana se-
demnéstimi moznostami a tak d'alej. Teda celkovy pocet parov je 19.17...3.1, ¢o modzeme
napisat ako dvojity faktoridl 19!!, v ktorom sa ¢initele znizujui po dvoch [1], ¢ize dostdvame

pravdepodobnost
683

o1 3~ L 04318 x 1076, (12)
Tymto sme vyriesili priklad z [13]. Teraz urobime rozsirenie prikladu a ukézeme, aky by bol
vysledok, keby bolo n velké. Toto uz v [13] nebolo. Intuitivne sa d4 ocakdvat, ze je to nula,
pretoze ¢im viac odtiefiov ponoZiek budeme mat, tym bude mensia pravdepodobnost,
ze ich spravne sparujeme. Urobime limitu vyslednej pravdepodobnosti pre n idice do

nekonecna. V Octave sme si vykreslili graf, ako bude vyzerat pravdepodobnost pre n €

{1,2,...,50} (Obr. 2).

By I I o

08 — -
06 — _
04 — -
_|_
02 — -
+

e —
0 10 20 30 40 50

Obr. 2: Limita pre n idiice do nekonec¢na.

7 grafu sa zd4, ze limita je nulovéa. Toto tvrdenie teraz dokazeme.

Pocitame limitu
2n+1 —1)»
fim 4 T A D
n—00 (2n — 1)!! n—o0 3(2n — 1)!!
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Vyraz, ktorého limitu poc¢itame, zdola ohrani¢ime 0, zhora ju ohrani¢ime tak, ze vyuzijeme

nerovnost (—1)" < 1
2n+1 + (_l)n 2n+1 +1

0< < .
— 32n—-D! T 3(2n— 1!
Teraz ideme upravovat d’alej horné ohranicenie
ntl 41 2 2" 1
L E + .
32n— DIl 3" 2n—DI " 3@2n— 1)
Plati lim,, 3(2+_1),, = 0, ukdzeme, ze aj lim,, ﬁ = 0.

Vyraz v limite ohrani¢ime nasledovne

1 < 2n < 2"
Cn—1N = 2n—11 = 2n—1)"

Prva nerovnost je jasnd, pretoze ked prvy vyraz vyndsobime 2", uréite je vysledkom vicsia
hodnota. Teraz dokazeme, ze (2n—1)!! < (2n—1)". Dvojity faktorial bude mensi, nanajvys
rovny ako obycajny faktorial (n!! < n!), pretoze pri dvojitom faktoridle odpocitavame dve
¢isla, kdezto pri obycajnom faktoridle iba po jednom c¢isle. Ak dokazeme, ze n! < n”, tak

bude platit n!! < n™. Této nerovnost sa d4 jednoducho dokézat.
nl=n(n—-1)(n—2)...2.1.
Teraz kazdy c¢len v rozpisanom faktoridle ohrani¢ime n.
nl=nn—1)(n—-2)...21<nn...n=n".

Tymto sme dokézali nerovnost n! < n", takze aj nerovnost n!! < n™. Teraz sa ideme
pozriet, & existuju limity vyrazov, ktorymi sme ohranicili vyraz v hladanej limite.

1
lim

B TR (13)

Kedze (2n — 1)!! ide do nekonecna, tak prevratend hodnota pojde do nuly. Tymto sme

dokdzali, Ze limita dolného ohrani¢enia existuje. Ohranicenie zhora moZzeme vyjadrit ako

o 2 \"__2
2n—1)" \2n—-1) ~2n—1

Vyraz sme takto mohli ohranicit, pretoze 52 pre n > 3 bude v intervale (0,1)

a ked budeme toto ¢islo umocnovat, tak ho zmensime. Limita posledného vyrazu je rovna

0.

2
lim =0 14

30



odkial uz dostdvame hodnotu limity

on
0= @i =7
Z toho vyplyva, ze plati aj
_2mth g (=)
0= Hm wn—fly)' =0
Cize N
jin S =0
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2 Vypocet strednej hodnoty a disperzie

2.1 Padne hlava

Vela prikladov z pravdepodobnosti je o tom, aby sme nasli strednii hodnotu a disperziu,
¢i uz nejakej pravdepodobnosti, alebo rozdelenia a podobne. Ttto kapitolu venujeme celi
prave rieSeniu takychto prikladov. Ako prvy si zoberieme priklad o hadzani mincou z
[18, pr.3.6] . Zadanie je nasledovné: Predstavme si, Ze hdadzeme pravou mincou. Oznacéme
N ako pocet hodov, pokym nam padne hlava (zahrnuty je aj posledny hod). Akd je strednd

hodnota a disperzia N ¢

2.1.1 RieSenie

Néhodna veli¢cina N ma geometrické rozdelenie. Z [28, str.140] pozndme definiciu geomet-

rického rozdelenia:

Definicia 2.1. Ndhodnd veli¢ina mda geometrické rozdelenie s parametrom p € (0,1), ak

PX =k =pl—pk?t prek=12,...

Dalej budeme pracovat s ndhodnou veli¢inou preznacenou ako X. Uréitd pozornost by
sa mala venovaf tomu, aby sa zabranilo nejednoznacnosti vyplyvajiicej zo zahrnutia
koneéného hodu. Niektoré definicie ho zahfnajui a vytvaraja priestor {1,2,...}, kym os-
tatné nie a ddvaju priestor {0, 1,2, ...}. V tomto pripade pouzivame prvi definiciu, pretoze
koneceny hod zahfiiame. Podla nasej definicie je jasné, ze ak X = k, mame k — 1 hodov,
dokym ndm v k-tom hode padne hlava. Z toho vieme uréit pravdepodobnost, Ze v k-tom

kole padne hlava
P(X =Fk)=0,5"10,5=0,5".

Pouzitim standardného vypoctu pre strednt hodnotu dostavame
o0
E(X) =) 05"
k=1
Teraz vypocitame, ¢comu je rovnda suma.

E(X)=0,5"4+2x0,5+3x0,5°4 ... (15)
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Podla DAlambertovho kritéria [22] zistime konvergenciu radu. Vidime, ze tento rad kon-

verguje absolitne, pretoze je to rad s nezapornymi ¢lenmi a plati:

k+1 1
i Gy 0O RED o 00R 0.5 0,5.

k—oo ag k—o0 0,5’“/{} k—oo k—o0 /{j

Zistili sme, ze limita je mensia ako jedna. Z toho vyplyva, ze rad konverguje, ¢ize existuje
limita ¢iastoéného suctu, limita prendsobend konstantou a podobne. Z [22] vieme, ze ak
rad s clenmi a; konverguje a ma stucet A, tak konverguje aj rad s ¢lenmi kag, kK € R a ma

sicet kA. Teda nas rad moZzeme prenssobit konstantou 0, 5.
0,5E(X)=0,52+2x0,5°4+3x0,5"+...

Tento prendsobeny rad tiez konverguje. Mozeme ho teda znova prendsobit konstantou.

Tentokrat prendsobime rad (—1). Novovzniknuty rad bude tiez konvergovat.
—0,5B(X)=-0,5"—-2x0,5-3x0,5"— ... (16)

Z [22] vieme, ze ak rady s clenmi ay, by konverguji a maji sucty A, B, potom aj rad s
¢lenmi ay, + by, konverguje a m4 sicet A + B. Teda rady (15) a (16) mozeme spolu scitat

a dostavame
0,5E(X)=0,5"+2x0,52+3x0,5°+... - 0,52 =2x0,5° -3 x 0,5 —....

KedZe nas rad konverguje, dokonca konverguje absoliitne, mézeme ho prerovnat, pretoze

tym sa jeho konvergencia nezmeni. Teda dostavame

0,5E(X) = 0,5"+(2x0,5°—0,5°)+ (3 x 0,5 =2 x0,5%) + ...

0,5E(X) = 0,5'4+0,52+0,5°+....

7Z pravej strany rovnice mozeme vybrat 0,5 pred zdtvorku. V zitvorke ndm ostane sicet

nekonecného geometrického radu, kde ¢ = 0, 5. Tymito upravami dostavame

0,5E(X) = 0,5(1+0,5"+0,5"4+0,5°+...)
1
0,5E(X) = 0,5
5800 = 05 (1)
0,5E(X) = 1
BE(X) = 2.
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Co uz je nas hladany vysledok strednej hodnoty.

Teraz si to odvodime pre vSeobecné riesenie, a teda ako sa vypocita strednd hodnota pre
ndhodnt veli¢inu s geometrickym rozdelenim, pretoze ndm to moze pomoct aj pri d'alsich
prikladoch. Pravdepodobnost tejto ndhodnej veliciny je dand ako p(1 — p)¥~1. Umocnili
sme to na k — 1 kvoli tomu, Ze neberieme do uvahy posledny hod, a teda méame k£ — 1
hodov, nez nam prvykrat padne hlava. Stredni hodnotu mézme napisat ako

o0

E(X) = Y p(l—p) 'k

BOY) = 753 (1= p)%
%E(X) = (1-p)+2(1—p)*+3(1—p)* +4(1 —p)* +...

Teraz rovnice prenasobime —(1 — p) a rovnice spolu s¢itame, odkial dostdvame

(1-p)(1—-(1-p)

. EX) = 01-p)(1+0-p+1-p2+1-p?P+..)

EX) = 1+(1—-p)+0—p2+10—-p3+...,

¢o uz je suma nekoneéného geometrického radu, kde ¢ = 1 — p, a teda mozeme napisat

CR (17)

PO T s

Teraz sa vratime spif ku rieseniu nasho prikladu. Stredni hodnotu sme definovali ako
¢islo, ktoré istym sposobom charakterizuje ndhodnt veli¢inu. O tom, nakolko je tato
charakterizacia ,dobra“, teda ako si hodnoty rozptylené okolo strednej hodnoty, nam

bude hovorit disperzia ndhodnej veliciny. Z [18, str.44] pozndme definiciu disperzie.

Definicia 2.2. Nech X je diskrétna nahodnd velic¢ina so strednou hodnotou E(X). Dis-

perzia ndhodnej veliciny X je cislo

ak tato strednd hodnota existuje.
Disperzia sa d4 jednoduchsie poéitat pomocou vzorca
D(X) = E[(X - BE(X))!] = B(X?) - (E(X))”. (18)
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Tento jednoduchsi vzorec pouzijeme aj my pri rieSeni nasho prikladu. Strednd hodnotu

E(X) uz pozndme, teraz potrebujeme vypocitat, comu sa rovna E(X?).
E(X?) => 0,5
k=1

Ideme vypoécitat, comu je rovnd suma. Budeme postupovat podobne ako pri hladani

E(X). Najskor dokazeme konvergenciu radu pomocou D*Alambertovho kritéria [22]

. .. 0.5"NE4+1)2 0,5k . k. 0,5
O e AR T o e e T i =08

Zistili sme, ze limita je mensia ako jedna, teda rad konverguje, ¢ize existuje limita ¢iastoéného
sictu, limita prendsobend konstantou a podobne. Preto s nim moézeme robit nasledujice

ekvivalentné tipravy. Najprv si rozpiSeme sumu a celi ju vyndsobime 0, 52.

E(X*) = 0,5+4x0,524+9x0,5°+16 x0,5* +...

0,5°F(X?) = 0,5°+4x0,5"+9x0,5°+16 x 0,5° + ...
Druhy riadok odpocitame od prvého a dostaneme

(1-0,5)E(X?) = 0,54+4x0,524+8x0,5°+12x0,5"+16 x 0,5° + ...

(1-0,5)E(X?) = 0,5+4x0,50,5+2x0,52+3x0,5°+4x0,54...).
Vidime, ze vyraz v zdtvorke je rovny E(X), preto mozeme napisat

(1-0,5°)E(X?) = 0,5+2E(X)

0,5+2E(X) _ 0,5+22
2 ) )
EXD = 58 “1-0m ©

Teda teraz pozndme E(X) aj E(X?), ktoré mozeme dosadit do (18), odkial dostavame
hodnotu disperzie

D(X)=E(X?) - (B(X))?*=6-2%=2.

Tymto sme zakladny priklad vyriesili.

2.1.2 Suicty nekoneénych radov

Teraz sa trochu vratime ku sti¢tom nekoneénych radov a ukdzeme si, aké mozu byt zradné.

V predchadzajicom priklade sme mali absoltitne konvergentny rad. Teraz si ukazme, ako
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je to s relativne konvergentnym radom. Rad je relativne konvergentny, ak rad » ;- a; je

konvergentny a rad Y -, |ax| je divergentny. V nasom pripade méme rad

L (—1)k+t 1 1 1 1
S=) ~ 2 =1—-C4-—"4—-—...
2 k 2737175

k=1

Tento rad je konvergentny a limita sic¢tu je In2. Ked ddme rad do absolitnej hod-
noty, dostdavame harmonicky rad, ktory je divergentny. Ked'Ze je relativne konvergentny,
moZeme ho prenasobit nejakou konstantou z mnoziny redlnych ¢isel. V nasom pripade —%

a dostavame

15— 1+1 1+1
27 2 4 6 8 7

Aj tento rad konverguje, preto ho moze séitat s povodnym radom a dostdvame

Teraz by sme mohli chcietf pokracovat tak, ako sme to robili aj v predchddzajicom priklade

pri vypocte strednej hodnoty, a teda prerovnanim radu.

N A SN A R S SNE A WS BN A S AT
2 2 2) "3 474) "5 6 6

1 1 1 1
1+ (-)4+-+0+-—=+....
+()+3+ tr—gt

[
n
I

Zmova prerovname rad a dostavame

1 1 1 1 1
8 = 14 (- +=—4—Z+...
2 Pt g g5t

= 0,
¢o je nespravny vysledok. Chyba nastala pri prerovnani radu, pretoze z [22] vieme, Ze
ak je rad relativne konvergentny, tak prerovnanim radu mozeme zmenit sicet relativne
konvergentného radu a takisto jeho prerovnanim moze z relativne konvergentného radu

vzniknit divergentny rad. Preto je dolezité byt opatrny pri kazdom kroku pri tpravéach

nekonecnych radov.

2.1.3 Navrat k prikladu 2.1, doplinujice otazky
V priklade boli aj dalsie podotézky, ktoré si postupne vyriesime.
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A. Na konci tohto roka vam zaplatime 1$, na konci budiceho roka 2$ a tak dalej.
Efektivna rokovd miera je i. Odvodte, akd je terajsia hodnota tohto platobného

toku.
B. Odvodte strednii hodnotu a disperziu Poissonovho ndhodného rozdelenia.

C. Akd je strednd hodnota a disperzia, ak X bude pocet znakov predtym, ako ndm padne

hlava?

A. Podme sa pozriet na rieSenie prvej podotdzky. Pod efektivnou trokovou mierou
chapeme prepocet irokovej miery s viacnasobnym pripisovanim urokov na trokovi mieru
s jednorazovym pripisovanim trokov. Dalej nds zaujima terajsia hodnota penazi, vo fi-
nancidch sa pouziva vyraz present value [2]. Sticasnd hodnota penazi je dnesnd hodnota
platieb, ktoré sa uskuto¢nia v budicnosti. V nasom pripade bude hodnota penazi rovna

1 2 3 =k
PV = =
R e ER e D DY e

Teraz si vyjadrime, comu sa rovnd suma a tym dostaneme aj odpoved na hladant otdzku,
a teda akd je sti¢asnd hodnota peniazi. Postupovat budeme podobne, ako sme to robili aj

v riesen{ ivodného prikladu. Najprv si podla D‘Alambertovho kritéria dokdzeme, Ze rad

konverguje
k+1
T ErT ) 1 . 1 1
lim (Hk)kH = lim —— + lim — = -,
k—oo T n—oo 1 +1 n—00 (1—|—Z)k 1+

Pre 7 > 0 je tato limita mensia ako jedna, teda rad konverguje, ¢ize existuje limita

¢iastoéného suctu, limita prendsobend konstantou a podobne. Preto s nim mozeme robit

L

nasledujice ekvivalentné tpravy. Sumu si rozpiseme a vyndsobime ju -
+1

pv = L 2, 3 1
Col+d o (1492 (1443 (14494
1 1 2 3 4

TS I L IR L SRR T GO AR

V dalsom kroku odpoéitame druhi rovnicu od prvej

lbizly, 1 1
1+ Cl4d o (14492 (1443 (T4

. . . 1 /
Na pravej strane rovnice vyjmeme 1 pred zatvorku

(SRS S CUNUS SUR SN SR
T+ 143 T+ (1+4)2  (1+i)P (140
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V zatvorke mame sucet nekonecného geometrického radu, kde ¢ = lg| < 1, za pred-

L
T+i°

pokladu, Ze i > 0, teda zatvorku mozeme napisat v tvare

] 1 1
PV = — .
1+Z 1+Z 1_1_+z

1 Py — 1.1—?—1
1+ 1+7 1
11
PV o= —°
22

Ak by nastal taky pripad, ze |¢| > 1, bolo by to preto, ze i € (—1,0], ¢ize efektivna urokova
miera by bola zaporna. Prikladom takej irokovej miery je EURIBOR. V takom pripade
by stcet nekoneé¢ného geometrického radu divergoval, ¢ize by nemal konecny sucet, a
teda nevedeli by sme povedat, aké je terajsia hodnota platobného toku. Tymto sme nasli
rieSenie prvej podotazky.

B. V druhej podotdzke mame néjst strednii hodnotu a disperziu Poissonovho rozdelenia.

Najprv si uvedieme definiciu tohto rozdelenia [18, str.39].

Definicia 2.3. Ndhodnd velicina X md Poissonovo rozdelenie s parametrom A > 0
(oznacujeme X ~ Pois(\)), ak

)\k
_ A
—C R

pre k=0,1,....

Stredni hodnotu vyjadrime ako
E(X) = kz ke M
=1

RozpiSeme si sumu a postupne budeme robit ekvivalentné tipravy, aby sme sa dostali k

vysledku.
2 3 4
E(X) = 6_)‘)\—{—26_)\%+36_)\%+46_>\;\—4+...
PPN
E(X) = e A +25=+3"—+4—+ ...
(X) e<+2+36+24+)
3 4 5
E(X) = e—*<A+A2+%+%+;—4+...)
PP
E(X) = e\ (1 4
(X) eA(+>\+2+6+24+)
PP CEND S
oA T,
EX) = e A(1+A+2!+3!+4!+...>
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Taylorov rozvoj pre e je nasledovny

2 3 4 n
x x x x "
6—1+$+§+§+Z+ +E+O($)
Tento rozvoj vyuzijeme v nasom vypocte, pretoze si moZeme vsimnit, Ze v zdtvorke je

Taylorov rozvoj pre e

)\2 /\3 )\4

E(X):eA)\(1+)\+—+—+—+ ):eAAeA:A. (19)
2030 4l

7 Taylorovho rozvoja pre e* vyplyva nasledujtica pomocka, ktord vyuzijeme pri vypocte

disperzie
=> - (20)
k=0
Z (19) vyplyva, ze strednd hodnota Poissonovho rozdelenia je E(X) = . Teraz vypocitame

disperziu. Vypocet urobime pomocou vzorca (18). E(X) uz poznéame, teraz si potrebujeme

vyjadrit, comu sa rovna E(X?).

E(X?) = ) ke
k=1 ’
A2 A3 2
— e 2 AN 2 -\ 2 A
= A+ 2% 2 + 3% 3'+4e 4!+...
) )\3 4 )\5
= <A+2)\ +3§+4§+5E+'”)

A X
_ -
= e A(1+2A+32l+43'+54|+...)

Teraz si vyraz v zatvorke prepiSeme do sumy

0 )\kl

E(X?) = *A)\Zk

Vidime, ze suma sa podobd na (19), a to aj chceme, preto sa teraz pokusime upravit

sumu. Mozeme ku k pripoéitat §pecidlnu nulu

o0 [e.9]

- Z —1—}—15'/\ Z —1)\ +Z )\’ (21)

k=1 =1 k=1 =1

Druht sumu moézeme upravit posunutim %, odkial dostdvame

> e

k=1

)\kl e

Z%: . (22)
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Prvi sumu musime viac upravit, aby sme sa dostali k Zelanému vysledku. Najprv sa

zbavime ¢lena k — 1

G —1Ak1 G (k—l/\’fl S )\k—l
Z - (k—1)(k Z

k=1 k=1 k=2

Tym, ze sme odstranili v citateli aj menovateli £ — 1, suma nam nepojde od 1, ale od 2.

Teraz ¢itatel vyndsobime $pecidlnou jednotkou a upravime na pozadovany tvar

0 /\kfl )\k 1/\1)\ 1 0 )\ku o )\
pIF R B s A G AL @

k=2 ’ k=2 =2

Dosadenim (22), (23) do (21) dostdvame

Z )\k—l \
k =Xe” + A\
— " (k- 1)

k
Teraz budeme pokracovat vo vypocte E(X?)
E(X?) =e A+ 2) = A2+
Teraz uz lahko vypocitame disperziu, a teda,

D(X)=E(X?) - (EX))>*=X X+ A=A\ =)\

Vidime, ze disperzia a stredna hodnota Poissonovho rozdelenia sa rovnaju, a teda vyriesili
sme aj druhu podotazku.

C. Pod'me sa pozriet na rieSenie tretej podotazky. Pytaji sa nés, akd bude stredné hod-
nota a disperzia, ak X bude pocet znakov predtym, ako padne hlava. Preoznac¢ime si X
na X, kvoli tomu, Ze v rieSeni budeme vyuzivat aj stredni hodnotu a disperziu ndhodnej
veliciny X zo zakladného prikladu. Ked'ze kkrat padne znak s pravdepodobnostou 1/2 a
raz padne hlava s pravdepodobnostou 1/2, tak vyslednd pravdepodobnost bude

P(X, = k) =0,5%0,5,

kde £k =0,1,2,..., pretoze posledny hod nie je zahrnuty v X;. Strednt hodnotu mézeme
potom vyjadrit ako

E(X;) =) k0,5%0,5=0,5> k0,5" =0,5 k0,5" = 0,5E(X). (24)
— k=0 —
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V poslednom kroku sme zmenili v sume k, ktoré uz nejde od 0, ale od 1. Mohli sme to
urobit, pretoze ked k = 0, prislusny ¢len sumy sa rovna nule. V priklade 3.6 sme zistili, ze
E(X) je rovna 2. Dosadenim tejto strednej hodnoty do (24) dostavame hladani stredni
hodnotu

BE(X))=0,5E(X)=0,5x2=1.

Disperziu vypocitame pomocou disperzie D(X) z tivodného prikladu

D(X,)=D (0, 5> kO, 5’“) =0,5°D (Z k0, 5’f> =0,52D(X) = 1X2=73
k=1 k=1

Co uz je nasa hladand disperzia.

2.2 Momentova vytvarajiuca funkcia

Vicsina prikladov, ktoré sme v tejto bakalarskej praci pocitali, boli aplikované v beznom
zivote. Ci uz to bolo parovanie ponoziek, alebo hadzanie mincou. Dalsf priklad, ktorym
sa budeme zaoberat, uz bude ¢isto matematicky a len tazko by sme ho nasli v redlnom
zivote priamo v tejto podobe. Neskor vsak uvidime, ze takéto vypocty maju aj praktické
aplikdcie. Konkrétne to bude priklad z [20, pr.3.37], ktorého zadanie znie: Ak je X z
rozdelenia N(u,o) a X > 0, vypoéitajte hodnoty E(X?) a E(e*¥).

2.2.1 RieSenie

Ako prvé vyriesime, comu je rovné F(X?). Pomdzeme si vzorcom na vypocet disperzie
(18), odkial vyjadrime

E(X?) = D(X) + (B(X))*.
Ak je X z normdlneho rozdelenia N(u, o), tak potom E(X) = u a D(X) = o2, Pouzitim

tychto poznani dostavame
E(X?) = D(X) + (E(X))* = o

Definicia [18, str.59] normalneho rozdelenia ndhodnej veli¢iny je nasledovna:

2

Definicia 2.4. Ndhodnd veli¢ina md normdlne rozdelenie s parametrami p, o, ak md

& 1 (z—p)?
T) = e 202 dx.
/(@) /oo V2mo?
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Teda uz pozname hustotu X. T4 nam pomoze v rieseni druhej casti prikladu, kde uz na
to pojdeme pomocou vSeobecného vztahu na vypocet strednej hodnoty [18, str.56] pre
spojité nahodné veliciny.

Veta 2.5. Ak X je spojitd ndhodnd velicina s hustotou f a g: R — R je borelovskd funkcia,
tak

E(g(X)) = / " g(0)f(@)de, (25)

ak tento integral konverguje absolitne.

Funkcia hustoty normalneho rozdelenia je f(z). Teraz ideme na zdklade tychto zisteni
vypoéitat, comu je rovné E(eX).
(z—p)?

& 1 (z—p)? & 1
E AXY Az s _ - Ar— .
() = /_oo ‘ 27?026 o de /_oo 27r(72e o da (26)

Najprv si skisime upravit exponent pri eulerovom ¢isle, aby sme tam dostali ,krajsi*

vyraz, z ktorého by sme mohli vidiet viac.

N — (x—p)*  20°Ax —a® 4+ 2op — p* _x2 —2x(p + 02 N) B u_2
202 202 B 202 202’

V prvom zlomku upravime ¢itatel na stvorec a dostdvame

w2ttt (@ (AP (p oA

202 202 202 202
Exponent sme upravili do pozadovaného tvaru a pokrac¢ujeme v rovnici (26)
o e=)? (uto?2)2?—p2 /°° 1 (= (u+o?a))?

& 1 A\ _
- ¢ 202 dr = e 202
/_oo V2mo? 0o V2mo?

2222
e 207 dr =e 3
Co uz je nas pozadovany vysledok. Integral je rovny 1, pretoze vyraz v integrali je hustota

A+

normélneho rozdelenia N(u + o2\, o).
Vysledok druhej casti prikladu je teda rovny

22

E(eM) =Mt e, (27)

V rieSeni bola tato funkcia interpretovand ako momentova vytvarajica funkcia nahodnej

premennej X. Podla [31, str.112] je definicia momentovej vytvéarajicej funkcie nasledovna.

Definicia 2.6. Redlnu funkciu redlnej premennej
Mx(t) = E(e)
nazveme momentovou vytvdrajicou funkciou nahodnej veliciny X .
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V priklade boli d'alsie podotazky, ktoré uz neboli vyriesené a my si ich postupne vyriesime.

Zadania boli nasledovné

A. Vypocitajte momentovi vytvdrajicu funkciu ndhodnej premennej, ktord ma Poisso-

novo rozdelenie s parametrom « a o ktorej viete, Ze

B. Ukazte, Ze ak momentovd vytvdrajica funkcia X je dand M(N), potom madzZeme
pocitat momenty pomocou

d"M(N)

B(X") = — .
A=0

(28)

C. Vsimnite si, zZe ak'Y ~ N(0,1), potom X = oY + u. Vypocitajte momentovi
vytvdrajucu funkciu Y a pouZite ju na potvrdenie vypoctu momentove] vytvdrajice]

funkcie X, ktoriu ste vypocitali.

A. Pod'me sa pozrietf na riesenie prvej podotazky, a teda aka je momentova vytvarajica
funkcia nahodnej premennej, ktord ma Poissonovo rozdelenie. Strednii hodnotu diskrétneho

rozdelenia moézeme vypocitat ako
E(g(X)) =) g(z)P(X = z;).
i=0

V nasom pripade budeme teda pocitat

00 k 00 k 00 Mk
AYY MNe —aY DY — (ae?)
E(e )—E ety =e E ey =e E TR
k=0 k=0 k=0
Teraz pouzijeme (20), pomocou ktorej uz dostdvame riesenie prvej podotazky
00 Ak

AYY . —« (ae ) _ _—a aet _ _aler-1)
Eet)=e E =€ e =e :

k=0

B. Pod'me sa pozriet na rieSenie druhej podotdzky. Najprv je dolezité, aby sme si uvedo-
mili, ze M()\) = E(e™Y). Teraz sa ideme pozriet, comu je rovnd pravd strana rovnice (28)
pri prvych derivaciach. Ako prvé si to ukdzeme pre prva derivaciu

d]\fl;\)\) = d%\ /Z M fx(z)dr = /Z (%em) fx(z)dz = /Z v fx(v)da.
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Mozeme si oznacit xe*® ako funkciu g(z) a pouzijeme (25), odkial dostdvame

/00 re™ fx(z)dr = E(XeMY).

V zadani sme mali vypocitat derivdciu momentu podla lambdy za podmienky, Ze lambda

je rovna nule. Dosadenim tejto podmienky dostavame
E(XeM) = BE(Xe%) = E(X).

Vidime, Ze pre prvu derivaciu to plati. Ukédzeme si, ze aj pre druhu derivaciu to plati.

d> M (\ [ T(d
d)\g ) _ o | e fx(z)de = /_ (a:ﬁe”> fx(z)dz
= /00 2?eM fx (z)dr = B(X?eM)|xz0 = E(X?).

Aj v tomto pripade dosadime podmienku zo zadania, ¢ize polozime lambdu rovni nule
E(X?%eM) = B(X?%°) = B(X?).

Aj pre druhu derivaciu to plati. Teraz si ukdzeme, ako vyzera n—td derivacia.

" M (\ [ © [
TEL) = W/ e’\mfx(ﬁ)d:(::/ (Wem) fx(z)dz

= / "N fx (x)dr = B(X"eM).
Pre A = 0 dostavame
d"M()\)

= B(X"e%) = B(X™).

dA™ 2o
Tymto sme vyriesili aj druht podotéazku. Tento dokaz bol urobeny pre spojité nahodné
veli¢iny, Cize pre tie, ktoré maju hustotu.
C. Podme sa pozriet na riesenie tretej podotdzky. Teraz si vypocitame momentovii
vytvdrajicu funkciu pre Y ~ N(0,1), teda E(e*Y).
E(eM) = /_Z e \/12_7rey22d:c = /_Z \/12_7remy21“12d;1:. (29)

Teraz upravime mocninu pri e pre dalsf postup.

2)\y—y2__y2—2/\y__y2—2)\y+/\2+)\_2__u+)\_2
2 B 2 N 2 2 2 2"

Upravent mocninu dosadime do (29) a pokracujeme.

/°° 1 2 /OO 1 en? a2, ﬁ/‘” 1 22
e 2 T = e 2 2 dr = e 2 e 2 T =e€2.
0o V2T oo V2T —oo V2T
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Odkial uz dostdvame riesenie E(e*Y), ktoré si dalej oznacime ako gy ()

2
E(e) =gy(\) =e7.
V zadani sme mali dané, ze X = pu + oY . Pod'me si vyjadrit, Gomu sa rovnad momentova

vytvarajica funkcia pre X.
gx(A) = E(e’\(“+gy)) = ME(eY) = Mgy (\o).

2 2,2
Pre o = 1 sme vypoéitali, ze gy (A) = e’r . Odtial vidfme, Ze gy (o) = e> %~ . 7 toho ném

vyplyva

2252 222
gx(\) = eMe Tz =Mt

¢o uz je vysledok momentovej vytvarajicej funkcie pre X, ktoru sme vypocitali v zakladnom

priklade. Teda potvrdili sme vypocet a tym sme aj vyriesili tretiu podotazku.

Naco st vlastne momentové vytvarajice funkcie dolezité? Teraz si z [15] ukdzeme, ako
a kde sa daju tieto funkcie vyuzit. Jednym z dovodov je vypocet velkej odchylky. Nech
S, = X1+...+ X, kde X; st nezavislé a rovnako rozdelené ako X, so strednou hodnotou
E(X) = p amomentovou vytvarajiicou funkciou ¢. V danom pripade je pravdepodobnost,
ze S, je daleko od svojej strednej hodnoty rovna nu, presnejsie P(S, > an), kde a > pu.

Z [15] pozndme vetu o ohrani¢eni velkej odchylky.

Veta 2.7. Predpokladajme, Ze ¢(t) je koneénd pre t > 0. Potom pre hocijaké a > p plati
P(S, > an) < e~M(@)

kde I(a) = sup{at — Ing(t) : t > 0} > 0.

Pod'me si to ukdzat na konkrétnom priklade.

2.3 Hod kockou

V [15] bol aj priklad s riesenim. Zadanie prikladu: HddzZeme n-krdt pravidelnou kockou.
Nech S, je suma vsetkiyjch vasich hodov. Odhadnite pravdepodobnost, Ze S,, presahuje svoju

stredni hodnotu najmenej o n, pre n = 100 a n = 1000.
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2.3.1 RieSenie

Dosadime to do vety (2.7). Vsimnite si, ze strednd hodnota p je rovnd 3,5, ¢ize E(S,) =

3, 5n. Dalej potrebujeme néjst hornt hranicu P(S, > 4,5n), t.j. a = 4,5. Navyse vieme,

ze

My potrebujeme vypocitat I(4,5), o ktorom z vety vieme, Ze je to pre ¢ > 0 maximum

funkecie

4,5t — lnd(t), (30)

ktorej graf je na obrazku nizsie.

Obr. 3: Graf funkcie (30)

Maximum je priblizne v ¢ ~ 0,37105. Dosadenim do (30) dostédvame, ze 1(4,5) je o nieco

vacsi nez 0, 178. Odkial dostdvame hornt hranicu
(Sn 2 4’ 5n) S 6—0,178717

¢o je okolo 0,17 pre n = 10, 1,83 x 1078 pre n = 100 a 4,16 x 10~ pre n = 1000.

2.4 Momentova vytvarajica funkcia v poistovnictve

Teraz si ukdzeme, kde sa d4 momentova vytvarajiica funkcia pouzit v redlnom Zivote. V
[15] bol priklad aj s rieSenfm z prostredia poistovne. Tento priklad bol v skuto¢nosti hlav-

nou motivaciou pre stidium velkej odchylky, §védskym statistikom Haraldom Cramerom,
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ktory pracoval ako poradca v poistovni v roku 1930. Zadanie je nasledovné: Predpokla-
dagme, Ze poistoviia dostdva denne trvalyj tok platieb vo vijske \. TatktieZ dostdva kaZdy den
nejaké mnozstvo pohladdvok. Predpokladajme, Ze toto mnoZstvo pohladdvaok md stredni
hodnotu p a disperziu o®. Dalej predpokladajme, Ze pohladdvky si deri ¢o deri od seba
nezdvislé. Kontrolori poZadujfi, aby v rdmci periddy n dni, bola poistovriia schopnd pokryt
svoje pohladdvky platbami ziskanymi v rovnakej periéde alebo inak. Zastrasovand prisnymi
kontrolami, poistovria chee neuspokojit kontrolérov s pravdepodobnostou menej nez nejaké
malé ¢islo €. Parametren, i, o a € si fizné, ale X je nieco, éo poistoviia kontroluje. Ndjdite,
comu je rovnd A.

Teraz si ideme vysvetlit, ako bol priklad rieSeny v [15]. Podla predpokladu mé pohladavka,
Y normélne rozdelenie, teda Y ~ N(u,0?) a platby, ktoré pokryvaji pohladdvky, budu
potom X = %, ¢ize z toho vidime, ze budi mat normalne standardné rozdelenie, teda
X ~ N(0,1). Vsimnime si, Zze potom Y = ¢X + p. Kombinované mnozstvo pohladavok

A~ ’ )
mozeme napisat ako

Y, — Y, —
X 4+...X, = " HL 4 a
g g

o(Xi+...X,) = Yi+... Y, —pu—...—p

nA=Y1+...Y, = o(Xi+...X,)+npu,

kde X; st nezavislé, rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s rozdelenim X; ~ N(0, 1), takze

potrebujeme najst ohranicenie pre

)\_
P<X1+...Xn2 “n) < e In
o

V tretej podotazke prikladu 3.37 v tejto bakalarskej praci sme vypocitali, ze momentova

vytvarajica funkcia pre ndhodnu veli¢inu s rozdelenim N (0, 1) je

N

t

o(t) = e

Z vety (2.7) vieme, Ze potrebujeme uréit, comu je rovny I, teda musime ndjst, comu
je rovné I =sup{at—In(4(¢))}. V nasom pripade je a rovné a = 2=£ a In(¢(t)) = %

Dosadenim tychto vyrazov do I dostavame



Teraz potrebujeme tiito funkciu maximalizovat pre ¢ > 0. Funkciu zderivujeme podla t a

polozime rovné nule, ¢ize dostavame

ATH 4

o
Druhou derivaciou zistime, ¢i v bode t = ’\%" je lokalne maximum alebo minimum. Druh4
derivécia je rovnd -1, z [22] vieme, Ze ak je druhd derivécia zapornd, v bode ¢ je maximum.

Teda nasli sme maximum a teraz ho dosadime do I, odkial dostdvame

2
Izl(A_M).
2 o

Nakoniec rieSenfm rovnice e " = € dostdvame
eI = e_%<%)2" = €
—% ( ;#)Qn = In(e)
A= u+o in(e)
n

Co je nas hladany vysledok.

48



3 Hadzanie mincou

3.1 Risk alebo zisk

V pravdepodobnosti sa vyskytuje mnozstvo prikladov o hodoch mincou. Mincou sme si
hadzali uz ked sme boli mali. Vaésinou s kamardtom, kedy ak padol znak, vyhral on a
ak hlava, vyhrali sme my. Vtedy sme eSte nevedeli, Ze za touto nevinnou hrou sa ukryva
matematika. Pod'me sa ale pozrief na trochu zlozitejsi priklad, ktory sa moze vyskytnit
na pohovore. Priklad je z [20,pr.3.5], kde je aj rieSenie, ktoré si podrobne vysvetlime.
Zadanie prikladu je nasledovné: Predstavte si, Ze hddZete pravou mincou. Zacinate s 13.
Ak vam padne hlava, vaSa pozicia sa zdvojndsobi, ak padne znak, vasa pozicia sa znizi o

polovicu. Akd je ocakdvand strednd hodnota, ak budete hddzat mincou donekonecéna?

3.1.1 RieSenie

Pod'me sa pozriet, ako v knihe riesili tento problém. Najprv si ukdzeme, ¢o sa stane pri
prvom hode. Pdjdeme na to cez indikétory [26]. Nech X; vyjadruje, akd udalost nastala
v i-tom hode.
2, padla hlava, s p.p.3
Xij =

1 .
3, inak.

Stredni hodnotu X; moZeme potom vyjadrit ako

Oznacme si S, ako suéin vsetkych hodov. Potom S,, = 1.X7.X5 ... X,,. Nds zaujima E(S,,).
Za predpokladu, ze hody su nezavislé, stredna hodnota stué¢inu je sucin strednych hodnot.

7 toho vyplyva
n n 5 n
E(S,) =E (H Xi> = HE(XZ-) - (Z) .
=0 =0
Ak n posleme donekoneéna, tak aj stredna hodnota pojde donekoneéna. V priklade boli
dve rozsirenia, ktoré uz neboli vyriesené a my sa ich teraz pokisime vyriesit.
A. Predstavte si, Ze ak padne hlava, tak vasa hodnota narastie x-krdt, namiesto 2. Kla-

sifikujte dlhodobé sprdvanie ako funkciu od x.
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B. Predstavte si, Ze ak padne hlava, tak vasa hodnota narastie x-krdat a ak padne znak,

hodnota klesne y < 1 krdt. Klasifikujte dlhodobé spravanie ako funkciu od x a y.

A. Podme sa pozriet na prvi podotézku. Na zaciatku si nakreslime jednoduchy strom,

ktory nadm zndzoriiuje, ako sa bude spravat hodnota nasich peiiazi po prvych hddzaniach.

Obr. 4: Binarny strom reprezentujuci prvé hody kockou

Oznacme si S7 ako ndhodnd premennt po i-tom hode. Sy je prvy koren nasho stromu.

Stredné hodnota S; sa dd vyjadrit ako

1 11 = 1
E = — _—_— = — —.
(S1) Qx-f— 55~ 3 + 1
Potom stredntt hodnotu S, moézeme vyjadrit ako
1 11 r 1 r 1\
E = = E ——E = — - E — — —
(50) = yoB(s) + 5380 = (5+3) B0 = (5+3)

kde E(S1) vyjadruje stredni hodnotu predchadzajiceho kroku. Teda méme na vyber dve
moznosti, bud sa ndm hodnota penazi zvysi z-krat, alebo sa zniZi o polovicu. Ked'ze
teraz ratame stredni hodnotu v druhej vetve stromu, musime tam zapocitat aj prvi
vetvu, preto obidve moznosti vynasobime strednou hodnotou predchadzajiceho kroku.

Vyzera to, ze pre S, bude stredna hodnota nasledovna:

sy (3+1)"

Teraz to dokazeme pomocou indukcie. Pre n = 1 sme uz vyssie ukazali, ze to plati. Ako

indukény predpoklad mame F(S,) = (% + }l)n Teraz si ukazeme, ¢i to plati aj pre n+ 1.

E(Suer) = ~2E(S0) + =2 E(S,) = (f + 1) E(S,).



Tymto sme dokonc¢ili dokaz matematickou indukciou. Teda vyriesili sme prvi podotazku.
Tento priklad by sa dal riesit takisto aj cez indikdtory a dostali by sme sa k rovnakému

vysledku. Nech X; vyjadruje, akd udalost nastala v i-tom hode.

x, padla hlava, s p.p.%
Xij =
1 .
3, inak .
Strednd hodnotu X; moZeme potom vyjadrit ako

1 11 = 1
E(XZ):_:E+__:§+Z

Stredni hodnotu ocakévanej vyhry po n hodoch vyjadrime
- - z 1\"  [(2z+1\"
E(S,)=F X |=|lEX)=|=+-] = .
o= (Ie) - eoo= (55) = (457)

B. Riesenie druhej podotazky sa v zadsade nelisi od rieSenia prvej. Hodnota peinazi nam

bude klesat iy < 0 ndsobne. Vyjadrime to cez indikdtory, a teda X; vyjadruje, akd udalost

nastala v ¢-tom hode.

z, padla hlava, s p.p.3
Xi =

%, inak.

Strednii hodnotu X; mozeme potom vyjadrit ako

1 1 rT+y

Stredni hodnotu ocakdvanej vyhry po n hodoch vyjadrime ako

E(S,) =E (12)() - QE()Q) - (x‘;‘/)n

3.2 Kto je na tom lepsie?

Pri prikladoch o minciach nad’alej ostdvame. Teraz si ukdzeme d'alsi priklad, ktory bol
spomenuty v knihe [7, str.25]. Jeho zadanie je nasledovné: Kamila a Kristina hrali nasle-
dujicu hru. Zobrali si mincu, ktord mala na jednej strane hlavu a na druhej znak. Potom
touto mincou hddzali dovtedy, kym pruykrdt padli po sebe dve hlavy alebo v danom poradi
znak, hlava. V prvom pripade vyhrala Kristina, v druhom Kamila. Ktord z nich je na tom

lepsie? V akom pomere je pravdepodobnost ich vijhier?
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3.2.1 RieSenie

V knihe bol priklad aj vyrieseny. My si teraz postupne vysvetlime toto riesenie. Kristina
vyhrd, ak padne {H H}, Kamila ak padne {ZH}. Mozeme uvazovat dve moznosti. Bud
hra niekedy skonéi, alebo hra nikdy neskonéi. Podme sa pozrief na to, ¢i je vobec mozné

aby hra nikdy neskoncila. Hra sa neskonci, ak od druhého kola padé iba znak. Teda ak

1

5 znak, tak podla geometrickej pravdepodob-

v prvom kole padne s pravdepodobnostou

nosti (2.1) bude od druhého kola padat znak s pravdepodobnostou (%)n_l. Ak v prvom

kole padne hlava s pravdepodobnostou %, tak v druhom méze padnit znova bud hlava
alebo znak. Ak padne znak, tak vieme, Ze bude padat stéle s pravdepodobnostou (%)n_1
Pravdepodobnost, ze hra neskonéi (= P(N)), a teda od druhého kola budi padat iba

A~ ’ )
znaky, mozeme napisat ako

o = 3 ()4 0)

KedZe sa pozerdme na sitaciu, Ze hra nikdy neskonéi, budeme hédzat donekoneéna min-

cou. Teraz urobime limitu pravdepodobnosti, ze hra nikdy neskondi.

P(N) = limp e (%)n_l = 0. (31)

Vidime, Ze hra nikdy neskonéi s nulovou pravdepodobnostou, ¢ize hra musi raz skoncit
s pravdepodobnostou jedna. Podme teraz vypocitat jednotlivé pravdepodobnosti vyhier
dievéat. V prvom kole moZe s rovnakou pravdepodobnostou, ¢ize %, padnif hlava aj
znak. Ak padne ako prvy znak, vyhrdva Kamila, pretoze uvazujeme, ze hra niekedy
skonéi, a teda ak bude niekolkokrat za sebou padat znak, raz musi padnit aj hlava.
Akonshle padne hlava, vyhrdva Kamila. Pravdepodobnost, Ze vyhrd Kamila je teda
P(vyhrd Kamila|padol znak)P(padol znak) = 4 x 1 = 0,5. Pravdepodobnost, ze vyhrd
Kristina je rovnd nule, teda P(vyhrd Kristina|padol znak)P(padol znak) = 5 x 0 = 0.

Podme sa pozrief na druhy pripad. S pravdepodobnosfou i méze padnif v prvom
kole hlava. Kamila v takomto pripade moze vyhrat s rovnakou pravdepodobnostou ako
Kristina, pretoze ak v druhom kole padne s pravdepodobnostou % hlava, automaticky
vyhrava Kristina. Ak v druhom kole s pravdepodobnostou % padne znak, vyhrava Kamila,

pretoze vieme, Ze hra niekedy skonéi, a teda raz musi padnit hlava, ¢ize vyhrava Kamila.

Z toho vieme urcit pravdepodobnost vyhry jednotlivych dievéat, ak padne v prvom kole
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hlava, a teda pre Kamilu, je to rovné P(vyhrd Kamila|padla hlava) P(padla hlava) = § x

1+ =0,25. Pre Kristinu je to P(vyhrd Kristina|padla hlava)P(padla hlava) = $ x 2 =0, 25.

1
2
Celkovt pravdepodobnost mozeme teda napisat
P(Kamila) = P(vyhrd Kamila|padol znak) P(padol znak) +
+ P(vyhrd Kamila|padla hlava)P(padla hlava)
P(Kamila) = 0,5+0,25=0,75
P(Kristina) = P(vyhrd Kristina|padol znak)P(padol znak) +
+ P(vyhrd Kristina|padla hlava) P(padla hlava)

P(Kristina) = 0+40,25=0,25,

¢ize lepSie je na tom Kamila. V priklade sme mali urcit, aky je pomer vyhry jednotlivych
dievéat. Pravdepodobnosti ich vyhier uz pozname, a teda hladany pomer pravdepodob-

nosti vyhry Kamily ku vyhre Kristiny je rovny
(32)

Cize hladany pomer je 3:1.

Tento priklad sme si naprogramovali aj v R. Porogram nam vypocita, kto v danej hre
vyhral. Spustili sme ho 100 000-krat a program ndm vypocital, kolkokrat vyhrala Kamila
a kolkokrat vyhrala Kristina. V nasledujicej tabulke je napisané, kolkokrat ktora vyhrala,

ak Kamila mala vyhrat, ked padne ZH a Krstina, ked padne HH.

Tabulka 5: Porovnanie po¢tu vyhier medzi Kamilou a Kristinou

Kamila | Kristina

74937 25063

7 tabulky vidime, Ze Kamila naozaj vyhrava castejsie ako Kristina a je to priblizne v
priemere 75:25. Teda Kamila vyhréva s pravdepodobnostou 75%.
Za vyrieSenym prikladom v knihe boli d'alsie rozsirenia tohto prikladu, ktoré uz neboli

vyrieSené. My si zoberieme jedno rozsirenie a postupne si vysvetlime jeho rieSenie. Zadanie:
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Uvazujte to isté zadanie ako v priklade ,,Kto je na tom lepsie?”s tym, Ze tentokrdt si
dievéatd vybrali iné skupiny. Kamila vyhrd, ak padne ZHH, Kristina vyhrd, ak padne
HHZ. Predpokladajte, Ze sa hra skonci.

Teraz si ukazeme riesenie tohto rozsirenia. V zadani mame napisané, ze mame predpokla-
daft, Ze hra skonéi. My si teraz ukdzeme, preco je v zadani takyto predpoklad. Uvazujme
situdcie, kedy hra neskonéi. Ako prvy si vezmeme pripad, Ze bude padat iba znak. Z

geometrickej pravdepodobnosti (2.1) vieme, Ze pravdepodobnost takejto udalosti je rovna

P(ZZ...7) = (%)nl

Pripad, Ze bude padat iba hlava sa vypocita ekvivalentne, pretoze hlava padne s rovnakou

pravdepodobnostou ako znak. Teda dostdvame

1 n—1
P(HH...H):(§) .
Dals{ pripad, kedy hra neskonéi je ten, ze bude padat striedavo hlava, znak. Obidva mézu

padntt s rovnakou pravdepodobnostou, ¢ize dostdvame

11 1 \"

V tomto pripade je jedno, ¢i padne ako prvy znak, alebo hlava, pretoze ako sme uz
spominali, obidva mo6zu padnit s rovnakou pravdepodobnostou, a teda aj vyslednd prav-
depodobnost bude rovnak4.

Ostal nam este jeden pripad a to taky, ze nam v prvom kole padne hlava a v ostatnych
bude padat iba znak. Pravdepodobnost toho, ze v prvom kole padne hlava je 3. Prav-
depodobnost, ze bude padat stdle iba znak je rovny (%)nfl, z toho dostavame vyslednt

pravdepodobnost, a teda

P(HZZ...Z) = (%)n

KedZe toto st pripady, kedy hra nikdy neskonéi, ocakdvame, Ze n pojde donekonecna.

Teda urobime limitu stiétu tychto pravdepodobnosti, odkial zistime, akd je tdto pravde-

ron = e (370 (3) 2 (3) 0 (3))

= 0. (34)

podobnost.
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Vidime, Ze pravdepodobnost takychto pripadov ide v limite do nuly, takZe situdcia, ze
hra nikdy neskonéf, nastane s nulovou pravdepodobnostou. Z toho je zrejme, Ze hra sa
raz skonéi s pravdepodobnostou jedna.

Vratme sa ku riegeniu prikladu. Pomoéze ndm, ak si nakreslime strom s prvymi udalostami,

ktoré mozu nastat.

Obr. 5: Binarny strom reprezentujici prvé hody mincou

Podme si postupne rozobrat kazdy pripad. Hlava alebo znak padne vidy s rovnakou
pravdepodobnostou, a to % Ak v prvom kole padne hlava, a aj v druhom kole padne hlava,
tak urcite vyhrd Kristina, pretoze hra niekedy skonéi. Teda aj keby niekolko kol po sebe
padala hlava, tak raz musi padnit znak a vtedy vyhrava Kristina. Ak v prvom kole padla
hlava a v druhom kole padne znak, tak urcite vyhra Kamila. Teraz si odvodime, preco
vyhrd Kamila. KedZe padol znak, po druhom kole mame situdciu HZ. V dalsom, teda
trefom kole, moZe padnut znova hlava alebo znak. Obidve dievéatd maji vo vyhernych
trojkombinaciach, ze padni dve hlavy po sebe. Na to aby vyhrala Kristina, potrebujeme
kombinciu HHZ, ale ked'ze teraz uvazujeme situdciu, Zze v druhom kole padol znak, tak
automaticky raz vyhra Kamila, pretoze ak padnu dve hlavy a pred nimi uz padol znak
je to vyherna kombinacia pre Kamilu. Pre situdciu, ze v prvom kole padne hlava su

pravdepodobnosti pre jednotlivé dievcata nasledovné:

P(vyhrd Kamila|padla hlava) P(padla hlava) = = x = =0,25

P(vyhra Kristina|padla hlava) P(padla hlava) = = x = =0,25.

N — DN —
N~ DN —

Ak v prvom kole padol znak, tak urcite vyhra Kamila, kvoli tomu, ¢o sme si spominali

vyssie. Cize my ocakdvame, Ze hra raz skonci, takze budi musiet padnit dve hlavy za
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sebou. Ked'ze ako prvy padol znak, dostaneme situdciu ZHH, ¢o je vyhra Kamily. Teda

pravdepodobnost pre dievéatd bude rovna

P(vyhra Kamila|padol znak) P(padol znak) =

N~ DN~
X
—_
I
“O
ot

P(vyhra Kristina|padol znak)P(padol znak) =

X

o
I

o

Celkovi pravdepodobnost uZ dostaneme séitanim jednotlivych pravdepodobnosti, odkial

dostavame

P(Kamila) = 0,25+0,5=0,75

P(Kristina) = 0,254 0=0,25.

Vidime, ze Kamila je na tom lepsie. Overime si to este v programe, ktory sme naprogra-
movali. V programe iba zmenime vyherné skupiny, ktoré si dievéatd urcili. V tabulke je

pocet, kolkokrat obe vyhrali, ked sme program spustili 100 000-krét.

Tabulka 6: Porovnanie po¢tu vyhier medzi Kamilou a Kristinou

Kamila | Kristina

75029 24971

Vidime, ze Kamila naozaj vyhrava castejsie ako Kristina. Tymto sme si nas vypocet

potvrdili.
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4 Priklady s hracimi kartami

4.1 Padne eso

V tejto kapitole sa budeme zaoberat prikladmi o kartdch. Ako prvy si rozoberieme priklad
z (20, pr.3.21], ktorého zadanie je nasledovné: Ak tahdm dve karty s ndvratom z obycajnej

sady kariet, akd je pravdepodobnost, Ze obe si esd? Akd ak tahdm bez ndvratu?

4.1.1 RieSenie

S navratom znamend, zZe ked vytiahnem prvykrat kartu, zapisem si jej hodnotu a vratim
ju naspit do balicka, odkial vyberam druhykrat kartu.

Méme 13 hodnot kariet a z kazdej hodnoty mame po 4 druhy (srdcové, pikové, karové a
krizové). Teda celkovo mame 52 kariet, z ktorych styri si esé. Pravdepodobnost vytia-

hnutia esa v prvom kole je rovna

4 1
P(vytiah kole) = — = —.
(vytiahneme eso v prvom kole) 5= 13
Pravdepodobnost vytiahnutia esa v druhom kole je rovnaka, a teda tieZ 1—13 Celkova

pravdepodobnost s ndvratom kariet bude teda suéin tychto pravdepodobnosti

1

P(vytiahneme dve esd s nédvratom) = B3~ 160

Ak by sme tahali bez ndvratu, tak pravdepodobnost vytiahnutia esa v prvom kole by bola
rovnaka ako v prvom pripade, a teda %3 LenZe teraz uz kartu nevraciame naspit, teda
v baliku mame uz iba 51 kariet a ratame s tym, ze vytiahnutd karta bola eso. V balicku
nam ostali uz iba tri esd, ¢ize pravdepodobnost, Ze v druhom kole tahania vytiahneme

€so0 je rovna 5—31 Celkové pravdepodobnost bude siéin tychto pravdepodobnosti

13 1
P(vytiah d i b wratu) = —— = —.
(vytiahneme dve esé bez ndvratu) 351 = 531
V priklade boli dalsie podotazky:
A. Akd je pravdepodobnost, Ze sme dostali dve esd v Pontoone?
B. Akd je pravdepodobnost vytiahnutia troch es s a bez ndvratu?

C. Akd je pravdepodobnost vytiahnutia esa a krdla bez ndvratu?
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A. Podme sa pozrief na rieSenie prvej podotazky. Najskor si vysvetlime, ¢o je to Pon-
toon [29]. Pontoon je exotickejsia varianta hry Blackjack. Pontoon pouziva 4 — 8 balickov
spanielskych kariet (obr. 16), pricom kazdy balicek obsahuje 48 kariet - 52 origindlnych
kariet, z ktorych si odobrané 4 desiatky. Na zaciatku hry sa rozdaji hracom dve karty,
ktoré si otocené licom nahor a dealerovi sa rozdajui tiez dve karty, ktorych hodnotu ale
nevidime. Hraé¢ sa snazi o to, aby jeho karty dali dokopy sicet 21. Podla toho, aki ma
hodnotu kariet sa rozhodne, ¢i chee este jednu kartu alebo bude hrat iba s tymi dvomi, ¢o

ma. Po rozhodnuti dealer otaca svoje karty. Vyhrava ten, kto méa blizsi alebo rovny sucet

kariet 21.
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Obr. 6: Spanielske karty [12]

Zoberme si, ze mame 4 baliky spanielskych kariet. Cize dokopy budeme maf 192 kariet, v
ktorych sa bude vyskytovat 16 es. Tym, Ze karty sa rozdaji hned na zaciatku, uvazujeme

o tom ako o tahani bez ndvratu. Teda pravdepodobnost, Ze prvé karta bude eso, je rovna

4

P(vytiahneme prvé eso) = 103"

15

11> Pretoze uvazujeme, ze sme uz

Pravdepodobnost, Ze druhé karta bude eso je rovnd

jedno eso vytiahli. Celkové pravdepodobnost bude rovna

4 1
P(vytiahneme dve esd bez névratu) = @Ei = % = 0,0065445.

V nasledujiicej tabulke je uvedené, aké by bola pravdepodobnost pre kazdy mozny pocet

(#) balickov.
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Tabulka 7: Pravdepodobnosti pre rdzny pocet balikov

# balikov | # es | # kariet P(dostali sme 2 esd)

4 16 192 16 15 — 5 - 0065445

192191 764

20 240 | 2b.55k = s = 0,0066248

24 23 __ 23 -
24 | 288 | 2B _ B - () (066783

28 27 9 -
28 | 336 | 2L — 9. =0 0067164

32 31 __ 31 _-
32 | 384 | 2Z.3L = BL- 00071117

o | 3| O | Ot

7Z tabulky vidime, Ze ¢im viac mame balikov, tym je pravdepodobnost, ze dostaneme dve
esa vicsia, ale rozdiel medzi tym je len minimalny.

B. Druhu podotdzku budeme riesit rovnako, ako sme riesili priklad. Najprv si ukdzeme,
ked tahdame karty s ndvratom. Mame vytiahnut tri esd a po kazdom tahani kartu vraciame
spat do balicka, ¢ize pri kazdom tahani mame pravdepodobnost vytiahnutia esa rovni

%3. Celkova teda bude rovna

: . , 111 1
P(vytiahneme tri esd s ndvratom) = B1313 = 3107

Ak by sme tahali bez ndvratu, v kazdom kole budeme rozmyslat, ze sme v predchédzajicom
vytiahli eso a nevratili ho naspit do balicka. Teda v prvom kole bude pravdepodobnost
rovna % V druhom kole sme uz vytiahli jedno eso, teda pravdepodobnost, Ze znova vy-
tiahneme eso bude rovna 53—1 V trefom kole rozmyslame tak ako v druhom, ¢iZe uz sme

vytiahli dve esé a pravdepodobnost bude rovnd 2. Celkova pravdepodobnost je rovna

1 3 2 1
P(vytiahneme tri esé bez navratu) = T3ELE0 — Eoap

C. V tretej podotazke sa nés pytali na pravdepodobnost vytiahnutia krala a esa bez

4

navratu. Pravdepodobnost vytiahnutia esa v prvom kole je rovna 5

= %, pretoze esa
su Styri a kariet je 52. V druhom kole pocitame s tym, ze v prvom sme vytiahli eso a
nevratili sme ho spit do balicka, teda mame tam uz iba 51 kariet. Tentokrat chceme
vytiahnut krala. Ti si v balicku stéle este Styria, teda pravdepodobnost, Ze v druhom

kole vytiahnem kréla je rovnd #. Celkovd pravdepodobnost je rovna

4

P(vytiahneme eso a krala bez ndvratu) = B = 663
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4.2 Rozdavac kariet

Dalsf priklad zoberieme zo zbierky skigkovych prikladov [30] od H. Tijmsa, kde st uve-
dené aj riesenia tychto prikladov. Konkrétne si zoberieme priklad 8E-14, ktorého zadanie
je nasledovné: V' pokrovej hre s tromi hracmi A, B,C, rozddvac kariet je vybraniy nasle-
dugicim sposobom. V poradi ABCABC ... si rozddvané karty z premiesaného balika ka-
riet hracom, pokym jeden z nich medostane eso. Prvy hrdc, ktory dostane eso, zacina
hru ako rozddvac kariet. Myslite si, Ze kazdy hrd¢ md rovnaki Sancu stat sa rozddvacom

kariet?

4.2.1 RieSenie

Teraz si vysvetlime rieSenie tohto prikladu z [30]. Nech Py je pravdepodobnost, ze pri k-
tej karte sa objavi prvé eso. Potom pomocou vety o pravdepodobnosti prienikov udalosti
(1.7) mozeme vyjadrit aj pravdepodobnost P,. Pripomenme si, ako vyzerd zapis takej

pravdepodobnosti.
P(A1Ay. .. Ay) = P(A))P(As|Ay) ... P(Au|AL ... Ayy),

kde P(A;) je pravdepodobnost, ze prvéa karta bola eso. P(A3|A;) je pravdepodobnost,
ze druhd karta bola eso, za podmienky, ze prva karta nebola eso. P(A,|A;...A,_1) je
pravdepodobnost, Ze n-t4 karta bola eso, za podmienky, Zze n — 1 kariet pred fiou neboli

eso. Z toho vyplyva

4
P = —
! 52
P, — 48 4
5251

AS47 48 —k+2 4
P, = —— k=3 . . . 49
F 5251 52 —k+252 —k+ 1’ 30,49

Traja hra¢i nemajd rovnaku sancu staf sa rozddvacom kariet. Pre p = A, B,C, nech
r, je pravdepodobnost, ze hrd¢ p sa stane rozddvacom kariet. Potom r4 > rp > 7¢,
pretoze pravdepodobnost Py je klesajica v k. Teraz si ukdZzeme, preco je P, klesajiica.
Podla vypoétu prvych dvoch pravdepodobnosti, teda P, a P, vidime, Ze P je naozaj
mensia nez P;, a teda klesla. Pod'me sa pozriet, ako to bude medzi élenom k —1 a k. My

predpokladéme, Ze P,_; > P,. Teraz sa to pokusime dokdzat.
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Pk:—l > Pk
48 47 48 —k+3 4 - 48 47 48 — k+ 2 4
5251 52—k +352—k+2 5251 52—k +252—k+1

Vidime, ze prvé cleny sa ndm poskrtaji a ostane ndm

48 —k+3 4 - A48 —k+348 -k + 2 4
52—k+352—-k+2 52 —k+352—-k+252—-Fk+1
L > 48 — k +2

52 —k+1

52—k+1 > 48—-k+2

23 > 50.

Teda vidime, Ze naozaj je P, mensia ako P,_;. Takto by sme to mohli dokézat pre vSetky
¢leny a teda P, je klesajtica v k. Teraz ideme pokracovat d'alej v rieseni prikladu. Prav-
depodobnost jednotlivych hridcov, Ze sa stant rozddvaémi kariet, sa moze vypocitat na-

sledovne

16
ra = Pi+ P+ Pr+Po+Pis+...Pig=Y P, =0,3600

n=0
15

rp = Pa+ P+ Ps+Pi+Pu+.. . Pr=)Y Py, =0,3328
n=0
15

ro = P3—|—P6+P9+P12—|—P15+...P48:ZP2+3HZO,3072.

n=0

rg,rc pojdu v sume iba po n = 15, pretoze ak by aj oni mali n = 16, to by uz urcite hrac
pred nimi musel dostat eso. Ak by boli vSetky §tyri esd na poslednych styroch miestach,
tak rozdavacom kariet by sa stal hrac, ktory by dostal kartu najviac na 49-tom mieste a
na tom mieste dostane kartu hra¢ A. Tymto sme si ukdzali riesenie z [30].

Sktisme sa pozriet na to, ako by vyzeralo rozsirenie tohto prikladu pre véeobecné rieSenie.
Toto rozsirenie v povodnom priklade nebolo. Zadanie bude rovnaké, zmeni sa iba pocet
hracov, ktory bude teraz N. Pocet balickov kariet bude n, ¢ize budeme mat 52n kariet.

Prvy hrac, ktory dostane eso, sa stane rozdavacom kariet.
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Riesenie: Znova, P, je pravdepodobnost, Ze pri k-tej karte sa objavi prvé eso. Potom
P(AlAQ e A52n) = P(Al)P(AQ‘Al) Ce p(A52n|A1 e A52n71)-

7 toho vyplyva

Pl = i
52
48 4

p _ 484
5251

A48n48n -1  48n —k+2 4n
B, = k=3,...,52n —4n + 1.
b T Bmb2n 1 B2n—kt252m kg1 ooodn T

Ani v tomto pripade nemaji hraci rovnakid sancu stat sa dealerom. Nech 7, je pravde-
podobnost, Ze hrd¢ p sa stane rozddvacom kariet pre p = X, X5, X3,..., Xy. Potom
Tx, > Tx, > Txs > ... > I'xy, pretoze pravdepodobnost Py je klesajica v k, pricom by
sme to dokdzali tak, ako v prvom priklade, len s tym, Ze teraz ndm k moze ist d'alej ako 49.
Pravdepodobnost jednotlivych hracov, Ze sa stand rozdavacémi kariet sa moze vypoécitat

nasledovne
|- 52711\7471, J

rx, = E Piini
i—0

L52n74n7 1 J
N

X, = E Poy i
=0

L52n74'r]zvf(jfl)J

rx, = g Pjini

1=0

L52n—4n—(N—l) J
N
Xy = E Pr .
=0

Horné ohranic¢enie v sume sme vypocitali pomocou toho, ze k ide po 52n — 4n + 1 a
pravdepodobnost jednotlivych hracov sa cyklicky opakuje, teda riesili sme
N+ Ni = 52n—4n+1

52n — 4n — (N — 1)
7 .

7 =

Zlomok moze vyjst aj ako desatinné miesto. KedZe pocet kariet je celé ¢islo, oSetrili sme

to tym, ze sme pouzili dolni medzu ¢isla .
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4.2.2 Vysledky z R

V programe R sme si naprogramovali kéd, ktory nam vypocita pravdepodobnosti pre jed-
notlivych hracov. Uz sme si ukdzali, Ze pravdepodobnost jednotlivych hricov je klesajiica
s iddcim poradim, ¢ize rx, > rx, > Tx, > ... > rx,. leraz si ukdzeme graficky a aj
tabulkovo, Ze to je naozaj tak. V nasledujicej tabulke v prvom stfpci je pocet hracov, v
druhom stipci je pocet balickov, v trefom stfpci je pravdepodobnost, Ze hra¢ X; sa stane
rozdavacom, v Stvrtom, ze hra¢ X, a v poslednom, ze hra¢ Xy sa stane rozdavacom. Do
tabulky sme nepisali pravdepodobnosti vietkych hracov, pretoze ak je nase N rovné 130,
tabulka by bola velmi dlha a neprehladnd. Preto je klesajicost pravdepodobnosti vidiet

lepsie na grafe.

Tabulka 8: Jednotlivé pravdepodobnosti pre rozny pocet hracov a rozny poéet balickov

N |'n X, X, o TXy

3 | 1 10,36000 | 0,33281 | ... 0,30719
25 | 1 ]0,08653 | 0,08089 | ... 0,01080
54 | 1 10,07692 | 0,07239 | ... 0,00000
64 | 4 |0,01928 | 0,01788 | ... 0,000065
120 | 7 | 0,01098 | 0,01017 | ... | 0,000000146
130 | 20 | 0,00384 | 0,00355 | ... | 0,0000000697

Vsimnime si treti riadok v tabulke. Vyslo ndm, Ze posledny hra¢ md nulovi pravdepo-
dobnost, Ze sa stane rozddvacom. Je to kvoli tomu, Ze hracov je 54 a kedZe mdme iba
jeden balik kariet, je ich dokopy 52, teda poslednym dvom hracom sa neujde ziadna karta,
nie to eSte eso. Teraz si ukazeme graficky (obr. 7), ako vysla pravdepodobnost pre 130

hracov, ak je 20 balikov kariet.
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Obr. 7: Pravdepodobnost pre jednotlivych hracov

Vidime, Ze pravdepodobnost prudko klesd az do nuly. Teda naozaj je klesajica.

4.2.3 Vyhodnotenie dotaznika

V tejto bakaldrskej praci sme sa rozhodli, Ze sa roznej vzorky ludi opytame na vysledok
prikladov, ktoré sa rieSia v tejto kapitole. T1, ktori vyplnovali dotaznik, nemali za 1ilohu
priklad vypoécitat, ale mali napisat, ¢o si myslia, Ze je spravna odpoved . Konkrétne sme sa
pytali na priklad Rozddvac kariet, ktorého vysledky si v tejto podkapitole rozanalyzujeme.
Pytali sme sa aj na priklad Uhddni moju kartu, ktorého rieSenie a aj analyzu dotaznika
si ukazeme neskor v tejto bakalarskej praci. Dotaznik sme rozposlali studentom vysokych
§kol, studentom strednych §kol a pracujticim ludom.

Pod'me si postupne ukézat vysledky. Pre lepsiu prehladnost prilozime grafy jednotlivych
odpovedi. Nasho dotaznika sa zucastnilo dokopy 197 respondentov. Z toho 105 muzov a

92 zien. Na grafe si ukédzeme, ako to bolo v percentach.

® Zena
@ Muz

Obr. 8: Pohlavie opytanych lIud{



Vekova skupina bola roznorodd, najviac ju vsak tvorili Tudia vo veku 18-25 rokov, tych
bolo az 160 zo vSetkych opytanych. Naopak, najmenej bolo Iud{ pod 18 rokov. Tych bolo
iba 8. Zvysok tvorili Iudia, ktorf mali nad 25 rokov. Na nasledujticom grafe si mozeme
pozriet, kto akud cast tvoril v percentdch.

@ menejako 18
@ 1825
viac ake 25

Obr. 9: Vekové rozdelenie opytanych Tudi

V tretej otazke sme sa pytali: V' pokrovej hre s dvomi hracmi A, B, rozddvac kariet je
vybrany nasledujicim sposobom. V poradi ABAB ... su rozddvané karty z premiesaného
balika kariet hrdacom, pokym jeden z nich nedostane eso. V baliku je 52 kariet. Prvy hrdc,
ktory dostane eso, zacina nasledujicu hru ako rozdavac kariet. Ktory hra¢c md najvicsiu
pravdepodobnost stat sa rozddvacom kariet? Podme sa pozriet, ako odpovedali Tudia. Iba
35 Tudi si mysli, Ze vicsiu pravdepodobnost stat sa rozddvacom, ma hrac B. Odpovede
hra¢ A a obaja hraci maji rovnakid Sancu stat sa rozddvacom kariet, mali rovnako vela
hlasov. Z toho vyplyva, Ze vicsina ludf si mysli, Ze bud medzi hrdémi nie je rozdiel, alebo
skor vyhra hrac A. Znovu si ukdZeme graf, ako ludia hlasovali.

@ hrac A

@ hrac B

obaja hraci maji rovnakl Sancu stat
sa rozdavacom kariet

Obr. 10: Kto m4 najviicsiu pravdepodobnost stat sa rozdavacom?

V stvrtej otazke sme zmenili iba pocet hracov. Neboli dvaja, ale boli uz traja. Otézka
ostala nezmenena, a teda: V pokrovej hre s tromi hracmi A, B, C, rozdavac kariet je vy-

brany nasledujicim sposobom. V poradi ABCABC' ... si rozddvané karty z premiesaného
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balika kariet hracom, pokym jeden z nich nedostane eso. V baliku je 52 kariet. Prvy hrac,
ktory dostane eso, zacina nasledujicu hru ako rozddavac kariet. Ktory hrda¢ md najvdcsiu
pravdepodobnost stat sa rozddvacom kariet? Ked sme pridali treticho hraca, takmer po-
lovica Tudi si myslela, Ze najviicsiu pravdepodobnost stat sa rozddvacom mé hrac A. Iba
14 Tudi zo vsetkych opytanych si myslelo, Zze by to mohol byt hra¢ B. To, Ze najvicsiu
pravdepodobnost mé hra¢ C, si myslelo 36 Tudi a 53 ludi tipovalo, Ze vSetci maju rov-

naki pravdepodobnost stat sa rozdavacom. Prikladdme aj graf, kde si mézeme pozriet v

percentéch, ako ludia hlasovali.

@ hrac A

® hréc B
hréé C

@ vietci hradi maju rovnakd Sancu stat
sa rozdavacom kariet

[ or%

Obr. 11: Kto m4 najvicsiu pravdepodobnost stat sa rozddvacom?

V piatej otdzke sme okrem poctu hrdcov zmenili aj pocet kariet. Nebudeme uz mat
oby¢ajny balik 52-och kariet, ale tentokrat mame 104 kariet. Otazka znela: V pokrovej
hre s tromi hraémi A, B, C, rozddvac kariet je vybrany nasledujicim sposobom. V poradi
ABCABC' ... su rozddvané karty z premiesaného balika kariet hrdacom, pokym jeden z
nich nedostane eso. Tentokrat je v baliku 104 kariet. Prvy hrdc, ktory dostane eso, zacina
nasledugiicu hru ako rozddvaé kariet. Ktory hrdé md najvicsiu pravdepodobnost stat sa
rozddvacom kariet?. Odpovede sa nelisili velmi od predchadzajicej otdzky. Vyraznejsie sa
zmenil iba pocet odpovedi, Ze hrd¢ A m4 najvicsiu pravdepodobnost stat sa rozdavacom,
kde viac Tudi hlasovalo za tiito moZnost a menej hlasovalo za moznost, Ze hrd¢ A m4

najvicsiu pravdepodobnost. Na grafe si mozeme pozriet, ako hlasovali Tudia v percentéch.
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@ hrdc A
@ hiEEE
hraé C

@ vietci hradi maju rovnakl Sancu stat
» sa rozddvacom kariet

Obr. 12: Kto mé najvicsiu pravdepodobnost stat sa rozdavacom?

V koneénom dosledku, ked porovndme tretiu a §tvrti otdzku, vidime, Ze pridanim d alsieho
hréca Tudia zacali trochu $pekulovat a uvaZzovat, ako na tom budi jednotlivi hraci. Tym,
7e do hry vstipil hra¢ C, ludia mohli uvazovat spésobom, Ze nebude predsa len jedno,
kolko je tam hricov a ze kazdy bude mat int pravdepodobnost. Preto ndm aj pocet od-
povedi, Ze vSetci majui rovnaki Sancu klesol a skonéil tamer nerozhodne s odpovedou,
7e najvicsiu pravdepodobnost méd hra¢é C. Porovnanim §tvrtej a piatej otdzky vidime,
7e zmenou poctu kariet Tudia vyhodnotili, Ze to nem4 velky vplyv na to, kto sa stane s
najvicsou pravdepodobnostou rozddvacom kariet.

V Siestej otazke sme dali neurcity pocet hracov, teda N a ostali sme pri obyc¢ajnom baliku
52-och kariet. Pytali sme sa: V pokrovej hre s N hracmi A, B,C, ..., N, rozddvac¢ kariet
je vybrany nasledujiicim sposobom. V poradi ABC' ... NABC'... N ... si rozddvané karty
z premiesaného balika kariet hracom, pokym jeden z nich nedostane eso. V baliku je 52
kariet. Prvy hrdc, ktory dostane eso, zacina nasledujicu hru ako rozdavac kariet. Maju
hrdéi rovnaki pravdepodobnost stat sa rozddvacmi kariet?. Takmer §tyri Sestiny opytanych
Tudi si mysli, Ze hraci nemaji rovnaki pravdepodobnost stat sa rozddvacom kariet. Zvysok
si mysli, Ze maji rovnaki. Na grafe si ukdzeme v percendch, kolko Iudi, za ktord otdzku

hlasovalo.

® Ano
® Nie

Obr. 13: Majui vSetci hraci rovnaki pravdepodobnost stat sa rozddvacom?
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Teraz sa pozrieme na vyplnenie dotaznika jednotlivého ¢loveka. Na odpovede sa budeme
pozerat ako na Stvorice odpovedi. Odpovede sme si oznacili nasledovnym sposobom. Od-
poved hra¢ A sme oznaéili ako 1, odpoved hra¢ B sme oznacili 2, odpoved hra¢ C sme
oznacili ako 3, odpoved, Ze vietci maji rovnaki pravdepodobnost stat sa rozddvacom sme
oznadili ako 4. V stvrtej otdzke sme odpoved Ano oznaéili ako 1 a odpoved Nie ako 0.
Vznikli ndm rézne kombindcie, ako Iudia hlasovali. V¥znamné pre nas boli iba styri, lebo
za ostatné hlasovalo menej ako 5% ludi. V nasledujicom grafe st jednotlivé kombindcie

hlasovania.

m 1110
w4441
W 2330
w4440

W ostatné

Obr. 14: Pocet odpovedi za jednotlivé kombinacie v percentach

V nasledujicich bodoch si vysvetlime jednotlivé zlozky grafu.

e Odpoved 1110. Je to kombindcia spravnych odpovedi, kedy si odpovedajici mysli,
7e akokolvek sa bude menit pocet hracov alebo pocet kariet, vzdy vyhrd hra¢ A. Na
poslednt otazku potom odpovedal, Ze hra¢i nemaju rovnakid pravdepodobnost. Za

ttito kombinéciu hlasovalo 58 Tudi.

e Odpoved 4441. V tomto pripade si ¢lovek mysli, Ze vSetci hraci maji vzdy, za
akychkolvek okolnosti rovnaku pravdepodobnost stat sa rozdavacom. Za tiito kom-

binédciu hlasovalo 35 Tudi.

e Odpoved 2330. V tomto pripade si odpovedajici mysli, ze vZdy mé najvicsiu prav-
depodobnost stat sa rozddvacom posledny hra¢. Za tiito kombindciu hlasovalo 23

Tudj.
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e Odpoved 4440. V tomto pripade na prvé otdzky, kde sa men{ pocet hracov z dvoch
na troch alebo sa meni pocet kariet, maji hraci rovnaki pravdepodobnost. Zmenf sa
to ale v pripade, ked mame N hracov. Vtedy ¢lovek hlasoval za moznost, Ze nemajui
rovnaki pravdepodobnost. Mohlo to byt z toho dovodu, Ze si uvedomil, Ze ak je
viac hracov ako kariet, ti posledni nemusia dostat Ziadnu kartu. Za tiito kombinaciu

hlasovalo 10 Tudi.

e Ostatné. V tejto zlozke si zahrnuté ostatné kombindcie, ale ked'ze za kazdui z nich

hlasovalo menej ako 5%, zahrnuli sme ich spolu, pretoze nie st pre nas vyznamné.

Ked sa pozrieme na odpovede podla pohlavi, tak za prvi kombindciu hlasovalo az 43
muzov a iba 15 zien. Z toho vyplyva, ze uhddlo viac muzov spravnu odpoved. Co sa tyka
porovnania veku, nedalo sa velmi ¢o porovnavat, kedZe vicSina zucastnenych bola vo
veku 18-25 rokov. Pre tplnost uvddzame aj vysledky. V nasledujicej tabulke st zobra-
zené pocty, ako hlasovali vsetci ludia, a potom aj konkrétne Zeny a muzi za jednotlivé

kombinéacie.

Tabulka 9: Pocet Zien a muzov hlasujicich za jednotlivé kombindcie

Kombinécie | Pocet Tudi | Pocet zien | Pocet muzov
1110 58 15 43
4441 35 21 14
2330 23 8 15
4440 10 5 )

ostatné 71 43 28

V nasledujticej tabulke je zobrazené, za aké kombindcie hlasovali jednotlivé vekové sku-
piny. Pricom v prvom StipCi st jednotlivé kombinécie, v druhom stipci je celkovy pocet
hlasujicich ludf za dand kombinéciu, v trefom stlpeci st Tudia vo veku menej ako 18 rokov,
vo Stvrtom stfpci je vekova kategoria od 18 do 25 rokov a v poslednom stipci st Tudia nad

25 rokov.
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Tabulka 10: Pocet udi roznych vekovych skupin, hlasujicich za jednotlivé kombindcie

Kombindcie | Pocet Tudi | menej ako 18 | 18-25 | viac ako 25
1110 58 0 49 9
4441 35 2 25 )
2330 23 0 19 4
4440 10 0 10 0

ostatné 71 6 56 9

4.3 Uhadni moju kartu

Zoberme si z [30] dalsi priklad, ktory sa zaoberd kartami. Konkrétne priklad 8E-19,
ktorého zadanie je nasledovné: Twoj priatel si ndhodne vyberie kartu z obycajného balika
52-och kariet, ale tak, aby si ty nevidel, akd je to karta. Ty budes hddat, akd je to karta.
Predtym sa viak mézes opijtat kamardta, bud ¢i je jeho vybrand karta cervend alebo ¢i je

jeho karta pikové eso. Twoj priatel odpovedie pravdivo. Akt otdzku by si sa opital?

4.3.1 RieSenie

Na prvy pohlad to vyzera tak, Ze viac ndm pomdze prva otdzka, a teda ¢i je karta cervend.
Pod'me si ale vysvetlit riegenie z [30], kde sa aj dozvieme, ktord otdzka ndm viac pomoze.
Nech A je udalost, Ze sme spravne uhéadli, akd karta to je. Pre kazdd otazku, nech B;
je udalost, Ze priatel odpovedal na otdzku dno a B, udalost, Ze priatel odpovedal nie.
Pomocou podmienenej pravdepodobnosti [18, str.23] mézeme pravdepodobnost vyjadrit

ako

P(A) = P(A[By)P(By) + P(A|By) P(By). (35)

Pre otdzku, kde sa pytame, ¢i je karta cervend, pravdepodobnost uhddnutia karty je dand

nasledovne

Ked'Ze polovica kariet je ¢ervend a polovica kariet je ¢ierna, tak s pravdepodobnostou 1/2
vytiahne kamardt ¢ervenu kartu. Pravdepodobnost, ze karta je cervend, je 1/26, pretoze

v baliku je 26 ¢ervenych kariet a my z nich vyberieme jednu.
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Pre druht otdzku je pravdepodobnost, Ze kamarat odpovedal dno na otdzku, ¢i je karta
pikové eso, za podmienky, Ze si uhédol kartu, rovna 1. Pravdepodobnost, Ze vytiahnuté
karta je pikové eso, je 1/52, pretoze z 52-och kariet moze byt iba jedna pikové eso. Pravde-
podobnost, ze si uhadol kartu a pikové eso to nebolo, je rovnd 1/51. Pravdepodobnost, zZe

vytiahnutd karta nebola pikové eso, je rovnd 51/52. Odkial uz pomocou (35) dostdvame

1 1 51 1
PA) = 1% — + — x 22—~
(A =1xo+ 5 %55 =5

7 vysledkov vidime, ze je uplne jedno, ktoru otazku sa opytame, pretoze po odpovedi

méame aj tak rovnakd pravdepodobnost na to, aby sme uhadli, akd karta to naozaj je.

4.3.2 Vyhodnotenie dotaznika

V nasom dotazniku sme jednu otdzku venovali aj tomu prikladu. Cize vzorka ludi a aj
pocet je ten isty, ako sme napisali v predchadzajiucom priklade, kde sme uz vyhodnotili
vicsinu dotaznika. V poslednej otézke v dotazniku sme sa pytali otdzku: Twoj priatel si
ndhodne vyberie kartu z obycajného balika 52-och kariet, ale tak, aby si ty nevidel, akad je
to karta. Ty budes hddat, aki kartu vytiahol. Predtym sa vsak mozes opijtatl kamardta,
bud ¢ je jeho vybrand karta éervenej farby alebo ¢i je jeho karta pikové eso. Priatel ti
na otdzku odpovie pravdivo. Ak otdzku by si sa opytal?. Tito otdzku sme polozili ludom
hlavne preto, lebo ndm logicky vyplyva, Ze viac by ndm mala pomoct otdzka, ¢i je karta
cervend, pretoze sa nam zdd, ze to ndm vyliuci az polovicu kariet ako otazka, kde sa
pytame iba na jednu konkrétnu, a teda vylicime iba jednu kartu. NaSe ocakavania sa aj
naplnili. Az 140 Iud{ si myslelo, Ze ndm pomoze prave otdzka, ¢i je karta cervend. 34 Iudi
si myslelo, Ze ndm pomoze skor otdzka, ¢i je karta pikové eso a iba 23 lTudi si myslelo, ze
obe ndm pomozu rovnako. Na obrézku (obr. 15) si moézeme pozriet ako hlasovali ludia v

percentach.

@ Je karta Gervena?
@ Je karta pikové eso?
Je jedno, ktord otazku sa opytam

Obr. 15: Ktora otdzka nam viac pomoze?
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Pre tiplnost uvadzame aj vysledky, ako hlasovali jednotlivé pohlavia a jednotlivé vekové
kategérie. V tabulke 11 si zobrazené poc¢ty muzov a Zien, hlasujicich za jednotlivé odpo-

vede.

Tabulka 11: Poéet Zien a muzov hlasujicich za jednotlivé odpovede

odpovede zeny | muzi
Je karta cervena? 60 81
Je karta pikové eso? 21 12
Je jedno, ktoru otazku sa opytam | 12 11

V tabulke 12 je uvedeny pocet lIudi, roznych vekovych skupin, hlasujicich za jednotlivé

odpovede.

Tabulka 12: Pocet I'udi vekovych skupin hlasujicich za jednotlivé odpovede

odpovede menej ako 18 | 18-25 | viac ako 25
Je karta cervend? 7 115 19
Je karta pikové eso? 0 28 5
Je jedno, ktoru otazku sa opytam 1 18 4

4.4 Padne srdce

Takmer kazdy student uz zaZil situdciu, kedy pisal v skole test, kde odpovede mal vyberat
z niekolkych moznost{ a niektoré odpovede nevedel. Ked'Ze nechcel nechat nezakrizkovant
otéazku, pretoze pride o bod, skisi si aspon tipnit odpoved a ak sa traff, moze ziskat z toho
bod a ak nie, tak o ni¢ nepride. Niektori volia taktiku tipnut prvé, éo im napadne, no a
niektori sa rozhodnt, ze zakrizkuji odpoved, ktora sa v teste uz dlho neobjavila, pretoze
si myslia, Ze maju vicsiu Sancu na dspech. Avsak, s touto situdciou sa nemusia stretntt

iba Studenti. V dnesnej dobe je velmi populdrne tipovat. Existuje uz aj vela tipovacich
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spoloc¢nosti a hier. Medzi najznamejsie, ktoré pozndte aj z televiznych obrazoviek, su
Kenol0 a Loto. V principe v tychto hrach ide o to, tipnit si niekolko ¢isel z Eiselného
radu. Pri kazdej hre je pocet ¢isel iny. Vyhra sa zndsobuje podla poctu trafenych éisel.
Niekto, kto beZne netipuje a naraz sa rozhodne, Ze ide tipovat, voli rozne taktiky, aby mal
¢o najvacsiu vyhru a jednou z nich je aj td, kedy voli cisla, ktoré sa v predchadzajucich
kolach uz dlho neobjavili. My si teraz ukdzeme d'alsi priklad z [10], ktory ndm ukaze, ¢i
je tato ,,taktika”’naozaj vyhodna. Zadanie prikladu je nasledovné: Predstavte si, Ze tahdte
kartu z dobre zamiesaného balika 52-och kariet, jednu po druhej s ndvratom (t.j. zakazZdym
ked vytiahnete jednu kartu, vrdtite ju naspdt do balika a tahdte d'alsiu). Nech X je pocet
kariet, ktoré tahdme z balicka, dokym nevytiahneme srdcovi kartu (posledny vijber karty

nezahimame do X ).
A. Aky je ocakdvany pocet vytiahnutiych kariet pred tym, neZ vytiahnes srdcovi kartu?

B. Predstavte si, Ze vytiahnete 5 kariet s navratom a Ziadna z nich nie je srdcova karta.
Aky je ocakavany pocet dodatocne vytiahnutiyjch kariet (bez tijch 5-tich), nez uvidite

prud srdcovi kartu?

4.4.1 RieSenie

A. Pod'me sa pozriet najprv na rieSenie A. Ndhodn4 veli¢ina X m4 geometrické rozdelenie.
O geometrickom rozdeleni uz vieme z 2. kapitoly, Ze pravdepodobnost ispechu, ktory pride

az po niekolkych netispechoch je dand
P(X =k)=p(1-p)".

V nasom pripade ide k = 0,1, 2,.. ., pretoze nezahitiame posledni vybrati kartu. Prav-
depodobnost, Ze vyberieme srdcovii kartu je rovna 411, kvoli tomu, ze mame Styri druhy
kariet v baliku (srdcové, pikové, kdrové a krizové) a my chceme iba srdcové. Z toho vieme

vyjadrit pravdepodobnost X

Stredni hodnotu vyjadrime ako



V druhej kapitole sme vypocitali, comu je takato strednd hodnota vo vSeobecnosti rovna,

takze teraz ndm staci iba dosadit do (17) a dostdvame

1
B(Y) = -
B(X) = 1
E(X) = 4

B. Pod'me sa teraz pozriet na riesenie B. Toto riesenie nds zaujima o nieco viac, pretoze
ndm d4 odpoved aj na otdzku v tivode tohto prikladu, a teda ¢ sa oplati Tudom pri
tipovani volit taktiku oznacit nieco, ¢o sa uz dlho neobjavilo. Oznaéme Y ako pocet
kariet pred srdcovou kartou. My chceme, aby Y bolo vécsie, nanajvys rovné 5, podmienent

pravdepodobnost podla (1.6) vyjadrime ako
1 (;)’H
P(Y =klY >5) =447

kde k = 6,7, ..., pretoZe prvych pat kariet, ktoré sme uz vybrali, nie si srdcové. Nés ale
zaujima, akd je strednd hodnota E(Y — 5|Y > 5), pretoze to je strednd hodnota kariet,

bez tych piatich vybranych. Tuito stredni hodnotu vyjadrime ako

o0

E(Y =5y >5) = Zi(%) k- 3).

k=6
V sume teraz zavedieme substittciu, kde i = k —5, k =i+ 5,7 — 1 a k — 6. Odkial

dostavame
[e’s) 1 —1
E(Y —5|Y >5) = 2_:1 (-) i,

¢o mozeme teraz uz vyriesit podla vieobecného vzorca z druhej kapitoly (17). Po dosadent
zistujeme, Ze strednd hodnota je rovnaka ako aj v pripade, ked sme nevytiahli na zaciatku
pif kariet, a teda

E(Y 5|V >5)=- == =4,

I

Spolu teda musime vytiahnut 9 kariet a nezdlezi vobec na tom, Ze sme predtym vytiahli
5 kariet, ktoré neboli srdcové karty. Takze ak budete nabudice pisat test s vyberovymi
odpoved’ami alebo budete tipovat v Lote, skiste zvolit int taktiku, ako pozeraf sa na

to, ¢o sa uz dlho neobjavilo. Zakon¢it to mozeme komentdrom jedného péna na stranke

74



www.idnes.cz, ktory sa dozvedel, Zze takato taktika pri hre ruleta nijako nepomoze ku
vyhre. Ruleta je kasinovd hra pomenovana z francizskeho slova roulette, ¢o znamena
malé koleso. V hre sa hra¢i mozu rozhodnit umiestnit stavky bud na jedno éfslo, rozne
skupiny cisel, ¢ervené alebo ¢ierne farby, ¢i je ¢islo parne, alebo neparne alebo ¢i su ¢isla

vysoké (19-36), alebo nizke (1-18).

Emanuel

Re: Re: Re: Re: Ruska ruleta

Tady je vidét, k Eéemu je dobra diskuse. Dospivam k zavéru, 7e je to pfi
opakovanem roziacteni opravdu vidy 1:6. Vysvétluji se tim tofiz me prohry
na ruleté, zplsobené sazenim na to, co "uZ diouho nepadio” . Vickrat tam
neviezu! (&3

0/0 1442009 11:57 =

Obr. 16: Komentar pana Emanuela na taktiku hry [5]
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5 Nahodné prechadzky

5.1 Mravec na kocke

V tejto kapitole sa budeme zaoberat prikladmi o ndhodnych prechddzkach. Ako prvy si
zoberieme priklad z [20, pr3.22], ktorého zadanie je nasledovné: Predpokladajte, Ze mdame
mravca pohybujiceho sa po hrandch kocky z jedného vrcholu na druhy. Mravec nikdy ne-
zastane a presun po jednej hrane mu trva jednu mindtu. V kaZdom wvrchole si mravec
ndhodne vyberie jednu z troch dostupnijch hrdn a zacne po nej ist. Vyberieme vrchol kocky
a ddme nan mravca. Aky je ocakdvany pocet minit, za ktory sa mravec vrdti do vrcholu,

z ktorého vystartoval?

5.1.1 RieSenie

Ked umiestnime mravca na vrchol kocky, budeme sa na tento vrchol odvoldvat ako na
vrchol 0, pretoze je to nulova vzdialenost od zacéiatoénej pozicie. V&imnime si, Ze kvoli sy-
metrii kocky, ocakavany pocet minut, kym sa mravec vrati na vrchol, z ktorého vychadzal,
je funkcia vzdialenosti od zaciatoénej pozicie, pricom je nepodstatné, na ktorom z troch
vrcholov vzdialenych o jedna od za¢iatotného vrcholu sa mravec nachddza. Nech f(n)
oznacuje ocakdvany pocet minut, kym sa mravec vrati z vrcholu n, kde n je pocet vr-
cholov o kolko st vzdialené od zaciatoéného vrcholu a n = 0,1,2,3. My chceme najst
hodnotu f(0).

Po umiestnen{ mravca na vrchol mravec zaéne cestovat. Uréite bude cestovat jednu minttu
a pride na vrchol, ktory je vzdialeny o jeden vrchol od zaciatocného a tam sa rozhodne,
¢o d'alej, cize

f0) =1+ f(1).

Na nasledujicom obrazku si moznosti mravca, akym smerom sa moze vydat z druhého
vrcholu. Bordovou gulkou je oznaceny vrchol, z ktorého mravec vychadzal. Cervenou
gulkou je zndzorneny vrchol, ku ktorému sa dostal po tom, ¢o vycestoval. Z jedného
vrcholu s ¢ervenou ¢iarou oznacené cesty, ktorymi sa moze zase vydat. Staci, ked to
nakreslime iba pre jednu gulku, pretoze kocka je symetrickd a pre zvy$né dve by to bolo

rovnako.
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Obr. 17: Mravec nachadzajici sa na vrchole 1

Z druhého vrcholu, teda toho, ktory je vzdialeny o 1, sa mravec moze s pravdepodobnostou

1

3 vratit za minttu spif na zaciatocny vrchol alebo s pravdepodobnostou 2 d'alsiu minttu

cestovat na vrchol, ktory je vzdialeny o 2 od zaciatoéného vrcholu, teda

(\V]

) =5 +30+£(2))

7 vrcholu vzdialeného o dva vrcholy mé na vyber dve moZnosti, bud sa dostane do
vrcholu, ktory je vzdialeny od zaciatocného o jeden vrchol, alebo pojde do vrcholu, ktory
je vzdialeny od zaciatoéného o tri vrcholy. Znovu si to mozeme ukdzat na obrazku, kde
modré gulky st vrcholy vzdialené o dva vrcholy od zaciatoéného a modrou ¢iarou su
vyznacené cesty, kadial moze {st. Opit sme cesty nakreslili iba pre jeden vrchol, pretoze

kocka je symetrickd a pre kazdy vrchol to plati rovnako.

Obr. 18: Mravec nachadzajici sa na vrchole 2

2

Zapisaf to mozeme tak, ze s pravdepodobnostou 2 sa bude vracat minitu do vrcholu,

wl

ktory je vzdialeny o jeden vrchol od zaciatotného a s pravdepodobnostou % pojde minutu

7



do vrcholu, ktory je vzdialeny od zaciatocného vrcholu o tri vrcholy, ¢ize

2

£2)= S0+ J() + 50+ £3)).

Ked pride do vrcholu vzdialeného o tri vrcholy od zaciatoéného, jedind moznost pohybu
je prejst do vrcholu, ktory je vzdialeny o dva vrcholy. Na obrazku je tento vrchol oznaceny

zelenou farbou a takisto aj cesty, ktorymi moze ist.

Obr. 19: Mravec nachadzajuci sa na vrchole 3

Matematicky to moZeme vyjadrit tak, Ze s pravdepodobnostou 1 sa mravec presunie do
vrcholu, ktory je vzdialeny o dva vrcholy, pricom tato cesta mu bude trvat tiez minttu,

a teda
F(3) =1+ (2).

Teraz vyriesime ststavy tychto rovnic a dostaneme, comu sa rovna f(0).

f0) = 1+/(1)

1) = 3+30+f()
f) = S0+ fQ) + 50+ 1)

fB) = 1+/1Q2).

Stvrtd rovnicu dosadime do tretej, odkial dostdvame

F) = S+ FQ) + 50+ F@) = 0+ F(1) + 5L+ 1+ £(2)

f2) = 2+ 7).

Teraz tento vyraz dosadime do druhej rovnice

FU) = 34304+ (@) =5+ 2042+ (1)
) =1,
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no a teraz toto f(1) dosadime do prvej rovnice, odkial uz dostdvame vysledok f(0) =
1+ f(1) =1+ 7 = 8. Teda otakdvany c¢as, za ktory sa mravec vrati spit na vchol, z

ktorého vystartoval, je 8 minut.

5.1.2 Vysledky z R

Pohyb mravca sme si naprogramovali aj v R. Program nam narétal cas, za aky sa mravec
dostal do vrcholu, z ktorého vystartoval. Myslienka programu spociva v tom, ze mravec
si v kazdom vrchole s pravdepodobnostou 1/3 vyberie hranu, po ktorej pojde. Kocku sme
umiestnili do suradnicovej ststavy, tym padom vrcholy si oznacené ako kombinécie 0 a

1. Kocka bude vyzerat nasledovne

Obr. 20: Kocka v stradnicovej osi

Ked sa mravec presunie z jedného vrcholu na druhy, zmeni sa iba jedna zloZka v stiradnici,
teda zmeni sa bud nula na jednotku, alebo naopak. To je hlavnd myslienka programu.
Néasledne sme urobili fuknciu pomocou while cyklu, kedy sa nam za kazdy pohyb pripocita
cas a ide dovtedy, dokym sa nedostane do bodu [0, 0, 0], respektive do toho, z ktorého
vystartoval. Program sme zopakovali 100000-krat, aby sme mali ¢o najpresnejsi vysledok
a teda v priemere za aky ¢as sa dostane do vychodiskovej pozicie. Po spusteni programu
sme zistili, Ze ¢as je rovny 7,97236, ¢o je velmi blizke ndsmu vysledku, a teda Ze strednd
hodnota je rovna 8.

V programe sme si aj urobili, ako vyzerajui pocetnosti jednotlivych vysledkov. Na x-ovej
osi je zobrazeny pocet mintt, kym sa mravec dostal spit do vrcholu, z ktorého vystartoval.

Na y-ovej osi je zobrazeny pocet, kolkokrat behom toho, ako sme 100000-krat zopakovali
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program, sa mravec vratil do vrcholu s rovnakym casom.
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Obr. 21: Graf pohybu mravca

Z grafu vidime, ze pocet pripadov, kedy prechddzka trvala dany pocet mintut, kym sa
mravec vrati do vrcholu, z ktorého vystartoval, ndm velmi rychlo klesé do nuly. Na druhej

strane sa vSak obcas vyskytli velmi dlhé prechadzky.

5.1.3 Pokracovanie prikladu 5.1

V priklade boli dalsie podotéazky, ktoré uz v knihe neboli vyriesené.

1

A. Namiesto konstantného pohybu sa mravec unavi a s pravdepodobnostou 1 St na

minitu odpocinie. Aky je teraz oéakdvany cas, za ktory sa vrdti spit do vrcholu?

B. Zadanie je rovnaké ako v zakladnom priklade, zmeni sa iba utvar, po ktorom mravec

chodi. Teraz bude chodit po pravidelnom stvorstene.

A. V prvej podotazke mame mravca, ktory sa po kazdej ceste cez hranu rozhodne, ¢i na

mintitu zastane a oddychne si, alebo bude pokracovat d'alej. Oznacime f(n) ako ocakdvany
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pocet mintt, kym sa mravec vrati z vrcholu n, kde n je pocet vrcholov, o kolko st vzdialené
od zaciatoéného vrcholu a n = 0,1, 2, 3. Na zac¢iatku dame mravca na jeden vrchol a on
sa nahodne pohne nejakym smerom, ¢ize prejde po hrane a dostane sa na vrchol, ktory je

vzdialeny o jeden, pricom cesta trvad minttu. TakZe tento pohyb moZeme zapisat v tvare
f0) =1+ f(1).

Akonshle pride do tohto vrcholu, rozhodne sa, ¢i si ide na mindtu oddychnut a potom
pokracovat v ceste, alebo ide rovno pokracovat v ceste. S pravdepodobnostou i oddychuje,
inak ide d'alej. V pripade, Ze sa rozhodne pre oddych, musime zohladnit minitu, ktori
ostane cakat na hrane a potom sa moze pohnit takym istym sposobom, ako by sa pohol
aj ked’ neoddychuje. Na vyber ma dve moznosti. Bud sa vrati do zac¢iatoéného vrcholu,
alebo pojde do vrcholu, ktory je vzdialeny o dva vrcholy od zaciatocného. Ak sa rozhodne
ist na dalsi vrchol, je jedno, do ktorého z tych dvoch pojde, lebo kocka je symetricka.

Teda mozeme to napisat

f(1 = i (<1+ %) + %(1+ 1 +f(2)> +§1 (% + ;(1 +f(2))>
1) = 5+ fO)

Ked pride do vrcholu, ktory je vzdialeny o dva vrcholy od toho, z ktorého vystartoval,
znova sa moze rozhodnit, Ze si na minitu oddychne alebo bude pokracovat v ceste.
Znova v pripade, Ze sa rozhodne pre oddych, musime zohladnit mintdtu, ktort ostane
cakat na hrane a potom sa moZe pohnut takym istym sposobom, ako by sa pohol aj
ked neoddychuje. Na vyber m4 dve moznosti. Moze ist do vrcholu, ktory je vzdialeny od
zaciatocného o jeden vrchol alebo pojde do vrcholu, ktory je vzdialeny o tri vrcholy, teda

1@ = 1 (Gas g sen)+ 2 (2as s+ g0+ s6)

5

f@) = 24 2FM)+570)

Akonahle pride mravec do vrcholu, ktory je vzdialeny o tri vrcholy od zaciatoéného, moze
sa rozhodnit, ¢ si ide oddychnut na minttu, alebo ide pokracovat. Jeho d'alsia cesta, ¢i

uz s oddychom, alebo bez, moZe byt jedine na vrchol, ktory je vzdialeny o dva vrcholy od
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zaciatocného. Ak sa rozhodne oddychnut, treba tam ti minttu zohladnit, teda dostédvame

f3) = F0+147@)+ o1+ ()

5

£68) = T+102),

VyrieSenim sustavy rovnic dostaneme riesSenie zadanej ilohy. Najprv dosadime stvrtu
rovnicu do tretej, odkial dostdvame

f2) = 24 2f)+

4
g+f(1).

1 5 2 3

1
)= 2+ f () + o+ 572)

Dosadenim tejto rovnice do druhej rovnice dostaneme uz riesenie f(1), pomocou ktorej uz

lahko dopoéitame, comu sa rovnd ocakivany ¢as vratenia sa mravca do vrcholu, z ktorého

zacal.
17 2 17 2 /5
0 = i@ =543 (5+w)
37
1) = —.
) = =
Teraz ttito hodnotu dosadime do prvej rovnice, odkial dostavame
37 41
fO)=1+f(1) = 1+Z:Z£10,25.

Teda dostali sme riesenie prvej podotazky. Ocakdvany ¢as mravca, za ktory sa vrati spit
do vrcholu, z ktorého vystartoval s tym, ze ak je unaveny, tak si na minitu oddychne, je
priblizne 10, 25.

B. Pod'me sa pozriet na rieSenie druhej podotdzky. Znovu si oznac¢ime f(n) ako otakdvany
pocet mintt, kym sa mravec vrati z vrcholu n, kde n je pocet vrcholov o kolko s vzdialené
od zaciatoéného vrcholu a n = 0,1. My chceme najst hodnotu f(0). Mravec Startuje z
vrcholu 0 a za minitu prejde na vrchol, ktory je vzdialeny od zaciatoéného o jeden vrchol,
cize

F0) =1+ 1),

Z tohto vrcholu sa moze za minttu bud s pravdepodobnostou i

5 Vratit naspét na vrchol, z

ktorého vystartoval, alebo s pravdepodobnostou 2 pokracovat v ceste do d'alsieho vrcholu,
ktory je vzdialeny od zaciatoéného tiez o jeden vrchol, teda

2

f) = 5+ 21+ (1),
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Vypocitanim druhej rovnice dostaneme ¢éislo, ktoré dosadime do prvej rovnice, odkial uz
dostaneme, aky je ocakavany ¢as mravca, kym sa vrati do zac¢iatocného vrcholu, ak cestuje

po Stvorstene.

+ 5 (1+ /(1)

W Wl
Wl N

fO) = 14+ f1)=1+3=4.

Teda ocakavany cas mravca sd Styri minuty.

5.2 Adamova nahodna prechadzka

V ¢ldnku [4] bol zadany d'alsi priklad na ndhodné prechddzky, ktory tam autor uviedol
aby ho ostatni mohli vyriesit. Jeho zadanie je nasledovné.Adam md dom s prednymi a
zadnymi dverami. Umiestni si n pdrov vychadzkovych topdnok pred obidvojo dveri. Pri
kazdej prechadzke si ndhodne vyberie dvere, cez ktoré pojde a ndhodne si obuje topdnky.
Po prechaddzke sa vrati nahodne vybranymi dverami a vyzuje si pri tych dverdch topanky.
Ndjdite priemerny pocet ukoncengch prechddzok, pokym Adam zisti, Ze pri dverdch, ktoré

si vybral na d'alsiu prechddzku, nie siu dostupné Ziadne topdnky.

5.2.1 RieSenie

Riesenie tohto prikladu bolo v ¢ldnku [11]. My si ho teraz postupne ukézeme a vysvetlime.
Oznacme si X}, ako pocet parov topanok, ktoré chybaji po k-tej prechadzke pri prednych
alebo zadnych dverach, podla toho, z ktorych dvier Adam vychddza na prechadzku. Nech
T je pocet prechadzok, kym Adam objavi, Ze nie st dostupné ziadne topanky. Nech f(n)
je priemerny pocet prechadzok, ktoré Adam urobil, nez zistil, ze pri dverach chyba n
parov topanok. Nech f(k) = E(T|X, = k). V rieSeni v ¢lanku [11] boli teraz napisané

nasledujice rovnice, ktoré vyjadruju f(k), kde k =0,1,...,n.

1 1 1
FO) = 5+ 3f0)+,f01)
FG) = 1+ G =D+ 5f0) + fG+D IS <01
fn) = 14 5 fn—1)+ 5 f0n).
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V rieseni nebolo ukdzané, ako sa d4 k tymto rovniciam dopracovat. My si teraz postupne
z ’ . . A~ ¥ ~ e~ ~ . ’
vysvetlime, ako sa k tymto rovniciam mozeme dopracovat, ¢ize ¢omu je rovné f(n) pre

jednotlivé n. Najprv si vyjadrime ak n = 0, teda pri dverach nechyba ziaden par.

£(0) = 70+ £(0)) + (14 F()

Ozna¢me si predné dvere ako P a zadné dvere ako Z. Budeme sa pozerat na to, ako to
bude vyzerat s topadnkami pri dverdch P, pretoze analogicky to bude platit aj pri dverach
Z. Prvy ¢len v rovnici znamend, 7e s pravdepodobnostou }L si pri jednych z dveri Adam
obuje topanky a vrati sa z prechddzky tymi istymi dverami, teda nebude tam chybat
opit Ziadna topanka. Druhy ¢len v rovnici znamend, Ze si obuje topanky pri jednych z
dveri a vrati sa druhymi dverami, teda pri tych, z ktorych vysiel na prechddzku bude
chybat jedna topénka. S pravdepodobnostou % sa teda vrati do inych dveri, ako vysiel a
tym padom v tych dverdch bude o jednu topanku navyse, lenze nasa funkcia sa zaobera
topankami, ktoré chybajui, teda bude to rovné nule. Rovnicu f(0) mézeme upravit do

tvaru

£(0) = 5+ 17(0) + 17(1).

Teraz si ukdZeme, ako to bude pre n = 1. Najprv si vyjadrime, ako bude f(1) vyzerat a

potom si vysvetlime postupne kazdy clen v rovnici.

F) = 70+ )+ (14 F@) + (L FO) + 10+ (1),

1

i si Adam obuje topanku pri

Prvy ¢len v rovnici ndm vyjadruje, Ze s pravdepodobnostou
dverach P a tymi istymi dverami sa aj vrati. Pozerame sa na to, ze jedna topanka pri
dverach uz chyba, ¢ize tym, Ze sa vrati naspit tak opat bude jedna topanka chybat. Druhy
¢len ndm hovori, ze s pravdepodobnostou }l si Adam obuje topanku pri dverach P, ale z

prechddzky sa vrati druhymi dverami, teda pri dverdach P uZ budi chybat dve topanky.

Treti ¢len rovnice vyjadruje, Ze Adam si znova s pravdepodobnostou }L pri dverach Z

obuje topanky a z prechadzky sa vrati dverami P. KedZe pri dverdch P chybala jedna
topanka, tym ze Adam od druhych dveri zobral topanky a vratil sa dverami P, nebude tam

teraz chybat Ziadna topanka. Strvty ¢len ndm hovori, ze Adam si s pravdepodobnostou

}L obuje pri dverach Z topanky a z prechadzky sa vrati tymi istymi dverami, teda pocet

topanok pri dverach P ostane nezmeneny, ¢ize stdle tam bude chybat jedna topdnka. Pre
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1 < j < n—1 bude zapis rovnaky, preto rovnicu f(j) napiseme pomocou f(1) a upravime
. 1, . 1, . 1,
FG) =14 /0 -1+ 5f0) + 3 f0+1).

Teraz si ukdzeme, comu sa rovna f(n). Znova si najprv napiSeme predpis a potom si

jednotlivé ¢leny vysvetlime.

Fln) = 50+ Fln = 1)+ 5 (1+ f().

KedZe pri dverdch P uZz nie st Ziadne topanky, tak ak pride Adam do tych dveri, tak
skoncil, ale este ma dve moznosti, ak pride do dveri Z. Teda prvy ¢len v rovnici znamena,
7e s pravdepodobnostou % pride do dveri Z, obuje si topanky a z prechadzky sa vrati
dverami P, kde sa vyzuje, teda uz tam bude chybat iba n — 1 topanok. Druhy ¢len ndm
hovori, ze Adam s pravdepodobnostou % pride do dveri Z, obuje si topanky a z prechadzky
sa vrati tymi istymi dverai. Pri dverach P nam tym paddom ostane nezmeneny pocet

chybajicich topdnok a to je teda n. Rovnicu f(n) mézeme upravit na tvar

Fn) = 14 3 fn = 1) + 5 ().
Rovnice f(0), f(1) az f(n) mozeme upravit do takéhoto tvaru
f) = f0) = 2f(0) -2

f2)—f1) = f1) = f(0)—4
fB)=f2) = f(2)-f1)-4

fn)=fln=1) = fln—-1)—f(n—-2)—4
fn) = fln—1) = 2.
Poslednti rovnicu vyndsobime (—1) a rovnice spolu s¢itame, odkial dostdvame
fin=1)=f(0) = =2+ f(0)—4(n—-1) =2+ f(n-1)
f(0) = 2n.
Dosadenim f(0) do prvej rovnice dostavame, comu je rovné f(1), a teda
f1) = 3f(0) =2
f(1) = 6n-—2.
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Teraz potrebujeme ndjst vseobecné riesenie diferencnej rovnice f(k), ktori sme ziskali na
zéklade rovnic v systéme (36). Vseobecné riesenie diferenénych nehomogénnych rovnic
pozname z [16].

fR) =2f(k =)+ f(k=2) = —4,

pre k = 2,...,n. Najprv si vypocitame, comu je rovné f(2) a f(3), pretoze to pouzijeme
ako pociatoéné podmienky a vieme to Tahko vyjadrit, kedze sme si uz vypocitali f(1) a

£(0).

f2) = 2f(1) - f(0) -4
£2) = 10n—8,
fB) = 2f(2) - f(1) -4
f(38) = 1l4n—18.

KedZe uz pozndme pociatocné podmienky, ideme teraz vyriesit diferen¢nii rovnicu. Ako
prvé vypocitame homogénné riesenie a potom vypocitame partikuldrne rieSenie, pretoze
vSeobecné rieSenie diferencnej nehomogénnej rovnice je dané ako sucet homogénneho
rieSenia a partikularneho riesenia.

Homogénne riesenie:

Oznacme si f(k) ako r¥. Charakteristickd rovnica rekurentného vztahu f(k) —2f(k—1)+
f(k—2)=0jer?—2r+1=0, ktord ma rieSenie r = 1, r = 1. Kvadratickd rovnica m4
dve riesenia rovnaké, tedd mé dvojnasobny koren (r; = ry =1 = rg). V takomto pripade

st zodpovedajuice riesenia diferencnej rovnice dané ako
filn) = rg
fo(n) = nfi(n) =nrg.

V nasom pripade fi(n) = 1, fo(n) = n. Z toho dostdvame homogénne riesenie, ktoré

oznac¢ime ako fp.
fu = cfi(n)+cafo(n)
fH = 1+ nca.

Teraz si najdeme partikularne riesenie, ktoré si oznac¢ime ako fp. Odhaneme ho, ze by

mohlo vyzeraf ako fp = cn?. Teraz toto partikuldrne riesenie dosadime do rovnice f(k) a
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dostavame

en? —2c¢(n—12+cn—-2?2 = —4
c = —2.
Dostévame partikuldrne riesenie, teda fp = —2n? a pomocou partikuldrneho a homogénneho

rieSenia aj vSeobecné rieSenie
fv = fu+fp
_ 2
f\/ = cl—i-an—Qn.

Dosadenim pociatocnych podmienok vypocitame, comu je rovné cq, co, a teda

f2) = 10n—8=c;+2c; —8

f(3) = 14n—18 =¢; + 3¢5 — 18.

VyrieSenim tejto sustavy rovnic dostavame, ze ¢; = 2n a ¢y = 4n. Dosadenim tychto

dvoch konstant do vSeobecného riesenia rovnice dostdvame pozadovany vysledok
fv = f(n) = 2n* + 2n.

Priemerny pocet ukoncenych prechdadzok, kym Adam zisti, ze pri ndhodne vybranych

dverdch uz nie st Ziadne topanky je 2n? + 2n. Tymto sme si ukézali rieSenie prikladu.
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Zaver

Cielom tejto bakaldrskej prace bolo vytvorit zbierku prikladov, ktord umozn{ uchadzacom
o novu pracu jednoduchsiu pripravu na pohovor, napriklad na Wall Street. Praca obsahuje
priklady z pravdepodobnosti, ktoré sme cerpali hlavne z knihy [20]. V knihe boli riesenia
prikladov, ktoré sa mozu objavit na pohovore doplnené o rozsirenia danych prikladov,
ktoré sa mozu na pohovore opytat. Tieto rozsirenia uz v knihe neboli vyrieSené. Riesenia
sme doplnili o poc¢itacové simulacie, ktoré sme urobili hlavne na skontrolovanie vysledkov.
Kazdi kapitolu sme venovali nejakej téme, ktord sa zda byt zaujimava a doplnili sme
ju o priklady, ktoré sa venuju nami vybranému okruhu. Pri pisani sme sa vSetko snazili
exaktne dokdzat, preto sme vzdy vysvetlili aj tedériu a aj metddy, ktoré sme v praci
vyuzili. Bakaldrska praca je viicsieho rozsahu, pretoze kazdy priklad sa snazime vysvetlit
do hibky, aby ¢itatel pochopil kazdy krok, ktory sme urobili a nemusel uz nad prikladom
vela premyslat.

Prvi kapitolu sme venovali prikladom o ponozkach. Najprv sme ukazali rieSenie prikladu
z knihy [20], ndsledne sme zobrali z inych zdrojov priklady, ktoré sa venuju tiez ponozkdm.
Priklad Pdrovanie ponoziek sme doplnili aj poc¢itacovou simulaciou, pomocou ktorej sme
najprv overili vypocet strednej hodnoty a nasledne vykreslili graf (1), na ktorom mo6zeme
vidiet, ako sa meni strednd hodnota s po¢tom simuldcii. V rieseni prikladu Pocet ponoZiek
v zdsuvke sme najskor vysvetlili a neskor aj vyuzili Pellovu rovnicu, ktorej ak najdeme
riesenie, tak vieme ndjst nekonecne vela dalsich rieseni.

Druha kapitola bola viac matematicka. Venovala sa prikladom na vypocet strednej hod-
noty a disperzie. V kapitole sme interpretovali momentovi vytvarajucu funkciu. Nésledne
sme pocitali momentovi vytvarajicu funkciu pre rézne rozdelenia, napriklad normélne
rozdelenie alebo Poissonovo rozdelenie. Aby si ¢itatel vedel lepsie predstavit, naco taka
funkcia slizi, uviedli sme aj priklad, ako moZeme ttito funkciu vyuzit napriklad v po-
istovnictve.

Tretiu kapitolu sme zamerali na hod mincou. Priklady o hode mincou st v pravdepodob-
nosti velmi populdrne, preto sme tiito tému zahrnuli aj do nasej prace. Priklad z knihy
[20] sme doplnili prikladom z knihy [7], ktory sa venoval urceniu, ktoré dievca je na tom
lepsie. Konkrétne dievéata si zvolili vyherné kombindcie, ktoré ked padni v poZadovanom

poradi, tak im prinest vyhru. My sme vypocty doplnili aj o pocitacovi simulaciu, kde
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sme naprogramovali ndhodne hody mincou a ak padla pozadovana kombindcia, vratilo
nam, ktoré dievéa vyhralo. V tabulkéach (5) a (6) st zaznamenané pocty, kolkokrat ktoré
diveca vyhralo, ked sme hru opakovali 100 000-krat.

V stvrtej kapitole sme sa venovali hram s hracimi kartami. Najskor sme vyriesili priklad
z knihy [20] a nésledne sme kapitolu doplnili prikladmi z inych zdrojov. Sticastou stvrtej
kapitoly bol aj dotaznik, ktorého cielom bolo zistit, ako Iudia uvazuji, ze dopadne ne-
jaka hra bez matematickych vypoctov. Dostali teda zadanie prikladu a mali na zaklade
logického uvaZzovania uréit, ¢o si myslia, Zze bude spravna odpoved. Nage predpoklady sa
nam potvrdili a vécsina opytanych odpovedala spravne aj bez toho, aby priklad pocitala,
okrem poslednej otazky, ktori na nase ocakavanie vacsina odpovedala nespravne. V ka-
pitole sme takisto ukdzali, ¢i sa oplat{ pri testoch s moznostou vyberu spravnej odpovede
pouzit taktiku, zvolim odpoved, ktord uz dlho nebola.

Posledné kapitola je venovana nahodnym prechadzkam. Si v nej zobrazené dva zaujimavé
priklady. Jeden je venovany mravcovi, ktory sa ndhodne pohybuje po hrane kocky a druhy
Adamovi a jeho ndhodnym prechadzkam. Druhy priklad sme riesili pomocou diferenénych
rovnic.

Prinosom tejto préace je, ze uchadzacovi o zamestnanie sme poskytli viacero prikladov na
precvicenie a na lepsiu pripravu na pracovny pohovor. Taktiez sme ukézali, ze matematiku,
a teda konkrétne pravdepodobnost nijdeme vsade okolo nés a moze byt velmi zaujimava,
a zabavna aj pre obycajného cloveka.

Pre autora bolo prinosom obohatenie sa o nové vedomosti ako napriklad na co sluzi
Pellova rovnica. Praca priucila autora o programovanie roznych hier a simulacii. Takisto
bolo pre autora prinosom spozorovat z dotaznika, Ze vela lIudi téma pravdepodobnosti
naozaj zaujima. Autor vysvetluje nové témy, s ktorymi sa doteraz na stidiu nestretol, ale

bolo pre neho zaujimavé venovat sa im.
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Priloha A

#Parovanie ponoziek

pocetnajdenychparov <— function (n,k) {
ponozky <— c¢(1l:n,1:n);

vybraneponozky <— sample (ponozky, size=k)

vybranepary <— c();

for(i in 1:(k-—1))

{
for(j in (i+1):k)
{
if (vybraneponozky [i]==vybraneponozky|[j])
{
vybranepary <— c(vybranepary, vybraneponozky[i])
¥
}
h

pocetparov <— length (vybranepary)

set.seed (12345) # kvoli reprodukovatelnosti
opakovania <— replicate (100000, pocetnajdenychparov(10,10))
mean (opakovania)

table (opakovania)

x <— ¢(1, 10, 50, 100, 500, 1000, 10000, 50000, 100000)
y <— ¢(2, 2.1, 2.44, 2.27, 2.396, 2.34, 2.3624, 2.3687, 2.3685)

Y

plot (x,y, xlab=’pocet simulacii’, ylab=’stredna hodnota’)

#Kto je na tom lepsie?
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copadlo <— function (){
X <— runif(1l, 0, 1)
if(x < 1/2){
strana <— 1

}
else{

strana <— 2

}

return (strana)

zhoda <— function (hody, hladane){
hladanedlzka <— length (hladane)
k <1
for (i in 1:length (hody)){

if (hody[i]==hladane [k]){

k <— k+1
}
else{
k <— 1
if (hody [i]==hladane [k]){
k <— k+1
}
else {
k <—1
}
}

#if (k > hladanedlzka)
if (k >= hladanedlzka)

{
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return (TRUE)

}
return (FALSE)

#Kamila <— c(2,1)
#Kristina <— ¢ (1,1)
Kamila ¢(2,1,1)
Kristina <— ¢(1,1,2)

dievcata <— function (Kamila, Kristina){

hody <— ¢ ()

vyhral <— 0

padlo <— c¢()

while (TRUE){
padlo <— c¢(padlo, copadlo())
if (zhoda(padlo, Kamila)){

vyhral <— 1
break
}
if (zhoda(padlo, Kristina)){
vyhral <— 2
break

}

return (vyhral)
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set.seed (12345) # kvoli reprodukovatelnosti
opakovania <— replicate (100000, dievcata(Kamila, Kristina))
mean (opakovania)

table (opakovania)

#Rozdavac kariet
padneEso <— function (k,n){
vsetkykarty <— 52xn
pravdepodobnost <— 1
for (i in 0:(k—1)){
 (i==(k—1)){
pravdepodobnost <— pravdepodobnost*(4/(52%n—i))
}
else{
pravdepodobnost <— pravdepodobnost*((48+n—i)/(52*n—i))

}
}

return (pravdepodobnost)

rozdavac <— function (N,j,n){
k <— floor ((52*xn—4xn—(j —1))/N)
suma <— 0
for (i in 0:k){
suma <— suma + padneEso (j+Nx*i ,n)

}

return (suma)

N <— 130

n <— 20
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hraci <— c¢()
for(j in 1:N){

hraci <— c(hraci,rozdavac(N,j,n))

hraci

plot (hraci, ylab=’pravdepodobnost’, xlab='poradie hraca’)

#Mravec na kocke
pohyb <— function (vrchol){
pozicia <— 0
x <— runif(1, 0, 1)
if (x < 1/3){
pozicia <— 1
}
else if(1/3 < x & x < 2/3){
pozicia <— 2
}
else {
pozicia <— 3
}

if (vrchol[pozicia]==0)

—

vrchol [pozicia]=1

}

else{
vrchol [pozicia]=0

}

return (vrchol)
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pohybmravca <— function (){
vrchol <— ¢ (0, 0, 0);
cas <— 1;
vrchol <— pohyb(vrchol)
while (vrchol [1] != 0 || vrchol[2] != 0 || vrchol[3] != 0)
{
cas <— cas+1;
vrchol <— pohyb(vrchol)

}

return (cas)

set .seed (12345)
opakovania <— replicate (100000, pohybmravca())

mean (opakovania)

table (opakovania)

tab <— table (opakovania)
plot (tab, xlab=’pocet minut’, ylab=’pocet opakovani’ )
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Priloha B

DOTAZNIK
Otézky, ktoré sme polozili ludom. Ludia mali odpovedat, aky si myslia, Ze bude vysledok
prikladu bez toho aby nieco poécitali. V prvych otdzkach bude rovnaké zadanie, menit sa

bude iba pocet hracov alebo pocet kariet.

1.) Pohlavie
a.) Zena
b.) Muz

2.) Vek

a.) menej ako 18
b.) 18-25
c.) viac ako 25

3.) V pokrovej hre s dvomi hra¢mi A, B, rozdavac kariet je vybrany nasledujicim spésobom.
V poradi ABAB ... st rozdavané karty z premieSsaného balika kariet hracom, pokym je-
den z nich nedostane eso. V baliku je 52 kariet. Prvy hrac, ktory dostane eso zacina
nasledujicu hru ako rozdavac kariet. Ktory hra¢ ma najvicsiu pravdepodobnost stat sa

rozddvacom kariet?
a.) hrac A
b.) hra¢ B
c.) obaja hrd¢i maju rovnaku sancu stat sa rozddvacom kariet

4.) V pokrovej hre s tromi hra¢mi A, B,C, rozdava¢ kariet je vybrany nasledujicim
sposobom. V poradi ABCABC'. .. st rozdavané karty z premiesaného balika kariet hra¢om,

pokym jeden z nich nedostane eso. V baliku je 52 kariet. Prvy hrac, ktory dostane eso

stat sa rozdavacom kariet?
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a.) hrac A

b.) hrac B

c.) hra¢c C

d.) vSetci hraci maji rovnaki Sancu stat sa rozddvacom kariet
5.) V pokrovej hre s tromi hra¢mi A, B,C, rozdava¢ kariet je vybrany nasledujicim
sposobom. V poradi ABCABC'. . . st rozdavané karty z premiesaného balika kariet hracom,
pokym jeden z nich nedostane eso. Tento krat je v baliku 104 kariet. Prvy hrac, ktory

dostane eso zac¢ina nasledujicu hru ako rozdavaé kariet. Ktory hra¢ ma najvacsiu prav-

depodobnost stat sa rozddvacom kariet?

a.) hrac A

b.) hrac B

c.) hrac C

d.) vSetci hraci maji rovnaki Sancu stat sa rozddvacom kariet
6.) V pokrovej hre s N hraémi A, B,C, ..., N, rozdavac kariet je vybrany nasledujicim
sposobom. V poradi ABC'... NABC ... N ... st rozdavané karty z premiesaného balika
kariet hrdcom, pokym jeden z nich nedostane eso. V baliku je 52 kariet. Prvy hrac, ktory

dostane eso zacina nasledujicu hru ako rozdévac kariet. Maju hraci rovnaka pravdepo-

dobnost staf sa rozddvacmi kariet?
a.) ano
b.) nie
Teraz mame uplne iny priklad.
7.) Tvoj priatel si ndhodne vyberie kartu z oby¢ajného balika 52-och kariet, ale tak aby
si ty nevidel aka je to karta. Ty budes hadat, aki kartu vytiahol. Predtym sa vSak mozes

opytat kamarata, bud ¢i je jeho vybrand karta éervenej farby alebo éi je jeho karta pikové

eso. Priatel ti na otdzku odpovie pravdivo. Ak otdzku by si sa opytal?
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a.) Je karta ¢ervena?
b.) Je karta pikové eso?

c.) Je jedno, ktori otdzku sa opytam
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