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Abstrakt v statnom jazyku

LAURENCfKOVA, Anna Méria: Co treba vediet z pravdepodobnosti na pracovnom
pohovore na Wall Street 1T [Bakaldrska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fa-

kulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;
skolitel: doc. RNDr. Bedta Stehlikové, PhD., Bratislava, 2018, 90 s.

Cielom tejto bakaldrskej préace je uviest riesenia prikladov z pravdepodobnosti, ktoré
sa objavili na pracovnych pohovoroch. V praci si uvedené aj ich zovSeobecnenia a
iné priklady k danym témam, ktoré by mohli slizit ako priprava na takéto pracovné
pohovory.

Bakalarska praca ma 7 kapitol. V kazdej kapitole st uvedené priklady z pravde-
podobnosti z danej témy a ich rozsirenia. Pri rieSeni jednotlivych, aj naroc¢nejsich,
prikladov sa opiera o zakladné principy pravdepodobnosti. Kazdu kapitolu je doplnena
pocitacovou simuldciou v softvéri R, vdaka ¢omu je mozné jednotlivé priklady lepsie

pochopit. Stcastou prace si aj kédy prislusnych simuldcii.

KIiéové slova: prekvapujiice vysledky, predpoklady, Ruska ruleta, ndhodna

prechadzka, ndhodné stretnutie, koreldcia, podmienené pravdepodobnost



Abstract

LAURENCfKOVA, Anna Maria: What one needs to know on a job interview at Wall
Street IT [Bachelor Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,

Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-
sor: doc. RNDr. Bedta Stehlikova, PhD., Bratislava, 2018, 90 p.

The purpose of this bachelor thesis is to present solutions of probability problems
that appeared at the job interviews. The thesis also presents their generalizations and
other problems connected to the given topics that could serve as a preparation for such
job interviews.

Bachelor thesis has 7 chapters. In each chapter are given problems of the probabi-
lity connected to the given topic and its extensions. In solving of the particular, also
more advanced, problems, the thesis is based on the basic principles of probability.
Each chapter is complemented by simulation in R software, which makes it easier to

understand each problem. The thesis contains also codes of the respective simulations.

Keywords: suprise results, preconditions, Russian roulette, random walk, random

meeting, correlation, conditional probability
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Uvod

Asi kazdy z nés uz niekedy pouzil slové pravdepodobnost, pravdepodobne, ¢i s najvicsou
pravdepodobnostou. Povod pravdepodobnosti mozeme ndjst v hrach zaloZenych na
ndhode. Dudi v minulosti zaujimalo, aké je pravdepodobnost ich vyhry napriklad v
hre Hod mincou. Prvé formalizované poznatky z pravdepobnosti sa vSak datuju az v
16.storoci. Za rozvoj tedrie pravdepodobnosti sa povazuje listova komunikédcia medzi
Pascalom a Fermatom z roku 1654. Zaoberali sa otézkou, ako sprdvne rozdelif bank
medzi hrdcéov, ak musela byt hra predcasne prerusena.

Avsak pravdepodobnost uz ddvno nie je iba matematickou zélezitostou. Cim d'alej,
tym viac sa s nou stretavame aj v beznom zivote a dokonca aj v odvetviach, kde
by sme ju vobec necakali, napriklad v medicine, bioldgii ¢i financnictve. Preto by pre
nas nemalo byt prekvapenim, Ze aj otdzky z pravdepodobnosti nds mozu cakat na
pracovnom pohovore na Wall Street, ¢i na podobnt pracovni poziciu.

Cielom ludi, ktory vedu takéto pohovory, je preverit si schopnost uchddzaca rozmyslat
pravdepodobnostne. To znamend, vediet pouzit poznatky z pravdepodobnosti na prak-
tickych ale aj teoretickych prikladoch. Takymto prikladom z pravdepodobnosti sa ve-
nuje celd jedna kapitola z [21].

V nasej bakaldrskej préaci uvddzame riesenia prikladov z [21], ktoré sa na takychto
pohovoroch vyskytli, dopfﬁame ich d'alsfmi prikladmi, ktoré s danou témou sivisia
a rozsiruju povodné priklady. Vybrané priklady dopiﬁame pocitacovymi simuldciami
v softvéri R, ktoré pomahaju rieenie lepsie pochopit, pripadne sliZia na porovnanie

vysledkov ziskanymi teoretickym vypoctom.



1 Priklady s prekvapujicimi vysledkami

Pri riesen{ prikladov z pravdepodobnosti sa ¢asto mozeme stretniit s vysledkami, ktoré
by sme na zaciatku neocakdvali. Sndd najzndmejsim prikladom s takymito vysledkami

je tzv. Narodeninovy paradox [3]. Zd'aleka to nie je ale jediny takyto priklad.

1.1 Priklady o strodencoch

Priklad 1.1. Rodina ma dve deti. Vieme, Ze jedno z deti je dievéa. Akd je pravdepo-
dobnost, ze druhé z deti je chlapec? [21]

Priklad 1.2. Rodina mad dve deti. Vieme, Ze aspon jedno z nich dievca. Akd je prav-

depodobnost, Ze obe deti si dievéatd? [21)]
Priklad 1.3. Ako sa zmeni visledok, ak vieme, Ze starsie z deti je dievca? [21)]

Riesenie: Zavedieme si definicie potrebné na riesenie prikladov podla [20].

Predpokladame, ze experiment je jednoduchy, teda, ze vysledkom experimentu je
prave jeden prvok z koneénej mnoziny a vsetky mozné vysledky si z hladiska toho,
ako ¢asto nastavajui, rovnocenné. Mnozinu vSetkych moznych vysledkov experimentu
budeme nazyvat mnozinou elementarnych udalosti Q. Ak po uskuto¢neni experimentu
dostaneme vysledok w € €, budeme hovorit, ze nastala elementérna udalost A = {w}.
V pripade, Ze 2 je koneéna, udalostou rozumieme fubovolni podmnozinu €2 a systém
vSetkych udalosti oznacime S.

Za uvedenych predpokladov sformulujeme klasicki alebo Laplaceovi definiciu prav-
depodobnosti.

Pravdepodobnost Tubovolnej udalosti A € Q je dané vztahom

_ 14

(1.1)

kde |.| oznacuje pocet prvkov mnoziny. Trojicu (2, S, P) budeme nazyvat klasickym
pravdepodobnostnym priestorom.
Okrem klasickej pravdepodobnosti vyuZijeme aj podmienenti pravdepodobnost.
Podmienenou pravdepodobnostou udalosti A € S za podmienky, Ze nastala udalost

B € S takd, ze P(B) > 0 budeme rozumiet ¢fslo



P(AN B)
P(B)

Na ilustraciu toho, v ¢om su vysledky tychto troch prikladov prekvapivé, zacneme

P(A|B) = (1.2)

nespravnym postupom rieSenia prvého prikladu. Na prvy pohlad sa moze zdat, ze
mnozina elementdrnych udalost{ bude mat dva prvky, a to Q = {CH, D}, kde CH
oznacuje, ze druhé z deti je chlapec a D oznacuje, ze druhé z deti je dievéa. Oznacme
A udalost, ze druhé z det{ je chlapec, potom A = {C'H}. Mohlo by sa teda zdat, Ze na
zéklade mozeme tvrdit, ze P(A) = L.

Avsak zabudli sme zohladnit fakt, Ze rodina méd dve deti, a teda mnozina ele-
mentarnych udalosti Q a aj samotnd udalost A, ktorej pravdepodobnost nés zaujima,
vyzera inak.

Predpokladajme, Ze rodina mé dve deti, ktorych pohlavie nepoznéame, jedno z nich je
starsie. Kombindcie su teda nasledujice: (CH,CH),(CH,D),(D,CH), (D, D). Tieto
kombindcie budd tvorit €, pricom st rovhocenné a teda kazd4 z nich nastdva s pravde-
podobnostou 411. Oznac¢me A udalost, ze jedno z deti je dievca, potom A = {(CH, D),
(D,CH), (D, D)}. Az teraz mozeme aplikovat Laplaceovu definiciu pravdepodobnosti
a teda pravdepodobnost, Ze jedno z dvoch deti je dievca P(A) = %.

Ozna¢me B udalost, ze jedno z det{ je chlapec. Potom B = {(CH,CH), (CH, D),
(D,CH)} aplati P(B) = %. N4és zaujima pravdepodobnost, ze druhé z det{ je chlapec,
ak vieme, Ze jedno z deti je dievca, teda

p(B|a) = £ (ﬁ(;‘)fl) _ PH(CH,D

(D, CH)})

-2, (1.3)

oo ~—
NSNS

a teda riesenim prikladu st % MoézZeme si teda v&imnit, Ze vysledok nie je % ako
by sme na zaciatku ocakavali.

Oznacme teraz C udalost, ze obe deti st dievéatd. Potom C' = {(D, D)} a P(C)
podla je rovnd 1. Pravdepodobnost, ze obe deti st dievcatd, ak vieme, Ze aspon

jedno z deti je dievca je rovna

P(c)A) =~ —

(€nA)  PH(D,D)})
P ; - (1.4)

INJISUI NS
|

a teda rieSenim prikladu je %
Uvazujme teraz udalost E, ktord oznacuje, ze starsie z deti je dievéa. Potom E =

{(D,CH), (D, D)}. Pravdepodobnost, ze obe deti s dievcatd, ak vieme, ze starsie z

10



deti je dievca, je rovna

P(CIE) = =P =

P(CnE)  PHD,D)})

TIPS
I

N | —
~
=
Ut
S~—

1.2 Duel v troch rohoch

Priklad 1.4. Hrdci A, B a C si idi zahrat hru s pistolami, kde budi na seba strielat v
poradi A, B a C. Hrdc prehrd vtedy, ak ho niekto trafi a hra skonéi, ked zostane poslednsj
netrafeny hrdc. Vieme, Ze pravdepodobnost, ze A trafi je 0,3, B nikdy neminie ciel a

C trafi s pravdepodobnostou 0,5. Aki stratégiu zvoli A? [29]

RieSenie: Uvazujme stratégie hraca A. Hra¢ A hru zacina a rozhoduje sa, ¢i bude
strielat na hraca B alebo na hraca C. Ak by strielal na hraca C a trafil by ho, B by
ho nasledne urcite trafil a teda by prehral.

Ak bude strielat na hraca B, traff ho s pravdepodobnostou 0,3. Predpokladajme,
7e hrac A netrafil hrdcéa B. Hrac B bude teraz urcite najprv strielat na C, pretoZe ten
ho méze s vicsou pravdepodobnostou v d'alsom kole trafif. KedZe B nikdy neminie
ciel, hra¢ C prehrd a pokracuje A, ktory bude mat d'alsiu moznost trafit hrica B s
pravdepodobnostou 0,3. Ak netrafi, prehra.

Teraz predpokladajme, ze hra¢ A v prvom kole trafil hraca B. Hraci A a C' sa
budi v d'alsich koldch striedat v strielani. Chceme vypocitat pravdepodobnost vyhry
hraca A. To znamena, ze hra¢c C netrafil hra¢ca A a nasledne hrac A trafil hraca C.

Pravdepodobnost vyhry v prvom kole prestrelky bude
P(vyhra A v 1.kole) = P(C netrafin A trafi) =0,5-0, 3

Ak by v tomto kole A netrafil, hra bude pokracovat dalej, teda bude strielat C. Na
to aby A vyhral, by C' opit nemohol trafit a teda pravdepodobnost vyhry v druhom
kole prestrelky bude

P(vyhra A v 2.kole) = P(C netrafi v 1.kole N A netrafi v 1.kole N
N C netraff v 2.kole N A trafi v 2.kole) =

=0,5-0,7-0,5-0,3=0,5%-0,7-0,3

11



A opit, ak by A netrafil, pokracoval by C. Na to, aby A vyhral, by C opét nemohol
trafif. Teda pravdepodobnost vyhry hraca A by bola

P(vyhra A v 3.kole) = P(C netrafi v 1. kole N A netraff v 1. kole N
N C netraff v 2. kole N A netrafi v 2.koleN
N C netrafi v 3. kole N A trafi v 3. kole) =

=0,5-0,7-0,5-0,7-0,5-0,3=0,5%-0,7%-0,3

Rovnakym postupom dostaneme pravdepodobnost vyhry v n-tom kole prestrelky

rovnu

P(vyhra A v n-tom kole) = 0,5"**.0,7"-0, 3.

Pravdepodobnost vyhry hridcéa A teraz vypocéitame ako stcet pravdepodobnosti

vyhry A v jednotlivych kolach, teda

P(vyhra A) =0,5-0,3+0,5*-0,7-0,3+0,5*-0,7%-0,3 + ...
0,5 0,770,834+ .. =Y 0,5"1.0,7"-0,3=0,3-0,5Y_ (0,5-0,7)"
n=0 n=0

Sucet geometrického vieme jednoducho vypocitat a teda pravdepodobnost vyhry A je

0,3-0,5 0,15 3 3
P(vihra A) = — 2> 22 522 2 3 1.6
(vhra A) = T =0 =0= =065 13 10 " (1.6)

Z uvedeného vyplyva, ze ak hra¢ A v prvom kole trafi hraca B a potom sa bude
snazit trafit hrdca C, vyhra s nizSou pravdepodobnostou, ako keby v prvom kole netrafil
B. Hra¢ A preto v prvom kole traff radsej do zeme, pretoze v d'alsom kole md vicsiu

pravdepodobnost vyhrat proti B ako m4 proti C.

Priklad 1.5. Pre aké kombindcie pravdepodobnosti trafenia ciela by bol vysledok rov-

naky?

Riesenie: Predpokladajme, Ze hrd¢ A trafi ciel s pravdepodobnostou z, 0 < z < 1,
hra¢ B nikdy neminie ciel a hra¢ C' trafi ciel s pravdepodobnostou y, 0 < y < 1.
Uvazujme rovnaky priebeh duelu ako v predchadzajicom pripade, teda ze v prvom

kole A trafi B a nasledne bude prestrelka medzi C a A. Chceme vypoécitat pravdepo-

12



dobnost vyhry hraca A. T4 bude rovnd

o0

P(vyhra A) = Z(l —y)" (1 —a)'r =
) gt o (1.7)
n i~y
=z(l-y) > [(1-y(l—a)" = 1-(1-y(1-2)

n=0

Aby sme dostali rovnaky vysledok ako v predchadzajiucom v pripade, teda aby bolo
pre hraca A vyhodnejsie strelit prvi strelu do zeme (resp. netrafit hrdca B) musi
platit # < y. V pripade, ak z > y, tak B by v nasledujicom kole trafil najprv A,
pretoze ten by ho trafil s vysSou pravdepodobnostou ako C. Ak z = y, tak by hra¢
A mohol byt v nasledujiicom kole hracom B trafeny s rovnakou pravdepodobnostou
ako hrac C', pretoze pre hraca B by obidvaja hraci predstavovali rovnaké ohrozenie.

Zaroven musi platit, Ze pravdepodobnost vyhry hraéa A nad hracom C' po vzdjomnej

z(1-y)
I-(1-y)(1-z)’

zahodil prvu strelu, teda x.

prestrelke, teda bude mensia ako pravdepodobnost vyhry hraca A, ak by

Mame teda nasledovné nerovnosti, ktoré charakterizuju pripady, v ktorych je pre A

najvyhodnejsie strelif do zeme.

<y
O<ax<l1

0<y<1

z(1 —y)
1—(1—y)(1—x)

Prvi z nerovnic este upravime, pricom vyuzijeme, ze z,y € (0,1) a dostavame

<x

l—y<1l—(01—-y)(l—2x)

y2—z)>1-2

Znovu vyuzijeme, ze x,y € (0,1), a teda 2 — x > 0, z ¢oho dostavame

l1—=x

> .
y 2—=x

Dostavame teda, ze na to, aby bol vysledok rovnaky ako v prvom pripade musia

13



pravdepodobnosti splitat systém nerovnic

O<ax<l

0<y<l1
1—=x
2—x

y >

<y

Graficky je mnozina vyhovujicich dvojic (z,y) zndzornend na obrézku , kde ¢erveny

bod predstavuje kombinéciu (z,y) z povodného zadania, teda (0,3;0,5).

1.0

0.4
I
{

0.2
|

0.0

0.0 0z 0.4 0.6 0.3 1.0

Obr. 1.1: Grafické zndzornenie mnoziny moznych riesenf (sivou) a bodu z poévodného zadania

(Gervenou)
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1.3 N = 2: Prekvapenie

Priklad 1.6. Na dvoch papierikoch si napisané cisla, o ktorych nemdme Ziadnu ve-
domost a si otoéené tak, Ze ich nevidime. Otoc¢ime jeden z papierikov, pozrieme sa
na &islo a mdme sa rozhodnit, ¢i otocime aj druhy papierik. Vyhrdvame, pokial si

vyberieme papierik s ¢islom, ktoré je vacsie. [23]

Riesenie: Na prvy pohlad sa moézZe zdat, Ze pravdepodobnost vyhry je presne %, pretoze
si vyberdme z dvoch papierikov. Avsak d4 sa ndjst stratégia, pri ktorej je pravdepo-
dobnost vyhry vicsia ako % Pri tejto stratégii pouzijeme generator nahodnych cisel,
ktory generuje ¢islo R z rozdelenia N (0, 1).

Otocime nahodne jeden z papierikov. Ak je vygenerované ¢islo R mensie ako ¢islo
na papieriku, nechdme si papierik s tymto ¢islom. Ak je ¢islo R vécsie ako cislo na
otocenom papieriku, oto¢ime druhy z papierikov.

Oznacme si ¢isla na papierikoch ako N; < Ns, pravdepodobnost, Ze vygenerované
¢islo R je mensie ako N; ako 0 < p < 1 a pravdepodobnost, Ze vygenerované éfslo R je
vicsie ako Ny ako 0 < ¢ < 1. Pravdepodobnost, Ze vygenerované ¢islo R sa nachddza

medzi ¢islami Np a No, jerovnda 0 <1 —p—qg < 1.

~

b(N1<R<N2)=
=1pq

P(R<N1)=p P(R>N2)=q

| |
N1 N2

Obr. 1.2: Grafické znazornenie pravdepodobnosti vyhry

Ak je R mensie ako obe z ¢isel na papierikoch, vyhrdme s pravdepodobnostou L

15



Naopak, ak je R vicsie ako obe z tychto éfsel, vyhrdme s pravdepodobnostou 1. Ak sa
vygenerované ¢islo R nachadza medzi dvomi ¢islami na papierikoch, teda N; < R < N,
vyhravame vzdy. Dovodom je prave stratégia, ktoru sme si zvolili. Predpokladajme, ze
sme si vybrali papierik s ¢islom N;. Kedze N; < R < N, tak podla nasej stratégie
oto¢ime druhy papierik s ¢islom N a vyhrame. Naopak, ak sme si vybrali papierik s
¢islom N,, éislo R bude mensie ako N, a podla nasej stratégie si nechdme papierik s
tymto ¢islom a teda opét vyhrdme.
Celkové pravdepodobnost naej vyhry je teda rovna

P(vyhra) = P(R < N1)P(N;) + P(N; < R < N3) + P(R > N3)P(N,) =

p q
Iy
9 ( p—q) 9

Chceme dokazat, ze tato pravdepodobnost vyhry je viicsia ako 1, teda

(1.8)

p q _1
4+ (1-p-— Z> 2
2+( P q)+2 5

Po tprave dostaneme
ptaq<l,
¢o plati z dovodu, ze 1 —p — g > 0.
V softvéri R sme vygenerovali dve ¢isla z réznych pravdepodobnostnych rozdelent,
ktoré predstavuju dve ¢isla na papierikoch. Aplikovali sme na ne nasu stratégiu a

skiimali, v kolkych pripadoch sme vyhrali a v kolkych nie. Vysledkom je tabulka, kde

Tabulka 1.1: Pravdepodobnosti vyhry pri éislach generovanych z réznych rozdeleni

rozdelenie | aprox. pravd. vyhry
t 0,70720
t100 0,66871
N(0,1) 0,66487
R(0,1) 0,55788
Exp(1) 0,59167
Exp(100) 0,50272
X2 0,51700

v prvom stlpci uvadzame rozdelenie, z ktorého sme dve cisla generovali a v druhom

StIpCi aproximovani pravdepodobnost vyhry po opakovani pokusu 10°-krét.
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MoéZeme si véimnut, Ze najvyssiu pravdepodobnost vyhry sme dostali, ak sme ¢isla
na papierikoch generovali zo Studentovho rozdelenia s jednym stupiiom volnosti. Ak
sme zvysili pocet stupiiov volnosti na 100, dostali sme pravdepodobnost vyhry podobnt
ako v pripade, ked sme ¢isla na papierikoch generovali z N(0,1). Pravdepodobnost
vyhry blizku 0,5 dostdvame, ak sme generovali ¢isla na papierikoch z rozdelenia x?
s 5 stupfiami volnosti. S rasticim parametrom A exponencidlneho rozdelenia sa tieZ

blizime k pravdepodobnosti vyhry blizkej 0, 5.
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2 Diskusia o predpokladoch

V pripade riesenia prikladov z pravdepodobnosti je velmi dolezité uvedomit si, za
akych predpokladov skiimame nastatie udalosti. MoZeme to vidiet aj na nasledujicich

prikladoch, ktorych riesenia uvedieme.

2.1 Priklad o pracovnych dnoch

Priklad 2.1. Akd je pravdepodobnost, zZe sturty pracovny deri v mesiaci pripadne na

Sturtok?

Riesenie: Zo zadania su dolezité slova - pracovny den. Za pracovné dni povazujeme
dni od pondelka do piatku. Je teda dolezité uvedomit si, Ze Stvrty pracovny den v
mesiaci pripadne na §tvrtok, pokial prvym diiom v mesiaci bola sobota, nedela alebo
pondelok.

Ak by boli dni v mesiaci a v roku rovnomerne rozdelené, vysledok by bol % Avsak
pravdepodobnost, Ze prvym diiom v mesiaci bude sobota, nedela alebo pondelok nie je
rovnaka pre vSetky mesiace v roku a ani pre jednotlivé roky kvoli prestupnym rokom.
Prestupné roky sa opakuji kazdé styri roky. Neprestupny rok ma 365 dni a dni v
tyzdni je 7. Po predeleni 365 ¢islom 7 dostaneme zvysSok 1. To znamenad, ze kazdy rok
sa kalendar posunie o jeden den. Teda, ak napriklad v roku A pripadol 1.janudr na
pondelok, v roku A+ 1 pripadne 1.januar na utorok. To znamena, ze ak by neexistovali
prestupné roky, kalendar by sa opakoval kazdych sedem rokov. Avsak kvoli prestupnym
rokom sa tento cyklus predlzuje na 400 rokov [24].

Prestupné roky sa zaviedli kvoli tomu, aby sme lepsie aproximovali otdc¢anie Zeme
okolo Slnka. Zem sa okolo Slnka to¢i 365,2423... dni, ¢o je priblizne 365,25. Kvoli tomu
priddvame kazdé styri roky jeden dem navyse, ¢im sa snazime ,dobehnit* nasu Zem.
Avsak ked'Zze Zem sa to¢i okolo Slnka o mélo menej ako 365,25 dni, kazdé styri roky
vlastne Zem predbiehame. Preto sa zaviedla druha uprava, a to, ze v pripade, Ze je rok
zaroven delitelny 100 (napr. 2000, 2100, 2200,...), na to, aby bol prestupnym rokom,
musi byt delitelny ¢islom 400. Touto tpravou v priebehu 400-roéného cyklu prideme
o 3 prestupné roky. Mame teda 303 neprestupnych a 97 prestupnych rokov, ¢o spolu
predstavuje 146 097 dni. Toto &islo je delitelné éfslom 7 bezo zvysku. V 400-roénom
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cykle méame teda 20 871 tyzdiiov. Z toho vyplyva, ze dni v tyzdni sa tiez v tomto cykle
opakuju.
V tabulke je uvedené, kolkokrat za 400 rokov pripadol prvy defi v mesiaci na

jednotlivé dni v tyZzdni: To znamend, Ze pravdepodobnost, Ze 1.janudr pripadne na

Tabulka 2.1: Pocetnost zastupenia prvého diia v mesiaci na jednotlivé dni v tyzdni

mesiac pondelok | utorok | streda | §tvrtok | piatok | sobota | nedela
1.januar 56 58 57 o7 o8 26 o8
1.februar 58 56 58 56 o8 o7 o7
1.marec 56 58 56 58 57 o7 58
1.april 57 57 58 56 58 56 58
1.ma4j 56 58 57 57 58 56 58
1.jun 58 56 58 56 58 o7 o7
1.jul 57 57 58 56 58 56 o8
l.august 58 56 58 57 o7 o8 o6
1.september 57 58 56 58 56 58 57
1.oktéber 58 o7 57 58 o6 o8 o6
1.november 56 58 56 58 o7 o7 o8
1.december Y 58 56 58 56 58 o7

sobotu bude %, kedze berieme do tivahy 400 rokov (podobne pre ostatné mesiace).

Tieto relativne pocetnosti s¢itame a predelime ¢islom 12 (po¢tom mesiacov v roku),

ked'Ze jednotlivé mesiace maju rovnaki pravdepodobnost nastatia. Dostdvame

P(1.den v mesiaci je sobota) =

56+ 57+ 57456 + 56 + 57 + 56 + 58 4 58 + 58 + 57 + 58
- 12 - 400 B

4800 400

Podobne vypoéitame tieto pravdepodobnosti pre nedelu a pondelok.

P(1.deni v mesiaci je nedela) =

B8+ 57+ 58+ 584 58 + 57 + 58 + 56 + 57 4 56 + 58 + 57
- 12 - 400 N

4300 300
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Ak

P(1.den v mesiaci je pondelok) =

56 + 58+ 56 + 57 + 56 + 58 + 57 + 58 + 57 + 58 + 56 + 57
B 12 - 400 N

684 57
= = 20142
1800 ~ 400 4

teda chceme vypocitat pravdepodobnost, Ze prvy deni v mesiaci pripadne na

sobotu, nedelu alebo pondelok, budeme poéitat

pravdepodobnost’

P(1.den - sobota V 1.den - nedela V 1.den - pondelok) =

= P(1.den - sobota) + P(1.den - nedela) + P(1.den - pondelok) = (2.1)
o7 43 o7 257

=2 P 22,4283
200 7300 T 200 ~ 600~ 4

Tabulka 2.2: Porovnanie vypoéitanych hodnét s aproximovanymi hodnotami

sobota | nedela | pondelok | celkovo

presné 0.1425 | 0.1434 | 0.1425 0.4284

aproximované 0.1429 0.4286

aproximované |:| presné |:|

0.1434 n

0.1432 L

0.1430 L

0.1428 n

0.1426 L
nedela pondelok sobota

Obr. 2.1: Grafické porovnanie vypocitanych hodnét s aproximovanymi hodnotami (zoom)
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2.2 Priklad o vecierku

Priklad 2.2. Vecierok sa kond k-ty pracovny deri v mesiaci. Chceme minimalizovat
pocet krat, kedy sa vecierok kond v pondelok. Aké k vyberieme? (Uprednostriujeme

mengsie k v pripade rovnakej pravdepodobnosti.) [21]

Riesenie: Opit uvedieme riesenie pre pripad, Ze by dni boli rovhomerne rozdelené a
aj skutocné riesenie. Postupne uvedieme, aké je pravdepodobnost, Ze vecierok sa bude
konat v pondelok, pre jednotlivé k. Ak by dni boli rovnomerne rozdelené, pravdepo-
dobnost, Ze prvy defi v mesiaci pripadne na nejaky den v tyZdni by bola rovnd % Avsak
v pripade, Ze uvazujeme, ze dni v tyzdni nie st rovnomerne rozdelené dostavame nasle-
dujtice pravdepodobnosti. Ak k = 1, teda vecierok sa bude konat prvy pracovny den v
mesiaci, znamena to, ze na to, aby sa vecierok konal v pondelok musi prvym dnom v
mesiaci byt sobota, nedela alebo pondelok. Teda pravdepodobnost, Ze v pripade k = 1

sa bude vecierok konat v pondelok bude rovnaka ako v priklade o diioch a teda

57 43 57 257
Sl L 2 04284
200 T300 T 200 = goo ~ V4

P(vecierok v pondelok) =
Ak k = 2, znamena to, ze na to, aby sa vecierok konal v pondelok, musi prvym
diiom v danom mesiaci byt piatok. Teda pravdepodobnost, Ze v pripade k = 2 sa bude

vecierok konat v pondelok, bude

P(1.den v mesiaci je piatok) =
98+ 58+ 57+ 58 + 58 + 58 + 58 + 57 + 56 + 56 + 57 + 56
a 12 - 400 B

687
= ——=0.1431
4800 0143

Podobne pre k£ = 3. Na to, aby treti pracovny den v mesiaci bol pondelok, musi
prvym ditom v danom mesiaci byt stvrtok. Teda pravdepodobnost, Ze v pripade k& = 3

sa bude vecierok konat v pondelok bude rovna

P(1.den v mesiaci je stvrtok) =

574564 58+ 56 + 57 + 56 + 56 + 57 + 58 + 58 + 58 + 58
a 12 - 400 N

685
= —— =0.142
4800 0 ’

Pre k = 4, teda aby sa vecierok konal stvrty pracovny den v mesiaci, musi prvy den
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v mesiaci pripadnit na stredu a teda dostdvame

P(1.den v mesiaci je streda) =

57+ 58+ 56 + 58 + 57 + 58 + 58 + 58 + 56 + 57 + 56 + 56
- 12 - 400 N

685
= —— =0.142
4800 0 !

Na to, aby sa pre k = 5 vecierok konal v piaty pracovny den mesiaci, musi prvy den

v mesiaci pripadnit na utorok. Dostdvame

P(1.den v mesiaci je utorok) =

58+ 56 + 58 + 57 4 58 + 56 + 57 + 56 + 58 4 57 + 58 + 58
- 12 - 400 N

687
= —— =0.1431
4800 0.143

Ak k = 6, teda vecierok sa bude konat Siesty pracovny den v mesiaci, mame prav-
depodobnost rovnaki ako pri k = 1, pretoZe opitf musi prvy deil v mesiaci pripadntt

na sobotu, nedelu alebo pondelok.

Tabulka 2.3: Porovnanie vypoéitanych hodnét s aproximovanymi hodnotami

k=1|k=2|k=3|k=4]k=5]|k=6

presné 0.4284 | 0.1431 | 0.1427 | 0.1427 | 0.1431 | 0.4284
aproximované || 0.4386 0.1429 0.4386

7 tabulky vidime, Ze ak uvazujeme rovnomerne rozdelené dni, tak pre k = 5n + 1,
kde n € {0, ...,6} dostdvame pravdepodobnost, ze vecierok sa bude konat v pondelok,
rovnu % apre k # 5n+ 1, kde n € {0,...,6} dostdvame pravdepodobnost, Ze vecierok
sa bude konat v pondelok, rovnu % Zvolime teda k = 2.

Avsak, v skutocnosti pri nerovnomernom rozdeleni dni volime k£ = 3, a teda ak
chceme minimalizovat pocet krat, kedy sa bude veéierok konat v pondelok, vecierok

zorganizujeme treti pracovny den v mesiaci.

2.3 Lotr intelektual a Craps

Hry s kockami patria medzi zakladné hazardné hry. Znamou hrou s dvomi kockami je

aj hra Craps.
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2.3.1 Craps

Priklad 2.3. HddzZeme dvomi kockami. Ak ndm padne sucet rovny 2, 3 alebo 12,
prehrdvame. Ak dostaneme sicet rovny 7 alebo 11 vyhrdvame. Inak hddieme dalej
aZ pokial ndm nepadne rovnaky sicet ako v prvom kole - vtedy vyhrdvame. Avsak, ak

ndm padne sicet 7, prehrdvame. Akd je pravdepodobnost vijhry? [1|]

Riesenie: Vypocitame, akd je pravdepodobnost vyhry v 1. tahu. V 1.€ahu vyhrévame,
ak padne stcet 7 alebo 11. Stucet 7 dostavame, ak nam na jednotlivych kockach padni
nasledujuce ¢isla: {(1,6), (6,1), (2,5), (5,2), (3,4), (4,3)}. Kedze mame klasické kocky,
kazd4 z moznosti nastéva s rovnakou pravdepodobnostou 3—16 a teda pravdepodobnost,
ze nam na kockach padne sicet 7 je rovna %.

Sucet 11 dostdvame, ak ndm na kockdch padni nasledujice ¢isla: {(5,6), (6,5)}, ¢o

predstavuje pravdepodobnost rovnii 4. Pravdepodobnost vyhry v 1.€ahu je teda rovné

) 6 2 8
P(vyhra v 1.tahu) = — + —

36 ' 36 36 (2:2)

Naopak, v 1.fahu prehrdvame, ak padne sicet 2, 3 alebo 12. Sticet 2 dostdvame len
v jednom pripade a to, ak ndm na kockach padnu éisla {(1,1)}, ¢o je rovné pravdepo-
dobnosti nastatia %. Sucet 3 dostdvame, ak ndm na kockdch padni 2 moznosti {(1,2),
(2,1)} a teda takyto stcet dostdvame s pravdepodobnostou % a sucet 12 dostdvame
opit len v jedinom pripade a to, ak padni ¢isla (6,6), ¢o predstavuje pravdepodobnost
3. Pravdepodobnost prehry v 1.fahu je teda rovna

1 2 1 4
P(prehra v 1.tahu) = %ttt =3 (2.3)

V d'alsom tahu vyhrame, ak ndm padne rovnaky sicet ako v prvom tahu. Oznaéme si
teda pravdepodobnost, ze ndm v 1.tahu padol sticet s ako p,, pricom s € {4,5,6,8,9,10}.
V 2.tahu op#t chceme, aby padol stcet s. Pravdepodobnost vyhry je teda rovna
P(vyhra) = p?. Ak vsak v 2.tahu nepadne sticet s, chceme, aby padol v 3.fahu,
pricom v 2.fahu nemoze padnif sicet 7. Pravdepodobnost, Ze takato udalost nastane
a vyhrame je rovna P(vyhra) = (1 — p; — p,)p?. A podobne, ak v 2. ani 3.fahu ne-
padne stcet s, chceme, aby padol v 4.fahu, pricom v 2. a 3.tahu nemoze padnif sicet

7. Dostévame, Ze pravdepodobnost, 7ze takito udalost nastane a vyhrdme je rovnd
P(vyhra) = (1 — p; — p,)*p2.
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Ak tieto pravdepodobnosti séitame, dostavame

) ) . 1 p2
P(vyhra v dalsom tahu) = 1 —pr—po)"p? = ( )p? =—
( ) ;( ) 1—(1—pr—ps) Pr + Ds
(2.4)
Celkov4 pravdepodobnost vyhry (bez ohladu na to, v ktorom tahu) je rovnd
2 ] 10 2 ] 2
P(vhra)= Y P 2N B 2 (95

se{45689,10) L7 +ps 36 = pr+ps 36 2pg

V tabulke uvadzame, aké ¢isla ndm musia padnif na kockach, aby sme dostali

sticet s spolu s pravdepodobnostou, s akou tieto si¢ty nastavaju.

Tabulka 2.4: Kombinécie &isel, ktoré mozu padnit na kocke a ich pravdepodobnosti

s kombindcie pravdepodobnost
s =4 {(1,3),(3,1),(2,2)} 3
s =15 {(1,4),(4,1),(2,3),(3,2)} %
s=6 || {(1,4),(4,1),(2,4),(4,2),(3,3)} =
s =8 | {(2,6),(6,2),(3,5),(5,3),(4,4) } %
s =9 | {(3,6),(6,3),(4,5),(5,4),(4,5)} %
s =10 {(4,6),(6,4),(5,5)} =

Dosadenim do (2.5 dostdvame, ze pravdepodobnost vyhry v hre Craps je rovnd

1 2 25\ 8 244
Plvihra) =2 [ = + = + 22 ) 4 2 - 22 - 490 2,
(vyhra) (36 T 296) T35 = 195~ 9% (2:6)

teda mélo menej ako 50%.

2.3.2 Dizka hry

Pomocou simulécii a aj teoretickym vypoctom vypoéitame aka je dizka hry Craps - to
znamend, kolko hodov kockami je potrebnych, aby sa hra skonéila, ¢ uz vyhrou alebo
prehrou.

Takyto vypocet dIZky hry sa pouziva ako jeden z testov (diehard test), kedy zistujeme,
¢i je predpoklad o ndhodnom charaktere generovanych ¢isel opréavneny [13].

Hra sa moZe skon¢if hned po prvom hode - ked hraé hodi sticet 7 alebo 11 a vyhré,
alebo ak hodi stcet 2, 3 alebo 12 a prehrd. Ak hodi iny stcet, hra pokracuje pokial

nehodi rovnaky sucet ako v prvom kole alebo sucet 7.
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Simuldciou sme spoécitali v kolkych pripadoch hra skonéila v jednotlivych kolach pri
pocte hier 200 000 [32]. Ak mala hra viac ako 21 kol, zapocitali sme tito hru ako hru
s 21 kolami. Dostali sme vysledky uvedené v tabulke v Stfpci aprox. pocet. V stfpci

Tabulka 2.5: Pocetnost ukonéenia hry pre dany pocet hodov k

pocet hodov || aprox. pocet | presny pocet
1 66971 66666,7
2 37481 37654,3
3 27128 26954,7
4 19151 19313,5
5 13819 13851,4
6 9856 9943.,5
7 7217 7145,0
8 5075 5139,1
9 3644 3699,9
10 2690 2666,3
11 1971 1923,3
12 1391 1388,7
13 1040 1003,7
14 704 726,1
15 513 525,8
16 370 381,2
17 272 276,5
18 194 200,8
19 118 146,0
20 92 106,2
21 303 287,1

presny pocet si uvedené presné pocetnosti ukoncenia hry pre dany pocet hodov k pri
200 000 hrach.

Tieto presné pocetnosti sme vypocitali jednoduchou aplikaciou vety o tplnej prav-
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depodobnosti. Najskor vypoéitame, aké je pravdepodobnost, Ze hra skonéi po prvom

hode kockou.

P(1 hod kockou) = P((s=2)N(s=3)N(s=7) N (s=11) N (s=12)) =

_1+2+6+2+1_1
36 36 36 36 36 3

Teraz vypo&itame, aké je pravdepodobnost, Ze hra skonéi po k-tom kole v pripade, Ze

v prvom kole padol sicet s, kde s € {4,5,6,8,9,10}.

P(k hodov kockou) = Z P(k hodov kockou | 1. padol sucet s)P(1. padol stcet s) =
S 1" 1
= 1-— s — & s - sy
S(rg) (o)

kde p, je pravdepodobnost padnutia stic¢tu s. Trito pravdepodobnost séitame cez s €

(2.7)

{4,5,6,8,9,10} a dostaneme pocet hodov, po ktorych hra skonéi. Ak teraz vysledky
prenasobime poc¢tom hier - 200 000, dostavame presny pocet hier, ktoré skoncili v k-tom

kole.

2.3.3 Lotr intelektual

Film Lotrando a Zubejda zobrazuje krasnu ¢esku kotlinu, kde okrem ¢estnych obcanov
7zijua aj lupeznici. Zbojnik Lotrando si popri rabovani c¢estnych pocestnych nevsimol, ze
z jeho syna, mladého Lotranda, vyrastol urasteny, avsak nevzdelany muz. Lotrando sa
preto rozhodne poslat mladého Lotranda do kldstora, aby dostal poriadne vzdelanie.
V jednej z piesni k filmu sa spieva, ze bude z neho lotr intelektuédl“ [35], ¢o tvorilo

namet pre nazov nasej kapitoly.

Priklad 2.4. Lotrando, lotr intelektudl, je presibany a chce upravit kocky tak, aby jedno
z ¢isel padalo ¢astejsie a iné menej casto. Akymi hodnotami z intervalu [—%, %} by mal
upravit jednotlivé kocky, aby vyhrdval s vyssou pravdepodobnostou? Aké kocky by mal

podsuniit svojmu siperovi? [33]

Ked'ze kocky st robené tak, aby na protilahlych strandch bol stcet 7, ak nas hrac
upravi kocku napriklad tak, aby ¢islo 1 padalo ¢astejsie, ¢islo 6 bude padat menej casto.

Pravdepodobnost, Ze na klasickej neupravenej kocke padne nejaké ¢islo je %. Nas hrac
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mé teda moznost upravit tito pravdepodobnost éislom z € [—1,1]. Kazdi z kocick
moze upravit inym &fslom. Nagou tlohou je zistit, pre aké z,y je pravdepodobnost
vyhry maximélna ¢i minimdlna. Mohlo by sa zdat, Ze na kazdej kocke mame 6 moznosti,
ktoré mozeme upravit. Avsak, kedZe na kockdch vidy menime dve protilahlé strany,
sta¢i nam uvazovat 3 moznosti. Ostatné moznosti ziskame vypoctom z povodnych
troch. Spolu budeme teda riesit 9 minimalizaénych a 9 maximaliza¢nych tloh. Vypocet
sme urobili v softvéri R a vysledky sme uviedli v tabulkéch a . Napriek tomu,
ze sme v softvéri R riesili 9 optimalizacnych tloh v tabulkdch a uvadzame len
6 moznych zmien na kockach, kedZe ostatné st symetrické. V oboch tabulkdch sme

vyznagcili minimdlnu, resp. maximdalnu hodnotu vyhry, ktorii moze zmenami dosiahnut.

Tabulka 2.6: Minimalizécia

zmeny na kocke X N vyhra(x,y)
(1,1) 0,1278 | 0,1278 | 0,4674
(1,2) 0,1667 | 0,1667 | 0,4497
(1,3) 0,1667 | -0,0082 0,4714
(2,2) 0,0835 | 0,0835 0,4800
(2,3) 0,1667 | -0,0196 |  0,4699
(3,3) 0 0 0,4929

Kocky, ktoré by mal Lotr intelektudl dat svojmu stperovi by mali mat upravené
padanie stran 1 a 6 na prvej kockej a padanie stran 2 a 5 na druhej kocke.

Ak bude Lotr intelektudl upravovat kocky tak, aby maximalizoval svoju vyhru, mal
by upravit ¢isla 2 a 5 na oboch kockach rovnako - teda Ze z tychto dvoch &fsel, ¢islo 2
nebude padat vobec.

V tabulke si moZzeme pre kocky, na ktorych zmenime pravdepodobnost padania
¢isel (1,3), resp. (3,1) vSimnit hodnotu blizku 0 (—0,0082). Mohlo by sa zdat, ze
optimalizdcia sa v tomto bode zastavila a skutoénd hodnota by mala byt naozaj 0.
Avsak, pre hodnotu, ktord ndm vysla je pravdepodobnost vyhry skutoéne minimélna.

Analyticky sme spocitali korene funkcie vyhry pomocou softvéru wxMaxima. Na

27



Tabulka 2.7: Maximalizicia

zmeny na kocke X y vyhra(x,y)
(1,1) -0,1667 | -0,1667 0,5829
(1,2) -0,1667 | -0,1667 0,5608
(1,3) -0,1667 | -0,1667 0,5333
(2,2) -0,1667 | -0,1667 | 0,6136
(2,3) -0,1667 | -0,1667 0,5338
(3,3) 0 0 0,4929

1+ 11111 T (2.8
=|=+z,==,===— x| . .
P T 6666 6

Na druhej kocke zas menime hodnotu y ¢isla 3 a 4 a méame teda vektor pravdepodob-

111 1 1117
== 2 = R 2.
q {6,6,6+y,6 y,6,6} (2.9)

Vektor pravdepodobnosti pre jednotlivé siucty bude potom v tvare

nosti

6x+1 3z+1 122y+2x+2y+1 18xy—3x—2 6z+5

P = Y ? Y Y ?
36 18 12 18 36

(2.10)

T
1 Bry+30—-2 122y —22-2y+1 3o0-1 6o—-1
6’ 18 ’ 12 ’ 18 7 36 '

Ak teraz dosadime do funkcie vyhry vektor s dosadenou hodnotou x = %, dostavame

4392y — 17460y> — 122y + 28005

Vvh = ) 2.11
Yhraly) = or 0057 — 6480047 — 7205 T 59400 (2.11)
Vypoéitame derivaciu funkcie vyhry a dostavame
3888y* — 3218442 + 36000 299
Vhra!(y) = Sood y Oy (2.12)

3(2y — 3)*(6y — 11)*(6y + 5)°
Moézeme si v&imnit, Ze v bode y = 0 nebude derivicia nulova, ale kladni. Ked'ze

menovatel je vidy kladny, vypoéitame korene ¢itatela. Jeden z korefiov je rovny

3xsqrt (4500%sqrt (224*sqrt (434419)+446963) -sqrt ((224*sqrt (434419) +
446963) " (2/3)+149%* (224*sqrt (434419) +446963) ~ (1/3) +5625) *
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(sqrt (3)*(224*sqrt (434419)+446963) ~ (2/3) -298*sqrt (3) *

(224%sqrt (434419)+446963) " (1/3) +625%37(5/2))) -3~ (5/4) *

((224xsqrt (434419)+446963) ~ (2/3)+149% (224*sqrt (434419)

+446963) " (1/3)+5625) " (3/4) )/ (2%3" (11/4) * (224*sqrt (434419) +446963) ~
(1/6) * ((224xsqrt (434419)+446963) ~ (2/3) +149%

(224*sqrt (434419)+446963) ~ (1/3)+5625) ~ (1/4))

¢o je skutocne hodnota, ktort sme vypocitali softvérom R.

Pre skutoéného mladého Lotranda by vsak takyto priklad bol zrejme iba teoretickym
cvicenim (rovnako ako pre nds). Mlady Lotrando sice slibil svojmu otcovi, ze bude
pokracovat v jeho remesle, avak vd aka vychove a vzdelaniu, ktoré dostal v klastore nie
je schopny splnit otcovu volu. Lotrando stretne drevorubac¢a Drnca, ktory ho vezme do
dalekej Soliménie, kde hladaji vzdelaného doktora s hldskami Dr. pred menom. Jedine
ten vraj dokéaze vyliecit ich stonavi princezni Zubejdu. Drevoruba¢ Drnec sice hldsky
Dr. pred menom mal, ale o skutoénej medicine nevedel ni¢ ani jemu sa nepodarilo
Zubejdu vyliecit. Zubejde sa ale zapacil prave mlady Lotrando a zrejme prave to bol

pre nu ten najlepsi liek. [26]
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3 Ruska ruleta

Ruska ruleta v skratke je hra s vlastnym zivotom. Prvéa zmienka o podobe tejto hry je v
romane Michaila Lermontova s ndzvom Hrdina nasich ¢ias z roku 1840. Jedna z postav
si polozila k hlave pistol s nezndmym poctom nébojov a prezila. Kedze Lermontov
bol ruskym dostojnikom na Kaukaze a romén ma autobiograficky zaklad, predpoklada
sa, ze aj pribeh o Ruskej rulete moze mat redlne pozadie. Avsak, ndzov Ruské ruleta
vznikol az neskor. Prvykrat sa spomina v pribehu od Georgesa Surdeza z roku 1937,
kde sa opét spomina dostojnik ruskej armddy, ktory vlozil do zdsobnika revolveru jeden
naboj, zatocil nim, polozil si ho k hlave a vystrelil. Celosvetovo sa Ruska roleta rozsirila
az v roku 1978 po vydani filmu Lovec jelenov (,, The Deer Hunter“), ktory zobrazoval
tito brutalnu hru pocas vojny vo Vietname.
Princip hry spoéiva v tom, Ze sa ndbojom naplni standardne jedna komora Sestkomorového

revolveru, zato¢i sa zasobnikom, hra¢ si otoc¢i hlaven smerom k hlave a vystreli. Ak

prezije, postiva sa revolver dalej, aviak zasobnikom sa uZ netod.

3.1 Klasicka Ruska ruleta

Priklad 3.1. Vypocitajte, aké su pravdepodobnosti zastrelenia sa pre jednotlivijch hrdcov

pri Standardnej Ruskej rulete. [12]

Riesenie: KedZe v zasobniku revolveru sa nachddza 6 komor a prave v jednej z nich
je ndboj, pravdepodobnost, Ze prvy hrac neprezije je %. Ocakavame, ze takito pravde-
podobnost zastrelenia sa mé aj kazdy dalsi hra¢ kvoli ndhodnej polohe ndboje. Avsak,
nie je to tak. Rozanalyzujeme vSetky moznosti, kde moze byt ndboj uloZeny.

Pre prvého hraca je to skutoéne Sest miest, na ktorych moze byt naboj ulozeny. V
tabulke uvadzame, ze ak je ndboj na prvom mieste, hra¢ sa zastreli, avsak, ak je
inde, prezije. Mame teda pravdepodobnost zastrelenia sa rovni %. Po tom, ¢o vystreli
prvy hrag¢, zasobnikom netocime.

V tabulke uvadzame polohy néboja pre druhého hraca. Ak bol v prvom kole
nidboj na prvej pozicii - teda sa prvy hra¢ zabil, druhy hrd¢ sa uz nemd ¢im zastrelit
a teda hra skonéi. Ak bol ndboj v prvom kole na druhej pozicii, v druhom kole bude

na prvej pozicii a teda sa druhy hrac zastreli. Avsak, ak bol ndboj na tretej az Siestej
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pozicii, druhy hra¢ prezije vdaka tomu, Ze zdsobnikom netoé¢ime. Mame teda jednu z

piatich moznosti, kedy sa mozeme zastrelit a teda pravdepodobnost zastrelenia sa pre

1

druhého hraca je rovna ¢

Tabulka 3.1: Poloha nédboja pre 1.hrica Tabulka 3.2: Poloha nédboja pre 2.hrica

Iné interpretdcia popisuje pravdepodobnost zastrelenia sa pre druhého hraca takto:
Druhy hra¢ sa moze zastrelif len v pripade, ak prezil prvy hra¢. Prvy hrac¢ mal pat
prazdnych a jednu plnt komoru. Svojim prezitim ,,pouzije“ jednu z volnych komoér a
teda celkovy pocet komor pre druhého hraca bude 5, pricom v jednej z nich je stéle

naboj. Pravdepodobnost, ze druhy hra¢ nepreZije je teda rovna %

Tabulka 3.3: Poloha nédboja pre 3.hréca Tabulka 3.4: Poloha nédboja pre 4.hréca

Podobne ako v predchadzajicom pripade, aj tu plati, ze ak bol v druhom kole
nédboj na prvej pozicii, tret{ hrd¢ uz hrat nebude. Ak bol naboj v druhom kole na
druhej pozicii, treti hrac¢ sa v tomto kole zastreli a ak bol na tretej az piatej pozicii,
hrac prezije. Mame teda jednu plni komoru a tri prazdne komory na prvych miestach.
Dostévame pravdepodobnost zastrelenia sa pre treticho hra¢a rovnu ;11.

Rovnako pokracujeme aj pre ostatnych hracov. Pre stvrtého hraca mame tri moznosti
polohy naboja, pricom v jednej z moznosti sa nachadza naboj na prvom mieste. Dostavame

pravdepodobnost zastrelenia sa rovni % Analogicky pre piateho a Siesteho hraca, kde
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1

5, resp. 1. Moznosti polohy néboja

dostavame pravdepodobnosti zastrelenia sa rovné

pre piateho a Siesteho hrdca si uvedené v tabulkdch [3.5 a

Tabulka 3.5: Poloha nédboja pre 4.hréca Tabulka 3.6: Poloha nédboja pre 5.hréca

3.2 Viac nadbojov a Ruska ruleta

V mnohych modifikaciach sa tato hra vyskytuje aj na pracovnych pohovoroch. Vy-

rieSime nasledujici priklad z [21]:

Priklad 3.2. Ste hrdcom Ruskej rulety. V dvoch susediacich komordch sestkomorového
revolveru sa nachddzaji dva ndboje. Zatocime zdsobnikom a stlacime spust. Zbrari ne-
vystrelila. Vy ste d'alsi v poradi. Co urobite? Zatocite opit zdsobnikom alebo stlacite

spust?

RieSenie: Vieme, ze zasobnik revolveru méa 6 komor, 2 z nich si naplnené nabojmi.
Teda podla Laplaceovej definicie pravdepodobnosti by v pripade, Ze znova zatocime
zasobnikom bola pravdepodobnost, Ze zbran vystreli rovnd %
Pri pocitani pravdepodobnosti v pripade, ak nezato¢ime zasobnikom si musime uve-
domit, Ze po prvom stlaceni sptste sa ndm ,minula“ jedna z prazdnych komor. Teraz
A~ Y ) z z . ’
moze nasledovat bud’ prazdna komora alebo plnd komora. V tabulke je zobrazena

poloha dvojice nabojov po prvom kole. Nédboj sa nachadza na prvom mieste len v

Tabulka 3.7: Poloha dvojice ndbojov po 1.kole

jednej zo styroch moznosti. Teda pravdepodobnost, Ze zbran vystreli, ak nezato¢ime
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zésobnikom bude opit podla Laplaceovej definicie pravdepodobnosti rovnd ;. Z uve-
deného vyplyva, Ze by sme nemali zatocit zasobnikom, pretoze vtedy dostdvame nizgiu

pravdepodobnost, Ze zbran vystreli.

Priklad 3.3. Ako sa zmenia pravdepodobnosti vystrelu, ak si v zasobniku naplnené tri

po sebe idice komory? Zatocite zdsobnikom alebo stlacite spust? [31)]

Riesenie: V pripade, ze zato¢ime zasobnikom je podobne ako v predchadzajicom
pripade podla Laplaceovej definicie pravdepodobnosti, pravdepodobnost, Ze zbran vy-
strelf rovnd 1. V pripade, Ze nebudeme tocit zdsobnikom sme si opét ,minuli“ jednu
z 3 prazdnych komor, pricom prave jedna z nich sa nachadza pred naplnenou komo-
rou, teda pravdepodobnost, ze zbrai vystreli bude rovna % V tabulke su uvedené

polohy trojice ndbojov po prvom kole. Opit by sme si teda vybrali moznost netocit

Tabulka 3.8: Poloha trojice nabojov po 1.kole

zésobnikom a rovno by sme stlacili spust.
Jednoduchou modifikaciou prikladu o Ruskej rulete je aj poloha nabojov, ktoré sa

nenachadzaju v susediacich komorach.

Priklad 3.4. Ako sa zmeni pravdepodobnost zastrelenia sa, ak naplnime kaZdi druhi
komoru sestkomorového zdsobnika? V prvom kole zbrar nevystrelila, zatoc¢ime zdsobnikom?

[3’] /

Riesenie: V pripade, Ze naplnime kazdd druhi komoru zo Sestkomorového zasobnika,
teda zasobnik bude obsahovat tri ndboje si ur¢ite zvolime moznost zatocit zdsobnikom.
V pripade Ze v prvom kole zbraii nevystrelila, moZeme si byt na 100% isti, Ze v nasom
kole vystreli, ked Ze ndboje st v kazdej druhej komore. Bude pre nds teda lepsie zatocit

zasobnikom, pretoze vtedy sa pravdepodobnost, Ze zbran vystreli rovna %
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Tabulka 3.9: Poloha trojice ndbojov po 1.kole

3.3 Pridavanie nabojov po kazdom kole a Ruska ruleta

Zaujimavym rozsirenim je aj upraveny priklad Ruskej rulety, ktory spociva v pridavani

nabojov po kazdom kole, v ktorom nikto nezomrie.

Priklad 3.5. Mdme Sestkomorovyj revolver s jednim ndbojom a zatocime zdsobnikom.
Ak 1.hrac prezije, pridame ndboj a zatocime zdsobnikom. Podobne pre ostatngch hrdcov.

Akd je pravdepodobnost, Ze sa k hre dostane 6.hrdc¢ a zastreli sa? [12]

Riesenie: V tomto priklade sa nebudeme zaoberat polohou naboja, kedze v kazdom
kole to¢ime zésobnikom. Pravdepodobnost, Ze sa hra¢ dostane na rad a zastreli sa,
bude zavisiet od toho, ¢i sa zastrelil predchadzajici hraé. Pre prvého hraca dostédvame
rovnaki pravdepodobnost zastrelenia sa ako doteraz, rovnt %. Dovodom je nahodné
poloha jedného naboja.

Pri druhom hriéovi priddme jeden naboj a zatoéime zasobnikom. Musime uvazovat
aj fakt, ze druhy hrac sa dostane na rad len v pripade, ak prezije prvy hrac.Oznac¢me
A udalost, Ze sa prvy hrac zastreli a B udalost, Ze sa druhy hra¢ zastreli. Pravdepo-

dobnost zastrelenia sa druhého hraca je rovna

P(BIA') = P(B)(1 - P(4)) = 2 -2 = = (3.1)

Podobne pokrac¢ujeme aj pre ostatnych hracov. Ak sa dostane na rad treti hrac,
v zésobniku budd ndhodne ulozené tri ndboje. Ozna¢me C udalost, Ze sa treti hric

zastreli. Potom

P(CI(A'NB") = P(C)(1 = P(A)(1-P(B)) == - == (3.2)

Ozna¢me D udalost, Ze sa zastrelf stvrty hraé. V pripade, Ze bude hrat stvrty hrac, v
zésobniku budi ndhodne ulozené 4 naboje. Vypoéitame pravdepodobnost, Ze sa zastrel

stvrty hrac nasledovne

PIOIA 0B NC) =PDL = PAYA=PEYI=PE) =



Piaty hra¢ bude mat v zdsobniku pif ndhodne uloZenych ndbojov. Nech E oznacuje
udalost, Ze sa zastrelf piaty hra¢. Pravdepodobnost, Ze sa piaty hrac zastreli a dostane

na rad vypocitame ako
PE|(ANnB'NnC'nD")) =
= P(E)(1 = P(A)(1 - P(B))(1 - P(C))(1 - P(D)) = (3.4)

Pri Siestom hracovi mame uz tplne naplneny zdsobnik. Avsak pravdepodobnost, Ze
sa v takejto hre Siesty hrac zastreli nie je rovna 1. Dovodom je to, ze na to, aby sa
vobec Siesty hraé dostal na rad, musia prezit vsetci piati hraci pred nim. Oznaé¢me F
udalost, Ze sa zastreli Siesty hra¢. Dostdvame

P(F|(ANnB'NnC'NnD'NE")) =

= P(F)(1 = P(A))(1-P(B))(1 - P(C))(1 = P(D))(1 - P(E)) = (3.5)
6 54321 5

Na overenie vypocitanych pravdepodobnosti urobime sériu simulécii v softvéri R.
V kazdej iteracii vykoname sériu krokov, ktoré ndm zabezpecia pridavanie nabojov v
jednotlivych kolach a miesanie zasobnikom. Zasobnik nam reprezentuje vektor, pricom
prvé zlozka vektora reprezentuje komoru, z ktorej sa prave striela. To znamend, Ze
ak je na prvej zlozke vektora ¢islo 1, hrac sa zastreli, ak ¢islo 0, tak prezije. Cislo
hraca, ktory sa zastreli sa zapise do vektora X a z tohoto vektora néasledne vytvorime
kontingenént tabulku s poc¢etnostami, kolkokrat sa zastrelil ktory hraé. Ak predelime
tieto pocty poctom simulécii, ktoré sme vykonali, dostaneme priblizné pravdepodob-

nosti, s akymi sa jednotlivi hra¢i dostani na rad a nésledne zastrelia. V tabulke

Tabulka 3.10: Presné a aproximované pravdepodobnosti pre 10 000 simulécif

hrac 1 2 3 4 > 6

pocetnost 1654 2793 2748 1881 766 158
priblizna pravdepodobnost || 0,1654 | 0,2793 | 0,2748 | 0,1881 | 0,0766 | 0,0158
presné pravdepodobnost 0,1667 | 0,2778 | 0,2778 | 0,1852 | 0,0772 | 0,0154

vidime, ze vypocitané pravdepodobnosti a simulaciou aproximované pravdepodobnosti

sa priblizne rovnaju.
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Obr. 3.1: Graf vysledkov simulacii

Maximalnu pravdepodobnost zastrelenia sa ma druhy a treti{ hra¢. Logicky, naj-
mensiu pravdepodobnost zastrelenia sa m4 Siesty hra¢. Napriek tomu, Ze v Siestom
kole by hra¢ hral s pInym zasobnikom, pravdepodobnost, Ze sa dostane na rad a teda

sa nezastreli ziaden hra¢ pred nim je nizka.

36



4 I]'lohy o ndhodnych stretnutiach

4.1 Romeo a Julia

Priklady o tom, ¢i sa dvaja kamarati stretnii na dohodnutom mieste v dohodnutom
¢ase st velmi oblibené aj na hodinach pravdepodobnosti. Uvedieme klasicky priklad o
stretnuti a jeho rieSenia aj zaujimavé rozsirenie tohoto prikladu, kde ¢as ich meskania

nebude mat rovnomerné rozdelenie ale exponencislne.

Priklad 4.1. Romeo a Julia sa dohodli, Ze sa stretni niekedy medzi 21:00 a 22:00.
Kazdyj z nich moéZe prist na dohodnuté miesto hocikedy v tomto case a pockd 15 minait
na toho druhého. Ak sa do 15 minut druhy z nich neukdze, prvy odide domov. Akd je

pravdepodobnost, Ze sa naozaj stretni? [21)]

RiesSenie: Pri rieseni tohoto problému by sme neuspeli s Laplaceovou definiciou prav-
depodobnosti. Dovodom je to, ze Q v tomto pripade netvori spocitatelnd mnozina, ale
interval. Zavedieme teda definiciu geometrickej pravdepodobnosti podla [20].

Nech Q@ € R?* a A C , pricom pozname plochy S(A),S(2),0 < S(Q) < oo.

Geometrickou pravdepodobnostou udalosti A budeme rozumiet éislo
P(A) = ——. (4.1)

Plochy S(A) a S(Q2) vypocitame napriklad pomocou integrélov alebo v nasom pripade
pomocou obsahov trojuholnika. Rémeo a Jilia mozu prist na dohodnuté miesto ke-
dykolvek medzi 21:00 a 22:00, teda sa mozu stretnitf hocikedy pocas jednej hodiny.
Vyberdme si teda ndhodne jedno ¢islo v intervale [0, 1], ktory reprezentuje cas, kedy
moze prist na dohodnuté miesto Rémeo ¢i Julia. Mnozinu  teda bude tvorit jednot-
kovy stvorec [0, 1] x [0, 1]. Mnozinu A v tomto pripade tvoria také (x,y), ktoré splitaji

nerovnice.
-0,25<2x—-y<0,25 AN O<z<l A O<y<l (4.2)

Graficky sme tito mnozinu znazornili na obrazku 4.1}
Doplnok tejto mnoziny tvoria 2 rovnaké pravouhlé rovnoramenné trojuholniky, ktorych

obsah vieme vypocitat. Dve zo stran trojuholnika, ktoré zvieraju pravy uhol majui
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Obr. 4.1: Grafické zndzornenie mnoziny A

dizku 0,75, teda sucet obsahov tychto dvoch trojuholnikov je 1%. Obsah mnoziny A te-
raz vypocitame ako rozdiel obsahu €2, ktory je rovny 1 a stic¢tu obsahov trojuholnikov,

teda

9 7
1— = — 4.
16 16 (43)

Priklad 4.2. Ako sa zmeni pravdepodobnost, ak Rémeo i Julia budi cakat na toho

druhého k minit? [21)]

RieSenie: V tomto pripade mnozinu A tvoria také (z,y), ktoré spfﬁajﬁ

k< <kA0<k<1/\0< <1l AN O<y<l1 (4.4)
60 =" Y60 60 ’ e ’

Doplnok tejto mnoziny tvoria op#t dva rovnaké pravouhlé rovnoramenné troju-

, _ k2
holniky, pricom dve zo stran maja dlzku 1 — %. Ich obsah je % a sucet ich obsahov

je rovny (1 — %)2. Podobne ako v predchadzajicom pripade, aj tu je vysledna pravde-

podobnost rovnd S(Q) — S(A) = &(2 - k).
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Priklad 4.3. Rémeo sa chce s Juliou stretnif viac ako ona s nim, preto na 1w pockd
dvakrdt dlhsie ako ona na neho (Julia pockd k minit, Romeo 2k minit). Akd je prav-
depodobnost, Ze sa stretni? [21)]
RieSenie: Mnozinu A teraz tvoria také dvojice (z,y), ktoré vyhovujui nerovniciam
2k k k 1
——<r-y<-—= N 0<=<z AN O<z<l A O<y<l 4.5
60 Y= 60 60 ~ 2 Y (4:5)

Doplnok mnoziny A tentokrat netvoria dva rovnaké pravouhlé trojuholniky, jeden z

1.0

Romea
0.6 0.8

0.4

0.2

0.0

0.0 0.z 0.4 0.6 0.8 1.0

Julia
Obr. 4.2: Grafické znazornenie mnoziny A pre pripad, ze Rémeo ¢akd 2-krat dlhsie

nich bude mensi. Vieme vsak, ze jeden z nich ma dfiky stran, ktoré zvieraju pravy uhol

_2ky2 ;
rovné (1 — g—g), teda jeho obsah je 0=G)” Druhy z nich ma dlzky stran, ktoré zvieraju

2
k2
pravy uhol rovné (1 — 6—]“0), teda jeho obsah je % Podobne ako v predchadzajucich

pripadoch, aj tu vypocitame pravdepodobnost stretnutia sa ako

(1-2p (1-4)

S(Q) — S(A) =1 — 80 _ 80
() - S(A) . .

l-GtEe 1-F4e k(o 5k

2 2 60 60 )

(4.6)
=1
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Priklad 4.4. Romeo a Jilia sa dohodli, Ze sa stretni v dohodnutom case. KaZdy z
nich sa na dohodnutom mieste zdrzi 15 minut a odide, avsak obaja notoricky meskdji.
Cas ich meskania md exponencidlne rozdelenie s parametrom \;, resp. Xo. Casy ich

meskania si nezdvislé. Akd je pravdepodobnost, Ze sa stretni? [33]

RieSenie: Budeme pocitat integrdl funkcie f(x,y) = Ae M% e 2Y cez oblast A

znazornenu na obrazku , ktora reprezentuje oblast, kedy sa stretni, ak by meskali

b
/ / e M )\ge ’\deyd:c+/ / e M \oe Y dydr =
o Jo
I ehzdayoHa e
= A1 A2 / {——} d:E—l—/ {——} de | =
' 0 >‘2 0 = )\2 x—i

4

rovinomerne.

-

4

00
A
e~ ()\1+)\2)*72 —6)\1mdl’+/ e~ ()\1+)\2)*72 o ew()\1+>\2)+42dx> —
1

AL+ Ao A

e~ ()\1+)\2)772 e—)ql‘
=\ +

(o ¢]
et tA) = - (A1+A2)+f]

PN

A (f% *%2)+1 -3
= e 1 —e —e
M+ Ao

(4.7)

Priklad 4.5. Romeo v priemere meskd 10 miniut a Julia 5 minut. Akd je pravdepodob-

nost, Ze sa stretni, ak casy ich meskania maji exponencidlne rozdelenie?

Riesenie: Pravdepodobnost, Ze sa stretni vypoéitame pomocou vztahu . Stredna
hodnota exponencialneho rozdelenia je rovna l. Potom ak Julia meska v priemere 5
minit, ¢o predstavuje - 13 hodiny, A; = 12. Podobne, ak Rémeo meskd v priemere 10
minit, ¢o predstavuje = 5 hodiny, Ay = 6.

Dostdvame, Ze pravdepodobnost, Ze sa stretni, ak ¢asy ich meskania maji expo-
nencialne rozdelenie je rovnd priblizne 0,8347.

Priklady o stretnuti Rémea a Julie sme riesili aj pomocou simulacii v softvéri R.
Zaoberali sme sa pripadmi, kedy ma ¢as meskania rovnomerné aj exponencialne roz-
delenie a skumali sme pripad, kedy Romeo aj Julia pockaji na dohodnutom mieste

15 mintit. Vygenerovali sme nahodné ¢islo z prislusného rozdelenia (s prislusnym pa-

rametrom) a testovali sme, ¢ sa nachddza v oblasti A zndzornenej na obrazku [4.1]
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Vysledkom je tabulka , kde v prvom stipci uvadzame pravdepodobnostné rozde-
lenie ¢asov ich meskania, v druhom stfpci aproximovani pravdepodobnost pomocou

simuldcii a v trefom stipci presni pravdepodobnost.

Tabulka 4.1: Pravdepodobnosti stretnutia pri rovhomernom a exponencidlnom rozdeleni

casov meskania

rozdelenie aprox.pravd. | presna pravd.
R(0, 1), R(0, 1) 0,4383 0,4375
Exp(12), Exp(6) 0,8351 0,8347

Priklad 4.6. Rémeo a Julia chei ist na sitaz do baru, ktord spocéiva v tom, Ze musia
vydrzat 15 minit vkuse srkat limonddu cez slamku. SiutaZ trvd od 11:00 do 12:00,
pricom na to, aby sa mohli sitaze wicastnit, musia stihnit do konca sitaze aj odsitazit.
Ak sa nebudi moct sitaze zucastnit, do baru nepridu vébec. Akd je pravdepodobnost,

Ze sa Romeo s Juliou v bare stretni? [6]]

Riesenie: Je dolezité si uvedomit, Ze obaja z nich odidu domov v momente, kedy uz
nebudi moct stravit v bare 15 minit a teda 11:45. Zmeni sa teda mnozina A, ktord
predstavovala, kedy sa mozu obaja stretnif a aj mnozina 2. Mnozinu A teraz budui

tvorit také dvojice (z,y), ktoré budi vyhovovat nerovniciam
—-0,25<zr—9y<0,25 AN 0<zx<0,75 A 0<y<0,75. (4.8)

Na obrazku |4.3] mozeme vidiet ¢ervenou zndzorneni cast, kedy sa urcite Rémeo a
Julia nestretni, pretoze by nemohli stitazit a teda by do baru ani neprigli. Zvysnu cast
tvori podobne ako v predchadzajucich pripadoch Stvorec, avsak uz nie jednotkovy.
Pravdepodobnost, Ze sa stretni vypocitame opif podla geometrickej pravdepodob-
nosti, pricom chceme vypocitat obsah mnoZiny znazorneny sivou.

Vidime, Ze siva cast je sticastou §tvorca so stranami dlhymi 0,75. Ozna¢me si tito
mnozinu ako B. Doplnok tejto mnoziny B tvoria 2 rovnaké pravouhlé rovnoramenné
trojuholniky, podobne ako v prvom pripade. Dve zo stran trojuholnika, ktoré zvieraju
pravy uhol maju dizku 0,5, teda sucet obsahov tychto dvoch trojuholnikov bude }l.

Obsah mnoziny A teraz vypocitame ako rozdiel obsahu B, ktory je rovny 1% a suctu

obsahov trojuholnikov, predeleny obsahom (2.
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Obr. 4.3: Grafické zndzornenie mnoziny A

Budeme uvazovat dve moznosti zostrojenia mnoziny €. Prvou z nich je pripad, kedy
do mnoziny Q budeme ratat cas od 11:45 do 12:00 ako mozny cas stretnutia - teda

mnozinu € bude tvorit jednotkovy §tvorec a dostdvame

S(Q)-SA) -1 5
s - T (4.9)

Druh4 moznost, ako mozeme volit mnozinu €2 spoéiva v tom, Ze nebudeme uvazovat
¢as od 11:45 do 12:00 ako mozny ¢as stretnutia, ked'Ze sa v tomto ¢ase urcite nestretnt,
nakolko do baru ani nepridu. Mnozinu €2 bude teda tvorit §tvorec so stranami 0,75 a
obsahom .

Dostévame

— _ 2 (4.10)
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4.2 Stretnutie dvoch stamgastov

Priklad 4.7. Dvaja kamardti sa v kréme dohodli, Ze predtym ako si daji dalsie pivo,
sa pojdu prejst, aby vytriezveli a potom sa opdt stretni v kréme. KaZdy z nich moze
ist len vpravo alebo vlavo, pricom vpravo kaZdy z nich péjde s pravdepodobnostou p a
vlavo s pravdepodobnostou q = 1 — p a tieto pravdepodobnosti si rovnaké, teda p =
q= % Obaja z nich maji rovnako velké kroky a krdcéaji rovnakou ryjchlostou. Akd je

pravdepodobnost, Ze po N krokoch sa opit stretni v kréme? [30)]

Riesenie: UkdZeme vieobecné rieSenie pre akykolvek celkovy pocet krokov a pravde-
podobnosti a akékolvek miesto stretnutia.

Ich prechédzku si moZzeme predstavit ako éiselni os, kde 0 bude predstavovat miesto
odchodu a stretnutia zdroven - teda krému, vpravo pojdu po kladnych éislach a vliavo po
zapornych ¢islach. To, kam sa posunuli po N krokoch - teda bod na ¢iselnej osi, v ktorom
sa nachddzaji mozeme vypocitat ako D = Nypravo — Nytavo- Oznacme si ako z pocet
krokov, ktoré prejde stamgast vpravo. Ked'Ze celkovy pocet krokov, ktoré prejde je N,
pocet krokov, ktoré stamgast prejde vlavo je N —x. Potom D =z — (N —xz) = 22— N,
resp. r = %.

Néhodné premenna x popisujuca pocet krokov vpravo z celkového poctu krokov
N mé binomické rozdelenie, kedze popisuje pocet ,tispechov® (z) z celkového poctu
moznosti (V) a teda

Pn(z) = <];[>pqu—m = x!(NLix)!pqu_m (4.11)
Dosadime do rovnice xr = % a dostavame

N! D+N p_DEN

R T

N A (4.12)
= (M);(u)up © 4
2 . 2

V nasom pripade je D = 0, z dovodu, Ze sa Stamgasti stretdvaju na rovnakom mieste z

akého odchddzajui a teda musia prejst vpravo aj vlavo rovnaky pocet krokov. Stamgasti

idd vpravo aj vlavo s rovnakou pravdepodobnostou p = ¢ = % a celkovy pocet krokov
pre jedného Stamgasta je IV, teda spolu prejdu 2N krokov. Dosadime tieto hodnoty do

rovnice (4.12)) a dostdvame, ze pravdepodobnost, Ze sa po N krokoch opét stretni v
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kréme je rovna

Takymito ndhodnymi prechddzkami sa zaoberal aj madarsky matematik George
Pélya. Pélya dokézal, Ze pravdepodobnost, Ze po koneénom pocte krokov po po éiselnej
osi vychddzajic z 0, je pravdepodobnost, Ze sa prechddzajici vrati spitf do 0 rovnd
1. Rovnako to plati aj v pripade, ak by sa prechadzajici pohyboval po mriezke, teda
uz by mohol okrem vpravo a vlavo, chodit aj hore a dole. Vieme teda, Ze ak by sme
chlapika z krémy poslali poprechddzat sa po dlhej rovnej ulici, po N krokoch sa vrati
do krémy s pravdepodobnostou 1. Rovnaku pravdepodobnost dostaneme ak sa opity
chlapik nachédza v strede velkého ndmestia. Po N krokoch sa uréite opit vrati do
stredu, resp. na miesto z ktorého vysiel. Avsak, ak sa uz dostaneme do vyssich rozme-
rov, pravdepodobnost bude mensia ako jedna. Opité vtaky maji teda kladnd pravde-

podobnost, Ze sa spit do hniezda nevratia.

4.3 Janko, Marienka a Anicka

Priklad 4.8. Janko je v kréme a trochu to prehnal s alkoholom. Rozmysla, ¢i pojde
navstivit Anicku, jeho frajerku, alebo sa vrdti domov k sestre Marienke najest sa me-
dovnikov. Vie, Ze ak pojde kamkolvek, urcite sa v ten vecer uz nedostane k tej druhej.
Nakoniec sa rozhodne, Ze sa nechd ndhodne viest, ¢i pdjde vpravo alebo vlavo a na

konci wvidi kam sa dostal. Akd je pravdepodobnost, Ze Janko pojde domov k Marienke?
)

Riesenie: Jankovu cestu si mozeme teraz predstavit ako prechddzku po celych éislach,
pricom v 0 ho éakd Anicka a v N Marienka. Ked'Ze sa urcite od nich nedostane k tej
druhej, tieto hranice budu tzv. absorbujice. Janko sa rozhoduje ndhodne a moze ist len
vpravo alebo vlavo - teda s pravdepodobnostou 1. Chceme vypocitat pravdepodobnost,
ze Janko bude absorbovany stavom N, pricom vychadza zo stavu n - z krémy.

Tuto pravdepodobnost vypoéitame pomocou diferenénej rovnice, ktoru si zostavime
nasledovne

P(n) = %P(n 1)+ %P(n +1) (4.14)
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a upravime

P(n+1)—2P(n)+P(n—1)=0. (4.15)
Pociatocné podmienky su v tvare
P0O) = 0 (4.16)

P(N) = 1. (4.17)

Prva pociatoéna podmienka hovori o tom, ze ak Janko vychadza zo stavu 0, teda od
Anicky, pravdepodobnost, 7Ze skonéi v stave N, teda doma u Marienky, je nulova z
dovodu, ze Anicka uz Janka pre¢ nepusti. Podobne, ak Janko vychadza od Marienky,
urcite u nej aj zostane, ked’ze sa bude napchdvat medovnikmi, teda pravdepodobnost,
ze skonci v stave N je 1.

Na vypocet vseobecného riesenia diferencnej rovnice v tvare P(n) = c; A7 + oAb

zostavime charakteristicki rovnicu
M2 +A=0 (4.18)

a vypocitame korene \; o. Charakteristickd rovnica ma dvojnasobny koreii rovny A; o =

1, vSeobecné riesenie diferen¢nej rovnice bude teda v tvare
P(n) = c; + con. (4.19)
Aplikaciou pociatoénych podmienok dostavame

P0)=c¢; =0 (4.20)

1
P(N>201+02N:C2N:1:>02:N. (421)

Pravdepodobnost, Ze Janko podjde domov za Marienkou je teda rovna
P(n) = —. (4.22)

Priklad 4.9. Janka to tahd k jednej z dievéat viac a nebude sa rozhodovat pri ceste
vpravo ¢i vlavo ndhodne, ale s pravdepodobnostou q, resp. 1—q. Akd je pravdepodobnost,

ze Janko pojde domov k Marienke?
RieSenie: Zostavime diferencnu rovnicu
Pn)=qP(n—1)+(1—-¢)P(n+1) (4.23)
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a upravime
1

q
P 1)——P ——P(n—-1). 4.24
(n+1) = f—Pn) + P - 1) (124)
Pociatoéné podmienky st v rovnakom tvare ako v predchadzajicom pripade, kedze
chceme vypocitat pravdepodobnost, Ze Janko skonéi doma u Marienky. Opét vyriesime

charakteristick rovnicu a vypocitame korene Ay ».

1
D S I )} (4.25)

Vypocitame diskriminant kvadratickej rovnice, ktory je rovny

oL 4 1-4(-q (1-2)’

1-q° 1-g 1-9°  (1-9°

Vdaka kladnému diskriminantu mé charakteristické rovnica dva realne korene

>0 pre 0<g<1l (4.26)

Lty 1E(1-2)

Ag = 1
v 2 2(1-q)

(4.27)

Dostavame teda vSeobecné riesenie diferenénej rovnice v tvare

P(n)=c + CQ( a )n. (4.28)

1—g¢q

Aplikaciou pociatoénych podmienok a vyriesenim sustavy rovnic dostavame

P(O) = C1 + Cy = 0 (429)
P(N) :c1+c2<13q) ~1 (4.30)
= —0Cy (4.31)
Co = 1N = <1 — Q)N N (432)
<%1) R AR )
¢ = (1_—‘])NN (4.33)
" +(1—q)

Pravdepodobnost, Ze Janko pride domov k Marienke je rovna

Py - =0 (-9 (q )N:

P+ (- v —(1-9N\1—g¢
_ (a-9" N "
N+ (1-gN N (1)

(4.34)
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5 Korelacia

Korelacia vo vSeobecnosti nam hovori, ako spolu suvisia dva javy, teda ¢i su zavislé
alebo nezavislé. Pojem koreldcia prvykrat pouzil anglicky polyhistor Francis Galton
v roku 1888. Koreldcia vo vSeobecnosti moze byt pozitivna alebo negativna. Pod po-
zitivne korelovanymi ndhodnymi premennymi X, Y rozumieme také premenné, ktoré
rastl s rastom druhej premennej, resp. klesajui s poklesom druhej premennej. Pod ne-
gativne korelovanymi premennymi rozumieme také premenné, pri ktorych s rastom
(resp. poklesom) jednej premennej klesa (resp. rastie) druha premenna [34]. Ak sa
koreldcia rovnd nule, znamena to, ze dva javy spolu nesivisia (teda sa neovplyviuji).

Koreldciu medzi ndhodnymi premennymi moéZeme merat pomocou korelaéného ko-
eficientu. Najznamejsim z nich je tzv. Pearsonov korela¢ny koeficient, ktory budeme v

tejto praci pouzivat.

5.1 Priklad o aktivach

Priklad 5.1. Predpokladajme 3 aktiva A, B a C také, Ze korelacny koeficient A a B je
0,9 a korelacny koeficient B a C je 0,8. Je mozné, aby korelacny koeficient A a C bol
0,17 [21)]

Riesenie: Korelacny koeficient p dvoch aktiv ndm déva informéciu o tom, ako vynosy
jedného aktiva ovplyviiuju vynosy druhého aktiva. Korelacny koeficient je $pecidlnym
pripadom kovariancie (normuje ju), teda moézeme zostavit korela¢nii maticu, ktora bude
mat rovnaku vlastnost ako kovarianéns matica a to je kladna semidefinitnost.
Korela¢na matica je symetrickd, teda pap = pp.a a korelacny koeficient py 4 = 1.
Tento fakt vyplyva z toho, ako je korela¢ny koeficient definovany. Podla [20] definujeme

korelacny koeficient p4 p takto:

cov(A, B
pap = SVAD) (5.1)
OA0RB
Kedze cov(A, A) = 03, tak paa = UZ%:A =1

Zostavime teda korela¢ni maticu a budeme skiimat jej definitnost.
1 0,9 0,1
K=109 1 0,8 (5.2)
0,1 0,8 1
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Matica M je kladne semidefinitnd, ak pre kazdé x € R” plati 7 Mz > 0. In4 definicia
hovori o tom, ze matica M je kladne semidefinitnd ak plati, ze vSetky jej hlavné minory
s nezaporné.

Vidime, Ze prvy minor, teda determinant vlavo hore je rovny 1, teda je kladny.
Druhy 2x2 minor m4 determinant rovny 0,19, teda je opit kladny. Determinant celej
matice je rovny -0,316, teda nie je nezdporny a z tohoto dovodu nemoze byt korelacny

koeficient psc = 0.1.
Priklad 5.2. Z akého intervalu méze byt korelacny koeficient pac? [21)]
Riesenie: Oznacme si ps ¢ = r. Budeme skimat definitnost matice

1 0,9 =z
K=109 1 08 (5.3)
z 0,8 1

Prvy minor tejto matice je kladny. Druhy 2x2 minor je rovny 0,19, teda je opit
kladny. Chceme, aby determinant celej matice bol nezaporny. Determinant 3x3 ma-
tice vypocitame pomocou Sarrusovho pravidla pocitania determinantu matice. Budeme

teda riesit

|detK'| =1+0,9-0,82+0,9-0,87 — 2% — 0,8 —0,9° >0

36 9
2 - >
TR T
Korenmi tejto kvadratickej nerovnice st 36_53()@ a 36+530‘/E, ¢o je priblizne 0,4585 a

0,9815. Korela¢ny koeficient medzi aktivami A a C by mal byt z intervalu (0, 4585; 0, 9815).

5.2 Korelacia medzi nahodnymi premennymi

Priklady tohoto typu odzneli na pohovore do spoloc¢nosti Citadel, ale aj do spolo¢nosti

Goldman Sachs:

Priklad 5.3. Predpokladajme tri nahodné premenné. Korelacny koeficient medzi A a
B je 0,6 a medzi A a C 0,8. Akd je mazimdlna a akd minimdlna hodnota korelacéného

koeficientu medzi B a C? [7, [15]
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Riesenie: Riesenie tohoto prikladu je velmi podobné tomu o aktivach. Opéit si zo-
stavime korela¢nt maticu, ktorej kladni definitnost budeme skimat. Korelaénd matica

bude v tvare
1 0,6 0,8

K'=106 1 =z (5.4)

0,8 = 1
Prvy minor tejto matice je rovny 1, a teda je kladny. Druhy 2x2 minor je rovny
0,64 a teda tiez kladny. Opét chceme, aby determinant celej matice bol nezdporny.

Determinant vypocitame pomocou Sarussovho pravidla a dostavame

|detK'| =1+0,6-0,87+0,8-0,60 — 0,8 — 2> — 0,6% >0

24
2
_ — >
x4+ 25(13 0

24 >0
Tl —2)2
Dostéavame dva korene rovné x; = 0 a 9 = % =0, 96.
Minimélna hodnota korela¢ného koeficientu nahodnych premennych je 0, teda nahodné

premenné mozu byt nekorelované, a maximdlna hodnota korelaéného koeficientu je

rovna 0,96.

5.3 Pravdepodobnost defaultu

Priklad 5.4. Pravdepodobnost defaultu firmy A je pa a pravdepodobnost defaultu firmy

B je pp. Nastanie defaultov md koreldciu p. Akd je pravdepodobnost, Ze zdefaultuji obe

firmy? [11)]

RieSenie: Zadefinujeme, ¢o to vlastne default je. Default firmy je jej neschopnost
platit pohladavky a dlhy [10]. Korelacia p medzi defaultami dvoch firiem znamend, ze
skrachovanie firmy A ovplyviuje skrachovanie firmy B a teda defaulty firiem nie su
nezavislé.

Ak by boli defaulty firiem nezavislé, pravdepodobnost, Ze firmy zdefaultujui je rovnd

DAB = DAPB- (5.5)

Avsak, ked'ze defaulty nie st nezévislé, pravdepodobnost, Ze firmy zdefaultuji vypocéitame

49



ako

pap = papp + cov(A, B) = papp + pap/ D(A)D(B) =

(5.6)
= paps + paVpPa(l — pa)ps(l — pB).

Priklad 5.5. Predpokladajme, Ze py = pp = p < 1. Kolkokrdt zvyjsi koreldcia p > 0

pravdepodobnost sicasného defaultu oproti pripadu, Ze by boli nekorelované? [11]

RieSenie: V pripade, ze px» = pp = p a defaulty oboch firiem si nekorelované

dostéavame podla rovnice ([5.5))
paB =p’. (5.7)

Naopak, pre pripad korelovanych defaultov dostdvame podla rovnice (/5.6)
pap =p* +pp(1 —p). (5.8)

Na zistenie, kolkokrdt zvysi p > 0 pravdepodobnost sic¢asného defaultu oproti

pripadu, ze by boli nekorelované vyjadrime podiel

p*> + pp(1 —p)
p2

I—p

=1+p (5.9)

a dostévame, Ze koreldcia medzi defaultami zvysi pravdepodobnost defaultu 1 + ,01%”

-krat.

5.4 Odhad pohybu indexu S&P 500
Na pohovore do spolo¢nosti Citadel odznel nasledujtci priklad:

Priklad 5.6. Majme model, ktory predpovedd pohyby cien indexu SESP 500. Koreldcia
medzi modelom a indexom je x. Akd je pravdepodobnost, Ze sme sprdvne odhadli po-
hyby indexu, ak investujeme iba podla ndsho modelu? Vimnite si, Ze ak v = 1, vieme

dokonale predpovedat budicnost. [§]

Riesenie: Oznac¢me si pravdepodobnost, Ze porastie index ako py, resp. Ze poklesne
ako 1 — p; a pravdepodobnost, Ze porastie nds model ako pys, resp. Ze poklesne ako

Oznacme

e A - udalost, Ze index porastie
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e B - udalost, ze model porastie
e C - udalost, 7ze index poklesne
e D - udalost, Ze model poklesne.

Potom dostavame podobne ako v priklade o pravdepodobnosti defaultu

Pap = prpa + 2/ pr(1 — pr)par(1 — par)

Pap = pr(L=pa) +v/pr(1 = pr)pa(1 = p) (5.10)

Peg = pu(l —pr) +2v/pr(1 — pr)par(1 — pur)

Pep = (1= par)(X = pr) + 2/pi(1 = pr)pa (1 — pr)
Zo vsetkych tychto vyjadrenych pravdepodobnosti si pre nas zaujimavé tie, pri
ktorych sa ,trafime“ s nasim modelom do pohybov indexu, teda Psp a Pcop.
Dostdvame teda pravdepodobnost, Ze sme spravne odhadli pohyby indexu rovni

ako

P = Pup+ Pop = pioa + 2/pr(1 — pr)par (1 — par)+
+(1 = par)(L = pr) + 2v/pr(L — pr)par (1 — par) = (5.11)

= proam + (1= par) (1 = pr) + 22/pr(1 — pr)par (1 — par)

5.5 Trhy a korela¢ny koeficient

Korelacny koeficient sa objavuje aj na praktickych prikladoch z finan¢nej matematiky,

ktoré sa objavuji na pohovoroch do finanénych spolo¢nosti, napr. Morgan Stanley [28].

Priklad 5.7. Aktivum A md volatilitu rovni 20%, aktivum B md volatilitu 30% a ko-
relacny koeficient je 50%. Obe aktiva maji rovnaky ocakdvany vynos. Predpokladajme,

ze investujeme x do A a 1 — x do B. Aké = zvolime, aby sme minimalizovali riziko?

28]

Riesenie: Chceme minimalizovat riziko portfélia, do ktorého investujeme, teda chceme
minimalizovat jeho volatilitu. Volatilitu portfélia predstavuje varianénd matica portfélia,

ktoru vyjadrime ako

2 ( ' > o3 cov(A, B) w
,=(w 1—w

, (5.12)
cov(A, B) o2 1—w
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kde w a 1 — w predstavuji vahy jednotlivych aktiv v portféliu, 0% a ¢% si variancie

jednotlivych aktiv (Standardné odchylky = volatility umocnené na druhi) a cov(A, B)
je kovariancia medzi aktivami. Dosadime a dostavame
0,22 0,5-0,2-0,3 x
0, = (1’ 1-— x) =
0,5-0,2-0,3 0,3 1—2x (5.13)
=0,072% — 0,132 + 0,09
Minimum tejto kvadratickej bude vd'aka orientdcii paraboly v jej vrchole. Vypocitame,

v ktorom bode je vrchol paraboly a dostavame

b 0,13 13
1rnxin{ax2 +br+c} = —5, = m =101 (5.14)

Dostdvame teda, Ze do aktiva A by sme mali investovat % z nasich prostriedkov a do

aktiva B by sme mali investovat 1—14 tak, aby sme minimalizovali riziko.

5.6 Dazd, kempovanie a korelacia

Na pohovore do spolo¢nosti Jane Street odznel aj takyto priklad sivisiaci s korelaciou:

Priklad 5.8. Idete cez vikend kempovat. Pravdepodobnost, Ze bude v sobotu prsaf je
50% a pravdepodobnost, Ze bude v priat v nedelu je 60%. Akd je pravdepodobnost, Ze

cez vikend nebude priat? [19]

Riesenie: V zadani neméme informdciu, ¢i st udalosti, Zze bude prsat v sobotu alebo
v nedelu nezavislé alebo nie. Preto musime uvazovat oba pripady.

Nech A oznacuje udalost, Ze v sobotu nebude prsat a B udalost, Ze v nedelu nebude
prsat. Pravdepodobnosti tychto udalosti vypoéitame ako doplnok pravdepodobnosti
zo zadania, ked'ze predstavuji ich doplnok. Potom pravdepodobnost, Ze cez vikend

nebude prsat, ak st udalosti A a B nezavislé, je rovna
P(ANB)=P(A)P(B)=0,2. (5.15)

V pripade, Ze si udalosti zavislé, teda majui koreldciu p, pravdepodobnost, Ze cez

vikend nebude prsat vypocitame ako

P(ANB)= P(A)P(B) +cov(A, B) =

— P(A)P(B) + pv/P(A)(1 ~ P(A) P(B)(1 — P(B)) = (5.16)

= 0,2+ /0, 06p
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Priklad 5.9. Predpokladajme, Ze udalosti, Ze bude prsaf nie si nezdvislé a kladne
korelované. Co sa stane s pravdepodobnostou, Ze cez vikend nebude priat? Zuvisi sa

alebo sa znizi? [19]

Riesenie: Vyuzijeme informaciu z predchadzajiceho prikladu a teda pravdepodobnosti

v pripade, ze su udalosti korelované a nekorelované.
e A a B nekorelované - P(ANB) = 0,2,
e A a B korelované - P(AN B) = 0,2+ 4/0,06p.

Je jasné, ze v pripade, Ze st udalosti kladne korelované, pravdepodobnost, Ze zaZijeme
neuprsany vikend sa zvysi o 1/0,06p. Ludskou recou tento vysledok znamend, ze ak v
sobotu nebude prsat, pravdepodobnost, ze nebude prsat aj v nedelu je vyssia oproti

pripadu nezavislych udalosti.

5.7 Generovanie korelovanych nadhodnych premennych v R

V softvéri R na generovanie ndhodnych premennych s hodnotami 0, 1 s danou ko-
reldciou existuje kniznica bindata [9]. Vd'aka nej vieme vygenerovat akykolvek dlhy
vektor jednotiek a nul, vieme definovat pravdepodobnost, Ze vo vektori sa nachddza

¢islo 1 a koreldciu medzi nimi.

set.seed (2018)

library(bindata)

rho <- 0.75

X <- rmvbin(n=10"5, margprob=c(0.5,0.6), bincorr=matrix(c(l,rho,rho,1)

, nrow=2))

Listing 1: Generovanie ndhodnych premennych s hodnotami 0, 1 a korelaciou

Prikazom rmvbin vygenerujeme vektory jednotiek a nil, dfiky definovanej akon = 10°.
Parameter margprob definuje pravdepodobnost vygenerovania jednotky a parameter
bincorr definuje korelacni maticu tychto dvoch vektorov.

Otestujeme, ¢i su vektory skutocne korelované tak, ako sme chceli a dostavame

1> cor(x)

[,1] [,2]

31 [1,] 1.0000000 0.7551223
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| [2,] 0.7551223 1.0000000

Vyberova korelacnd matica teda sedi s teoretickou korelacnou maticou zadanou v

prikaze. Zobrazime aj pocty jednotiek a nul v jednotlivych vektoroch.

> table(x[,1], x[,21)

V]

3 0 1
| 0 38146 11533
5 1 1624 48697
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6 Priklady suvisiace s trojuholnikmi

6.1 Priklad o vytvoreni trojuholnika

Priklady, pri ktorych skiimame pravdepodobnost vytvorenia trojuholnika z palice,
ktord zlomime na tri ¢asti si velmi populdrne uz z minulosti. Takéto problémy sa
nazyvajui aj ,spaghetti problems® a existuju rozne modifikacie, pri ktorych je troju-
holnik inak definovany. To znamend, ze diiky zlomenych tsekov mozu predstavovat
nielen dzky stran trojuholnika, ale napriklad aj dlzky faznfc trojuholnika, ¢ dizky osi

jeho uhlov [18§].

Priklad 6.1. Majme dva body x, y rovnomerne rozdelené na intervale [0, 1], ktoré
ndm tento interval rozdeluji na tri casti. Akd je pravdepodobnost, Ze z tijchto troch

casti budeme vediet zlozit trojuholnik? [21)]

Riesenie: Pri konstrukeii trojuholnikov plati tzv. trojuholnikova nerovnost. Nech a, b,

a ¢ st dizky strén Tubovolného trojuholnika. Potom plati
a+b>c AN a+c>b A b+c>a. (6.1)

Body = a y ndm interval [0, 1] rozdeluji na [0, z], [z,9], a [y, 1]. Nech z < y. Potom

mus{ podla trojuholnikovej nerovnosti platit
t+y—2)>1-y A [p+0-y)>w—2)] A [y—2)+0-y) >z] (62)

Body, ktoré vyhovuji tymto nerovnostiam vytvaraji mnozinu A, ktoru si uz vieme

zndzornit ako podmnozinu $tvorca [0,1] x [0,1] a pravdepodobnost, ze zostrojime z

takychto bodov trojuholnik vypocitame pomocou geometrickej pravdepodobnosti. Plo-
1

cha S(A) = 1 a plocha jednotkového stvorca S(€) je rovnd 1, teda pravdepodobnost,

7e z danych bodov budeme vediet zostrojit trojuholnik bude rovnd }1.

Priklad 6.2. Ako sa zmeni pravdepodobnost, ak najprv rozdelime interval [0,1] na 2

c¢asti bodom x a bod y budeme volit vo vicsej z casti, ktori vytvoril bod x? [21)

RieSenie: Bod x ndm rozdelil interval na ¢asti [0, z] a [z, 1]. Predpokladajme, ze x >

1 — z. To znamend, Ze bod y budeme volit v intervale [0, x].
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Obr. 6.1: Grafické znazornenie mnoziny A

Rozdelime teda interval [0, z] bodom y na dalsie dve casti, a to zy a (1 — y)z.
Opiit, na to, aby sme mohli skonstruovat trojuholnik, musi byt splnené trojuholnikova

nerovnost. Dostdvame, Ze musi platit
[zy+(1—y)x > 1—2] A [zy+(1—z)> (1-y)z] A [1-y)z+(1—2) > zy] (6.3)

Po uprave dostavame
{:1:21} A {yzl—i} A {ygi} (6.4)
2 2z 2x
a vypocitame obsah mnoziny ohrani¢enej danymi nerovnostami, ktoréd je zobrazend
na obrazku . Prva nerovnost je trividlne splnend, ked'ze tsek z volime vo vicsom z

dvoch tsekov. Po¢itany obsah ndsobime dvomi z dovodu, Ze musime uvazovat aj druhi
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Obr. 6.2: Grafické zndzornenie mnoziny A

z moznosti, a teda ze vacsi z usekov je 1 — x. Dostavame

1 pee 171
2/ / dydx:2/ (——1)dx:2ln2—1£0,3863 (6.5)
sy X

Teda pravdepodobnost, Ze vytvorime trojuholnik je priblizne rovna 0,3863.
Priklad 6.3. Akd je pravdepodobnost, Ze trojuholnik je ostrouhly?

RiesSenie: V tomto pripade ndm pribudla podmienka, ze kazdy z uhlov trojuholnika
musi byt mensi ako 90°. Na vyjadrenie podmienok na ostry uhol pouzijeme kosinusovii

vetu [25].
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Nech a, b a ¢ si dl/zvk:y stran trojuholnika ABC s uhlami o, 5 a ~y. Potom plati:

a?> = b + % — 2bc - cos

b =a® + ¢? — 2ac - cos 8

> =a*+b* — 2ab - cos .

Uvazuime a =z, b=y —x ac=1—1y, a, [ a ~ si prislusné uhly. Chceme, aby bol

™

uhol a v intervale (0, 5) a teda volime cosa > 0. Upravime a dostavame

b+ — a?
cosog = —— >0
2bc (6.6)

b2+ 2 > a’.

Odmocnenim a upravenim dostavame

a< V<V +2bc=1/(b+c)=b+e (6.7)

¢im sme dostali trojuholnikovii nerovnost. Teda na to, aby sme vytvorili z troch tsekov
trojuholnik stac¢i splnif podmienku na zéklade kosinusovej vety. Podobné podmienky
ndm vznikni aj pre ostatné uhly, pricom vsetky musia platit sicasne. Dostdvame, Ze

mnozina A bude definované nerovnostami
[@®+0* > A [P+ >0 A [P+ >d?. (6.8)

Dosadenim povodnych premennych a tpravou dostavame podmienky

>1_2$2 A <t A g+ (6.9)
Y7o T YS90 TSV T ’

Mnozina A je znézornend na obrazku [6.3] Obsah mnoziny vypoéitame pomocou jej
doplnkov, ktoré su znazornené na obrazku [6.4] cervenou a zelenou farbou. Okrem
zvyraznenych casti, tvoria doplnok mnoziny aj dva stvorce, kazdy s obsahom %. Casti
zvyraznené Cervenou farbou si symetrické z pohladu ich obsahu a jedna z nich Spiﬁa

nasledovné nerovnosti (ostatné analogicky):

1 — 222 1 1
< AN 0<z<=- AN =<y<l. 6.10
V=% "9 =1=3 2 =Y= (6.10)
Jej obsah teda vypocitame ako
1—22 1 3 1
Aléervené = ——)dr=—-——-In2. 6.11
/0 (2—291; 2) EE (6.11)
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Obr. 6.3: Grafické zndzornenie mnoziny A

Podobne vypocitame aj obsah €asti ohranicenej zelenou farbou. Opét si obe asti
symetrické z pohladu obsahu a jedna z nich Spiﬁa nasledovné nerovnosti (druhé ana-

logicky):
20 — 1 1
2z 2

Jej obsah teda vypocitame ako
1
20 — 1 1 1
A/zelené/ ( ° ) dr = - — -In2. (613)
L T 2

Vypocitame teda obsah mnoziny A ako rozdiel obsahu stvorca [0, 1] x [0, 1] a obsahu

y < (6.12)

doplnku mnoziny A

1 3 1 1 1 )
A—1—21—4(§—§1n2> —2(5—51112) =In8—-2=0,0794 (6.14)
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Obr. 6.4: Grafické znazornenie doplnkov mnoziny A

6.2 Gaussovsky trojuholnik

Priklad 6.4. Nech A = (X1,Y1), B = (X2,Ys) a C = (X3,Y3). Predpokladajme, Ze
vsetky veliciny X1, Xo, X3, Y1, Ys, Y3 st nezavislé a kaZdd z nich ma normdlne rozdelenie
N(0,1). Potom sa trojuholnik ABC nazijva gaussovsky. Akd je pravdepodobnost, Ze
trojuholnik bude tupouhly? [

Riesenie: Trojuholnik sa nazyva tupouhly prave vtedy, ked prave jeden z jeho uhlov
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je tupy. Preto plati

P, = P(AABC je tupouhly) =
= P(LABC > 90° V ZBCA > 90° V ZCAB > 90°) = (6.15)
= 3P(LABC > 90°)

Vieme, Ze plati, Ze uhol ZABC je tupy prave vtedy, ked taznica t,, spajajtica bod B
so stredom S strany AC' je mensia nez polovica tsecky |AC|. Toto tvrdenie dokdzeme
pomocou kosinusovej vety a zakladnej vlastnosti tupouhlého trojuholnika, ktora priamo
vyplyva z kosinusovej vety.

Ak je trojuholnik tupouhly, znamenad to, Ze jeden z jeho uhlov je z intervalu (90°, 180°).
Nech 8 € (90°,180°). Kosinus tohoto uhla bude teda mensi ako 0 a teda podla

kosinusovej vety dostavame, ze plati
b > a® + 2 (6.16)

Vyjadrime si pomocou kosinusovej vety dizku taznice t,. Taznica je usecka spéajajuca
vrchol trojuholnika so stredom S protilahlej strany. Taznica t, ndm teda vytvori dva
trojuholniky ABS so stranami g, c aty,a BCS so stranami %, ty a a.

Dizku taznice teda podla kosinusovej vety vypocitame nasledovne:

b\* b
t =a*+ <§> — 205 cos 7. (6.17)

Z kosinusovej vety pre trojuholnik ABC vieme vyjadrit

a’ 4+ b* — 2

cosy = 52 (6.18)
Dosadenim do (6.17)) dostavame
¥ ooa®+ b -
t=a4+ - - —— 6.19
b= AT 5 (6.19)
Po uprave
2a2 - ) — B2
po A tc) b (6.20)

4
Chceme teda dokazat, Ze plati % > t; za podmienok
2(a® + *) - v?
4
b >a®+ ¢

t =
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Dostavame

20% — 1?

t;
b2
ty < Z

Odmocnenim dostdvame poZzadovanii nerovnost.

, ked’Ze je stredom strany AC'. Potom plati

X, + X 2 /Y, 4Y 2 X, — X3\? /Y, —Y;\?
s« (525 ) (152 0) - (5550555

Pre faznicu t;, plati analogicky

X, + X5\ Y, 4+ Y5\ 2
t,f:(Xg——l; 3) +(Y2— 1; 3) (6.22)

Bod S m4 stradnice (211Xs 114¥s)

Vidime, ze dizka t, a dlzka strany |SC| su vyjadrené ako linedrna kombindcia stradnic
bodov A, B a C, ktord vznikla prenasobenim vektora sturadnic nejakym vektorom a.

Oznacme si preto pre zjednodusenie

X X
U1:( 1+ 3)
U, — ( Y1+Y3>

-
- (555

a ulozme si nové premenné do vektorov

5 = (X17X27X37}/17§/27}/:°>)
n= (Ulﬂ U27 ‘/17 ‘/2)

Mozeme si v&imniit, Ze vektor 7 je linedrnou transforméciou vektora € po prendsobeni

nejakou maticou. Zrejme teda plati n = HE, kde

L1 -1 0 0 0
po| 000 = 6.23
L0~ 0 0 o0 (623
2 2
00 0 L o0 -1
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Ked'ze jednotlivé zlozky vektora & maji N(0,1), potom vektor & ma Ng(0,1). Podla
[2 veta 4.4] vieme, ze plati:
Nech X = (X1,..X,) ~ N(u, V). PotomY = a1+ BpmyxnX ~ N(a+Bu, BVB').
KedZe vektor 7 je linedrnou transforméciou vektora & md normélne rozdelenie

N0, HH'), kde

(@]
o O

HH = (6.24)

[a) o] O Nlw
o O nlw
O NI

o o O

N |

Matica HH' je diagonalna a teda nediagonalne prvky st nulové. Z toho vyplyva, ze
kovariancie jednotlivych veliéin, si nulové. Podla [2, veta 4.11] plati:

Nech X = (Y',Z') ~ (u, V). Ak plati cov(Y,Z) = 0, potom si vektory Y, Z
nezavisleé.

Na zéklade uvedeného su veliciny Uy, Us, Vi, Vo nezavislé, normélne rozdelené, s nu-

lovou strednou hodnotou a disperziami uvedenymi v matici HH'. Preto plati

UlNN(0,§) :>U1\/§NN<O,1>
2 3

3 2
U2NN(O7§) :UQ\/;NN<O,].>

%NN(O,%) = V1vV2 ~ N(0,1)

Vs ~N<o,%) = 1ov2 ~ N(0,1).

Ak zapiseme pravdepodobnost, Ze trojuholnik je tupouhly v novych stradniciach, s

vyuzitim vlastnosti, ze t, < g dostavame

P(AABC e tupouhly) = 3P(U2 + U2 < V2 + V2) =

o (3]() ()] dlo )

Vieme, 7e podla [2, veta 4.13] plati:
Nech X1, Xs, ...X,, su nezdvislé ndhodné veliciny, kazdd s rozdelenim N(0,1). Potom
ndhodnd velicina Y = X? + X3 + ...X2 md rozdelenie x2.

V nasom vyraze vidime prave sicet druhych mocnin veli¢in s rozdelenim AN(0, 1)
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prenasobeny konstantou. Oznac¢me si preto

(o (] 2o

Veliciny W a Z majui na zéklade vyssie uvedeného x3 rozdelenie. Opét podla [2, veta

4.28] plati:

Nech X ~ X% aY ~ X% anech X aY si nezdvislé. Potom )1{//7;” ~ Fn

Teda aj podiel % bude mat Fs2. Hustota Fisherovho-Snedecorovho rozdelenia F,,, ,

ma tvar
m m_q _m+n
(%)QBzfnn (1—}—%2) 2, ak >0
f(z) = (%:%) (6.27)
0, ak x<0.
Prem=2an=2je
faa(z) = (1+2)2 (6.28)
Integrovanim dostaneme
z
F272(Z) = 1 T Z. (629)

Ak si pravdepodobnost, Ze trojuholnik je tupouhly prepiSeme v novych stradniciach a
upravime, dostaneme

1 1
P(AABC  je tupouhly) = 3P (gw < §Z> — 3P (% < §> (6.30)

Distribu¢nd funkcia je podla [20] definovand takto:

Distribucnd funkcia ndhodnej veliciny X: Q — R je funkcia F: R — [0, 1] definovand
predpisom F(z) = P(X < x).

Pri vypocte nasej pravdepodobnosti vidime, Ze mozeme pravdepodobnost nahradit

hodnotou distribucnej funkcie a teda dostavame

P(AABC je tupouhly) = 3P K<1 =3 5 _3 (6.31)
JPHIPIRY A\ Z T 3) Tyl T ‘

Ked'ze trojuholnik m4 tri uhly a kazdy z nich moze byt s rovnakou pravdepodobnostou
tupy, pricom tupy moze byt prave jeden z nich, stacilo ndm vypocitat pravdepodob-
nost, Ze prave jeden z nich bude tupy a ndsledne tito pravdepodobnost vyndsobit

tromi.
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Rovnaké vysledky sme dostali aj simulaciou v softvéri R. Vygenerovali sme si suradnice
bodov A, B a C z N(0,1), vypocitali sme taznice a dizku polovice danej strany a testo-
vali sme ¢i platia podmienky na to, aby bol uhol tupy. Po opakovani simuldcie 10°-krat

sme dostali, Ze uhol je tupy s pravdepodobnostou 0,75008.

6.3 Priklad o mravcoch

Priklad 6.5. Predpokladajme, Ze mame 3 mravce, kazdy z nich sa nachddza na inom
vrchole trojuholnika. Kazdy z mravcov si ndhodne vyberd smer, ktorym sa poberie a
kazdy z nich sa pohybuje rovnakou rijchlostou. Akd je pravdepodobnost, Ze sa nezrazia?

21y

RieSenie: Mravce sa nezrazia len v jedinom pripade a to vtedy, ak pojdu vsetky tri
rovnakym smerom. Kazdy z mravcov mé dva smery, ktorymi sa moze vybrat. Ak sa
prvy mravec vyberie napriklad doprava, zaujima nés pravdepodobnost, Ze zvysné dva

mravce sa vybert tiez smerom doprava. Této pravdepodobnost, je rovna
, 1N 1
P(nezraziasa) = | = | = 7 (6.32)
Priklad 6.6. Aky bude vysledok, ak mame n mravcov, ktoré sa nachddzaji vo vrcholoch
n-uholnika? [21)]

Riesenie: Podobne ako v pripade 3 mravcov, opét si zvolime jedného, ktory pojde
napriklad doprava. Teraz nas zaujima, aké je pravdepodobnost, Ze sa n — 1 mravcov

vyberie tiez doprava. Analogicky bude této pravdepodobnost rovna

N 1
P(nezrazia sa) = (5) = St (6.33)

Priklad 6.7. Ako sa zmeni pravdepodobnost, ak mdme 8 mravcov, ktoré sa pohybuji

po hrandch kocky? [21)

RieSenie: Mravce maji teraz na vyber z troch smerov, ktorymi sa mozu vybrat, ¢o
predstavuje 3% = 6561 moznych ciest, ktorymi sa mozu mravce vybraf. Tentokrat musia
fst mravce rovnakym sposobom na to, aby sa nezrazili a vytvorit takzvané uzavreté
okruhy na kocke. Mdme dve moZnosti ako takéto uzavreté okruhy vytvorit - mravce
mozu chodit po protilahlych stendch, ¢im vytvoria dva uzavreté okruhy alebo mézu

vytvorit jeden uzavrety okruh z vrcholov celej kocky (Hamiltonsky cyklus).
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Protilahlé steny: Vezmime si dve protilahlé steny kocky, na kazdej sa budi po-
hybovat styri mravce. Mravce sa mozu pohybovat v smere a proti smeru hodinovych
ruciciek, na kazdej stene inak, ¢o spolu vytvéara styri moznosti pohybu mravcov, aby
sa nezrazili. Navyse, na kocke mdme tri pary protilahlych stien. Spolu méme teda 12
moznosti, ako sa mozu mravce pri tejto stratégii pohybovat po kocke bez toho, aby sa

nezrazili.

Mind
3 Your
“~ Decisions

Obr. 6.5: Mravce na protilahlych stendch kocky [5]

Hamiltonsky cyklus: Cesta, ktora nam spaja vsetky vrcholy nejakého grafu sa
nazyva Hamiltonsky cyklus (Hamiltonsky okruh). Takychto cyklov na kocke je Sest.

Vezmime si vrchol z ktorého vychddzame. Mdme tri smery, ktorymi sa moZeme vybrat.

[ [ ]
P——
D—
Mind
Your [ . ®

! Decisions

Obr. 6.6: Hamiltonsky cyklus na kocke [5]

V druhom vrchole mdme uZz len dve moznosti, ked'ze sa nechceme vratit do vrcholu,

z ktorého vychddzame. To spolu tvorit Sest moznych Hamiltonskych cyklov. Okrem
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toho, kazdy Hamiltonsky cyklus mozu mravce prejst dvomi smermi - mame teda opét

12 moZnosti, ako sa mozu mravce pohybovat po kocke bez toho, aby sa nezrazili.
Spolu mame teda 24 moZnost{, akymi sa mozu mravce pohybovat bez zrazenia sa

a 6851 moznych smerov, ktorymi by sa mohli mravce vybrat. Pravdepodobnost, Ze sa

nezrazia je rovna

24
P(nezrazia sa) = 6REL 0,0035. (6.34)
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7 Podmienena pravdepodobnost

7.1 Mince vo vrecusku

Aj na pohovoroch do spolo¢nosti ako je Google sa objavuju priklady z pravdepodob-

nosti.

Priklad 7.1. Vo vrecusku sa nachddza 100 minci. 99 z nich je klasickijch - kaZdd minca
mda jednu hlavu a jeden znak a 1 neférovd - md dve hlavy. Ndhodne vyberieme z vreciska
jednu mincu a 10-krdt riou hodime. 10-krdt ndm padla hlava. Akd je pravdepodobnost,

Ze hlava padne znova? [16]

Riesenie: Na vypocet tohoto prikladu vyuzijeme Bayesovu vetu a vetu o tuplnej prav-
depodobnosti [20].

Bayesova veta: Nech A; € S,P(A;) >0, j = 1,2,..., pricom |J;2, 4; = Q a
A;NA; =0 prei# j. Potom pre lubovolné B € S, P(B) > 0 plati:

P(B[4;)P(4;)

5 (7.1)

P(4,|B) =

Veta o tplnej pravdepodobnosti: Nech A; € S, P(A;) >0, j =1,2,..., pricom
Ui Aj = Q a AinAj =0 prei # j. Potom pre lubovolné B € S

ip (BJA;)P(4;). (7.2)

Oznacme A; udalost, Ze hrdame s klasickou kockou a A, udalost, Ze hrame s neférovou
kockou. A a B su disjunktné udalosti a tvoria tplny systém udalosti. B oznacuje
udalost, Ze na kocke padlo 10 hlav.

Potom podla vety o tiplnej pravdepodobnosti dostdvame

1" 1
P(B):P(B|A1>P<A1)+P(B|A2)P(A2>:(5) 19090+110100 0,0019668 (7.3)

Aplikovanim Bayesovej vety dostdvame pravdepodobnost, Ze sme hrali s klasickou
(alebo neférovou) kockou, ak padlo 10 hlav, teda
P(B|Ay)P(A;) . 0,0009668

P(4|B) = = = 0,491 4
(A:]B) P(B) 0,0019668 0,4916 (7.4)
P(B|A;)P(4y) . 0,001
P(A5|B) = = = 4 .
(4:]B) P(B) 0,0019668 0,508 (7.5)
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Dostdvame teda len mierne vyssiu pravdepodobnost, Ze sme hrali s neférovou kockou
ak padlo 10 hldv. Nech C oznacuje pravdepodobnost, Ze padne hlava. Pravdepodob-

nost, Ze padne hlava aj v d'alsom kole vypoc¢itame ako
P(A|B)P(C|A;) + P(As| B)P(C|As) = 0,4916 - 0,5 +0,5084 - 1 = 0,7542,  (7.6)

¢o predstavuje ziadant pravdepodobnost.

7.2 Gulééky v urne

Priklad 7.2. V urne A sa nachddza 5 bielych a 2 cervené gqulocky. V urne B sa
nachddzaji 4 cervené a 4 ¢ierne qulocky. Ndhodne vyberieme jednu urnu a vytiahneme
z nej gulocku (bez ndvratu). Potom opdt ndhodne vyberieme urnu a vyberieme z nej
qulocku. Akd je pravdepodobnost, Ze sme z prvej urny vytiahli cerveni gqulocku, ak

vieme, Ze druhd vytiahnutd gulocka bola cierna? [21)]

Riesenie: Oznacme si udalost, Ze prva vytiahnutd gulocka bude z urny A ako Uy a
udalost, Ze prva vytiahnutéd gulocka bude z urny B ako Up. KedZe urnu vyberdme
néhodne P(Uy) = P(Up) = 3.

Nech X predstavuje udalost, ze prva vytiahnutd gulocka je cervend a Y udalost, Ze
druhé vytiahnutd gulocka je Gierna. Potom P(X|Y,U) = P(X|Us) = 2. Vieme, Ze
druhd vytiahnutd gul6cka bola ¢ierna. Ked'ze urna A neobsahuje éierne gulocky, musi
byt druhd vytiahnutd gulocka z urny B. V urne B ndm teda ostali 4 ¢ervené a 3 ¢ierne
gulocky a teda P(X|Y,Up) = 2.

Z uvedeného vyplyva, Ze pravdepodobnost, Ze prva vytiahnutd gulocka je cervena

ak vieme, ze druhd vytiahnutd gulocka je Gierna je rovna
P(X]Y) = P(X|Y,Ua)P(UalY) + P(X]Y,Up)P(UslY) =

= P(X|Y,Ua)P(Ua) + P(X[Y,Up)P(Up) =

= P(X[Ua)P(Ua) + P(X|Y,Up)P(Up)

1 3
2 7

2 1 N 4
7207
Priklad 7.3. Akd je pravdepodobnost, Ze prvd vytiahnutd gulocka je biela, ak vieme,

Ze druhd vytiahnutd gulocka bola cierna? [21]
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Riesenie: Nech teraz X oznacuje udalost, Ze prvéa vytiahnutd gulocka je biela a Y
udalost, Ze druh4 vytiahnutd gulocka je ierna. Urna B neobsahuje biele gulocky, teda
P(X|Y,Ug) = 0. Chceme teda vediet pravdepodobnost, ze prva vytiahnutd guldcka je
z urny A za podmienky, ze druhd vytiahnutd gulocka je ¢ierna (t4 musi byt vytiahnutd
z urny B, kedZe urna A neobsahuje ¢ierne gulocky).

Dostavame

P(X|Y)=P(X|Y,Us)P(UAlY)+ P(X|Y,Up)P(UglY) =
i (7.8)

5 1
:P(X|YaUA)P(UA):?'§ 11

Priklad 7.4. Akd je pravdepodobnost, Ze prvd vytiahnutd qulocka je cierna, ak vieme,

Ze druhd vytiahnutd gulocka bola cierna? [21]

RieSenie: Nech teraz X predstavuje udalost, Ze prva vytiahnutd gulocka je Gierna.
KedZe urna A neobsahuje ¢ierne gulocky, znamend to, Ze prva vytiahnutd gulocka
bude z urny B, teda P(X|Y,U4) = 0. Ked'Ze vieme, Ze druhd gulocka musi byt taktiez

z urny B, zostane ndm v nej v prvom tahu len 3 ¢ierne gulocky. Dostdvame

P(X|Y) = P(X|Y,UA)P(Ua|Y) + P(X|Y,Up)P(Us|Y) =

1
= P<X|Ya UB)P(UB|Y) = 5 T

| w

7.3 Hra s kockami

Priklad 7.5. Dvaja hrdci hidzu kockou. Zvitazi ten, komu padne vicsie ¢islo. Akd je

pravdepodobnost, Ze zvitazi druhy hrdé, ak prvému hrdcovi padla Stvorka? [3)]

Riesenie: Vysledkami takéhoto ndhodného pokusu st usporiadané dvojice, kde prva
zlozka predstavuje cislo, ktoré padlo prvému hracovi a druha zlozka je ¢islo, ktoré padlo
druhému hracovi.

Oznacéme udalost, Ze prvému hracovi padlo éislo styri ako A a udalost, Ze druhému
hricovi padne vicsie ¢islo ako B. Opéf vyuzijeme vzorec na vypocet podmienenej

pravdepodobnosti
P(ANB)
P(A)

P(A) je pravdepodobnost, Ze prvému hracovi padla stvorka, teda jedno ¢islo z

P(BJA) = (7.10)

moznych Siestich, ¢o predstavuje %. P(AN B) je pravdepodobnost, ze prvému hricovi
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padla stvorka a druhy hra¢ zvifazi - ¢o znamend, Ze druhému hracovi moze padnit len

c¢islo 5 alebo 6, teda %. Potom

P(BJA) = ¥ = - (7.11)

SEES
!

Priklad 7.6. Hrdci sa pravidelne striedaji v hdadzani siestimi kockami. Bodové ohod-
notenie hodov je nasledovné: za jednotku a dvojku 5 bodov, za jednotku, dvojku a trojku
10 bodov, za jednotku, dvojku, trojku a Stvorku 15 bodov, za jednotku, dvojku, trojku,
stvorku a pétku 20 bodov a za jednotku, dvojku, trojku, stvorku, pitku a Sestku 25 bo-
dov. Ak niekomu padni siucasne prdve 3 jednotky, strdca vsetky body, zacina od nuly.
Vyhrdva hrdé, ktory ako prvy dosiahne viac ako 200 bodov. Aké je rozdelenie dl/zvk:y hry?
Aka je jej strednd hodnota?

Riesenie: Tento priklad zo sady 150 spolo¢enskych hier sme riesili pomocou simulacie
v softvéri R. Simulovali sme hru pre 3 hracov. Na grafe mozeme vidiet vyvoj hry

pre spominanych 3 hracov.

o
D -
™~
— hrac1
o — hrac 2
5 hrac 3
53
[s]
_czl 8 |
x b
m
£ _/_/_
o
3]
o — e
I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

0SX

Obr. 7.1: Vyvoj hry pre 3 hracov

Po opakovan{ simuldcie 103-krat sme zobrazili histogram diZky hry a vypocitali sme
priemerny pocet kol v jednej hre.
Priemerny pocet kol v jednej hre, teda strednd hodnota dfiky hry nam vysla rovna

49,3 kol.
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Obr. 7.2: Histogram poctu kol

7.4 Krvné skupiny

Priklad 7.7. Nositelov krongch skupin A, B, 0 a AB je v populdcii 38, 34, 20 a 8
percent (¢isla si len hypotetické). Uréite pravdepodobnost, Ze ¢lovek, ndhodne vybraty
z populdcie méze dostat krv druhého, ndhodne vybratého cloveka. Predpokladdme, Ze
krv skupiny 0 moze dostat clovek s akoukolvek krvnou skupinou, krv skupiny A mézu
dostat skupiny A a AB, B moézu dostat skupiny B a AB a AB méze dostat len krund
skupina AB.

Riesenie: Pravdepodobnosti nahodného vyberu ¢loveka s konkrétnou krvnou skupinou

vypocitame pomocou klasickej definicie pravdepodobnosti a dostavame

oy
100
34
P(B) = —
( ) 100
20
(0) = 100
P(AB) = -
200

Pravdepodobnosti Ze ¢lovek s konkrétnou krvnou skupinou moze dostat krv vypoéitame
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podobne a dostavame

P(A") = %, (A moze dostat len od A a 0)
P(B*) = %, (B mdze dostat len od B a 0)
P(0") = %, (0 moze dostat len od 0)
P(AB*) = %, (AB moze dostat len od vsetkych).

Nakoniec pomocou vety o tiplnej pravdepodobnosti vypocitame pravdepodobnost, ze

ndhodne vybraty ¢lovek moze dostat krv od ndhodne vybratého ¢loveka ako

5240

P =P(A")P(A)+ P(B*)P(B)+ P(0*")P(0) + P(AB*)P(AB) = 1000°

(7.12)

7.5 Letiskova kontrola

Priklad 7.8. Alarm na letiskovej kontrole sa spusti, ak batoZina prechddzajica kontro-
lou obsahuje zakdzané predmety. Avsak, ani letiskovd kontrola nie je stopercentnd. Ak
batoZina obsahuje zakdzané predmety, alarm sa spusti s 98%-nou pravdepodobnostou.
S pravdepodobnostou 8% sa alarm spusti, aj ked batoZina neobsahuje zakdzané pred-
mety. Predpokladajme, Ze 5% zo vsetkijch batoZin obsahuje zakdzané predmety. Akd je
pravdepodobnost, Ze ndhodne vybratd batoZina, ktord spustila alarm, skutoéne obsahuje

zakdzané predmety?

Riesenie: Priklad vysvetlime pomocou stromového diagramu.

y a]-arm - éno
predmet

- 4no

alarm - nie

T T
larm - &no
k y .
4 predmet
%‘

100%

- nie

alarm - nie

Chceme vypocitat pravdepodobnost, Ze batozina, ktora spustila alarm, skutocne

obsahuje zakdzané predmety. Podla diagramu vidime, Ze percentudlny podiel tasiek,
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ktoré spustili alarm je rovny
P(alarm ano) = 0,05-0,98 + 0,95 - +0,08 = 0, 125, (7.13)

a percentualny podiel tasiek, ktoré spustia alarm a skuto¢ne obsahuju zakazané pred-
mety rovny

P(alarm dno N predmet dno) = 0,05 - 0,98 = 0, 049. (7.14)

Vysledni pravdepodobnost vypoéitame teraz podla definicie podmienej pravdepo-

dobnosti ako

0,049
P(alarm dno|predmet dno) = 071—25 = 0,392 = 39, 2%. (7.15)

Pomocou pravdepodobnostnych stromovych diagramov sa daji prehladne zapisovat a
riesit priklady z pravdepodobnosti, ktoré by inak mohli byt velmi neprehladné a pri

ktorych by sa riesitel mohol lahko zamotat.
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Zaver

Témou préce boli priklady z pravdepodobnosti z pracovnych pohovoroch z [21]. Cielom
bolo uviest riegenia tychto prikladov, doplnit ich d’alsimi prikladmi rozsirujucimi dani
tému a ich zovSseobecnenia. Bakalarska praca obsahuje 7 kapitol, kazda z nich sa venuje
prikladom z inej oblasti tedrie pravdepodobnosti.

V prvej kapitole sme riesili na prvy pohlad obyc¢ajné priklady. Tieto priklady boli
zaujimavé svojimi vysledkami. Tie boli iné, ako by sa na zaciatku mohlo zdat. Rovnako
sme riesili priklady, pri ktorych sme sa zaoberali tym, akd stratégiu pri danej hre
zvolit, aby sme maximalizovali pravdepodobnost svojej vyhry. V poslednom priklade
kapitoly s nazvom N=2: Prekvapenie sme popisali stratégiu hry, kde si vyberame z
dvoch papierikoch, na ktorych st ndhodné éfsla, pricom nasim cielom je vybrat papierik
s Vacsim ¢islom, pri ktorej mame pravdepodobnost vyhry vyssiu ako % V softvéri R sme
potom generovali dve ¢isla na papierikoch z réznych pravdepodobnostnych rozdeleni,
pricom sme pocitali pravdepodobnost vyhry v siilade s nasou stratégiou.

V druhej kapitole sme sa zaoberali tym, ako predpoklady, ktoré si stanovime na
zaciatku vplyvaju na vysledok, ktory rieSenim za danych predpokladov ziskame. Riesili
sme aj priklad s kockami Craps, kde sme zistovali, ako upravit kocky tak, aby sme
vyhrali s vysSou pravdepodobnostou a aké kocky podsuniit stiperovi. Okrem toho sme
pocitali aj dlzku hry - teda pocet hodov kockou, kym hra skonci vyhrou alebo prehrou.

Ruska ruleta bola témou tretej kapitoly. Klasicki Rusku ruletu sme rozsirili na
Rusk ruletu s viac nabojmi. Okrem toho sme riesili pravdepodobnost, Ze sa jednotlivi
hraci dostant na rad a zastrelia sa, ak priddvame néaboje po kazdom kole kedy hrac¢ ne-
zomrie a to¢ime zasobnikom. Toto rozsirenie sme riesili aj pomocou simulécii v softvéri
R a vysledky porovnali s vysledkami ziskanymi presnym vypocétom.

V stvrtej kapitole sme sa venovali prikladom o nahodnych stretnutiach a nahodnym
prechadzkam. Klasicky priklad o stretnuti s rovnomernym rozdelenim ¢asov meskania
rieSeny pomocou geometrickej pravdepodobnosti sme rozsirili o priklad s exponencialnym
rozdelenim ¢asov megkania. Opét sme problém riegili aj simulacne a vysledky po-
rovnali s vysledkami ziskanymi presnym vypoctom. Okrem toho sme riesili nahodni
prechadzku po celych (resp. prirodzenych) éislach.

Korelaciu a priklady s nou suvisiace sme riesili v piatej kapitole. Niektoré z tychto
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prikladov sme cerpali z realnych pracovnych pohovorov, resp. sme sa nimi inSpirovali.
Okrem toho sme sa zaoberali tym, ako generovat ndhodné éisla, ktoré si korelované.

Priklady o vytvoreni trojuholnika pomocou palice, ktort zlomime na tri casti (tzv.
spaghetti problems) sme riesili v Siestej kapitole. Pocitali sme pravdepodobnost vytvo-
renia ostrouhlého trojuholnika, ¢i tupouhlého Gaussovského trojuholnika. Doplnili sme
ich prikladom o mravcoch pohybujtcich sa po stranich trojuholnika a néasledne sme sa
zaoberali aj Hamiltonskym cyklom, ktory suvisi s pohybom mravcov po kocke.

V kapitole s témou Podmienend pravdepodobnost sme opit riesili priklady ingpirované
realnymi pohovormi. Pri vypocte jedného z prikladov sme vyuzivali aj zname stromové
diagramy, ktoré zjednodusili rieSenie problému. V softvéri R sme riesili priklad s koc-
kami s nazvom Sekvencia, ktory spocival v hode 6 kockami. Po kazdom hode sa obodo-
vali hodené hodnoty. Vyhral ten hraé, ktory ako prvy ziskal 200 bodov. Zaujimavostou
je, 7e tato hra trva relativne dlho, kym jeden z hracov vyhré, kedZe okrem ziskavania
bodov za hodené hodnoty hraci moézu body aj stratit.

Riesenia vsetkych prikladov boli zalozené na zakladnych principoch pravdepodob-
nosti aplikovanymi zaujimavym sposobom. Simuldcie v softvéri R, ktoré si stcastou
prikladov z kazdej kapitoly slizili na lepSie pochopenie riesenia a na porovnanie s

vysledkami ziskanymi teoretickym vypoctom.
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31

Priloha

set.seed (2018)
pokus <- function ()
{

cisla <- rexp(2, rate=1) # Exp (1)

#cisla <- rexp (2, rate=100) # Exp(100)
#cisla <- rt(2, df=1) #t(df=1)
#cisla <- rt(2, df=100) #t(df=100)

#cisla <- rnorm(2, 0, 1) #N(0,1)

#cisla <- rchisq(2, df=5) #Chi2(df=5)

#cisla <- runif (2, 0, 1) #R(0,1)

vacsie <- max(cisla)
vybrany.index <- sample(l, size=1)
R <- rnorm(1)

if (R < cislal[vybrany.index])

1}

{
vybrane <- cislal[vybrany.index]
}
else
{
vybrane <- cisla[-vybrany.index]
}
return(vybrane==vacsie) # TRUE = vyhrali sme
vysledky<-replicate (1075, pokus())

prop.table(table(vysledky))

Listing 2: N=2:Prekvapenie

dni <- data.frame(date=seq(as.Date("2000-01-01"),

) R by=ndaysll))
dni$day <- weekdays(as.Date(dni$date))
dni$date <-

format (dni$date, format="%m-%d")

table (dni)

as.Date("2399-12-31"

Listing 3: Vypocet pocetnosti zdstupenia prvého dia v mesiaci na jednotlivé dni v tyzdni

31| set .seed (2018)
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35| craps <- function ()

36] {

37 #vektor suctov na prehru v prvom kole
38 prehra <- c(2,3,12)

39 #vektor suctov na vyhru v prvom kole
40 vyhra <- c(7,11)

41 #pocitadlo tahov

42 k <- 0

43 #sucet, ktory padne v prvom hode

44 prvyhod <- sum(sample(1:6, 2, replace=TRUE))
45 #test, ci sme prehrali v prvom kole
46 if (prvyhod %in% prehra)

a7 {

48 k <-k + 1

o ¥

50 #test, ci sme vyhrali v prvom kole

51 else if (prvyhod %in% vyhra)

52 {

53 k <- k + 1

54 }

55 #ak nam padol sucet (4,5,6,8,9,10)
56 else

57 {

58 #sucet v dalsom kole

59 hod <- 0

60 #do pocitadla priradime jednotku, kedze po prvom kole hra
neskoncila

61 k <- 1

62 #cyklus sa bude vykonavat pokial nehodime rovmnake cislo ako v
prvom kole alebo sucet 7

63 while (hod!= prvyhod && hod!=7)

64 {

65 #sucet, ktory padne v dalsom kole

66 hod <- sum(sample(1:6, 2, replace=TRUE))
67 k <- k + 1

68

69 if (k > 21)

70 {
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80

81

83

84

86

87

88

8

90

91

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

k <- 21

}

return (k)

vysledky <- replicate (200000, craps())
table (vysledky)

Listing 4: Craps

#Vypocet optimalizacie k hre Craps a Lotr intelektual
#matica na ulozenie vysledkov

optimalne <- matrix(ncol=3, nrow=9)

#pocitadlo na naplnenie matice vysledok

51z <= 0

#for cykly na opakovanie funkcie kocky, zmena jednotlivych riadkov
stlpcov
for (k in 1:3)
{
for (1 in 1:3)
{
kocky <- function(xy)
{
x <- xy[1]
y <- xyl[2]
#matica pravdepodobnosti pre kocku 1
M <- matrix(ncol = 6, nrow = 6)
#matica pravdepodobnosti pre kocku 2
N <- matrix(ncol = 6, nrow = 6)
#naplnenie matice 1/6
for (i in 1:6)
{
for(j in 1:6)
{
M[i,j] <- 1/6
N[i,jl <- 1/6

83




106

107

108

109

110

111

112

113

114

116

117

118

119

128

129

130

131

132

133

134

136

137

138

139

140

141

142

¥

#matica, ktora obsahuje pravdepo
suctu na kockach

K <- matrix(ncol = 6, nrow = 6)

#pravdepodobnost suctu 7

p_-7 <- 0

#pravdepodobnost suctu 11

p_-11 <- 0

sucet <- 0

p <- rep(0, 7)

#zmena riadku matice pre kocku 1

Mk, ] <- 1/6 + x

M[7-k, 1 <- 1/6 - x

#zmena stlpca matice pre kocku 2

N[ ,1] <- 1/6 + y

N[ ,7-1] <- 1/6 -y

#naplnenie matice pravdepodobnos

K <- M x N

#vyjadrenie funkcie vyhry

for (i in 1:6)

{
for (j in 1:6)
{
if (i+j == 7)
{
p_7 <- p_7 + K[i, j]
}
if (i+j == 11)
{
p_11 <- p_11 + K[i, j]
}
for (s in 4:10)
{
if (i+j == s)
{
pls-3] <- pls-3] + KI[i,
}
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144

146

147

148

149

150

156

159

160

161

162

163

164

165

166

167

168

169

170

}
}
for (s in 4:10)
{
sucet <- sucet + ((p[s-31)-2)/(p_7 + pls-31)
}

vyhra <- (p_7)/2 + p_11 + sucet
#funkcia kocky nam vrati funkciu vyhra(x, y), ktoru nasledne
optimalizujeme
#ak chceme funkciu minimalizovat, kocky vratia vyhra, pre
maximalizaciu vratia -vyhra
return (vyhra)
}
#optimalizacia pre jednotlive zmeny na kockach
vysledok <- optim(par=c(0,0), fn=kocky, method="L-BFGS-B", lower=c
(-1/6,-1/6), upper=c(1/6,1/6), control=list(factr=1e-50))
z <- z+1
#naplnenie matice optimalnych vysledkov

optimalne [z, ] <- c(vysledok$par, vysledok$value)

3

optimalne

Listing 5: Vypocet optimalizdcie k hre Craps a Lotr intelektudl

ruska_ruleta <- function()
{
#premenna na ulozenie vysledkov
X <=0
#premenna, ktora po kazdej iteracii doplni naboj
naboj <- 1
#premenna, ktora ma hodnotu 1, ak sa hrac nezastreli a -1, ak zomrie
strela <- 1
#premenna, ktora na konci vrati cislo hraca, pri ktorom hra skoncila
hrac <- 1
while (strela != -1)
{

#premenna, ktora reprezentuje zasobnik - 1 su naboje, O su prazdne
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180

181

188

189

190

191

193

194

195

196

197

198

199

200

201

203

204

205

206

207

komory
#funkcia sample nam ulozi naboj nahodne (zatoci zasobnikom)
zasobnik <- sample(c(rep(l,naboj), rep(0, 6-naboj)))
#pridanie naboja
naboj <- naboj+1
#hrac zomrie ak je v zasobniku na prvom mieste naboj
if (zasobnik [1]==1)
{
strela <- -1
X <- hrac
b
#posun hraca
hrac <- hrac+l
b
#funkcia vrati cislo hraca po kazdom opakovani simulacii

return (X)

vysledky <- table(replicate (1075, ruska_ruleta()))
prop.table(vysledky)
barplot (vysledky)

Listing 6: Ruska ruleta

stretnutie <- function ()

{
#vygenerujeme nahodny cas prichodu z konkretneho rozdelenia
x <- rexp(l, rate=12) #runif (1, 0, 1)
y <- rexp(l, rate=6) #runif (1, 0, 1)
#test, ci sa stretnu
return (abs (x-y)<=1/4)
}

vysledky <- replicate(1075, stretnutie())

prop.table(table(vysledky))

Listing 7: Stretnutie s exponencidlnych ¢asom meskania

set.seed (2018)
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200| {

s| gausstrojuholnik <- function ()
tupy <- 0
#vygenerujeme si suradnice X, Y bodov A, B, a C
X <- c(rnorm(1, 0, 1), rnorm(1, O, 1),rnorm(l, 0, 1))
Y <- c(rnorm(1, O, 1),rnorm(1, O, 1), rnorm(1, 0, 1))
for (i in 1:3)
{
#vypocitame dlzku taznice a 1/2 dlzky prislusnej strany a
testujeme ci je prislusny uhol tupy
if (i == 1)
{
t <- sqrt ((X[1] - (X[21+X[31)/2)"2 + (Y[1]1 - (Y[21+Y[3]1)/2)"2 )
s <- sqrt (((X[3] - X[2]1)/2)"2 + ((Y[3] - Y[2])/2)"2)
if (length(t[t < s]))
{
tupy <- 1
}
}
if (i == 2)
{
t <- sqrt ((X[2] - (X[1]1+X[3])/2)"2 + (Y[2] - (Y[1]+Y[3])/2)"2 )
s <= sqrt (((X[3] - X[11)/2)"2 + ((Y[3] - Y[11)/2)"2)
if (length(t[t < s1))
{
tupy <- 1
}
}
if (i == 3)
{
t <- sqrt ((X[3] - (X[11+X[21)/2)"2 + (Y[3] - (Y[11+Y[2])/2)"2 )
s <- sqrt (((X[2] - X[11)/2)"2 + ((Y[2] - Y[11)/2)"2)
if (length(t[t < s]))
{
tupy <- 1
}
}
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266
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268

269

#funkcia vrati 1 alebo O podla toho, ci bol uhol v trojuholniku tupy
alebo nie

return (tupy)

vysledky <- replicate(10°5, gausstrojuholnik())
prop.table(table(vysledky))

Listing 8: Gaussovsky trojuholnik

set.seed (2018)
sekvencia <- function ()
{
#pociatocny stav bodov
body <- ¢(0,0,0)
#pociatocne kolo
kolo <- 0
#data frame na ukladanie vysledkov

priebeh <- data.frame(kolo, body[1], body[2], body[3])

#simulacia bude prebiehat pokial ani jeden z hracov nepresiahne
hranicu 200 bodov
while (sum(body < 200) == 3)
{
kolo <- kolo + 1
#hod kockami pre kazdeho hraca
for(i in 1:3)
{
kocky <- sample(x=1:6, size=6, replace=TRUE)
#testy, ake cisla hodil, nasledne sa pripocita k bodom
konkretneho hraca dany pocet bodov

if (all(c(1:6) %in% kocky))

{
body[i] <- body[i]+25
}
else if (all(c(1:5) %in’% kocky) & !(6 %in’% kocky))
{
body [i] <- body[il+20
}
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289

290
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295

298
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else if (all(c(1:4) %in% kocky) & !'(5 %in% kocky))

{
body [i] <- bodyl[i]l+15
}
else if (all(c(1:3) %in% kocky) & !(4 %in’% kocky))
{
body [i] <- body[il+10
}
else if (all(c(1:2) %in% kocky) & !(3 %in% kocky))
{
body [i] <- body[il+5
}
else if (sum(kocky==1)==3)
{
body [i] <- 0
}
else
{
body[i] <- bodyl[i]
}

}

priebeh <- rbind(priebeh, c(kolo, body[1], bodyl[2],
}
#funkcia vrati tabulku s priebehom hry

return(priebeh)

body [3]1))

Listing 9: Sekvencia
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