KONVERGENCIA vV LNP

1. Zistite, ¢ nasledujiice postupnosti v (IR2,]|.||) konverguji. Ak &no, vy-
pocitajte limitu.

(a) a" = (%,(—mnf
(b) y" = (3/m, ¥2n)"
© = (1) 22)

2. Dok4zte, 7e postupnost funkcif z C([0, 7])

f(z) =sin"z, z€l0,n]
nemd limitu v priestore (C([0,7]), ||-|loc)-

3. N4jdite limitu postupnosti

@) = e+ oy ae 1]

v priestore (C([—1,1]), [|-loc)-
4. Zistite, ¢i postupnost funkcii z C([0, 1])
ff(z)=e 2%, z€[0,1]
konverguje

e v priestore (C([0,1]), -]l )
e v priestore (C([0,1]),]-][1)-

V tych pripadoch, ked konverguje, uréte limitu.
5. Uvazujme nasledovnt postupnost funkeii z C([0, 1]):
= (- = b akee [F 4]
0 inak

(a) Dokézte, 7e tato postupnost bodovo konverguje k identicky nulovej
funkcii.
Navod: Ak 2 > "1—0, tak f™(2) = 0 pre n > ng.

(b) Dokazte, ze nekonverguje v priestore (C([0,1]),]|-]lco)-
(c) Dokézte, ze nekonverguje ani v priestore (C([0,1]), ||.]|1)-

6. Nech (X,].|]) je LNP a nech {z"},{y"} st postupnosti v X také, ze

lim 2" =z, lim y" =y.

n— oo n—oo
Dokézte, ze potom
M n n _
lim [[z" —y"|| = [l — y]l.
n—oo
Navod: Pouzite nerovnost
[lla =8l = lle—dll | < lla=el+1b=—dl.

(priklad 2 z &asti VLASTNOSTI NORMY)



OTVORENE A UZAVRETE MNOZINY

. Zistite, ktoré z nasledujicich podmnozin (IR2,||.||) st otvorené, uzareté,
obojaké (t.j. suc¢asne otvorené aj uzavreté), ani otvorené ani uzavreté.

(a) Al = {(mlan)T : |$1| < 37|$2| < 2}
(b) Ay = {(:Ul,:ng)T: (L, 7 kdem,n € ]N}

(c) A3 = {(z1,22)7 :sign(zy) =1}

. Zistite, ktoré z nasledujicich podmnozin (IR, ||.]|) st otvorené, uzareté,
obojaké (t.j. suc¢asne otvorené aj uzavreté), ani otvorené ani uzavreté.

(a) By = {(z1,22,23)" 1 2] + 23 =1}
(b) By = {(z1,22,23)" 121 + 22 + 33 < 1,21, 22,23 > 0}

. Zistite, ktoré z nasledujiicich podmnozin (IRV,|].||) st otvorené, uzareté,
obojaké (t.j. suc¢asne otvorené aj uzavreté), ani otvorené ani uzavreté.

(a) Mnozina tych bodov, ktoré maji aspoii jednu siradnicu nulovi.

(b) Mnozina tych bodov, ktoré majui prave jednu siradnicu nulovi.

. Rozhodnite o otvorenosti, resp. uzavretosti mnoziny

{fec(o1]): f(0)=1}
(a) v priestore (C([0,1]), ||-lloc),
(b) v priestore (C([0, 1]), [[]|1)-
VNUTORNE BODY, HRANICNE BODY, UZAVER MNOZINY

. Najdite vnitro, hranicu a uzdver mnozin v (IR2, ||.||):
(a) A1 = {(z1,22)T 121 + 22 < 1,25 > 0}

(b) A5 = {(a:l,asg)T ca? 43 =115 > 0}

(c) Ay = {($1,$2)T (2, 1) kdem,n € ]N}

m’n

. Uvazujme priestor (C([0,1]),]|-]|lcc) a jeho podmnozinu

A={feC(0,1]): f(0) = f(1)}.
(a) Dokazte, ze ziadny jej bod nie je vnitorny.
(b) N4jdite vSetky jej hraniéné body.
(¢) Co je uzaver tejto mnoziny?.

. Nech (X,[.||) je LNP a nech A je jeho podmnozina. Dokazte, 7e A je
uzavretd prave vtedy, ked A = A.

. Nech (X, |.]]) je LNP a nech A je jeho podmnozina. Dokdzte, 7e hranica
mnoziny A sa zhoduje s hranicou mnoziny A°€.



BANACHOVA VETA O PEVNOM BODE

. Dokézte, ze rovnica

r=vV2+1Inx
m4 pre x > 1 prave jedno rieSenie.
. Dokazte, ze rovnica
1 . N 1
= —sinzx+ - coszx
2 3
ma& prave jedno rieSenie z € IR.

. Néjdite priblizné riesenie rovnic z prikladov 1, 2 s presnostou 1073,

. Dokazte, ze postupnost z° = 0, 2"+! = /2 + 2™ konverguje a najdite jej
limitu.

. Dokézte, ze stistava rovnic
3z =1+ sin(z + y)
4y = x + cos(z — y)
ma prave jedno rieSenie.
KOMPAKTNE MNOZINY

. Ktoré z nasledujicich mnozin si kompaktné v (IR?,||.||)?

(a) Ay = {(z1,22,23)7 12} +23 =1}

(b) As = {(z1,22,23)7 1 21 + 222 + 323 < 1, 21,20, 73 > 0}
(¢) As = {(z1,22,23)T 121 + 22 + 23 = 1,27 + 23 + 2} < 9}

. Dokazte, ze mnozina
{f € C(0,1]) : £(0) = 0}
nie je kompaktnd v priestore (C([0,1]), [|-|lcc)-
. Dokézte, ze mnozina
{f € C([0,1]) : f(z) > 0 pre vietkyz € [0,1]}
nie je kompaktnd v priestore (C([0,1]), [|-]loc)-

(a) Nech (X,]|.||) je LNP a nech Aq,... A, si kompaktné podmnoziny
X. Dokézte, ze potom aj ich zjednotenie je kompaktnd mnozina.

(b) Dokézte, Ze zjednotenie nekoneéného poctu kompaktnych mnozin ne-
musi byt kompaktni mnozina.



