
Limita a spojitosť funkcie

1. Vypoč́ıtajte limity nasledujúcich funkcíı pre x→ 0, y → 0:

(a) f1(x, y) =
√

x2+y2+1−1

sin (x2+y2)

(b) f2(x, y) = x2y2

x2+y2

(c) f3(x, y) = sin(x3+y3)
x2+y2

(d) f4(x, y) = (x2 + y2) ln(x2 + y2)

(e) f5(x, y) = xy ln(x2 + y2)

2. Dokážte, že nasledujúce limity neexistujú:

(a) limita funkcie g1(x, y) = ex−y sin(x+ y) pre x→∞, y →∞

(b) limita funkcie g2(x, y, z) = x2yz2

x2y2+y2z2 pre x→ 0, y → 0, z → 0

3. Nájdite body nespojitosti daných funkcíı. Dajú sa v týchto bodoch
spojito dodefinovať?

(a) u1(x, y) = 1
sin2(πx)+sin2(πy)

(b) u2(x, y) = x4−y4

x4+y4

(c) u3(x, y) = sin(x3+y3)
x2+y2

4. Zistite, či sú nasledujúce funkcie rovnomerne spojité na daných množinách:

(a) v1(x, y) = x2y2

x2+y2 na množine
{
(x, y)T ∈ IR2 : 0 < x2 + y2 < 1

}
(b) v2(x, y) = ln(x2+y2) na množine

{
(x, y)T ∈ IR2 : 0 < x2 + y2 < 1

}
(c) v3(x, y) =

√
x2 + y2 na IR2

Parciálne derivácie

1. Nech f(x, y) = ln(ex + ey). Ukážte, že:

(a) ∂f
∂x + ∂f

∂y = 1

(b) ∂2f
∂x2

∂2f
∂y2 −

(
∂2f
∂x∂y

)2
= 0

2. Nech g(x, y) = x3 + axy2, kde a je konštanta. Nájdite hodnotu
konštanty a, pre ktorú funkcia g vyhovuje rovnici

∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2
= 0.
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Diferenciál

1. Nech f(x, y, z) = arctg(xyz).

(a) Dokážte, že funkcia f je diferencovatělná v každom bode z IR3.

(b) Nájdite jej diferenciál v bode a = (1, 1, 1)T .

(c) Nájdite hodnotu tohto diferenciálu vo vektore h = (0.1, 0.1, 0.05)T .

2. Nájdite diferenciály funkcíı

(a) f1(x, y) = 1
2 ln(x2 + y2)

(b) f2(x, y) = 1+x
1+y

3. Použit́ım diferenciálu nájdite približnú hodnotu výrazu 1+x
1+y , ak x, y

sú v absolútnej hodnote malé.

4. Nahraďte pŕırastok funkcie diferenciálom a približne vypoč́ıtajte 1, 041,02.

5. Nájdite diferenciál nasledujúcich zobrazeńı

(a) g1 : (x, y, z)→ (u, v), pričom u = xyz
1+x2+y2+z2 , v = xyz

(b) g2 : (r, φ, ψ)→ (x, y, z), pričom x = r cosφ sinψ, y = r sinφ sinψ, z =
r cosψ.

6. Nájdite jakobián zobrazenia g2 z predchádzajúceho pŕıkladu.

Derivovanie zloženej funkcie

1. Nech z(x, y) = φ(x2 +y2), kde φ je diferencovatělná funkcia. Dokážte,
že

y
∂z

∂x
− x∂z

∂y
= 0.

2. Nech u(x, y) = sinx+ f(sin y − sinx). Dokážte, že

∂u

∂y
cosx+

∂u

∂x
cos y = cosx cos y.

pre ľubovǒlnú diferencovatělnú funkciu f .

3. Nech f(x, y) = xφ(x + y) + yψ(x + y), kde φ, ψ sú diferencovatělné
funkcie. Dokážte, že

∂2f

∂x2
− 2

∂2f

∂x∂y
+
∂2f

∂y2
= 0.
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