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Spektrum

• Postupnost’{γj}
∞

j=−∞
→ vytvárajúca funkcia

g(z) =
∞

∑

j=−∞

γjz
j

• Stacionárny procesY s autokovarianciami{γj}
∞

j=−∞

→ spektrum

sY (ω) =
1

2π
g(e−iω) =

1

2π

∞
∑

j=−∞

γje
−iωj ,

kdei je imaginárna jednotka.
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Vlastnosti spektra

• SpektrumsY (ω):
⋄ nadobúda reálne hodnoty a platí

sY (ω) =
1

2π



γ0 + 2
∞

∑

j=1

γj cos(ωj)





⋄ je párna funkcia
⋄ je periodická funkcia s periódou2π

→ stǎcí nám poznat’ hodnoty spektra medzi0 aπ

• Dá sa dokázat’, žesY (ω) ≥ 0
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Spektrum a disperzia

• Výpočet autokovariancií zo spektra ([Hamilton,
Proposition 6.1]):

γk =

∫ π

−π

sY (ω)e
iωkdω

• Prek = 0 dostaneme:γ0 =
∫ π

−π
sY (ω)dω, a ked’že

spektrum je párna funkcia:

γ0 = 2

∫ π

0

sY (ω)dω,

čiže disperziaγ0 je dvojnásobkom plochy pod
spektrom na intervale[0, π]

• Z priebehu spektra teda vidíme,ktoré frekvencie
najviac prispievajú k disperzii procesu- tie, kde má
spektrum vysokú funǩcnú hodnotu
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Odhad spektra - výberové spektrum

• Máme dátay1, . . . yT → chceme z nich odhadnút’
spektrumčasového radu

• Prvá myšlienka:nahradíme autokovariancie v definícii
spektra výberovými autokovarianciami, takto
dostanemevýberové spektrum:

ŝy(ω) =
1

2π

T−1
∑

j=−T+1

γ̂je
−iωj =

1

2π

[

γ̂0 + 2
T−1
∑

1

γ̂j cos(ωj)

]

• Nevýhody:
⋄ odhady nie sú vel’mi presné, majú vel’ké

štandardné odchýlky
⋄ presnost’ sa nezlepšuje so zvyšujúcim sa počtom

dát (lebo odhadujeme stále viac autokovariancií)
→ potrebujeme iný odhad spektra
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Odhad spektra - neparametrický odhad

• Idea: ak sú blízke hodnoty frekvencií, majú podobné
hodnoty spektra→ za odhad spektra pre danú
frekvenciu zoberieme váženýpriemer hodnôt
výberového spektrâsy z okolitých frekvencií:

ŝY (ωj) =
h

∑

m=−h

κ(ωj+m, ωj)ŝy(ωj+m)(1)

kde
⋄ konštantah udáva pǒcet okolitých frekvencií, ktoré

berieme do úvahy pri výpǒcte odhadu (nazýva sa
bandwidth)

⋄ funkciaκ určujeváhy, s ktorými tieto frekvencie
vstupujú do odhadu (v súčte dávajú 1)
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Odhad spektra - neparametrický odhad

• Dosadenie výberového spektrasy do (1) sa dá
ekvivalentne zapísat’ v tvare

sY (ω) =
1

2π



γ̂0 + 2
T−1
∑

j=1

κ∗

j γ̂j cos(ωj)



 ,

pričom postupnost’{κ∗

j} sa nazývakernel
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Bartlettov odhad

• Kernel:

κ∗

j =

{

1− j
q+1

pre j = 1, . . . q,

0 pre j > q.
(2)

čím dostaneme odhad

sY (ω) =
1

2π



γ̂0 + 2

q
∑

j=1

(

1−
j

q + 1

)

γ̂j cos(ωj)



 .
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Bartlettov odhad

• Ako zvolit’ parameterq vo vzt’ahu (2), resp. parameter
h v (1)?

[Hamilton, str. 167]:
One practical guide is to plot an estimate of the
spectrum using several different bandwidths and rely
on subjective judgement to choose the bandwidth that
produces the most plausible estimate.
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Príklad

• [Hamilton, kapitola 6.4]

• Index priemyselnej výroby, mesačné dáta, január 1947
- november 1989

• Budeme pracovat’ s logaritmami a kvôli stacionarite
s ich diferenciami
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Príklad

• Odhad spektra: použijeme odhad (1), t. j.

ŝY (ωj) =

h
∑

m=−h

κ(ωj+m, ωj)ŝy(ωj+m)

pričom funkciuκ(ωj+m, ωj) vezmeme úmernú
h+ 1− |m|:

κ(ωj+m, ωj) =
h+ 1− |m|

(h+ 1)2
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Príklad

• Odhad spektra - výsledok:

• Hodnotaj na x-ovej osi zodpovedá frekvencii
ωj = 2πj/T , kdeT je pǒcet dát (v našom prípade
T = 513)
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Príklad

• Frekvenciaωj = 2πj/T , predstavuje periódu
2π/ωj = T/j

• Prvé lokálne maximum je prej = 18→ perióda
T/j = 513/18 = 28.5 mesiacov (hospodársky cyklus)

• Podobne ostatné lokálne maximá
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Príklad

• Vel’a cyklov s krátkymi periódami; toto sa odstráni, ak
namiesto diferenciíyt − yt−1 použijeme rǒcné
diferencieyt − yt−12:
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