
ARMA modely
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ARMA modely

• Terminológia:
⋄ AR - autoregresný model- niekol’ko nasledujúcich hodín

⋄ MA - moving average, ḱlzavé priemery
⋄ ARMA - ich kombinácia

• Najskôr:autoregresný proces prvého rádu- AR(1)
⋄ definícia
⋄ stacionarita, ohraničenie na parametre
⋄ výpočet momentov a ACF
⋄ simulované dáta
⋄ praktický príklad s reálnymi dátami

• Potom:
⋄ autoregresné procesy vyšších rádov
⋄ ako uřcit’ vhodný rád procesu pre dané dáta
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I.

Autoregresný proces prvého rádu- AR(1)
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AR(1) - definícia

• AR(1) proces:

xt = δ + αxt−1 + ut,

kdeδ aα sú konštanty a{ut} je biely šum

• Nech pret = t0 je daná hodnotaxt0 :
xt0+1 = δ + αxt0 + ut0+1,

xt0+2 = δ + αxt0+1 + ut0+2 =

δ(1 + α) + α2xt0 + (αut0+1 + ut0+2) ,

xt0+3 = . . .

vo všeobecnosti:

xt0+τ = α
τxt0 +

1− ατ

1− α
δ +

τ−1
∑

j=0

αjut0+τ−j(1)
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AR(1) - stacionarita

• Zo vzt’ahu (1):

xt = α
t−t0xt0 +

1− αt−t0

1− α
δ +

t−t0−1
∑

j=0

αjut−j

• Deterministické zǎciatǒcné podmienky: hodnota
procesu v̌caset0 je x0→ proces nie je stacionárny

• Náhodné zǎciatǒcné podmienky:

⋄ Proces je generovaný pret ∈ R→ hodnotaxt0 je
náhodná.

⋄ Ak −1 < α < 1, tak pret0 → −∞ dostaneme

xt =
1

1− α
δ +

∞
∑

j=0

αjut−j(2)

⋄ Woldova reprezentácia:ψj = α
j pre|α| < 1→

proces je slabo stacionárny.
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AR(1) - výpǒcet pomocou operátoraL

• Zápis procesu:

(1− αL)xt = δ + ut

• Vyjadrímext:

xt = (1− αL)−1δ + (1− αL)−1ut

• Výpočet inverzného operátora- čo je(1− αL)−1 (píše
sa aj1/(1− αL) )?

(1− αL)−1 = φ0 + φ1L+ φ2L
2 + . . . ...

(1− αL)(φ0 + φ1L+ φ2L
2 + . . . ...) = 1

Roznásobíme a porovnáme koeficienty→ φj = α
j, t. j.

(1− αL)−1 =
1

1− αL
= 1 + αL+ α2L2 + α3L3 + . . .
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AR(1) - výpǒcet pomocou operátoraL

• Teda:

xt = (1 + αL+ α2L2 + . . .)δ + (1 + αL+ α2L2 + . . .)ut

= (1 + α + α2 + . . .)δ + (ut + αut−1 + α
2ut−2 + . . .)

=
δ

1− α
+

∞
∑

j=0

αjut−j ,

pričom na šcítanie nekoněcného radu potrebujeme
splnenie podmienky|α| < 1 .

• Z oboch postupov teda vyplv́apodmienka stacionarity
pre AR(1) proces:|α| < 1

• V d’alších výpǒctoch predpokladáme splnenie tejto
podmienky
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AR(1) - momenty, postup 1

• Pripoměnme si explicitné vyjadrenie procesu (2):

xt =
δ

1− α
+

∞
∑

j=0

αjut−j

• Stredná hodnota:

E[xt] = E





δ

1− α
+

∞
∑

j=0

αjut−j





=
δ

1− α
+

∞
∑

j=0

αjE[ut−j ] =
δ

1− α

⋄ E[xt] = 0 práve vtedy, ked’δ = 0
⋄ vo všeobecnostiE[xt] 6= δ, ale majú rovnaké

znamienko (lebo|α| < 1)
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AR(1) - momenty, postup 1

• Variancia:

V ar[xt] = V ar





δ

1− α
+

∞
∑

j=0

αjut−j





=
∞
∑

j=0

V ar[αjut−j ] =
∞
∑

j=0

α2jV ar[ut−j ]

= σ2
∞
∑

j=0

α2j = σ2
1

1− α2

kde
⋄ sme využili, že disperzia súčtu nekorelovaných

premenných je sú̌cet disperzií
⋄ σ2 je variancia bieleho šumu{uj}
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AR(1) - momenty, postup 1

• Autokovariancie(využijeme, žeCov[uk, ul] = σ
2 pre

k = l aCov[uk, ul] = 0 prek 6= l):

Cov[xt, xt−s] = E





(

∞
∑

i=0

αiut−i

)





∞
∑

j=0

αjut−s−j









=
∞
∑

i=0

∞
∑

j=0

αi+jE[ut−iut−s−j ]

= σ2
∞
∑

j=0

αs+2j = αs σ2

1− α2

• Autokorelácie:

Cor[xt, xt−s] =
Cor[xt, xt−s]

V ar[xt]V ar[xt−s]
= αs
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AR(1) - momenty, postup 2

• Alternatívny postup,nevyužívajúci explicitné
vyjadreniext; užitočný pri procesoch vyššieho rádu

• Stredná hodnota:
⋄ vieme, že existuje konštantaµ, taká žeE[xt] = µ

pre každét (stacionarita)
⋄ spravíme strednú hodnotu l’avej aj pravej strany

rovnosti z definície procesu:

xt = δ + αxt−1 + ut

/

E[.]

µ = δ + α µ+ 0

µ =
δ

1− α
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AR(1) - momenty, postup 2

• Disperzia a autokovariancie:
⋄ akxt je stacionárny proces (nielen AR(1)), tak

procesyxt axt − µ majú rovnaké disperzie a
autokovariancie

⋄ pre AR(1) proces teda môžeme predpokladat’, že
δ = 0

⋄ nechs ≥ 0:

xt = αxt−1 + ut

/

× xt−s, E[.]

E[xtxt−s] = αE[xt−1xt−s] + E[utxt−s]

z toho:
s = 0 ⇒ γ(0) = αγ(1) + σ2(3)

s = 1 ⇒ γ(1) = αγ(0)(4)

s ≥ 2 ⇒ γ(s) = αγ(s− 1)(5)
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AR(1) - momenty, postup 2

• Disperzia a autokovariancie- pokrǎcovanie:
⋄ (3) a (4) - dve lineárne rovnice s dvoma

neznámymi→ vyjadrímeγ(0), γ(1):

γ(0) =
σ2

1− α2
, γ(1) =

ασ2

1− α2
(6)

⋄ (5) je potom rekurentný predpis, pričom (6) dáva
zǎciatǒcnú podmienku:

γ(1) =
ασ2

1− α2
(7)

γ(s+ 1) = αγ(s) pre s ≥ 1(8)

• Autokorelácie: rovnice (7) a (8) vydelímeγ(0):

ρ(1) = α, ρ(s+ 1) = αρ(s) pre s ≥ 1

a tedaρ(s) = αs.
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Príklad - simulované dáta

• AR(1) proces

xt = δ + αxt−1 + ut,

kde biely šumut má normálne rozdelenie,δ = 0,
σ2 = 1

• Postupne zoberiemeα = {0.9, 0.6,−0.9}

• Zobrazíme:
⋄ realizáciu procesu
⋄ teoretickú autokorelǎcnú funkciu
⋄ výberovú autokorelǎcnú funkciu odhadnutú z dát
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Príklad - simulované dáta,α = 0.9
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Príklad - simulované dáta,α = 0.6
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Príklad - simulované dáta,α = −0.9
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Príklad - reálne dáta

• G. Kirchgässner:Causality Testing of the Popularity Function: An Empirical
Investigation for the Federal Republic of Germany, 1971-1982, Public Choice 45

(1985), p. 155-173.

• [Kirchgässner, Wolters], example 2.2

• Nemecko, január 1971 - apríl 1982

• CDUt = volebné preferencie CDU/CSU
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Príklad - reálne dáta

• Odhadnutý AR(1) model:
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Príklad - reálne dáta

• Otázky k odhadnutému modelu:
⋄ Je odhadnutý model stacionárny?
⋄ V texte sa spomínajú autokorelácie rezíduí a

Ljung-Boxova Q štatistika - aké hypotézy sa testujú
(a prěco), akým spôsobom a s akými závermi?

⋄ Na grafe sú pri autokoreláciách zostrojené
intervaly. Vypǒcítajte pomocou známych údajov
ich hranice.

⋄ Čomu sa rovná stredná hodnota premennejCDUt?
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II.

Autoregresný proces druhého rádu- AR(2)
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AR(2) - definícia

• AR(2) proces:

xt = δ + α1xt−1 + α2xt−2 + ut

• Pomocou operátora posunu:

(1− α1L− α2L
2)xt = δ + ut

α(L)xt = δ + ut

• Woldova reprezentácia a stacionarita:

xt = α
−1(L)δ + α−1(L)ut

→ potrebujeme inverzný operátorα−1(L); znovu ho
nájdememetódou neuřcitých koeficientov:

α−1(L) = ψ0 + ψ1L+ ψ2L
2 + . . .

pričom
1 = (1− α1L− α2L

2)(ψ0 + ψ1L+ ψ2L
2 + . . .)(9)
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AR(2) - stacionarita

• Porovnáme koeficienty priLj na oboch stranách (9):

ψj − α1ψj−1 − α2ψj−2 = 0,

ψ0 = 1, ψ1 = α1

• Podmienka stacionarity:Kvôli splneniu podmienky
∑

ψ2j <∞ musia byt’ korene charakteristickej rovnice

λ2 − α1λ− α2 = 0

v absolútnej hodnote menšie ako 1

• Inak povedané:korene rovnice

α(L) = 1− α1L− α2L
2 = 0

musia byt’ v absolútnej hodnote väčšie ako 1, t. j.
mimo jednotkového kruhu

• To isté vyšlo predtým pre AR(1): koreň α(L) = 0mimo
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AR(2) - momenty

• Slabo stacionárny AR(2) proces:

xt = δ + α1xt−1 + α2xt−2 + ut

• Stredná hodnota:
⋄ oznǎcmeµ = E[xi]; potom

µ = δ + α1µ+ α2µ,

µ =
δ

1− α1 − α2

⋄ Podobne ako pre AR(1): stredná hodnota sa
nerovná parametruδ (okrem prípaduδ = 0), ale
majú rovnaké znamienko
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AR(2) - momenty

• Autokovariancie: znovu môžeme predpokladat’ nulovú
strednú hodnotu, t. j.

xt = α1xt−1 + α2xt−2 + ut

/

× xt−s, E[.]

E[xt−sxt] = α1E[xt−sxt−1] + α2E[xt−sxt−2] + E[xt−sut]

• Pres = 0, 1, 2 dostaneme:

γ(0) = α1γ(1) + α2γ(2) + σ
2

γ(1) = α1γ(0) + α2γ(1)

γ(2) = α1γ(1) + α2γ(0)

- sústava rovníc→ γ(0) = V ar[xt], γ(1), γ(2)

• Pres ≥ 2 - difereňcná rovnica:
γ(s)− α1γ(s− 1)− α2γ(s− 2) = 0,(10)

zǎciatǒcné podmienky z predchádzajúceho bodu
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AR(2) - momenty

• Autokorelácie:difereňcnú rovnicu (10) a jej zǎciatǒcné
podmienky vydelímeγ(0):

ρ(s)− α1ρ(s− 1)− α2ρ(s− 2) = 0

ρ(0) = 1, ρ(1) =
α1
1− α2
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AR(2) - príklady

1. Proces:xt = 1 + 1.5xt−1 − 0.56xt−2 + ut

• korelácie sṕlňajú difereňcnú rovnicu
ρ(t)− 1.5ρ(t− 1) + 0.56ρ(t− 2) = 0,

ktorá má všeobecné riešenie
ρ(t) = c1(0.8)

t + c2(0.7)
t

• ACF monotónne klesá

2. Proces:xt = 1.4xt−1 − 0.85xt−2 + ut

• korelácie sṕlňajú difereňcnú rovnicu
ρ(t)− 1.4ρ(t− 1) + 0.85ρ(t− 2) = 0,

ktorá má všeobecné riešenie
ρ(t) = 0.922t(c1 cos(0.709t) + c2 sin(0.709t))

• ACF osciluje
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AR(2) - príklad 1
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AR(2) - príklad 2
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cos(kt), sin(kt)→ perióda2π
k
= 8.862 ≈ 9
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AR(2) - reálne dáta

[Kirchgässner, Wolters], example 2.6

• 3-mesǎcná úroková miera, Nemecko, 1970q1-1998q4
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AR(2) - reálne dáta

• Odhadnutý AR(2) model:
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AR(2) - reálne dáta

• Otázky k odhadnutému modelu:
⋄ Je stacionárny?
⋄ Analyzujte rezíduá - autokorelogram, Q-štatistika.
⋄ Aká je stredná hodnota odhadnutého procesu?

Aký je priebeh jeho autokorelačnej funkcie?

ARMA modely časť 1: autoregresné modely (AR) – p.32/59



III.

Autoregresný procesp-teho rádu - AR(p)
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AR(p) proces - stacionarita

• AR(p) proces:

xt = δ + α1xt−1 + α2xt−2 + . . .+ αpxt−p + ut,(11)

t. j. α(L)xt = δ + ut, kdeα(L) = 1− α1L− . . .− αpL
p

• Woldova reprezentácia a stacionarita:
xt = α(L)

−1(δ + ut),

inverzný operátorα(L)−1 hl’adáme v tvare

α(L)−1 = 1 + ψ1L+ ψ2L
2 + . . .

• Pre koeficientyψj dostaneme diferenčnú rovnicu

ψk − α1ψk−1 − . . .− αpψk−p = 0

⇒ kvôli konv.
∑

ψ2j musia byt’ korene charakt. rovnice

λk − α1λ
k−1 − . . .− αp = 0 vnútri jednotkového kruhu,

t. j. koreneα(L) = 0musia byt’ mimo jednotkového
kruhu

ARMA modely časť 1: autoregresné modely (AR) – p.34/59



AR(p) proces - momenty

• Stredná hodnota:
oznǎcímeµ = E[xt] a spravíme strednú hodnotu z
l’avej aj pravej strany (11):

µ = δ + α1µ+ . . . + αpµ ⇒ µ =
δ

1− α1 − . . .− αp

aj teraz: stredná hodnota má rovnaké znamienko ako
parameterδ

• Variancia, autokovariancie- nechδ = 0

xt = α1xt−1 + . . . + αpxt−p + ut

/

× xt−s, E[.]

γ(s) = α1γ(s− 1) + . . . αpγ(s− p) + E[utxt−s]
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AR(p) proces - momenty

• Variancia, autokovariancie- pokrǎcovanie:
⋄ s = 0, 1, . . . , p→ sústavap+ 1 rovníc s neznámymi
γ(0), γ(1), . . . , γ(p):

γ(0) = α1γ(1) + α2γ(2) + . . .+ αpγ(p) + σ
2

γ(1) = α1γ(0) + α2γ(1) + . . .+ αpγ(p− 1)

. . .

γ(p) = α1γ(p− 1) + α2γ(p− 2) + . . .+ αpγ(0)

(12)

⋄ ostatné autokovariancie z diferenčnej rovnice

γ(t)− α1γ(t− 1)− . . .− αpγ(t− p) = 0(13)

ARMA modely časť 1: autoregresné modely (AR) – p.36/59



AR(p) proces - momenty

• ACF :
⋄ difereňcná rovnica pre autokorelácie - rovnicu (13)

vydelíme disperziouγ(0):

ρ(t)− α1ρ(t− 1)− . . .− αpρ(t− p) = 0

⋄ zǎciatǒcné podmienky - poslednýchp rovníc zo
sústavy (12) vydelímeγ(0):

ρ(1) = α1 + α2ρ(1) + . . . + αpρ(p− 1)

ρ(2) = α1ρ(1) + α2 + . . . + αpρ(p− 2)

. . .

ρ(p) = α1ρ(p− 1) + α2ρ(p− 2) + . . . + αp

(14)

- nazývajú saYule-Wolkerove rovnice
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IV.

Parciálna autokorelačná funkcia - určovanie
rádu AR procesu
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PACF - motivácia

• Prěco sme na modelovanie preferencií použili AR(1)
model a na modelovanie úrokovej miery AR(2)?

• Teoretická ACF pre AR(1) a AR(2) procesy z
predchádzajúcich simulácií:

Ako ich rozlíšit’?

• Ako zistit’ vhodnost’ AR modelu uřcit’ jeho rád?
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PACF - motivácia

• Uvažujme nejaký náhodný procesxt s nulovou
strednou hodnotou a modelujme jeho hodnotu
pomocou prechádzajúcichk hodnôt:

xt = β1xt−1 + β2xt−2 + . . .+ βkxt−k + ut

• Oznǎcme koeficientyΦki, kdek je pǒcet použitých
starších hodnôt procesux a i je koeficient prixt−i

• Teda:
xt = Φ11xt−1 + ut

xt = Φ21xt−1 + Φ22xt−2 + ut

xt = Φ31xt−1 + Φ32xt−2 + Φ33xt−3 + ut

. . .

xt = Φk1xt−1 + Φk2xt−2 + Φk3xt−3 + . . .+ Φkkxt−k + ut

• Ak x je AR(p) proces, takΦkk = 0 prek > p.
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PACF - definícia a výpǒcet

• KoeficientΦkk sa nazývaparciálna autokorelácia
ráduk

• Postupnost’ týchto koeficientov vytváraparciálnu
autokorelǎcnú funkciu (PACF)

• Výpočet: vyjdeme zo vzt’ahu

xt = Φk1xt−1 +Φk2xt−2 +Φk3xt−3 + . . .+ Φkkxt−k + ut

a rovnako ako pri odvodení Yule-Wolkerovych rovníc
dostaneme

ρ(1) = Φk1 + Φk2 ρ(1) + . . .+ Φkk ρ(k − 1)

ρ(2) = Φk1 ρ(1) + Φk2 + . . .+ Φkk ρ(k − 2)

. . .

ρ(k) = Φk1 ρ(k − 1) + Φk2 ρ(k − 2) + . . .+ Φkk
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PACF - definícia a výpǒcet

• Maticový zápis:
2

6

6

6

6

6

4

1 ρ(1) . . . ρ(k − 1)

ρ(1) 1 . . . ρ(k − 2)

. . .

ρ(k − 1) ρ(k − 2) . . . 1

3

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

6

4

Φk1

Φk2

. . .

Φkk

3

7

7

7

7

7

5

=

2

6

6

6

6

6

4

ρ(1)

ρ(2)

. . .

ρ(k)

3

7

7

7

7

7

5

• Zaujíma nás ibaΦkk, použijeme Cramerovo pravidlo:

Φkk =

det

0

B

B

B

B

B

@

1 ρ(1) . . . ρ(1)

ρ(1) 1 . . . ρ(2)

. . . . . .

ρ(k − 1) ρ(k − 2) . . . ρ(k)

1

C

C

C

C

C

A

det

0

B

B

B

B

B

@

1 ρ(1) . . . ρ(k − 1)

ρ(1) 1 . . . ρ(k − 2)

. . . . . .

ρ(k − 1) ρ(k − 2) . . . 1

1

C

C

C

C

C

A

(15)
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PACF - príklad: AR(1) proces

• Postupne pǒcítame:

Φ11 = ρ(1)

Φ22 =

det

0

@

1 ρ(1)

ρ(1) ρ(2)

1

A

det

0

@

1 ρ(1)

ρ(1) 1

1

A

=
ρ(2)− ρ(1)2

1− ρ(1)2
= 0

. . .

• Preα = 0.9:

ARMA modely časť 1: autoregresné modely (AR) – p.43/59



PACF - odhadovanie z dát

• Za teoretické autokorelácie vo vzt’ahu (15) dosadíme
ich konzistentné odhady→ dostaneme konzistentný
odhadΦ̂kk

• Pre AR(p) proces jeΦkk = 0 prek > p, pre tietok
asymptoticky platí

V ar[Φ̂kk] ≈
1

T
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Príklad: simulované dáta (1)

Z odhadnutej ACF a PACF usúdime, že dáta boli zrejme ge-

nerované AR(1) procesom.
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Príklad: simulované dáta (1)

Odhadneme AR(1) model:

ARMA modely časť 1: autoregresné modely (AR) – p.46/59



Príklad: simulované dáta (1)

Získaný model

• je stacionárny

• má dobré rezíduá:
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Príklad: simulované dáta (2)

→ dáta vyzerajú na AR(2) proces
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Príklad: simulované dáta (2)

Odhadneme AR(2) model:
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Príklad: simulované dáta (2)

Získaný model

• je stacionárny:
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Príklad: simulované dáta (2)

• má dobré rezíduá:
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Príklad: simulované dáta (2)

Ak by sme odhadli AR(1), nedostali by sme dobrý model:
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Príklad: simulované dáta (2)

- rezíduá nie sú biely šum
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Príklad: simulované dáta (3)

→ dáta vyzerajú na AR(4) proces
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Príklad: simulované dáta (3)

Odhadneme AR(4) model:
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Príklad: simulované dáta (3)

Získaný model

• je stacionárny:
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Príklad: simulované dáta (3)

• má dobré rezíduá:
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Príklad: simulované dáta (4)

→ nebude to AR proces

Nabudúce:procesy s takouto ACF a PACF
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Príklad: reálne dáta

• Z predchádzajúcich príkladov s reálnymi dátami:
⋄ volebné preferencie (vl’avo) - AR(1)
⋄ úrokové miery (vpravo) - AR(2)
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