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AR a MA modely - zhrnutie

Majme stacionárny a invertovatel’ný proces:
AR(p) MA(q)

ACF(τ ) nenulová 0 preτ > q

PACF(τ ) 0 preτ > p nenulová
AR(∞) reprezentácia koněcný sú̌cet nekoněcný sú̌cet
MA(∞) repr. (Wold) nekoněcný sú̌cet koněcný sú̌cet

• Žiadny z týchto modelov nepripúšt’amožnost’, že sa
ani ACF, ani PACF nevynulujepo koněcnom pǒcte
členov

• Na to by sme potrebovali process nekoněcnou AR aj
MA reprezentáciou

• Túto vlastnost’ majúzmiešané ARMA modely
(zmiešané = AR aj MǍcleny)
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VII.

Model ARMA(1,1)
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ARMA(1,1) - definícia

• Nechut je biely šum, definujeme

xt = δ + αxt−1 + ut − βut−1,

pričomα 6= β. Procesxt sa potom nazývaARMA(1,1)
proces.

• Zápis pomocou operátora posunuL:

(xt − αxt−1) = δ + (ut − βut−1)

(1− αL)xt = δ + (1− βL)ut(1)
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ARMA(1,1) - Woldova repr. a stacionarita

• Vyjadríme z (1) procesxt:

xt = (1− αL)−1δ + (1− αL)−1(1− βL)ut(2)

• Vieme, že(1− αL)−1 existuje, ak|α| < 1 a v tomto
prípade platí:

(1− αL)−1 = 1 + αL+ α2L2 + . . .

• Dosadíme do (2):

xt = δ/(1− α) + (1 + αL+ α2L2 + . . .)(1− βL)ut

= δ/(1− α) + ut + (α− β)ut−1 + α(α− β)ut−2 + . . .

teda vo Woldovej reprezentácii

ψ0 = 1, ψ1 = α(α−β), ψ2 = α
2(α−β), . . . , ψk = α

k(α−β), . . .

• Podmienka stacionarity|α| < 1 sa dá zapísat’ aj tak, že
korěn polynómu1− αL musí byt’ mimo jednotkového
kruhu
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ARMA(1,1) - invertovatel’nost’

• Vyjadríme z (1) proces bieleho šumuut, aby sme
dostali procesxt vyjadrený pomocou jeho starších
hodnôt + aktuálnej hodnoty bieleho šumu:

− δ + (1− αL)xt = (1− βL)ut

−(1− βL)−1δ + (1− βL)−1(1− αL)xt = ut

• Vieme, že inverzný operátor(1− βL)−1 existuje, ak
|β| < 1

• Tátopodmienka invertovatel’nostisa dá zapísat’ aj tak,
žekorěn polynómu1− βL musí byt’ mimo
jednotkového kruhu
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ARMA(1,1) - zhrnutie

• Pripoměnme si proces (1):

(1− αL)xt = δ + (1− βL)ut

• Podmienka stacionarity:
⋄ korěn polynómu1− αL je mimo jednotkového

kruhu
⋄ závisí teda iba od AŘcasti procesu

• Podmienka invertovatel’nosti:
⋄ korěn polynómu1− βL je mimo jednotkového

kruhu
⋄ závisí teda iba od MǍcasti procesu
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ARMA(1,1) - momenty

• Stredná hodnotaµ:

xt = δ + αxt−1 + ut − βut−1

/

E[.]

µ = δ + αµ+ 0⇒ µ =
δ

1− α

• Variancia, autokovariancie- preδ = 0:

xt = αxt−1 + ut − βut−1

/

× xt−s, E[.]

E[xtxt−s] = αE[xt−1xt−s] + E[utxt−s]− βE[ut−1xt−s]

γ(s) = αγ(s− 1) + E[utxt−s]− βE[ut−1xt−s](3)

Stredná hodnotaE[utxt−s] je nenulová len pres = 0,
stredná hodnotaE[ut−1xt−s] je nenulová len pres = 0 a
pres = 1
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ARMA(1,1) - momenty (pokrǎcovanie)

• Konkrétne hodnotyE[utxt−s] aE[ut−1xt−s]
vypočítame z Woldovej reprezentácie

xt−s = ut−s + (α− β)ut−s−a + α(α− β)ut−s−2 + . . .

Dostaneme:

E[utxt−s] =

{

σ2 pre τ = 0

0 pre τ = 1, 2, 3, . . .

E[ut−1xt−s] =











(α− β)σ2 pre τ = 0

σ2 pre τ = 1

0 pre τ = 2, 3, . . .

a dosadíme do (3).
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ARMA(1,1) - momenty (pokrǎcovanie)

• Nakoniec z (3) dostaneme pres = 0, s = 1:

s = 0 ⇒ γ(0) = αγ(1) + σ2 − β(α− β)σ2

s = 1 ⇒ γ(1) = αγ(0)− βσ2

→ sústava 2 rovníc s 2 neznámymi, jej riešením je

γ(0) =
1 + β2 − 2αβ

1− α2
σ2, γ(1) =

(α− β)(1− αβ)

1− α2
σ2

(4)

• Pres = 2, 3, . . . dostaneme rekurentný predpis pre
d’alšieγ(s):

γ(s) = αγ(s− 1)
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ARMA(1,1) - ACF

• Pres = 2, 3, . . . máme

γ(s) = αγ(s− 1)

/

1

γ(0)

ρ(s) = αρ(s− 1)

→ tá istá difereňcná rovnica pre ACF, ako by bola pre
proces bez MǍcasti

• ales inou zǎciatǒcnou podmienkou- zo vzt’ahu (4)
máme

ρ(1) =
γ(1)

γ(0)
=
(α− β)(1− αβ)

(1 + β2 − 2αβ)

- závisí aj od MAčasti
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ARMA(1,1) - PACF

• PACFpočítame rovnako ako predtým pomocou
determinantov:

Φkk =

det

0

B

B

B

B

B

@

1 ρ(1) . . . ρ(1)

ρ(1) 1 . . . ρ(2)

. . . . . .

ρ(k − 1) ρ(k − 2) . . . ρ(k)

1

C

C

C

C

C

A

det

0

B

B

B

B

B

@

1 ρ(1) . . . ρ(k − 1)

ρ(1) 1 . . . ρ(k − 2)

. . . . . .

ρ(k − 1) ρ(k − 2) . . . 1

1

C

C

C

C

C

A

(5)

pričom terazρ(k) = αk−1ρ(1)
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Príklad - reálne dáta

[Kirchgässner, Wolters], example 2.15

• USA, marec 1994 - august 2003

• USRt = 3-mesǎcná úroková miera
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Príklad - reálne dáta

Odhadnutý model pre diferencie premennejUSR:
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Príklad - reálne dáta

Otázky k výstupu:

• Je odhadnutý model stacionárny? Je invertovatel’ný?

• "The autocorrelogram of the estimated residuals... not
provide any evidence of a higher order process"-
vysvetlite

• "...the Box-Ljung Q statistic, which is calculated for
this model with 12 autocorrelation coefficients (i.e.
with 10 degrees of freedom)..."
⋄ sformulujte nulovú hypotézu, ktorá sa tu testuje
⋄ zdôvodnite pǒcet stup̌nov vol’nosti
⋄ aký je záver testu?
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VIII.

Model ARMA(p,q)
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ARMA(p,q) - definícia

• Nechut je biely šum, definujeme

xt = δ+α1xt−1+. . .+αpxt−p+ut−β1ut−1−. . .−βqut−q,

tento proces sa potom nazývaARMA(p,q) proces.

• Zápis pomocou operátora posunuL:

(1− α1L− . . . αpL
p)xt = δ + (1− β1L− . . .− βqL

q)ut

α(L)xt = δ + β(L)ut(6)

pričom požadujeme, aby polynómyα(L), β(L) nemali
spolǒcný korěn (podrobnejšie o tejto podmienke
neskôr)
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ARMA(p,q) - Woldova repr., stacionarita

• Z rovnice (6) vyjadrímext:

α(L)xt = δ + β(L)ut

xt = α(L)−1δ + α(L)−1β(L)ut

• Potrebujemeα(L)−1β(L):

α(L)−1β(L) = ψ0 + ψ1L+ ψ2L
2 + . . .

β(L) = α(L)(ψ0 + ψ1L+ ψ2L
2 + . . .)

(1− β1L− . . .− βqL
q) = (1− α1L− . . . αpL

p)×

×(ψ0 + ψ1L+ ψ2L
2 + . . .)

Roznásobíme a porovnáme koeficinety priLj
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ARMA(p,q) - Woldova repr., stacionarita

• Pre koeficinetyψj Woldovej reprezentácie dostaneme:
⋄ difereňcnú rovnicu

ψk − α1ψk−1 − . . .− αpψk−p = 0

⋄ zǎciatǒcné podmienky

• Kvôli konvergencii radu
∑

φ2j musia byt’ korene
charakteristického polynómuλp − α1λ

p−1 − . . . αp = 0
vnútri, t.j. koreneα(L) = 0mimo jednotkového kruhu
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ARMA(p,q) - invertovatel’nost’

• Z rovnice (6) vyjadrímeut:

α(L)xt = δ + β(L)ut

β(L)ut = −δ + α(L)xt

ut = −β(L)−1δ + β(L)−1α(L)xt

• Toto sa dá spravit’, ak existuje inverzný operátor
β(L)−1, čo je vtedy, ked’koreneβ(L) = 0 sú mimo
jednotkového kruhu
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ARMA(p,q) - momenty

• Stredná hodnota:µ:

xt = δ+α1xt−1+ . . .+αpxt−p+ut−β1ut−1− . . .−βqut−q

µ = δ + α1µ+ . . .+ αpµ⇒ µ =
δ

1− α1 − . . .− αp

• Variancia, autokovariancie- nechδ = 0:

xt = α1xt−1 + . . .+ αpxt−p + ut − β1ut−1 − . . .− βqut−q

/

× xt−s, E[.]

γ(s) = α1γ(s− 1) + . . .+ αpγ(s− p)

+E[utxt−s]− β1E[ut−1xt−s]− . . .− βqE[ut−qxt−s]
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ARMA(p,q) - momenty

• Pres > q sú všetky stredné hodnoty

E[utxt−s], E[ut−1xt−s], . . . , E[ut−pxt−s]

nulové⇒ pres > q ∧ s > p (lebo na použitie
nasledujúcej difereňcnej rovnice potrebujeme aspoň p
zǎciatǒcných hodnôt) máme diferenčnú rovnicu pre
autokovariancie:

γ(s) = α1γ(s− 1) + . . . + αpγ(s− p)(7)

• ACF - vydelením (7) varianciouγ(0) dostaneme
difereňcnú rovnicu pre autokorelácieρ(s),
s > max(p, q):

ρ(s) = α1ρ(s− 1) + . . . + αpρ(s− p)(8)

- rovnaká difereňcná rovnica ako pre proces bez MA
časti, zǎciatǒcné pomienky však MA koeficienty
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ARMA(p,q) - spolǒcné AR a MA korene

• Pripoměme si definíciu ARMA(p,q) procesu:

(1− α1L− . . .− αpL
p)xt = δ + (1− β1L− . . .− βqL

q)ut

α(L)xt = δ + β(L)ut

pričom požadujeme, aby polynómyα(L), β(L) nemali
spolǒcné korene

• Prěco nemôžu mat’ polynómyα(L), β(L) spolǒcné
korene?
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ARMA(p,q) - spolǒcné AR a MA korene

• Uvažujme "ARMA(2,2)" proces

(1− α1L− α2L
2)xt = δ + (1− β1L− β2L

2)ut,

kde 1− α1L− α2L
2 = (1− γL)(1− γ1L)

1− β1L− β2L
2 = (1− γL)(1− γ2L)

t.j. AR a MA polynómy majú spolǒcný korěn γ

• Potom sa proces dá zapísat’ nasledovne:

(1− γL)(1− γ1L)xt = δ + (1− γL)(1− γ2L)ut

(1− γ1L)xt = (1− γL)−1δ + (1− γ2L)ut

teda je to ARMA(1,1), a nie ARMA(2,2) model

• Prakticky -ak dostaneme vel’mi blízky AR a MA
korěn, treba namiesto ARMA(p,q) skúsit’
ARMA(p-1,q-1) model
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ARMA(p,q) - príklad

• Príklad: ARMA(1,2) model pre diferencie
zlogaritmovaných cien kakaa (dáta z minulej
prednášky):
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ARMA(p,q) - príklad

• Model vyzerá vyhovujúco - je stacionárny aj
invertovatel’ný:
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ARMA(p,q) - príklad

• Má aj dobré rezíduá:
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ARMA(p,q) - príklad

• Ale: AR korěn je bízko jedného z MA korěnov:

• Mali by sme tedanamiesto ARMA(1,2) skúsit’
ARMA(0,1) = MA(1) model, a ten naozaj na minulej
prednáškevyšiel ako dobrý model pre tieto dáta
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