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V.

Moving average proces prvého rádu- MA(1)
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Simulované dáta z predchádzajúcej kap.

• AR(p) proces - ACF rýchlo klesá (monotónne alebo
oscilujúco), PACF sa po p hodnotách rovná nule

• tu je to v podstate naopak→ nebude to AR proces
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Reálne dáta s podobnou ACF

Ben Vogelvang:Econometrics. Theory and Applications with EViews. Pearson Education

Limited, 2005.

Chapter 14.7. - The Box-Jenkins Approach in Practice

• Mesǎcné dáta, január 1960 - september 2002

• pcocoat - cena kakaa, zlogaritmujeme a kvôli
stacionarite budeme pracovat’ s diferenciami
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Reálne dáta - pokračovanie

• Odhadnutá ACF:

• Logaritmy - ACF klesá vel’mi pomaly→ typické pre
dáta, ktoré treba zdiferencovat’ (presnejšie neskôr)

• Diferencie logaritmov -jedna výrazne nenulová
autokorelácia, ostatné skoro nulové

ARMA modely časť 2: moving average modely (MA) – p.5/47



Príklad z prvej prednášky

• Nechut je biely šum, definujeme

xt = ut + ut−1

• Vypočítali sme:

E[xt] = 0, V ar[xt] = 2σ
2

Cov[xt, xt+τ ] =

{

σ2 pre τ = 1

0 pre τ = 2, 3, . . .

Cor[xt, xt+τ ] =

{

1/2 pre τ = 1

0 pre τ = 2, 3, . . .

• ACF je nulová preτ = 2, 3, . . . - presne tá vlastnost’,
ktorú potrebujeme
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Zovšeobecnenie - MA(1) proces

• Nechut je biely šum, potom

xt = µ+ ut − βut−1

sa nazývamoving average proces prvého rádu - MA(1)

• Woldova reprezentácia:xt = µ+
∑

∞

j=0 ψjut−j

MA(1) proces:ψ0 = 1, ψ1 = −β, ψj = 0 prej = 2, 3, . . .

• Momenty a ACF:

E[xt] = µ, V ar[xt] = (1 + β
2)σ2

Cov[xt, xt+τ ] =

{

−βσ2 pre τ = 1

0 pre τ = 2, 3, . . .

Cor[xt, xt+τ ] =

{

− β
1+β2 pre τ = 1

0 pre τ = 2, 3, . . .
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MA(1) proces - príklady

1. Nechut je biely šum s rozdelenímN(0, 4), definujme

xt = ut +
1

2
ut−1

Potom:E[xt] = 0, V ar[xt] = (1 + (1/2)
2)× 4 = 5

Cor[xt, xt+τ ] =

{
1/2
1+1/4 = 2/5 pre τ = 1

0 pre τ = 2, 3, . . .

2. Nechut je biely šum s rozdelenímN(0, 1), definujme

yt = ut + 2ut−1

Potom:E[yt] = 0, V ar[yt] = (1 + 4)× 1 = 5

Cor[yt, yt+τ ] =

{
2
1+4 = 2/5 pre τ = 1

0 pre τ = 2, 3, . . .

Procesyxt a yt majú rovnakú ACF→ nedajú sa rozlíšit’
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MA(1) proces - zovšeobecnenie príkladu

• Majme MA(1) proces, t.j. ACF tvaru

Cor[xt, xt+τ ] =

{

− β
1+β2 pre τ = 1

0 pre τ = 2, 3, . . .

• Predpokladajme teraz, že máme danú hodnotu
ρ1 = ρ(1) a chceme z nej spätne určit’ koeficientβ, t.j.

ρ1 = −
β

1 + β2
⇒ β =?
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MA(1) proces - zovšeobecnenie príkladu

• Máme teda rovnicu:ρ1 = − β
1+β2 ⇒ β2 + 1

ρ1
β + 1 = 0
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→ dve riešeniaβ1, β2, sṕlňajúβ1β2 = 1.

• Procesy

xt = µ+ ut − βut−1, xt = µ+ ut −
1

β
ut−1

majú rovnakú ACF

• Ak chceme jednoznǎcnú parametrizáciu,potrebujeme
dodat’ d’alšiu podmienku.
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Invertovatel’nost’ procesu

• Budeme sa snažit’zapísat’ proces v tvare AR(∞):

xt = µ̂+ ut + ψ1xt−1 + ψ2xt−2 + ψ3xt−3 + . . .

- ak sa to dá spravit’,proces sa nazýva invertovatel’ný

• Pre MA(1) proces:

xt = µ+ (1− βL)ut

(1− βL)−1xt = (1− βL)−1µ+ ut

(1− βL)−1 existuje pre|β| < 1, vtedy

(1 + βL+ β2L2 + . . .)xt = µ/(1− β) + ut

xt + βxt−1 + β
2xt−2 + . . . = µ/(1− β) + ut
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MA(1) - invertovatel’nost’ procesu

• Dostali sme tedapodmienku invertovatel’nostiMA(1)
procesu:|β| < 1

• Iný zápis tejto podmienky:
⋄ máme procesxt = µ+ (1− βL)ut

⋄ korěn polynómu1− βL je 1/β
⋄ podmienka invertovatel’nosti teda hovorí, že koreň
1− βL = 0musí byt’ v absolútnej hodnote väčší
ako 1, tedamimo jednotkového kruhu

ARMA modely časť 2: moving average modely (MA) – p.12/47



MA(1) - výpočet PACF

• Pripoměnme si všeobecný vzorec;
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• Pre MA(1) proces jeρ(k) = 0 prek = 2, 3, . . .
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MA(1) - výpočet PACF

• PACF sa (na rozdiel od AR procesu) nevynuluje:

Φ11 = ρ(1)
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MA(1) - výpočet PACF - príklad

• Pre procesxt = ut +
1
2ut−1 sme vypǒcítali:

ρ(1) = 2/5, ρ(k) = 0 (k = 2, 3, . . .)

• Pǒcítajme teraz PACF:

Φ11 = ρ(1) = 2/5
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MA(1) - výpočet PACF - príklad

• Viac členov PACF v softvéri R:

Vo forme grafu:

• Zopakujme si -pre MA(2) proces:
⋄ ACF: od druhej hodnoty nulová
⋄ PACF: nevynuluje sa
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Reálne dáta - ceny kakaa

• Dáta zo zǎciatku prednášky

• MA(1) model pre diferencie logaritmov cien:
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Reálne dáta - ceny kakaa

• Invertovatel’nost’:

• ACF rezíduí:
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VI.

Moving average procesq-teho rádu- MA(q)
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MA(q) proces - definícia a vlastnosti

• Nechut je biely šum, potom

xt = µ+ ut − β1ut−1 − β2ut−2 − . . .− βqut−q

sa nazývamoving average procesq-teho rádu - MA(q)

• Woldova reprezentácia:xt = µ+
∑

∞

j=0 ψjut−j

MA(q) proces:ψ0 = 1, ψ1 = −β1, . . . ψq = −βq, ψj = 0
prej > q → MA(q) proces je vždy stacionárny

• Momenty, ACF, PACF:

E[xt] = µ, V ar[xt] = (1 + β
2
1 + . . . β

2
q )σ
2

Cov[xt, xt+τ ] = 0 pre τ = q + 1, q + 2, . . .

⇒ Cor[xt, xt+τ ] = 0 pre τ = q + 1, q + 2, . . .
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MA(q) proces - definícia a vlastnosti

• Výpočet prvýchq autokorelácií (môžeme uvažovat’
µ = 0):

Cov[xt, xt+τ ] = E[(ut − β1ut−1 − . . .− βqut−q)×

(ut+τ − β1ut+τ−1 − . . .− βqut+τ−q)]

= E[ut(ut+τ − β1ut+τ−1 − . . .− βqut+τ−q)]

−β1E[ut−1(ut+τ − β1ut+τ−1 − . . .− βqut+τ−q)]

. . .

−βqE[ut−q(ut+τ − β1ut+τ−1 − . . .− βqut+τ−q)]
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MA(q) proces - definícia a vlastnosti

• Výpočet prvýchq autokorelácií - pokrǎcovanie:

τ = 1 ⇒ γ(1) = (−β1 + β1β2 + . . . + βq−1βq)σ
2

τ = 2 ⇒ γ(2) = (−β2 + β1β3 + . . . + βq−2βq)σ
2

. . .

τ = q ⇒ γ(q) = (−βq)σ
2

• PACF- dosadením vypǒcítaných autokorelácií do
všeobecného vzorca (1)
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MA(q) proces - definícia a vlastnosti

• Invertovatel’nost’:
xt = µ+ ut − β1ut−1 − β2ut−2 − . . .− βqut−q

xt = µ+ (1− β1L− . . .− βqL
q)ut

• Existencia inverzného operátora
(1− β1L− . . .− βqL

q)−1 - korene polynómu
1− β1L− . . .− βqL

q = 0musia byt’ mimo
jednotkového kruhu
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Príklad 1: simulované dáta

• Výberová ACF a PACF z dát:

• PACF nie je po nejakom počtečlenov nulová→
nebude to AR proces

• ACF má prvé dve hodnoty výraznejšie, ostatné skoro
nulové→ skúsime odhadnút’ MA(2) proces
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Príklad 1: simulované dáta

• Odhadnutý MA(2) proces:

• Stacionarita - MA proces je vždy stacionárny

• Invertovatel’nost’ z korěnov - je invertovatel’ný
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Príklad 1: simulované dáta

• ACF rezíduí, Q štatistika - v poriadku:
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

R.H. Shumway, D.S. Stoffer:Time Series Analysis and Its Applicationss. Springer, 2000.

Example 2.32, 2.33

• HNP USA, rýchlost’ rastu:yt = ln (gnpt/gnpt−1)

• Štvrt’ročné dáta, 19747q1-1991q1, sezónne očitstené
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• Výberová ACF a PACF:

• Nie je to také jednoznǎcné ako v predchádzajúcich
príkladoch
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• [Shumway, Stoffer; Example 2.32]:
"Inspecting the sample ACF and PACF we might feel
that the ACF is cutting off a lag 2 and the PACF is
tailing off"

• To by znamenaloMA(2) model
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• Ale tiež [Shumway, Stoffer; Example 2.32]:
"We will also suggest that it appears that the ACF is
tailing off and the PACF is cutting off at lag 3"

• To by znamenaloAR(3) model

• Odhadneme oba modely.
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• MA(2) model - výstup:
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• MA(2) model - rezíduá:

• CVI ČENIE: stacionarita, invertovatel’nost’,
autokorelácia rezíduí→ je model vyhovujúci?ARMA modely časť 2: moving average modely (MA) – p.32/47



Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• AR(3) model - výstup:
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• AR(3) model - rezíduá:

• CVI ČENIE: stacionarita, invertovatel’nost’,
autokorelácia rezíduí→ je model vyhovujúci?
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• Otázky k odhadnutým modelom:
1. Ako môžeme mat’ pre dáta dva rôzne modely -

MA(2) a AR(3)?
Nie sú "až tak rôzne" -̌ciastǒcne ukážeme teraz,
čiastǒcne na teoretickom cvičení.

2. Nedajú sa AR a MA členy skombinovat’?
Dajú, dostaneme tak ARMA modely→ d’alšia
téma prednášok.

3. Ako si teda vybrat’ model?
Týmto sa budeme zaoberat’ na praktickom cvičení
pri počítǎci.
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• K otázke"podobnosti získaných AR(3) a MA(2)
procesov":
⋄ oba procesy sú stacionárne→ dajú sa napísat’ v

tvareWoldovej reprezentáciext = µ+
∑

∞

j=0 ψjut−j

⋄ MA(2) proces v tom tvare už je:ψ0 = 1,
ψ1 = 0.319143, ψ2 = 0.286871, ostatnéψk = 0

⋄ AR(3) proces sa dá transformovat’

• Nájdenie Woldovej reprezentácie procesu:
⋄ výpočet na teoretickom cvičnení
⋄ teraz výsledok získaný pomocou R-ka: príkaz

ARMAtoMA z balíkastats

ARMA modely časť 2: moving average modely (MA) – p.36/47



Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• AR(3) model - koeficienty Woldovej reprezentácie:

• Porovnanie MA(2) a AR(3) modelu:
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• Predikcie v AR(3) modeli:
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Príklad 2: rýchlost’ rastu HDP

• Predikcie v MA(2) modeli:
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Predikcie v MA modeli

• MA(q) model:

xt = µ+ ut − β1ut−1 − β2ut−2 − . . .− βqut−q

• Ak by sme predikcie robili tak, že hodnoty bieleho
šumuu by sme nahradili nulou, tak predikcie
⋄ by nezáviseli od MA koeficientovβ1, β2, . . .
⋄ by boli konštantné

• Z predchádzajúceho obrázku→ takto sa to nerobí

• Ako teda:už realizované hodnotyu nenahradíme
nulou, ale ich odhadneme z pozorovaných dátx
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Predikcie - všeobecne

• Sme včaset, chcemepredikciuhodnotyxt+τ , t. j.
hodnotu procesu oτ období.

• Oznǎcme túto predikciûxt(τ), teda
⋄ indext oznǎcuječas, v ktorom konštruujeme

predikciu
⋄ argumentτ oznǎcuje, na kol’ko období dopredu tá

predikcia je

• Predikciou budeočakávaná hodnota procesuv tom
čase, pri danej informácii, ktorú máme k dispozícii:

x̂t(τ) = Et[xt+τ ]

(indext vo výrazeEt znamená, že strednú hodnotu
počítame včaset)
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Predikcie pre AR proces

• AR proces: takto pǒcítané predikcie sa zhodujú s
intuíciou.

• Majme AR(p) proces

xt = δ + α1xt−1 + . . . + αpxt−p + ut.

Potom:

xt+τ = δ + α1xt+τ−1 + . . . + αpxt+τ−p + ut+τ ,

Et[xt+τ ]
︸ ︷︷ ︸

x̂t(τ)

= δ + α1Et[xt+τ−1] + . . . + αpEt[xt+τ−p]

+Et[ut+τ ]
︸ ︷︷ ︸

0pričom

Et[xt+s] =

{

x̂t(s) pre s > 0

xt+s pre s ≤ 0
ARMA modely časť 2: moving average modely (MA) – p.42/47



Predikcie pre MA proces

• Majme MA(1) proces

xt = µ+ ut − βut−1

a pǒcítajme predikciêxt(τ):

xt+s = µ+ ut+s − βut+s−1,

Et[xt+s]
︸ ︷︷ ︸

x̂t(s)

= µ+ Et[ut+s]
︸ ︷︷ ︸

0

−β Et[ut+s−1]
︸ ︷︷ ︸

ut pre s=1, inak 0

Teda:
x̂t(s) =

{

µ− βut pre s = 1

µ pre s = 2, 3, . . .

• CVI ČENIE: Dokážte, že pre MA(q) proces platí
x̂t(s) = µ pres > q a že pres ≤ q predikcie obsahujú
realizované hodnoty bieleho šumuu

ARMA modely časť 2: moving average modely (MA) – p.43/47



Predikcie pre MA proces

• Predikcie pre MA(1) procesxt = µ+ ut − βut−1 sú

x̂t(s) =

{

µ− βut pre s = 1

µ pre s = 2, 3, . . .

- obsahujúhodnotu bieleho šumuut. Táto hodnota už
bola včase konštrukcie predikcií realizovaná,nie sme
však schopní ju pozorovat’.

• Cvičenie z predch. slajdu⇒ podobná situácia nastáva
pre l’ubovol’ný MA(q) proces

• Ako prakticky pǒcítat’ predikcie?
Myšlienka:vyjadrímeut pomocou hodnôt procesux

• Tento výpǒcet si ukážeme na MA(1) procese
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Predikcie pre MA(1) proces

• Vyjadrujeme tedaut pomocoux1, x2, . . . , xt

• Využijeme pritom:
⋄ Pre MA(1) sme odvodili

x̂t(1) = µ− βut(2)

⋄ Pre prediǩcnú chybu platí

xt − x̂t−1(1) = ut(3)

• Budeme postupne počítat’ x̂t(1) pret = 0, 1, 2, . . .

x̂0(1)
(2)
= µ− βu0(4)
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Predikcie pre MA(1) proces

• Pret = 1:

x̂1(1)
(2)
= µ− βu1
(3)
= µ− β[x1 − x̂0(1)]

(4)
= µ− β[x1 − (µ− βu0)]

= µ(1 + β)− βx1 − β2u0(5)

• Pret = 2:

x̂2(1)
(2)
= µ− βu2
(3)
= µ− β[x2 − x̂1(1)]

(5)
= µ− β[x2 − (µ(1 + β)− βx1 − β2u0)]

= µ(1 + β + β2)− βx2 − β2x1 − β3u0(6)
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Predikcie pre MA(1) proces

• Pre všeobecnét:

x̂t(1) = µ(1 + β + β2 + . . . βt)

−βxt − β2xt−1 − . . .− βtx1 − βt+1u0

• Aj tu vystupuje nepozorovatel’ná hodnotau0, ale vplyv
členaβt+1u0 ide k nule pret→ ∞ (kdet je pǒcet dát)
⇒ môžeme ho zanedbat’

• Dostaneme:

x̂t(1) = µ(1 + β + β2 + . . . βt)

−βxt − β2xt−1 − . . .− βtx1

• Ako sme už povedali,̂xt(s) = µ pres = 2, 3, . . .
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