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Obsah

• Čo je jednotkový korěn (unit root) ačo spôsobuje

• Ak má proces jednotkový koreň - ako dáta
transformovat’, aby sme s nimi mohli pracovat’ a
použit’ ARMA metodológiu

• Ako z dát zistit’,či má proces jednotkový koreň → unit
root testy
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Príklady

• Majme procesyt = yt−1 + ut:
⋄ je to nestacionárny AR(1) proces s jednotkovým

korěnom
⋄ pre jeho diferencie∆yt = yt − yt−1 platí∆yt = ut
⋄ teda∆yt je stacionárny proces

• Majme nestacionárny proces s jednotkovým koreňom

(1−
1

2
L)(1− L)xt = 1 + (1−

1

3
L)ut

Potom pre diferencie
∆yt = yt − yt−1 = (1− L)yt

platí

(1−
1

2
L)∆yt = 1 + (1−

1

3
L)ut,

teda∆yt je stacionárny proces
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Príklady

• Majme nestacionárny proces s dvojnásobným
jednotkovým korěnom

(1−
1

2
L)(1− L)2xt = 1 + (1−

1

3
L)ut

Potom pre druhé diferencie

∆2yt = ∆(∆yt) = (1− L)(1− L)yt = (1− L)2yt

platí
(1−

1

2
L)∆2yt = 1 + (1−

1

3
L)ut,

teda∆2yt je stacionárny proces

• Vo všeobecnosti:
Ak má proces jednotkový koreň násobnostik (a ostatné
mimo jednotkového kruhu), tak jeho k-te diferencie sú
stacionárne
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ARIMA modely

• Ak treba proces k-krát diferencovat’, aby sme dostali
stacionárny proces, nazýva saintegrovaný proces rádu
k, oznǎcujemeI(k)

• Ak tie k-te diferencie sú ARMA(p,q), tak o pôvodnom
procese hovoríme, že jeARIMA(p,k,q).

• Napríkladxt, ak

(1−
1

2
L)(1− L)2xt = 1 + (1−

1

3
L)ut,

je proces ARIMA(1,2,1).
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Ciel’

• Uvažujme najprv AR(1) model:xt = δ + ρxt−1 + ut

• Chceme:
⋄ testovat’ hypotézu o jednotkovom koreni(vtedy je

proces nestacionárny), tedaH0 : ρ = 1
⋄ zistit’, či sa dá zamietnut’ v prospech stacionarity-

H1 : ρ < 1
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Jednotkový korěn a t-štatistika

Skúsme použit’ testovanie hypotéz o koeficientoch
regresného modeluznáme z ekonometrie.

Napríklad:

• Majme vektorx=1:200

• Vygenerujemey=x+rnorm(200)*sigma

• Odhadneme modely = c+ ρ x+ ε

• Zaznamenávame:
⋄ odhad parametraρ
⋄ hodnotu t-štatistiky zodpovedajúcej hypotéze

H0 : ρ = 1 (ktorá platí)

• Zopakujeme105 krát a vykreslíme histogram
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• Príklad vygenerovaných dát:
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• Odhadnutá regresia:

• Odhadnutý koeficientρ je 0.95689

• T-štatistika k hypotézeρ = 1 je 0.95689−1
0.03459
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• Odhad parametraρ: normálne rozdelenie
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• t-štatistika k hypotézeH0 : ρ = 1: t-rozdelenie
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Jednotkový korěn a t-štatistika

Druhá simulácia:

• Majme vektorz vygenerovaný akozt = zt−1 + εt

• Zoberiemex=z[1:200], y=z[2:201], tedayt = zt,
xt = zt−1

• Odhadneme modely = c+ ρ x+ ε

• Zaznamenávame:
⋄ odhad parametraρ
⋄ hodnotu t-štatistiky zodpovedajúcej hypotéze

H0 : ρ = 1 (ktorá platí)

• Zopakujeme105 krát a vykreslíme histogram
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• Príklad vygenerovaných dát -časový radz:
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• Príklad vygenerovaných dát : dáta do regresie
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• Odhadnutá regresia:

• Odhadnutý koeficientρ je 0.91962

• t-štatistika k hypotézeρ = 1 je 0.91962−1
0.02790

= −2.88
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• Odhady parametraρ: nemá normálne rozdelenie
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• "t-štatistika" k hypotézeH0 : ρ = 1: nemá t-rozdelenie

• Na testovanie hypotézynemôžeme použit’ kritické
hodnoty t-rozdelenia
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Jednotkový korěn a t-štatistika

• Riešenie - základná myšlienka:
⋄ ponecháme výpǒcet testovaciej štatistiky
⋄ alebudeme používat’ iné kritické hodnoty

• Kvantily z našej simulácie:

- približne také by mali byt’ kritické hodnoty

• Otázka:
⋄ Čo ak nemáme AR(1) proces, ale všeobecnejší?
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Testovanie jednotkového koreňa

• AR(1) proces:

yt = ρyt−1 + ut(1)

jednotkový korěn znamená, žeρ = 1.

• Ekvivalentne:

∆yt = (ρ− 1)yt−1 + ut

a zaujíma nást-štatistika zo signifikancie koeficienta
pri yt−1 - ale s inou kritickou hodnotou

• Tá kritická hodnota
⋄ závisí od pǒctu dát
⋄ zmení sa, ak rovnica (1) obsahuje konštantu

a/alebo lineárny trend

• Vo všeobecnosti:∆yt = α + βt+ (ρ− 1)yt−1 + ut
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Testovanie jednotkového koreňa

• AR(p) proces:yt = α1yt−1 + α2yt−2 + . . . αpyt−p + ut
jednotkový korěn → α1 + . . . αp = 1.

• Upravíme do tvaru:

yt = ρyt−1+θ1∆yt−1+θ2∆yt−2+ . . .+θp−1∆yt−p+1+ut,

kdeρ =
∑p

j=1 αj, θi = −

∑p

j=i+1 αj prei = 1, . . . , p− 1

• Ekvivalentne:

∆yt = (ρ−1)yt−1+θ1∆yt−1+θ2∆yt−2+. . .+θp−1∆yt−p+1+ut

a zaujíma nást-štatistika z koeficienta priyt−1
• Vo všeobecnosti:y môže mat’ trend a/alebo intercept

⇒ ∆yt = α+βt+(ρ− 1)yt−1+ θ1∆yt−1+ θ2∆yt−2+ . . .
+θp−1∆yt−p+1 + ut
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Augmented Dickey-Fuller test (ADF)

Wayne A. Fuller (1976)

David A. Dickey, Wayne A. Fuller (1979, 1981)

• Odhadujeme rovnicu
∆yt = α+βt+(ρ−1)yt−1+θ1∆yt−1+ . . .+θk∆yt−k+ut
pričom musíme
⋄ rozhodnút’,či zahrnút’ konštantuα a/alebo lineárny

trendβ (podl’a toho,či ich obsahuje procesy)
⋄ určit’ k

• Zaujíma nás potomt-štatistika zo signifikancie
koeficienta priyt−1, aleso správnymi kritickými
hodnotami
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ADF test - kritické hodnoty

• James G. MacKinnon (1991)- dostupné ako sú̌cast’
doplnenej verzie z roku 2010:
James G. MacKinnon:Critical Values for Cointegration Tests. Queen’s Economics

Department Working Paper No. 1227, 2010..

Dostupné online: http://ideas.repec.org/p/qed/wpaper/1227.html

• Simulǎcne získané hodnoty:
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ADF test - kritické hodnoty

• Ak v regresii používameT dát, kritická hodnota je
β∞ + β1/T + β2/T

2

• V našom príklade zo simuácií: konštanta bez trendu,
T = 200:

⋄ pre 1 percento:
−3.4336− 5.999/200− 29.25/2002 = −3.451

⋄ pre 5 percent:
−2.8621− 2.738/200− 8.36/2002 = −2.879

• Porovnajme s t-rozdelením (úplne iné) a s kvantilmi zo
simulácií (ok)
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ADF test v R-ku

• Knižnicaurca

• Funkciaur.df (ur - unit root, df- Dickey-Fuller) s
parametrami:
⋄ type: možnosti súdrift (konštanta bez lineárneho

trendu),trend(konštanta aj lineárny trend),none
(nič)

⋄ lags: maximálny pǒcet lagov
⋄ selectlags: kritérium, podl’a ktorého sa vyberá

počet lagov (informǎcné kritériá: AIC, BIC)
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ADF test v R-ku

• Príklad:spread z predchádzajúcich prednášok (rozdiel
dlhodobej a krátkodobej úrokovej miery)

• Príkaz:
summary(ur.df(spread,type="drift",lags=8,selectlags="BIC")

• summarypreto, aby sme dostali aj kritické hodnoty,
nielen testovaciu štatistiku
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ADF test v R-ku

• Výstup:odhadnutá regresiaa z nej získanáhodnota
testovacej štatistiky:
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ADF test v R-ku

• Výstup:hodnota testovacej štatistikyakritické
hodnoty:

• Kritérium: Hypotézu o jednotkovom koreni zamietame,
ak je štatistika menšia ako kritická hodnota.
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