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Spektralna analyza
LMotivécia

» Pracovali sme sa datami o poctoch cestujlicich aerolinkami v
jednotlivych mesiacoch

plot(log(AirPassengers))
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|—Motivécia

» Podobné periodické data v poslednej DU
» Nie vzdy je v datach takto jednoznacna a pravidelna periéda, aj
ked maju periodicky charakter
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Spektrélna analyza
- Motivacia

Slnec¢né skvrny

http:/ /www.dailymail.co.uk /sciencetech /article-2042428 / Best-auroras-seen-Britainthanks- huge-solar-flares.html
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LMotivécia

Sunspot Numbers
SUNSPOT NUMBER

300 In 1610, shortly after viewing the sun with
his new telescope, Galileo Galilei (or was
it Thomas Harriot?) made the first
European observations of Sunspots,
Continuous daily observations were started
at the Zurich Observatory in 1849 and
earlier observations have been used to
extend the records back to 1610. The
sunspot number is calculated by first

Click on image for larger version. counting the number of sunspot groups and
then the number of individual sunspots.
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https:/ /solarscience.msfc.nasa.gov/SunspotCycle.shtml
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Spektralna analyza
LMotivécia

Mesacné data v R-ku z balika datasets

Monthly Sunspot Data, from 1749 to "Present”

Description

Monthly numbers of sunspots, as from the World Data Center, aka SIDC. This is the version of
the data that will occasionally be updated when new counts become available

str(sunspot.month)

## Time-Series [1:3177] from 1749 to 2014: 58 62.6 70 55.°
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Spektrélna analyza
- Motivacia

Otazka: Aké je peridda tychto dat (nie je Gplne presna a
pravidelnd)?

plot(sunspot.month)
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|—Spektrum

Spektrum
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Spektralna analyza
|—Spektrum

Spektrum

» Postupnost {7;}>°, — vytvarajuca funkcia

glz)= > 7

j=—00

» Stacionarny proces Y s autokovarianciami {7;}°, —
spektrum

1 . 1 = .
sy(w) = gg(e_'w) =5 Z e ™,

j=—00

kde / je imaginarna jednotka
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Spektralna analyza
LSpektrum

Vlastnosti spektra

» Spektrum sy (w):

> vyuZijeme, ze e '“/ = cos(wj) — isin(wj) — da sa napisat v
tvare

I NP | - .
sy(w) = > Z e = > (70 + 2271- cos(w1)>

j=—00 j=1

» nadobdda teda redlne hodnoty
P je to parna funkcia
P je periodicka s periédou 21

» Stadi nam teda poznat hodnoty spektra na medzi 0 a 7
» D4 sa dokéazat, Ze sy(w) > 0 [Fuller, 1976]
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Spektralna analyza
|—Spektrum

Autokovariancie zo spektra

> Mame
1 & -
s - A iwj
v(w) 2w Z i€
j=—00
—» prenasobime e/“¥
» Pre j # k plati

a zintegrujeme od —7 po
s

e “ielkdy =0
—T

» Dostaneme

= [ s

—Tr
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Spektralna analyza
LSpektrum

Disperzia zo spektra

» Pre k = 0 dostaneme 7o = " _sy(w)dw a kedZe spektrum je
parna funkcia,

Yo = 2/ sy (w)dw
0

P> Teda disperzia je dvojndsobkom plochy pod spektrom na
intervale (0, 7).

» 7 priebehu spektra teda vidime, ktoré frekvencie najviac
prispevaju k disperzii procesu - tie, kde ma spektrum vysoki
funkénd hodnotu
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Spektralna analyza
LSpektrum

Priklady vypoctu spektra

» Priklad 1. Biely Sum u ma konstantné spektrum
2

su(w) = >

» Priklad 2. MA(2) proces
Xt = Uy + 0501 — 0.3us_»
Nenulové autokovariancie si iba
Y0 = (1+0.5% +0.3%)62, 71 = (0.5 — 0.15)0?, 72 = —0.302,

spektrum teda je

2
se(w) = %(1.34 +0.7 cos(w) — 0.6 cos(2w))

» Dalsie priklady v cvi¢eniach (na konci slajdov)
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Spektralna analyza
|—Spektrum

Funkcia arma.spec z balika astsa

arma.spec(ma = c(0.5, -0.3))

from specified model

spectrum
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Spektralna analyza
LSpektrum

> x-ova os je frekvencia f = 7, y-ova os je preskalované
spektrum tak, aby plocha bola rovné polovici disperzie

arma.spec(ar = c(0), var.noise = 20)

from specified model
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Spektralna analyza
LSpektrum

Priklad 3. Pripomerime si AR(2) proces s periodickym charakterom
Xt = 1.4Xt_]_ — 0.85X1_-_2 + U¢

plot (ARMAacf (ar = c(1.4, -0.85), lag.max = 30), type="h")

1.0

=30)

0.5

c(1.4, -0.85), lag.max

0.0

ARMAacf(ar =

-0.5
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|—Spektrum

spektrum_ar2 <- arma.spec(ar = c(1.4, -0.85))

from specified model
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LSpektrum

str(spektrum_ar2)

## List of 2

## $ freq: num [1:500] O 0.001 0.002 0.00301 0.00401
## $ spec: num [1:500, 1] 4.94 4.94 4.94 4.95 4.95 ...
## - attr(*, "class")= chr "spec"

# pre akd frekvenciu sa nadobida maxzimum spektra
spektrum_ar2$freq[which.max(spektrum_ar2$spec)]

## [1] 0.1122244

# akej peridde to zodpovedad
1/spektrum_ar2$freq[which.max (spektrum_ar2$spec)]

## [1] 8.910714
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|—Odhadovanie spektra

Odhadovanie spektra
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L Odhadovanie spektra
I—V)'/berovy periodogram a jeho zhladenie

Vyberovy periodogram a jeho zhladenie
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Spektralna analyza
LOdhadovanie spektra
LV)’/ber/:)v;'/ periodogram a jeho zhladenie

Vyberovy periodogram

» Mame data yi,...,y7 a chceme z nich odhadndt spektrum
¢asového radu
» Prva myslienka:

> nahradime autokovariancie v definicii spektra vyberovymi

autokovarianciami
» odhadndt vieme len koneéne vela autokovariancii, takze z

nekonecnej sumy zostane kone¢na

» Takto dostaneme vyberovy periodogram
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Spektralna analyza
LOdhadovanie spektra
LVyberovy periodogram a jeho zhladenie

Vypocet v R-ku

Priklad 1. Vygenerujme data z procesu s periodickym charakterom
x¢ = L.4xs—1 — 0.85x:_2 + uy (vieme, ze peridda je cca 9)

set.seed(123)

y <- arima.sim(model = list(ar = c(1.4, -0.85)), n = 200)
plot(y)
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|—Odhadovanie spektra
I—V)'/berovy periodogram a jeho zhladenie

10
I

Time
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|—Odhadovanie spektra
I—V)'/berovy periodogram a jeho zhladenie

spectrum(y, log = "no") # na z-ovej ost znovu frekvencia

Series: x
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Spektralna analyza
LOdhadovanie spektra
LVyberovy periodogram a jeho zhladenie

Nevyhody

» Odhady maji velk( disperziu
» Presnost sa nezlepsuje so zvysSujicim sa po¢tom pozorovani
(lebo odhadujeme stale viac autokovariancii)

» Preto potrebujeme iny odhad spektra
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Spektrélna analyza
LOdhadovanie spektra
LV)’/ben:)v;'/ periodogram a jeho zhladenie

Podrobnejsie o nevyhodach:

» [Fuller, 1976]: pre velky rozsah vyberu ma podiel 25%((5))

priblizne \%(2) rozdelenie a tieto podiely sii pre rézne w
priblizne nezavislé
> E[x%(2)] = 2, teda

E(3y (w)) = sy(w),

¢o je dobra vlastnost

» Pravdepodobnost, Ze \*(2) je z intervalu (0.05,7.4) je 0.95 -

preto
(0.0253, (w), 3.755, (w))

je 95 percentny interval spolahlivosti pre odhad spektra - tento

interval je prili$ Siroky
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Spektrélna analyza
LOdhadovanie spektra
LV)’/ben:)v;'/ periodogram a jeho zhladenie

VylepSenie

Idea: spektrum je spojité — ak su blizke hodnoty w, resp. f, tak si
blizke aj hodnoty spektra — zoberieme vazeny priemer okolitych
hodndt

h

Sy(w) = Z (W) m w)) 8y (Wj+-m),
m=—h

kde

P konstanta h udava pocet okolitych hodnét, ktoré berieme do
avahy pri zhladzovani (tzv. bandwidth)

» funkcia x uruje pre tieto okolité hodnoty vahy (v sdéte davaju

1)

28 /51



e
Spektralna analyza

|—Odhadovanie spektra
I—V)'/po(:et v R-ku

Vypocet v R-ku
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|—Odhadovanie spektra
LV)’/poéet v R-ku

Zhladenie periodogramu v R-ku

spectrum(y, kernel("daniell"), log = "no")

Series: x
Smoothed Periodogram
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|—Odhadovanie spektra
I—V)'/poéet v R-ku

spectrum(y, kernel("modified.daniell"), log = "no")

Series: x
Smoothed Periodogram
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Spektrélna analyza
LOdhadovanie spektra
LV)?poéet v R-ku

Najdeme maximum a zodpovedajicu periédu

sp_sim <- spectrum(y, kernel("modified.daniell"),
log = "no", plot = FALSE)
str(sp_sim)

## List of 16

## $ freq : num [1:100] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0O
## $ spec : num [1:100] 2.14 2.31 3 3.77 3.81

## $ coh : NULL

## $ phase : NULL

## $ kernel :List of 2

#it ..$ coef: num [1:3] 0.25 0.25 0.125

## ..$m : int 2

## ..— attr(x, "name")= chr "mDaniell(2)"

## ..— attr(*, "class")= chr "tskernel"

## §$ df : num 8.19

32/51
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|—Odhadovanie spektra
LV)’/poéet v R-ku

# pre akid frekvenciu sa nadobidda maxrimum
# odhadnutého spektra
sp_sim$freq[which.max(sp_sim$spec)]

## [1] 0.115

# akej peridde to zodpovedad
1/sp_sim$freq[which.max(sp_sim$spec)]

## [1] 8.695652
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Spektrélna analyza
LOdhadovanie spektra
LV)?poéet v R-ku

Vypocet v R-ku: data s Casovou Struktirou + trend
Trend v datach

» Spektrum sa pocita pre stacionarny Casovy rad
» Preto ak je v datach trend, pred dal$im vypoctom ho R-ko
odstrani

Casova Struktura:

» Doteraz boli pozorovania len “oéislované” (prvé, druhé, ...)
» Pri praci s ¢asovymi radmi im niekedy zadavame frekvenciu,
napriklad pomocou ts(data, frequency = 12, start =
)
» Ak majd data frekvenciu, na x-ova os odhadnutého spektra je
preskalovana na interval (0, frequency(data)/2)
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Spektralna analyza
|—Odhadovanie spektra
LV)’/poéet v R-ku

Priklad 2: data s trendom a ¢asovou strukttrou

spectrum(AirPassengers, kernel('"modified.daniell"), log =

Series: x
Smoothed Periodogram
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|—Odhadovanie spektra
LV)’/poéet v R-ku

sp_air <- spectrum(AirPassengers,
kernel ("modified.daniell"),
log = "no", plot = FALSE)

# pre akid frekvenciu sa nadobida maximum odhadnutého spekt:
sp_air$freq[which.max(sp_air$spec)]

## [1] 1

# akej peridéde to zodpovedd (v rokoch)
1/sp_air$freql[which.max(sp_air$spec)]

## [1] 1
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Spektrélna analyza
LOdhado\/anie spektra
LV)?poéet v R-ku

Priklad 3: splnecné skvrny z Gvodu

plot (sunspot.month) # mesacne data, frekvencia = 12

sunspot.month
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Spektrélna analyza
LOdhadovanie spektra
LV)?poéet v R-ku

str(spectrum(sunspot.month,
kernel ("modified.daniell"),
log = "no", plot = FALSE))

## List of 16

## $ freq : num [1:1600] 0.00375 0.0075 0.01125 0.015
## $ spec : num [1:1600] 7975 8335 7546 6871 4948 ...
## ¢ coh : NULL

## $ phase : NULL

## $ kernel :List of 2

## ..$ coef: num [1:3] 0.25 0.25 0.125

it ..$m : int 2

## ..— attr(*x, "name")= chr "mDaniell(2)"

it ..— attr(*, "class")= chr "tskernel"

## $ 4af : num 8.13

## ¢ bandwidth: num 0.00472

## $ n.used - int 3200 38/51
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LOdhadovanie spektra
LV)’/poc‘:et v R-ku

sp_sun <- spectrum(sunspot.month,
kernel("modified.daniell"),
log = "no", plot = FALSE)

# pre akd frekvenciu sa nadobidda maxrimum odhadnutého spekt:
sp_sun$freq[which.max(sp_sun$spec)]

## [1] 0.09375

# akej peridde to zodpovedad
# (v rokoch)
1/sp_sun$freq[which.max(sp_sun$spec)]

## [1] 10.66667
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LOdhadovanie spektra
LV)’/poéet v R-ku

Porovnajme s tym, ¢o je o slne¢nych Skvrnach zname:

The "sunspot number” is then given by the sum of the number of individual sunspots
and ten times the number of groups. Since most sunspot groups have, on average,
about ten spots, this formula for counting sunspots gives reliable numbers even when
the observing conditions are less than ideal and small spots are hard to see. Monthly
averages (updated monthly) of the sunspot numbers (181 kb JPEG image), (307 kb
pdf-file), (62 kb text file) show that the number of sunspots visible on the sun waxes
and wanes with an approximate 11-year cycle.
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L 0dhadovanie spektra
LV)’/poéet v R-ku

Cvicenie

Pre slnecné skvrny st v baliku datasets dostupné aj ro¢né data
sunspot.year. Odhadnite spektrum tohto ¢asového radu a urcte
pomocou neho periddu tychto dat. (Oc¢akavame podobny vysledok
ako pri mesacnych datach.)
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|—Teoretir:ké cvicenia na vypocet spektra

Teoretické cvicenia na vypocet spektra
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|—Teoretické cvicenia na vypocet spektra

Ak nie je povedané inak, spektrum treba upravit do tvaru, ktory

s

» neobsahuje komplexné Cisla
» neobsahuje nekonecné sumy
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Spektralna analyza

LTeoretické cvicenia na vypocet spektra

Priklad 1: AR(1) podla definicie

» O stacionarnom AR(1) procese (teda je || < 1)

X = 0 + axe—1 + Uy

vieme, Ze
o2

Dlxe) = 727

(k) =
» Autokovariancie st
2
g k
= ——«
Tk 1— a2

» Dosadenim autokovariancii do definicie vypocitajte spektrum
tohto AR(1) procesu.

» Viyriesené v naskenovanom sibore na webe

44 /51



Spektralna analyza

LTeoretické cvicenia na vypocet spektra

UZito€né tvrdenie o spektre transformovaného procesu
Tvrdenie:

» Nech x; je stacionarny proces so spektrom s, (w), definujme

00
Yt = § dsXt—s

5§=—00
» Potom jeho spektrum je
sy(w) = A(e™)A(e™)sx(w),
kde -
A(z) = Z asz°®

s=—00
Poznamka: Vsimnime si, ze pri tejto definicii A sa proces y da
zapisat ako

ye = A(L)xe
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Spektralna analyza

LTeoretické cvicenia na vypocet spektra

Idea dékazu: (dopoditané v naskenovanom siibore na webe)

» Stadi dokazat, ze
iy

cov(¥t, Yeik) :/ A(eiw)A(e—iw)SX(w)eiwkdw

—T

» Touto vlastnostou je ale charakterizované spektrum:
s

cov(Yt, Yetk) :/ sy(w)ei“kdw

—T

> Teda . .
sy(w) = A(e")A(e™")sx(w)

46 /51



Spektralna analyza

LTeoretické cvicenia na vypocet spektra

Priklad 2: AR(1) proces inym postupom
» Bez ujmy na vSeobecnosti nech ¢ = 0 (rovnaké
autokovariancie), proces zapiseme v tvare
Xt = QXp—1 + U = Uy = (1 - O[L)Xt
» Definujme A(z) =1 — oz, potom
Uy = A(L)xe = su(w) = A(e™)A(e™™)s, (w)
» Spektrum bieleho Sumu uz pozndme: s,(w) = 5-
> Plati:

A(e™)A(e™™) = (1 —ae“)(1—ae ™

= 1-ae® +e™)—a?

=1—0a®— 20 cos(w)

> A teda

su(w) o? 1

A(e™)A(e @) ~ 211 — a2 — 2a cos(w)

sx(w) =
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|—Teoretické cvicenia na vypocet spektra

Priklad 3: sezénny autoregresny proces

» N3jdite (lubovolnym postupom) spektrum stacionarneho
sezénneho procesu

Xt =0+ axg_12 + Ut
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Spektralna analyza

LTeoretické cvicenia na vypocet spektra

Priklad 4: ARMA(1,1) model

» N3jdite spektrum stacionadrneho ARMA(1,1) procesu

Xt = 0 4+ axe—1 + Uy — Bup_1

> Nivod: Na urcenie A nemusime mat dané koeficienty as z
predpisu A(z) = > 22 asz°, mbzeme mat napriklad zadané
napriklad

A(z) = (1 -0.52)7%

S tymto tiez vieme pracovat, napriklad

iw iwy— 1
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Spektralna analyza

LTeoretické cvicenia na vypocet spektra

Priklad 5: Vplyv priemerovania |.

» Nech x;je staciondrny proces.
» Definujme

1
Ye = Z(Xt + Xe—1 + Xe—2 + X¢—3).

» Pre ktoré hodnoty w je spektrum nulové? Akej frekvencii to
zodpoveda?

» Vyriesené v naskenovanom stibore na webe
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Spektralna analyza

|—Teoretické cvicenia na vypocet spektra

Priklad 6: Vplyv priemerovania Il.

> Nech x; je stacionarny proces.
» Definujme

1
Y= g(Xt—l + Xt + Xe41)-

» Pre ktoré hodnoty w je spektrum nulové? Akej frekvencii to
zodpoveda?

51/51
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