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L ARMA modely: plén prednaok

ARMA modely: plan prednasok
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LARMA modely: plan prednasok

» Terminolégia:

>
>
>

» Najskor: autoregresny model prvého radu, AR(1)

>
>

AR - autoregresny model - tieto slajdy
MA - kizavé priemery, moving average
ARMA - ich kombinacia

definicia
podmienky stacionarity

» vypocet momentov a ACF

» simulované data

» prakticky priklad s redlnymi datami
> Potom:

P autoregresné procesy vyssich radov

>

ako urcit vhodny rad procesu pre dané data

» V dalSich slajdoch: MA a ARMA modely
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)

Autoregresny proces prvého radu - AR(1)

4/82



e
ARMA modely |. - autoregresné modely (AR), &ast 1

|—Autoreglresny proces prvého radu - AR(1)

|—Defim’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelaénej funkcie (ACF)

Definicia, podmienky stacionarity, vypoCet momentov a
autokorela¢nej funkcie (ACF)
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I—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)
Definicia, podmienky stacionarity, vypo¢et momentov a autokorelaénej funkcie (ACF)
:

Rekurentna definicia a explicitné vyjadrenie

» AR(1) proces
Xt = 0+ aXt—1 + U,

kde 0, v st konstanty a {u;} je biely Sum
» Nech pre t = ty je dana hodnota xy,:

J + Q Xty + Uty+1,

Xto+1
Xtg+2 = 0+ QXgpr1 + Uggr2 =

5(1+ @) + a®xy + (g1 + Ug12)
Xty+3 =

» Vo vseobecnosti:
-1

1—a” i :

Xt0+7' = 1 4 (S + OéTXtO —+ E aJuto—l—’r—j

Jj=0
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)

LDefim’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelaénej funkcie (ACF)

AR(1) - stacionarita

» PrepiSeme si explicitné vyjadrenie do tvaru

1 — gt~ - t—to—1
Xt = ———0+ " Oxy + Z dup_j
l1—a ‘
Jj=0
» Deterministicka zaciatocna podmienka
> stredna hodnota zavisi od zaciatoCnej podmienky x;, — proces
nie je stacionarny
» Nihodng zaciatocna podmienka

P proces je generovany aj pred zaliatkom nasich pozorovani —
nasa prva pozorovana hodnota je ndhodna
> ak —1 < a < 1, tak pre tg — —oo dostaneme

1 =
X; = mé—i—;oﬂut,j

> to je Woldova reprezenticia s ¢); = o/ — stacionarita
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)

LDefim’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelaénej funkcie (ACF)

Stredna hodnota

» Dalej pracujeme so stacionarnym procesom, teda —1 < a < 1
» Pripomenme si explicitné vyjadrenie procesu:

1 i
= —9 oA up_;
Xt 1—a 4‘;52 Ut—j

» Stredna hodnota:

1 >
E(x) = E EHZOJUH
j=0

1
l—«o

1 EAN
= ——6+ ) dE(u) =
—a 4
j=0
» Teda vo vSeobecnosti E(x;:) #  (rovnost je len pre 6 = 0), ale
E(x:) a § majd rovnaké znamienko (lebo |o| < 1)
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)

LDefinl’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelaénej funkcie (ACF)

Disperzia
1 =
]D(Xt) = ]D) 6 + Zajut_j
— =
[e%S) o0 2
_ j _ 2j —
= ZD(O{JUt_J) —Za JD(Ut_j)—m,
Jj=0 j=0
kde

P sme vyuzili, Ze disperzia sictu nekorelovanych ndhodnych
premennych je stcet ich disperzii
» o2 je disperzia bieleho $umu {u;}
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)

|—Defim’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelaénej funkcie (ACF)

Autokovariancie

o o
Cov(x¢,xe—s) = E Za’ut_,- Za’ut_s_j
i=0 =0

= Z Z OéiJrjE (Ut—iut—s—j)

i=0 j=0
00 0_2
o 2 s+2j _ s
= 0 (6 = ——5
jg: 1— a2’
j=0

kde sme vyuzili, ze

» Cov(ug,u) =0 pre k # |
» Cov(uy,u) =0’ pre k=1
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)

LDefim’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelaénej funkcie (ACF)

Autorelacie

» Autokorelacna funkcia AR(1) procesu teda je

Cor(Xt,Xt_s) _ COV(Xt7Xt—S) = a

D(x¢)/D(x¢—s)

s

» Napriklad pre proces x; = 10 4 0.4x;—1 + u; je ACF rovna 0.4°;
numericky prvé Cleny:

## [1] 0.40000 0.16000 0.06400 0.02560 0.01024 0.00410

» Otdzka na opakovanie: Akéa je strednd hodnota tohto procesu?
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)

L Simulované data

Simulované data
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)

L Simulované déta

Postup

» Budeme pracovat s AR(1) procesom
x¢ = 0 + axi_1 + Uy,

kde 6 = 0 a {u;} je biely Sum s normélnym rozdelenim a
disperziou 10.

» Parameter o € (—1,1), « # 0 zoberieme postupne z mnoziny
{0.9,0.5, —0.9} - uvidime vplyv znamienka a absolitnej
hodnoty

» Zobrazime:

> realizaciu procesu dizky 250 (funkcia arima.sim z balika
stats)
» odhadnutd ACF z vygenerovanych dat - prvych 10 hodnét (uz
pozname funkciu acf)
» presnii ACF - takisto prvych 10 hodnét (mame odvodeny
vzorec)
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)

LSimulované data

Pripad 1. a = 0.9 - simulacia

set.seed(123) # kvolt reprodukovatelnosts
x <- arima.sim(model = list(ar = c(0.9)),
n = 250, sd = sqrt(10))

Poznamky:

> model je typu list, obsahuje vektory ar a ma Clenov (zatial
mame len jeden AR ¢len)
» n je dlizka ¢asového radu

» sd je Standardna odchylka bieleho Sumu (defaultne sd = 1)
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|—Autore resny proces prvého radu - AR(1
4 y

L Simulované data

Pripad 1. @ = 0.9, priebeh
plot(x)

20
I

10
I

Time
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)

L Simulované data

Pripad 1: a = 0.9, odhadnuta ACF z dat

acf(x, lag.max

10)

Series x

1.0

ACF
0.6 08

0.4
I

0.2
I

0.0
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)

L Simulované data

Pripad 1: o = 0.9, presna ACF
plot(0:11, 0.97(0:11), type = "h", xlab = "Lag", ylab = "A(

1.0

0.9
I

ACF
05 0.6 0.7
I

0.4

03
I
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)

L Simulované déta

Cvicenie: Praca v R-ku
Porovnajte graficky presnti a odhadnutd ACF, pricom vynechate lag
0 (zbytocny - korelacia so sebou je rovna vzdy 1)

ACF

0.8

0.6

0.4

0.2

® presna
B odhadnuta

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lag 18/82
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|—Autore resny proces prvého radu - AR(1
4

L Simulované data

Pripad 2: o = 0.5, priebeh

Time
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)

LSimulované data

Pripad 2: o = 0.5, odhadnuta a presna ACF

0
92
presna
B odhadnuta
|
o
«
p
w
2 o]
3]
-
o
g ll .. -. —— J _.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lag
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)

LSimulované data

Pripad 3: @ = —0.9, priebeh

15
I

10
I

-10

-15

Time
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)

L Simulované déta

Pripad 3: o = —0.9, odhadnuté a presna ACF

presna
® odhadnuta

v o

c
L 9 i L
]
<

0

s -

1 2 3
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)

LSimulované data

Cvicenie: Proces s nenulovou strednou hodnotou

Cvicenie 1. Proces x; = § + 0.9x;_1 + u; simulujeme nasledovnym
kédom:

x <- 10 + arima.sim(model = list(ar = c(0.9)), n = 50)

Vyberte spravnu hodnotu ¢ :

» /=10
> §=10x (1—09):1
> 5= 25 =100
Cvicenie 2. Vygenerujte simulaciu procesu x; = —1 4+ 0.6x;_1 + U
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)
L Odhadovanie modelu v R-ku

Odhadovanie modelu v R-ku
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)
LOdhadovanie modelu v R-ku

Funkcia sarima z balika astsa

» Na odhadovanie modelu pouzijeme funkciu sarima v tvare:

# AR(1) model pre k-te diferencie
model <- sarima(data, 1, k, 0, details = FALSE)

» Napriklad pre simulované data:

# vygenerujeme simulaciu AR(1) procesu
set.seed(123)
X <- 10 + arima.sim(model = list(ar = c(0.9)), n = 50)

# odhadneme pre ziskane data AR(1) model
library(astsa)
model <- sarima(x, 1, 0, 0, details = FALSE)
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)
LOdhadovanie modelu v R-ku

Kontrola rezidui

Co znazoriiuje ACF a interval na nej? Co testuje Ljung-Boxov test?
S akymi vysledkami?

Model: (1,0,0) Standardized Residuals

- Vsimnime si, ze LB test

zacina pri lagu 2 (a nie 1)
‘ ‘ ‘ ' ' ' a pripomenme si zo slajdov
o LB teste: "Pocet stupriov
volnosti sa zmeni, ak ide o

02 00 02 04 08
i I

g
rezidud z modelu". O ¢o
I & % SIS ide: Pocet stupnov volnosti
LAG Theoretical Quanties
. p values for Ljung-Box statistic sa znizi o pOCEt AR (a

5 celt T neskor aj MA) &lenov
G modelu.

: 1o 5 2

LAG (H)
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)
L 0dhadovanie modelu v R-ku

Ljung-Boxov test pre rezidua

» Funkcia Box.test obsahuje parameter fitdf, ktory zabezpedi
spravny pocet stupnov volnosti

> Box.test(]

£ X = fitdf

¢ lag = number of degrees of freedom to be subtracted if x is a series of
& type = residuals.

o Fitdf = Press F1 for additionsl help

» Pomocou str(model) si pozrieme Struktiru objektu model,
aby sme vedeli pristupovat k jeho zlozkam, napriklad
model$fit$residuals (Casovy rad reziduf)

» Pomoc R Studia:

> model$fit§]
> coef A~
& sigma2
var. coef
& mask

< loglik 27/82



ARMA modely |. - autoregresné modely (AR), &ast 1
LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)
LOdhadovanie modelu v R-ku

» Mame AR(1) model, testujme na ukazku pre jeho rezidua
hypotézu p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = 0:

Box.test (model$fit$residuals,
lag = 4, # testujeme 4 autokor.
type = "Ljung-Box",
fitdf = 1) # jeden AR koeficient

##

## Box-Ljung test

#t

## data: model$fit$residuals

## X-squared = 2.7667, df = 3, p-value = 0.429

» Mézeme porovnat s vystupom z funkcie sarima aj s tym, ¢o by
vyslo, keby sme zabudli na parameter fitdf.
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)
LOdhadovanie modelu v R-ku

DalSie zlozky odhadnutého modelu

model$BIC # Bayesovo informacne kriterium

## [1] 2.86438

model$ttable # odhady, SE, t statistky, p hodnoty

## Estimate SE t.value p.value
## arl 0.8671 0.0704 12.3209 0
## xmean 10.5917 0.8525 12.4249 0

model$fit$coef # odhadnute parametre ako vektor

## arl Xxmean
## 0.86707 10.59174
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LAutol’egresny proces prvého radu - AR(1)
L 0dhadovanie modelu v R-ku

Zapis odhadnutého modelu: z vektora parametrov
model$fit$coef vidime, ze odhadnuty model je

Xe = 0 + aXp—1 + Uy,

kde « je parameter ar1 (0.86707) a ¢ je taka, ze strednad hodnota
procesu E(x;) je rovnad parametru xmean (10.59174).

Cvicenia:

» Dopoditajte hodnotu parametra § pomocou uvedenych
zaokrihlenych hodnét

» Dopocitajte hodnotu parametra 0 pomocou pristupu k presnym
hodnotam odhadnutych parametrov xmean a aril.
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)

I—Reélne data: Volebné preferencie v Nemecku

Reélne data: Volebné preferencie v Nemecku
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)

LReélne data: Volebné preferencie v Nemecku

Data
» Nemecko, januar 1971 - april 1982
» CDU; - volebné preferencie CDU/CSU

Percent

56
54 -
52 -
50 -
48 -
46
44 -
42

Ht+—————
1971 1973 1975 1977 1979 1981

' year

Prebraté z ucebnice Kirchgdssner & Wolters, example 2.2

Citovany pévodny zdroj dat: G. Kirchgéassner: Causality Testing of the Popularity Function: An Empirical
Investigation for the Federal Republic of Germany, 1971-1982, Public Choice 45 (1985), p. 155-173.
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)
LReélne data: Volebné preferencie v Nemecku
:

Odhadnuty AR(1) model

V knihe sa piSe:

CDU, = 8053 + 0.834CDU,, + d,
(343)  (17.10)

R? = 0683, SE = 1586, Q(11) = 12,516 (p = 0.326).

The estimated t values are given in parentheses. The—which I
also given in Figure 2.4, does not indicate any higher-order process. Moreover,
the Box-Ljung Q Statistic with 12 correlation coefficients (i.e. with 11 degrees of

freedom) gives no reason to reject this model. ¢
1
0.8
0.6+
0.4
.2
i X .
02 Lz & 10 15°
044
06+

081 <) Estimated autocorrelation function of the
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LAutol’egresny proces prvého radu - AR(1)

L Reélne data: Volebné preferencie v Nemecku

Odhadnuty AR(1) model - otazky

» Je odhadnuty model stacionarny? Z ¢oho to vyplyva?
» Rezidua modelu by mali byt’ bielym Sumom:

» Na grafe st pri autokorelacidch zostrojené intervaly. Na co
slizia? Vypoditajte pomocou znamych Gdajov ich hranice.

> V texte sa spominaji autokorelacie rezidui a Ljung-Boxova Q
Statistika - aké hypotézy sa testuji (a preco), akym spdsobom,
s akymi zavermi?

» Comu sa rovna stredna hodnota premennej CDU,?

Pripomerime si znovu zo slajdov o LB teste: “Pocet stupriov volnosti
sa zmeni, ak ide o rezidua z modelu” aj vysvetlenie: Pocet stupriov
volnosti sa zniZi o pocet AR (a neskdr aj MA) ¢lenov modelu.
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

Predikcie
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

Podmienena a nepodmienend strednad hodnota (simulécie)

» Generujeme proces x; = 0.9x;_1 + u; a zaujima nas ocakavana
hodnota v Case 20 - je nulova

36/82
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

Podmienena a nepodmienend strednad hodnota (simulécie)

> Ak uz mame prvych 19 hodnét a pytame sa na oCakavani
hodnotu v Case 20 - je to ind situicia

37/82
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

Podmienena a nepodmienend strednad hodnota (simulécie)

© -

T T T T T T T I
5 10 15 20 5 10 15 20

Time Time

» Vlavo: nepodmienena strednd hodnota procesu
» Vpravo: podmienend stredna hodnota procesu (podmienené

doteraj$im priebehom) - toto nas zaujima pri predikciach 3882
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

Podmienena a nepodmienend stredna hodnota (data)

> Mame stacionarny proces
Xt = 8.053 + 0.834Xt_]_ + ug

ako model pre volebné preferencie x; := CDU;
» Vieme najst nepodmienend strednd hodnotu procesu - je
samozrejme konstantna
> MoZeme sa vSak pytat na predikcie:
> Aka je ocakavana hodnota preferencii budiici mesiac, ak terajsie
preferencie st 40 percent?
» Ak4 je oCakdvana hodnota preferencii buddci mesiac, ak terajsie
preferencie st 55 percent?
» Odpovede budi rézne. Pri tychto otdzkach hladame
podmienend stredni hodnotu.
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LAutoregresny proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

Intuitivne postup

» Pri AR modeloch zostaneme pri intuitivnom postupe
(presnejsie a formalnejsie potom pri tych modeloch, kde postup
konstrukcie predikcii nebude zrejmy)

» Pripomenme si, ze pre x; := CDU; mame model

Xt = 8053 —+ 0.834Xt_]_ -+ us

» Pri predikciach biely Sum u; nahradime jeho strednou hodnotou
- nulou

» 7a x;_1 dosadime

» skutocni hodnotu x; 1, ak ju mame k dispozicii
» predikciu hodnoty x;_1, ak sa eSte nerealizovala
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|—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

Numericka realizacia

» Postup je dobre viditelny pri pouziti tabulkového editora:

A B | [Eas B Pla B
1 |delta 8.053 1 |delta 8.053 1 delta 8.053
2 alfa 0.834 2 |alfa 0.834 2 |alfa 0.834
I 3 3
4L 40 4 40 4| 40
5 =$B$1+$B§2'A4| 5 | ara13 5| 41413
A 6 |=9BS1+$B327A5 6 4259144
- T 7 43.57426
8 | 44.39394
9 45.07754
10 | 45.64767
11 4612316
12| 46.51971

13 46.85044

14| 47.12627
15 =38$1+5852°A14]

1c
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

Numericka realizacia

» Predikcie pre zaciato¢né hodnoty 40 a 55 percent:

A B - D
delta 8.053

alfa 0.834

60

0 55 | 55+
41413 53.923
4259144 53.0478 | 0 |

[CRF - REET- ST RS PR TN I

45.07754 5112986
45.64767 506953 | 5

-
15}

43.57426 5227567 | a5 -
4439394 5165091
40

-
=

46.12316 50.33288

46.51971 50.03062 30
46.85044 49.77854 12
47.12627 49.5683

i~

=

» Konverguji k spolocnej hodnote, ktorad sa rovna nepodmienenej

strednej hodnote procesu

P> Prakticky - treba si zvazit, na aké dlhé obdobie ma zmysel
pouzit model pri predikovani
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LAutoregresn)? proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

V R-ku: funkcia sarima.for z balika astsa

» Nase simulované data:

set.seed(123)

x <- 10 + arima.sim(model = list(ar = c(0.9)), n = 50)
» Najskér odhadneme a otestujeme model pomocou funkcie

sarima:

sarima(x, 1, 0, 0) # odhadli sme AR(1) model - je OK

» 7 dobrého modelu mézeme robit predikcie:

sarima.for(x, n.ahead = 10, 1, 0, 0) # predikcie
# 10 pozorovant
sarima.for(x, 10, 1, 0, 0) # to iste (treba dat pozor na
# spravne poradie parameterpys
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I—Autoregresny proces prvého radu - AR(1)
L Predikcie

Predikcie a intervaly spolahlivosti (+/- 1 a 2 $tandardné odchylky):

sarima.for(x, n.ahead = 10, 1, 0, 0)

Time
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Autoregresny proces vyssieho radu - AR(p)
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L Motivacia - preco nesta&i AR(1)

Motivacia - preCo nestai AR(1)
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Preco nestali AR(1) - niekolko pohladov

» Celkom prirodzene moézeme olakavat, ze na dobré popisanie
vyvoja x; nam nebude stadit x;_1 , ale budeme potrebovat aj
x¢—o (pripadne aj x;—3 a x;—4 a pod.)

» AR(1) proces ma dost obmedzené moznosti pri zachyteni
priebehu ACF - napriklad neumoziiuje modelovat periodicky
charakter

» Niekedy to nemusi byt dopredu zrejmé z dat, ani z odhadnutej
ACF, ale AR(1) nebude vyhovovat kvdli rezidudm - toto
uvidime na priklade
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L Motivacia - preco nestaci AR(1)

Priklad: Urokové miery

» Stvrtroéné data, 1952Q1 - 2005Q4
» Premenné:

> kratkodobd drokova miera (3 mesiace)
» dlhodobéa drokova miera (20 rokov)

» Budeme modelovat spread, teda rozdiel dlhodobej a
kratkodobej trokovej miery

Mills, Markellos: The Econometric Modelling of Financial Time Series. Cambridge University Press, 2008
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L Motivacia - preco nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery - priebeh dat

spread

1950 1960 1970 1980 1990 2000

Time
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L Motivacia - preco nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery - odhadnutd ACF

Series spread

1.0

08
I

ACF
0.4

0.2

0.0

Podob4 sa na AR(1) proces s kladnym parametrom «.
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L Motivacia - preco nestaci AR(1)

Priklad: Urokové miery - parametre AR(1) modelu

Parameter v AR(1) modelu (vo vystupe oznaceny ako arl) je
medzi -1 a 1, teda ziskany proces je stacionarny - toto je ok.

## Estimate SE t.value p.value
## arl 0.9156 0.0266 34.4589 0.0000
## xmean 1.0473 0.5491 1.9075 0.0578
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L Motivacia - preco nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery - rezidua AR(1) modelu

Rezidua sa nespravaji ako biely Sum, model je nevyhovujci.

ACF of Residuals

o
o
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p values for Ljung-Box statistic
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lag
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L Motivacia - preco nestaci AR(1)

Priklad: Urokové miery - parametre AR(2) modelu

Zatial sa na ne pozrime, analyzovat ich budeme vediet o chvilu.

## Estimate SE t.value p.value
## arl 1.1809 0.0650 18.1566 0.0000
## ar2 -0.2886 0.0651 -4.4321 0.0000

## xmean  1.0449 0.4212 2.4807 0.0139
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L Motivacia - preco nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery - rezidua AR(2) modelu

Vieme v8ak uz teraz zhodnotit rezidud - tie si v poriadku. AR(2)
ako model je dobry.

p value

04 08

oo

ACF of Residuals
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|—Defim’cia autoregresného procesu vyssieho radu

Definicia autoregresného procesu vyssieho radu
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LDefinl’cia autoregresného procesu vyssieho radu

AR(2) a vseobecny AR(p) proces

» AR(2) proces modeluje x; pomocou x;_1 a X;_o:
Xt = 0 + 1xe—1 + qoXp—_2 + Uy

Analogicky, AR(p) proces modeluje x; pomocou p
predchadzajicich hodnot x;_1,...,x;p:

Xe =0+ a1Xe—1 + 0oXe—2 + -+ QpXe—p + Ut

» Odhadovanie AR(p) modelu pre k-te diferencie v R-ku:

sarima(data, p, k, 0)
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LDefinl’cia autoregresného procesu vyssieho radu

Simulacie AR(2) procesov
Priklad 1. Proces x; = 0.5x;_1 + 0.2x;_» + u;

x1 <- arima.sim(model = list(ar = c(0.5, 0.2)), n = 100)

x1

0 20 40 60 80 100 57 / 82



ARMA modely |. - autoregresné modely (AR), &ast 1
LAutoregresny proces vysSieho radu - AR(p)
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Priklad 2. Proces x; = 0.5x;_1 + 0.6x;_5 -+ u; spdsobi chybu - nie
je stacionarny

> x2 <- arima.sim{model = list({ar = c(0.5, 0.6)), n = 100, sd = 1)
Error in arima.sim{model = Tist(ar = c(0.5, 0.6)), n = 100, sd = 1) :
"ar’ part of model is not stationary

» NEPLATI teda “zovieobecnenie” z AR(1) pripadu, Ze ak je
a1, ap v absolitnej hodnote menej ako 1, tak je proces
Xy = 0 + a1X¢—1 + aoXy_p + up stacionarny.

Priklad 3. Proces x; = 1.2x; 1 — 0.8x;_» + u; chybu nespésobi - je
stacionarny

» NEPLATI teda ani také “zovéeobecnenie”, 7e ak je niektora z
hodnét a1, ap v absolitnej hodnote vacsia ako 1, tak je proces
Xt = 0 + a1X¢_1 + aoXp_o + Uy nestacionarny.
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LDefinl’cia autoregresného procesu vyssieho radu

x3 <- arima.sim(model = list(ar = c(1.2, -0.8)), n = 100)
plot(x3)

x3

o 20 40 60 80 100

Time
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La y $sieho radu - AR

L Definicia autoregresného procesu vyssieho radu

> Nemo6zeme vSak Cakat také jednoduché explicitné vyjadrenie
AR(p) procesu ako pre AR(1), lebo je zlozitejsie aj bez bieleho
Sumu (diferenéna rovnica) — proces prepiSeme inak, aby sa
s nim lepSie pracovalo — definujeme tzv. operator posunu.
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|—Operétor posunu

Operator posunu
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LOperétor posunu

Operator posunu (lag operator) L - vrati hodnotu procesu o jedno
pozorovanie dozadu:
Lx; = x¢—1

Niektoré vlastnosti:

» dajii sa robit mocniny: [%x; = L(Lx;) = x; 2, [3x; = x;_3 a
pod.

» poditanie s mocninami: L%(L3) = L°

» [0 =1 je identita

» nasobenie: (1 —0.5L)(1+0.2L) =1 —0.3L —0.1/2

» konstanta je vlastne konstatny proces, posunom sa nezmeni:
(1-0.2L+0.3L%)c=c—0.2c+0.3c=11c
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Definicia a podmienky stacionarity pre AR(2)
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Rekurentna definicia a zapis pomocou operatora posunu

» Definiciu sme uz videli:
Xt = 0 + 1Xe—1 + QX2 + Ut

» Teraz proces prepiSeme pomocou operatora posunu L :
x¢ = 0 + a1lxe + asl®x; + ug

a teda

(1— a1l —aol®)xe = 6 + u;

64/82



ARMA modely |. - autoregresné modely (AR), &ast 1
LAutoregresn)? proces vysSieho radu - AR(p)
L Definicia a podmienky stacionarity pre AR(2)

Podmienky stacionarity

» Potrebujeme proces zapisat v tvare Woldovej reprezentacie

» Chceli by sme spravit:

xe=(1—ail —aal®)™ 6+ (1 — Ll — anl®) Ly,

> Treba teda zistit, kedy existuje inverzny operator
(1 —ail —asL?)~! a ¢omu sa rovna
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Podmienky stacionarity

» Pouzijeme metddu neurcitych koeficientov:

(1—agl— asz)_l =+ YP1L+ ’QZJQLZ + ...

» 7 toho:

1=(1—ail — axl®) (o + 1L+l +...)

» Porovname koeficienty pri L/ na oboch stranach:
Yo=L¢1=m
Vi — i1 — a2 =0

66 /82



ARMA modely |. - autoregresné modely (AR), &ast 1
LAutoregresny proces vysSieho radu - AR(p)
LDefinl’cia a podmienky stacionarity pre AR(2)

Podmienky stacionarity

» Podmienka stacionarity:Kvoli splneniu podmienky
Zf.io L,/)JZ < 0o musia byt korene charakteristickej rovnice

A2 —oA—oar =0

v absolltnej hodnote mensie ako 1.
» Inak povedané (obvykla formulécia v stvislosti s ¢asovymi
radmi): korene rovnice

1— a1l —asl?>=0

musia byt v absolitnej hodnote vacsie ako 1, teda mimo
jednotkového kruhu
» VsSimnime si, Ze to isté vyslo pre AR(1) proces o(L)x; = & + u,
kde a(L) = 1 — L - koren polynému «/(L) musi byt mimo
jednotkového kruhu
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Podmienky stacionarity v R-ku

» Funkcia polyroot:

A polynomial of degree n - 1,
p(x) =z1 +z2 *x + __+z[n] * xNn-1)

15 given by its coefficient vector z[1:n]. polyroot returns the n-71
complex zeros of p(x)
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Podmienky stacionarity v R-ku: priklad

Overime stacionaritu procesu
Xt = 1.2 + 0'3Xt71 - 0.8Xt72 + Ug,

teda
(1-03L+0.8L%)x; =12+ u;

Je stacionarny, lebo vSetky absoliitne hodnoty s vacsie ako 1:
polyroot(c(1l, -0.3, 0.8)) # korene

## [1] 0.1875+1.1022i 0.1875-1.1022i

abs (polyroot(c(l, -0.3, 0.8))) # abs. hodnoty

## [1] 1.118034 1.118034
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AR(2) model pre spread: stacionarita

» Pripomenme si vystup:

#it Estimate SE t.value p.value
## arl 1.1809 0.0650 18.1566 0.0000
## ar2 -0.2886 0.0651 -4.4321 0.0000

## xmean  1.0449 0.4212 2.4807 0.0139

» Teda model je
Xt = 1 + 1.1809Xt_1 — 0.2886Xt_2 + ug

parameter 0 je taky, aby platilo E(x;) = 1.0449
» PrepiSeme pomocou polynému v L:

(1 —1.1809L + 0.2886L2)x; = & + u;
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AR(2) model pre spread: stacionarita

> Najdeme presné hodnoty koeficientov modelu

(1 —1.1809L + 0.2886L%)x; = & + u; :

» Pripomenme si Struktiru objektu ar2 pomocou
str(ar2),potrebujeme vytiahnut hodnoty koeficientov:

ar2$fit$coef

## arl ar2 xmean
## 1.1808724 -0.2885893 1.0449355

polyroot(c(1l, -1.1809, 0.2886)) # priblizne
polyroot(c(1, -ar2$fit$coef[1:2])) # presne
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AR(2) model pre spread: stacionarita

» Rozdiel pri pouziti pribliznych a presnych koeficientov je maly,
ale druhy postup sa da pouzivat automaticky, bez kopirovania
vystupu

abs (polyroot(c(l, -ar2$fit$coef[1:2])))

## [1] 1.196978 2.894901

» Absolttne hodnoty st vSetky vacsie ako 1 — stacionarita
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AR(2) model pre spread: rezidua

V reziduich nie je signifikantnd autokorelacia , model je vyhovujlci:

ACF of Residuals
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AR(2) model pre spread: rezidua

p values for Ljung-Box statistic
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» VsSimnime si, Zze LB Statistika zac¢ina od lagu 3

» Pocet stupnov volnosti je polet testovanych korelacii minus 2
(td4 2 pochadza z toho, ze madme AR(2) model)
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Cvicenia
Cvicenie 1. Uvazujme proces x; =5 — 0.4x; 1 + 0.1x; o + v
> Ukazte, ze je stacionarny.
» Odvodte diferenénil rovnicu a zadiatoéné podmienky pre
koeficienty Woldovej reprezentacie. Vypocitajte rekurentne

niekolko prvych clenov. Potom odvodte explicitny predpis pre
vSeobecny ¢len.

# na kontrolu Woldova reprezentacia z R-ka
ARMAtoMA(ar = c(-0.4, 0.1), lag.max = 5)

## [1] -0.40000 0.26000 -0.14400 0.08360 -0.04784

Cvicenie 2. Zopakujte pre proces x; =5+ 0.4x;_1 — 0.1x:_» + u
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Definicia a podmienka stacionarity pre AR(p)
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> AR(p) proces:
Xt = o+ a1 Xg—1 + -+ QpXt—p + ut, (1)

teda a(L)x; = 0 + vy, kde a(L) =1 — a1l — -+ — aplP
» Woldova reprezentécia a stacionarita:

x¢ = a(L) 76 + up),
inverzny operator «(L)~* hladdme v tvare
(L) P =14 1L+ ¢al®+ ...
» Pre koeficienty ¢; dostaneme diferencnii rovnicu
bk — 01Pr—1 — -+ — Qpdp—p =0

= kvéli konvergencii ng)]z musia byt korene polynému «(L)
mimo jednotkového kruhu
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Priklad 1

» Proces x; = 0.2x;_1 + 0.3x;_1 — 0.6x; 3 + v
» Je stacionérny, vietky korene 1 — 0.2L — 0.3L% + 0.6L3 si
mimo jednotkového kruhu

abs(polyroot(c(1, -0.2, -0.3, 0.6)))

## [1] 1.218935 1.121728 1.218935

» Korene:

## Re Im Mod
## 1 0.8109 0.9101 1.2189
## 2 -1.1217 0.0000 1.1217
## 3 0.8109 -0.9101 1.2189
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Priklad 1

» Grafické zndzornenie korernov
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Priklad 2

» Proces x; = 0.2x;_1 + 0.3x;_1 — 0.6x;_3 + 0.5x¢_4 + u;
» Nie je stacionarny, jeden z korenov polynému
1—0.2L—0.3L2+0.6L3 —0.5L* je vnitri jednotkového kruhu

abs(polyroot(c(1, -0.2, -0.3, 0.6, -0.5)))

## [1] 1.2494352 0.9493448 1.2494352 1.3495174

» Korene:

## Re Im Mod
## 1 0.3999 1.1837 1.2494
## 2 -0.9493 0.0000 0.9493
## 3 0.3999 -1.1837 1.2494
## 4 1.3495 0.0000 1.3495

80 /82



ARMA modely |. - autoregresné modely (AR), &ast 1
|—Autoregresny proces vysSieho radu - AR(p)
LDefinl’cia a podmienka stacionarity pre AR(p)

Priklad 2

» Grafické zndzornenie korenov:
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UZitocnost pridavania dalSich AR clenov

Predikovanie dopytu po elektrine:

Vu, D. H., Muttaqi, K. M., Agalgaonkar, A. P., & Bouzerdoum, A. (2016). Intra-hour and hourly demand

forecasting using selective order autoregressive model. In 2016 |IEEE International Conference on Power System

Technology (POWERCON) (pp. 1-6). IEEE.
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Fig. 5. Performance of the model with half hourly lags

‘When applying the autoregressive model given in (1) in
load demand forecasting for the half hourly demand in NSW,
the average performance of the model with different values of
order p is recorded as shown in Fig. 5(a) and (b). It is noted
that Fig. 5(b) is a zoom of Fig.5(a) from lag 2 to lag 6.

It can be seen from this Fig. 5(a) and (b) that the MAPE
value reduces when adding more lag to the model until P = 5.
After this critical value, the MAPE values get to the stationary
state. Consequently, this critical value is selected as the order
of the AR model for further development.
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