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tredna hodnota
L-Stredna hod

AR(2) - strednd hodnota

» Majme staciondrny AR(2) proces

Xe = 0+ a1Xe—1 + QX2 + Ut

» Oznaéme jeho strednd hodnotu ;1 = E(x;)
» Potom plati

o= 04 aip+ ap
0
L 1
[ T — (1)
» V menovateli nevznikne nula (to by znamenalo, ze L =1 je
korefiom polynému 1 — a1l — a2, ale tie majii absolitnu
hodnotu vacsiu ako 1)
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AR(2) model pre spread: zapis modelu

» Pripomenme si vystup:

## Estimate SE t.value p.value
## arl 1.1809 0.0650 18.1566 0.0000
## ar2 -0.2886 0.0651 -4.4321 0.0000

## xmean  1.0449 0.4212 2.4807 0.0139

» Co sme doteraz vedeli spravit:
X¢ = 0 + 1.1809x;_1 — 0.2886x;:_5 + uy,

parameter 0 je taky, aby platilo E(x;) = 1.0449
» Teraz uz dopocitame aj § zo vztahu:
4]

1—1.1809 + 0.2886

1.0449 =
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tredna hodnota
L-Stredna hod

Strednad hodnota AR(p)

» Majme stacionarny AR(p) proces

Xt =0+ ouXe—1+ -+ QpXe—p + Ut

» Ozna¢me 1 = E(x;) a spravme stredn hodnotu z obidvoch
stran:

4]

l—ar—-—ap

p=0+aipt -t apn = p=

» D3 sa dokazat, Ze strednd hodnota procesu a parameter 0 maju
rovnaké znamienko.
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LAutokoreIaEné funkcia

AR(2) - autokorelaéna funkcia - motivacia
» Videli sme vyberovii ACF pre spread:

Series spread

1.0
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ACF
0.4
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0.0
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L Autokorelaéna funkcia

AR(2)

- autokorelac¢na funkcia - motivacia

Poznamky a otazky:

>
>

Vyberova ACF pre spread sa podobala na AR(1) proces
Napriek tomu AR(1) nebol dobry model kvéli reziduam, ale
AR(2) uz ano

Aky priebeh ma ACF pre AR(2) proces?

Méze mat podobny priebeh ako pre AR(1)? Zda sa totiz, ze
ano.

Méze mat “dplne iny” priebeh ako pre AR(1)? Teda, mdzeme
niekedy povedat, ze “toto urcite nie je AR(1), ale AR(2) by to
mohol byt'?
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LAutokorelaéné funkcia

AR(2) - autokovariancie

» Mobzeme uvazovat § = 0 (posun procesu o konStantu nezmeni
autokovariancie a autokorelacie - premyslite si presné
zd6vodnenie):

Xt = 01Xe—1 + oxXe—2 + U [Xxe—s, E(.)
E(xtxt—s) = a1E(xe—1xt—s) + aBE(xt—2xt—s) + E(x¢t—sut)
» Pre s =0, 1,2 dostaneme:
Y(0) = a1y(1) +a2v(2) +0°
(1) = a17(0) + azy(1)
7(2) = a1y(1) + a29(0)

- ststava rovnic — z nej 7(0) = D(x¢), (1), v(2)
» Pre s > 2 diferen¢na rovnica

V(s) —a1y(s = 1) —axy(s = 2) =0, (2) 1040
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L Autokorela¢na funkcia
AR(2) - odbocka

Priklad na teoretické cvicenie:

Uvazujme AR(2) proces x; = 0,6x;:—1 + 0,2x;—2 + uy, pricom
disperzia bieleho Sumu je 0,25.

> Ukazte, ze je stacionarny.
» Odvodte (t.j. spravte vSetky odvodenia, nedosadte do
vSeobecnych vztahov z prednasky) diferenénd rovnicu pre

autokovariancie a ststavu rovnic pre zaciato¢né podmienky.

P> VyrieSte v R-ku sidstavu rovnic z predchadzajiceho bodu a
rekurentne pocitajte autokovariancie.

» Comu sa rovna disperzia procesu?

> Vypocditajte z autokovariancii autokorelacie.
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LAutokoreIaEné funkcia

AR(2) - autokorelacie

» Diferenéni rovnicu (2) a zadiato¢né podmienky vydelime ~(0):
p(s) —a1p(s — 1) —azp(s —2) =0

p(0) =1, p(1) = —

1—0[2
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LAutokoreIaEné funkcia

AR(2) model pre spread: ACF modelu

» Spread mame modelovany AR(2) procesom

Xy = 1) + 1.1809X1_-7]_ — 0.2886Xt72 + Ug,

> Najdeme ACF tohto procesu

» Diferencna rovnica pre autokorelacie:
p(s) —1.1809p(s — 1) + 0.2886p(s —2) =0

1.1809
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I—Vypoéet momentov a autokorelaénej funkcie (ACF) autoregresnych procesov

L Autokorela¢na funkcia

AR(2) model pre spread: ACF modelu
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L Autokorela¢na funkcia

AR(2) - charakter priebehu ACF - priklad 1
barplot (ARMAacf (ar=c(0.3, 0.2), lag.max = 15)[-1])
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L Autokorela¢na funkcia

AR(2) - charakter priebehu ACF - priklad 2
barplot (ARMAacf (ar=c(0.8, -0.6), lag.max = 15)[-1])
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LAutok::)lrelaéné funkcia

AR(2) - charakter priebehu ACF
» ACF je rieSenim diferencnej rovnice
p(s) —aip(s —1) —azp(s —=2) =0
= priebeh zavisi od korenov charakteristickej rovnice
A2 — atA—apr =0
> )i, \> redlne a rozne: ACF ma tvar
p(s) = A + @5

zo stacionarity: || <1
> A1, A> komplexné: ACF je tlmena kombinacia sinusu a kosinusu

p(s) = r®(ci cos(ks) + cosin(ks))
zo stacionarity: |r| <1
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LAutok::)lrelaéné funkcia

AR(2) - ACF - priklad

P> proces: x; = 1.4x;—1 — 0.85x¢—2 + Uy
> korelacie splnaji diferenénil rovnicu

p(k) = 1.4p(k — 1) — 0.85p(k — 2)

P jej vSeobecné riesenie

p(k) = 0.922K(¢; cos(0.709k) + ¢ sin(0.709k))

» konstanty ci, ¢; zo zaciato¢nych podmienok p(0), p(1)

> cos(nt),sin(nt) — periéda 2~
» v nasom pripade 27” = 0_27’69 = 8.862 ~ 9 = v datach

generovanych tymto procesom sa da Cakat takato periéda
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LAutokoreIaEné funkcia

AR(2) - ACF - priklad

x <- arima.sim(model
plot(x, lwd = 2, col

list(ar = c(1.4, -0.85)), n = 100)
"blue ||)
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LAutokoreIaEné funkcia

AR(2) - ACF - priklad

acf(x, lwd = 2, col =
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ACF pre AR(p) proces
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LACF pre AR(p) proces

Variancia, autokovariancie

» Znovu moézeme predpokladat nulovi stredni hodnotu, teda
Xt = Q1X¢—1 + -+ QpXp—p + Ut

» Vynasobime obidve strany ¢lenom x;_s a spravime stredn(

hodnotu:
Xt = ouXe—1+ -+ apXe—p + Ur [XXe—s, E(.)
Y(s) = ary(s—1)+ -+ apy(s — p) + E(urx;—s)
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I—V)?poéet momentov a autokorelaénej funkcie (ACF) autoregresnych procesov

LACF pre AR(p) proces
|

Variancia, autokovariancie

» Pre s=0,1,...,p — sGstava p + 1 rovnic s neznamymi
7(0),7(1),--.,(p):

7(0) = Ckl")’(l) + 042")/(2) + - 4 ap’Y(P) + 02
(1) = a1v(0) +axy(1) + -+ apy(p—1)

v(p) a1y(p—1)+axy(p—2)+-- +apy(0)  (3)

» Ostatné autokovariancie z diferenénej rovnice

Y(s) —ary(s —1) = —apy(s—p) =0 (4)
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LACF pre AR(p) proces

Autokorelacie

» Diferenéna rovnica pre autokorelacie - rovnicu (4) vydelime
disperziou v(0): p(s) — aips—1 — -+ —app(s —p) =0
» Zaciato¢né podmienky - poslednych p vydelime ~(0):

p(1) = 1p(0) + azp(1) +--- + app(p — 1)

a1p(p — 1)+ azp(p —2) + -+ + app(0)

)
—~
o
N—r
Il
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LACF pre AR(p) proces

Cvicenie

Uvazujme proces x; = 0.2x;—1 + 0.3x;_» — 0.6x;—3 + u; (overovali
sme jeho stacionaritu). Odvodte:

» jeho disperziu, ak je D(u;) = 10
» Yule-Wolkerove rovnice
> ACF pre lagy 1- 5

# pre kontrolu, funkcia ARMAacf
ARMAacf(ar = ¢c(0.2, 0.3, -0.6), lag.max = 5)

## 0 1 2 3
## 1.00000000 0.04347826 0.28260870 -0.53043478 -0.0473!
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LACF pre AR(p) proces

# kvol? prehladnosti — hodnoty vypiseme pod seba
cat (ARMAacf(ar = c¢(0.2, 0.3, -0.6), lag.max = 5),
sep = "\Il")

## 1

## 0.04347826
## 0.2826087
## -0.5304348
## -0.0473913
## -0.3381739
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|—AR(p) model pouzity na redlne data

AR(p) model pouzity na redlne data
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LAR(p) model pouzity na redlne data

Data

P> 3-mesacna Grokova miera, Nemecko, 1970ql - 1998q4

year

1970 1975 1980 1985 1980 1995

a) Three months money market rate in Frankfurt
1970 - 1998

Prebraté z ucebnice Kirchgédssner & Wolters, example 2.6
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LAR(p) model pouzity na redlne data

Odhadnuty AR(2)

GSR; = 0.577 + 1.407GSRy; — 0498 GSRys + ..

model

(2.82) (17.49) (-6.16)

plx)
15
0.8
0.6
0.44
0.2

R* = 0910, SE = 0812, Q(6) = 6.431 (p = 0.377),

0

02
0.4
06
0.8

-

¢) Estimated autocorrelation function of the
residuals of the estimated AR(2) process
with confidence intervals
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LAR(p) model pouzity na redlne dita

Otazky k odhadnutému modelu

> Ukazte, ze je stacionarny.

» Analyzujte rezidua - autokorelogram a Q Statistiku. Aka
hypotéza sa testuje, ked ma Q Statistika rozdelenie so 6
stupnami volnosti?

> Aka je strednd hodnota procesu?

Aky je priebeh jeho autokorelacnej funkcie?

> Vysvetlite nasledovné tvrdenie z knihy: O aké korene ide?
Odvodte aj ostatné hodnoty uvedené v texte. Ako sa z nich
vypocita periéda?

A\

The two roots of the process are 0.70 = 0.061, i.e. they indicate cycles which are
strongly dampened. The modulus (dampening factor) is d = 0.706; the frequency
f=10.079 corresponds to a period of 79.7 quarters and therefore of nearly 20 years.
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L Predikeie

Intuitivne postup
Mame model

Xt = 0+ a1xe—1 + Qaxe_2 + U,
pri predikciach postupujeme analogicky ako pri AR(1) modeli:

» Biely Sum u; nahradime jeho strednou hodnotou - nulou

» 7a x;_1 dosadime
» skutocni hodnotu x;_1, ak ju mame k dispozicii
» predikciu hodnoty x; 1, ak sa eSte nerealizovala
» Za x;_o dosadime

» skutocni hodnotu x;_», ak ju mame k dispozicii
» predikciu hodnoty x; », ak sa eSte nerealizovala

Rovnako by sme postupovali v pripade, ak by model obsahoval viac

Clenov, t. j. x¢ = 0 + a1xe—1 + -+ + QpXe—p + Ut
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LPredikcie

Priklad: predikcie pre spread
Predikcie a intervaly spolahlivosti (+/- 1 a 2 $tandardné odchylky):

spread

T T T T T T T
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Time
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Zaverecné poznamky k ACF
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LZévereEné poznamky k ACF

Autokorelacie - priklad 1
» AR(2) proces x; = 1.4x;_1 — 0.85x;_2 + u¢

1.0

05
I

acfl

0.0

Index
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LZévereEné poznamky k ACF

Autokorelacie - priklad 2
» AR(3) proces x; = 1.5x;_1 — 0.8x;—2 + 0.2x¢—3 + u;

0.6 0.8 1.0
I I

acf2

0.4

0.2

0.0
I

T T
10 15 20

T
5

Index
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LZévereEné poznamky k ACF

Autokorelacie - priklad 3

» AR(3) proces x; = 1.2x;_1 — 0.4x;—2 — 0.1x¢—3 + U
» Daji sa oCakavat komplexné korene

acf3
0.4 0.6 0.8 1.0
1 1 1

0.2

0.0
I
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LZévereéné poznamky k ACF

Autokorelacie - priklad 4

acf4

Index

15

20
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L Zsveretné poznsmky k ACF

Autokorelacie - priklad 4

P> Proces nie je stacionarny — predchadzajlci vypocet nema
zmysel

polyroot(c(1l, -1.5, 0.8, 0.2))

## [1] 0.7610683+0.5711581i 0.7610683-0.5711581i -5.5221.

abs(polyroot(c(l, -1.5, 0.8, 0.2)))
## [1] 0.9515496 0.9515496 5.5221367
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L Zsveretné poznsmky k ACF

Autokorelacie - priklad 5 - motivacia pre PACF
» ACF - jedna pre AR(2), druha pre AR(3) - nevieme ich rozlisit

» Pri praci s ddtami mame navyse len odhad ACF
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