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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu

LAnal)?za &asovych radov: uvod

Klasicky vzorovy priklad

» Pozrieme sa na data - pocty cestujicich aerolinkami
> Data AirPassengers z balika datasets
» Popis dat v dokumentécii (pomocou ?AirPassengers):

» The classic Box & Jenkins airline data. Monthly totals of

» A monthly time series, in thousands.

library(datasets)
AirPassengers

##
##
##
##
##
#1

1949
1950
1951
1952
1953

Jan
112
115
145
171
106

Feb
118
126
150
180
1906

Mar
132
141
178
193
236

Apr
129
135
163
181
235

May
121
125
172
183
2990

Jun
135
149
178
218
243

Jul
148
170
199
230
264

Aug
148
170
199
242
279

international airline passengers, 1949 to 1960.

Sep
136
158
184
209
237

Oct
119
133
162
191
211

Nov
104
114
146
172
180

Dec
118
140
166
194
2013/ 47



Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

I—Anal\]za Casovych radov: Gvod

Klasicky vzorovy priklad - priebeh dat

Stadi plot (AirPassengers) a vdaka Casovej Struktlre dat mame:

600
I

AirPassengers

300
I

1950 1952 1954 1956 1958 1960

Time
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

|—Analyza Casovych radov: Gvod

Klasicky vzorovy priklad - priebeh dat

Po zlogaritmovani sa stabilizuje volatilita:

log(AirPassengers)
55 6.0 6.5
1

5.0
I

1950 1952 1954 1956 1958 1960

Time
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu

LAnal)?za &asovych radov: uvod

Box a Jenkins

Budeme sa zaoberat pristupom od Boxa a Jenkinsa.
Rozhovor s G. E. P. Boxom po oslave
jeho 80. narodenin (1999), ako sa
zacal zaujimat o Statistiku a dalsie
otazky.
The first paper you wrote
with Jenkins has been con-
sidered as a breakthrough in

statistics.
Pefia, D. (2001). George Box: An interview with the
International Journal of Forecasting. International Journal of

Forecasting, 17(1), 1-9.
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

LAnaI\}za Casovych radov: Gvod

Informacny list predmetu

Vysledky vzdelavania:

Studenti bude vediet modelovat jednorozmerné asové rady
Box-Jenkinsovou metodolégiou a bude poznat jej teoretické
pozadie.
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

L Zakladné pojmy

Obsah

Casovy rad, momenty
Stacionarita, ergodicita

Biely Sum

Autokorelacné funkcia
Woldova reprezentacia

Testy o autokorelacnej funkcii
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

L Zakladné pojmy

Momenty casového radu

» Nahodny proces x1, xo, ..., xT je Uplne charakterizovany svojou
T-rozmernou distribuénou funkciou

» Obvykle sa zameriavame na prvé dva momenty:

» strednd hodnota E(x;)
> variancia D(x:)
» kovariancie Cov(x, xs), tzv. autokovariancie
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu

LZékladné pojmy
Stacionarita a ergodicita

» Vacdsinou mame len jeden Casovy rad - jednu realiziciu
ndhodného procesu — aby sa dala robit Statisticka inferencia,
potrebujeme dodatocné predpoklady

» Napriklad: na to, aby sme odhadli strednd hodnotu, ...
potrebujeme viac ako jednu realizaciu tejto ndhodnej premennej

» Ergodicky proces - vyberové momenty pocitané z ¢asového
radu s T pozorovaniami konverguji pre T — oo k
zodpovedajicim momentom

» Tento koncept ma zmysel iba ak predpokladame, ze E(x;) = 1,
D(x;) = o2,... pre kazdé t
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

L Zakladné pojmy

Stacionarita a ergodicita

» Silna stacionarita: zdruzena distribu¢na funkcia sa nemeni pri
posune v Case

» Obvykle sa pracuje so slabsim predpokladom — slaba
stacionarita:

E(x) = pVt (1)
V([t = s]) Vt,s (2)

Cov(xt, xs)

» Z (2) vyplyva, ze D(x;) = const. pre vSetky t.

» Dalej budeme pod stacionaritou rozumiet slabd stacionaritu.
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu

L Zakladné pojmy

Stacionarita - data

» Stacionarny casovy rad-
P data st pritahované k urcitej rovnovaznej hodnote, okolo ktore;j
osciluju
» Nestacionarny casovy rad.

» napriklad trend: rastdci trend — stredna hodnota nie je
konstantnd — proces nie je stacionarny

> neskér budeme vidiet aj iné druhy nestacionarity (napr. zatial
nejasne znejlci pojem jednotkovy koreri v sylabe predmetu)
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

L Zakladné pojmy

# PRIKLAD 1
# Japanese motor vehicle production in thousand (1947-1989,
library(fma)
plot(jcars)

jcars
4000 6000 8000 10000 12000
1 1 1 1 1

2000
I

0
I

1950 1960 1970 1980 1990 14 /47



Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

L Zakladné pojmy

# PRIKLAD 2

# Rocny prietok Nilu v Aswane v 1078 m~3 (stavba priehrad)
library(datasets)

plot(Nile)

Nile
1000 1200 1400
I I I

800
I

600
I
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu

L Zakladné pojmy

Nepovinné poznamky: Hladanie bodov zmeny

» Tutorial (useR! International R User 2017 Conference):
https://www.youtube.com/watch?v=I7jUBro78RM

» Diplomovka Lucie Machackovej, zmeny v prietokoch
slovenskych riek (mMEMM 2020, Skolitel: doc. Pekar)

» Clanok s prehfadom roznych metéd: Aminikhanghahi, S., &
Cook, D. J. (2017). A survey of methods for time series
change point detection. Knowledge and information systems,
51(2), 339-367.
https://link.springer.com/article/10.1007 /s10115-016-0987-z

# pozrime sa ma prietoky Nilu:
library(changepoint)

zmena <- cpt.mean(Nile)

plot (zmena)
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

L Zakladné pojmy

Vystup z predchadzajlceho slajdu:
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[ Biely Sum

Biely Sum
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu
L Biely sum

Definicia bieleho sSumu

» Doélezity priklad stacionarneho procesu, pomocou ktorého
budeme definovat aj ré6zne modely pre data

» Biely Sum u; je ndhodny proces s nasledujdcimi vlastnostami

E(Ut) = 0Vt
D(Ut) (72 YVt
Cov(ut,us) = 0 Vt#s

» Napriklad postupnost nezavislych nahodnych premennych s
rovnakym rozdelenim (a kone¢nou strednou hodnotou a
disperziou), ale nie je to jedind moznost
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu
|—Biely Sum

Priklad

x <= rnorm(100)
plot(x, type = "1")

0 20 40 60 80 100
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|—Pn’klady: zistovanie stacionarity procesu

Priklady: zistovanie stacionarity procesu
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

|—Pn’klady: zistovanie stacionarity procesu

Priklad 1

» Nech u; je biely Sum, definujme
Xt = Ur + Ur—1

> Plati:
E(x;) = 0,D(x) = 20°
o? pre k =1,
COV(Xt7Xt+k) - { 0 pre k= 27 37 T

> Proces teda je stacionarny
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

LPn’kIady: zistovanie stacionarity procesu

Priklad 1: simulacia priebehu procesu, N = 200 pozorovani

u <- rnorm(N + 1)
x <- ul2:N] + uf1:(N - 1)]

0 50 100 150 200 23/47



Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

LPn’kIady: zistovanie stacionarity procesu

Priklad 2

» Nech u; je biely Sum, definujme

R pre t =1,
7Y xe14ur pret=2.3,...

> x;: sa d4 zapisat v tvare x; = > [, u;
> Plati:
E(x:) = 0,D(x;) = to?

Cov(xe, Xerk) = to®>  pre k>0

» Proces teda nie je stacionarny (to vieme povedat uz po
vypocte disperzie)
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu

LPrl’klady: zistovanie stacionarity procesu

Priklady 1, 2: porovnanie simulacii procesov

» Vlavo: stacionarny proces z prikladu 1, vpravo: proces s
rastiicou disperziou z prikladu 2
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

|—Pn’klady: zistovanie stacionarity procesu

Priklad 3
» Nech u; je biely Sum, definujme
Xt =p+ Y it (3)
j=0

kde koeficienty ¢; spifiaji o = 1, Z@Df < o0
> Plati:

E(x) = 1, D(xe) = 0% > 07
j=1
Cov(xe, X1 k) = 0° Z Vjvk+)
j=0

> Proces je stacionarny.
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu

LWoldova reprezentacia

A STUDY IN THE ANALYSIS OF
STATIONARY TIME SERIES

HERMAN WOLD

Having discussed a number of types of random processes, the
author furnishes proofs of their various properties, and then gives
a theorem of considerable interest, concerning the structure of
the most general discrete stationary process. This, in fact, can
always be presented as a sum of two components the nature of which
is known.

J.N. (1939). Journal of the Royal Statistical Society, 102(2),
295-298.

https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.262214
https://www.jstor.org/stable/298000

https://digitaltmuseum.se/021016543711 /professor-herman-wold-uppsala-1969

28 /47



Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

LWoIdova reprezentacia

Woldova reprezentacia stacionarneho procesu

» V priklade 3: Proces tvaru (3) je stacionarny
» Da sa dokazat: Kazdy stacionarny proces x; sa da zapisat v
tvare
o0
Xt = [bt + Zi/)jut—j
j=0
kde u je biely Sum, ¢o =1, 377, 1,/}1-2 < 00 a put sa da presne
predikovat z predchadzajdcich hodnét procesu x (v nasich
aplikaciach to bude konstanta)

» Toto vyjadrenie sa nazyva Woldova reprezentacia
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L Autokorelagné funkcia (ACF)

Autokorelaéna funkcia (ACF)
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

L Autokorela¢na funkcia (ACF)

Motivacia

» Hore: u;, dolu: x; = 0.9x;_1 + u; - simulacia a zavislost x; od
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu
L Autokorela¢na funkcia (ACF)

Definicia zakladné vlastnosti

» Autokorelacna funkcia (ACF) stacionarneho procesu je
definovana ako

cov(X¢, Xe+r)
D(x)D(xe1r)

p(7) = cor(xe, xeqr) =

» ACF sa teda d& vyjadrit pomocou autokovarianc¢nej funkcie :

_ (1)
p(T) = (0)

> Plati:
p(0) =1, p(=7) = p(7),
sta¢i ndm teda poditat p(7) pre 7 =1,2,...

32/47



Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu
L Autokorelagné funkcia (ACF)

Priklad
» Nech u; je biely Sum, definujme

X¢ = U + Up—1
P> Pre tento proces sme odvodili stacionaritu a vlastnosti:

0% pre k =1,

D(Xt) = 202’ Cov(xt,XH_k) = { 0 pre k =2,3,...

> ACF teda je
_ _ )12 prek=1,
p(k) = Cor(x¢, xe4 k) = { 0 pre k =2,3,...

33/47



Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu
L Autokorela¢na funkcia (ACF)

Odhadovanie ACF z dat

» Ergodicky proces — stredna hodnota, disperzia a
autokovariancie sa daju konzistentne odhadndt z dat

X1y s XT!
N . 1 ~12
== x, 4(0) ==Y (x—f)
T &~ T —
t=1 t=1
T—7
5(r) = 3 (6 — ) (s — )
t=1

» Z toho - konzistentny odhad autokorelacnej funkcie:
, A(T)
pr) =2
=50

- je asymptoticky nevychyleny
3447



Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

L Autokorelagné funkcia (ACF)

Odhadovanie ACF z dat v R-ku: funkcia acf

acf(x) # pre data = <- w[2:N] + uw[1:(N - 1)]

ACF

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.2

Series x
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu
L Autokorela¢na funkcia (ACF)

Vyuzitie na kontrolu vypoctov
» Zadanie: Nech z; je proces, ktorého hodnoty st nezavislé
ndhodné premenné s rozdelenim N(0,1). Ukazte, ze
nasledujici proces je stacionarny a vypocitajte jeho ACF:

oz pre t neparne
Ye = %(2,52_1 —1) pre t parne
» Vygenerujeme si dany proces a zobrazime odhadnutd ACF (nas

vypoclet by mal dat podobny vysledok):

set.seed(1234)

N <- 500

z <- rnorm(N, mean = 0, sd = 1)

y <- z # pre neparne indexy zostane, parne upravime
ind.parne <- seq(from = 2, to = N, by = 2)
y[ind.parne] <- (1/sqrt(2)) * (z[ind.parne - 1172 - 1)
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L Autokorelagné funkcia (ACF)

acf (y)

Series y

1.0

0.8
I

ACF
0.4
I

0.0

0 5 10 15 20 25

Lag
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu
L Autokorela¢na funkcia (ACF)

Alternativa: funkcia acfl z balika astsa
library(astsa); acfi(y)

Series: y

0.3

0.0

LAG 38 /47
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|—Testovanie nulovosti autokorelacii

Testovanie nulovosti autokorelacii
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu

LTestovanie nulovosti autokorelacif

Testovanie nulovosti autokorelacii - kazdej samostatne

» Biely Sum ma nulovi ACF = pri testovani, ¢i st data bielym
Sumom, budeme testovat, ¢i majd nulové autokorelacie

» Odhad ACF v pripade bieleho Sumu

» asymptoticky nevychyleny

> disperzia = 1/T

» = priblizny 95 % interval spolahlivosti: :|:1.96/ﬁ, resp.
j:2/ﬁ - Casto sa zobrazuje spolu s odhadnutymi
autokorelaciami (aj v pripade funkcii acf a acf1)

» Pre kazd( autokoreldciu samostatne:

» Testujeme, i sa rovna nule.
» Nulovi hypotézu zamietame, ak je jej odhad mimo intervalu
spolahlivosti
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|—Testovanie nulovosti autokorelacii

Ak testujeme nulovost autokorelacie, nie pre biely Sum:

» V pripade procesu, pre ktory plati p(7) = 0 pre 7 > k, pre tieto
7 plati

k
D) ~ 7 (1423367
j=1
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

LTestovanie nulovosti autokorelacii

Testovanie nulovosti autokorelacii - Ljung-Boxov test
» Netestujeme nulovost kazdej autokorelacie samostatne, ale
testujeme hypotézu p(1) = p(2) =--- = p(m) =0
» Box & Pierce, 1970: ak plati Hp, asymptoticky

2 m
Q= Z(l/f) :T;ﬁ(j)2NX$n

> Ljung & Box, 1978: modifikacia s lepsimi vlastnostami pri
mensom pocte dat

T+2
Q= Tzip(J )? ~ Xon

» Poznamka, ktort vyuZijeme neskér: Pocet stupriov volnosti sa
zmeni, ak ide o rezidua z modelu
42/47



Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

LTestovanie nulovosti autokorelacii

Ljung-Boxov test v R-ku: funkcia Box.test

P> Testujme pre data x, ze prvé Styri autokorelacie s nulové
set.seed(12345)
N <- 500

x <- rnorm(N)

Box.test(x, lag = 4, type = "Ljung-Box")

##

## Box-Ljung test
##

## data: x

## X-squared = 0.97917, df = 4, p-value = 0.9129
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu

LTestovanie nulovosti autokorelacii

Ljung-Boxov test v R-ku: p-hodnoty

> Box.test(x, lag = 3, type = "Ljung")$p.value
» Graficky vystup s p-hodnotami, parameter lag od 1 do 15:

1.0

0.8
I

p.hodnoty
.
.

04
I

0.0
I
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LPousitie ADF testu

Pouzitie ADF testu
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho umu
LPouiitie ADF testu

> Testujeme, Ci je zadany Casovy rad biely Sum, napriklad:

x <- window(Nile, start = 1905)
plot(x, ylab = "Nile")

Nile
800 900 1000 1100
1 1 1 1

700
I

1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970
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Uvod, zakladné pojmy, testovanie bieleho $umu
L Pouzitie ADF testu

» Rezidud modelu majd byt bielym Sumom — LB test rezidufi
testuje, ¢i je model vyhovujici

» D. Rawat et al. (2022). Modeling of rainfall time series using
NAR and ARIMA model over western Himalaya, India. Arabian
Journal of Geosciences 15(23), 1696.

The best ARIMA model for Jammu and Kashmir data ~ Mont/season/year Model Box-Ljung
series is depicted in Table 6. For the state of Jammu and fest (p-value)
Kashmir, the ARIMA (1. 1, 1) model performed best for  Jan ARIMA (1,1,1) 082
most of the series, except for June, August, September,  Feb ARIMA (1,1.1) 044
December, and MAM data series. The best model for the Mar ARIMA (1,1,1)  0.81
series June, August, and MAM is ARIMA (2, 1, 1) and for  April ARIMA (1,1,1) 098
September and December is ARIMA (3, 1, 1). For check- May ARIMA (1.1, 1) 097
ing the autocorrelation of residuals obtained from the best June !ARI.VIA 2. 1,1 002
ARIMA model, the Ljung-Box Q test was applied. which  July ARIMA (1.1, 1) 0.94
clearly pointed toward the June, August, and December Aug ARIMA (2,1, 1)  0.04
series having non-zero autocorrelation as the p value is less  Sep ARIMA 3.1,1)  0.99
than 0.05. From the Jarque—Bera test, most of the series  Oct ARIMA (1,1, 1) 1.00
o ) o T - Nov ARIMA (1.1, 1) 1.00

Dec ARIMA (3,1, 1)  0.02
JF ARIMA (1, 1,1) 0.40
MAM ARIMA (2,1,1)  0.69
JJAS ARIMA (1,1,1)  0.60

1,1) 085

OND ARIMA (1,

ATYINA A 4
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