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Autoregresné modely: AR(1) model

Autoregresné (AR) modely

» Regresia - pozname zo Statistiky, predpona auto

Slovnik sticasného slovenského jazyka A-G,H-L,M - N, O - Pn zr. 2006,
2011, 2015, 2021.

auto-" prefixoid {gr.) » prva &ast zloZzenych slov s vyznamom vlastny, vztahujuci
sa na seba samého, sam, napr. autodidakt, autosugescia

slovnik.juls.savba.sk

» Najskor: autoregresny model prvého radu, AR(1)
P definicia
» podmienka stacionarity, vypoclet momentov a ACF
» simulované data
» prakticky priklad s redlnymi datami

» Potom:

P autoregresné procesy vyssich radov

» ako urcit vhodny rad procesu pre dané data 2 a2
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Autoregresné modely: AR(1) model

|—Defin|'cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelagnej funkcie (ACF)

Definicia, podmienky stacionarity, vypocet
momentov a autokorelacnej funkcie (ACF)
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Autoregresné modely: AR(1) model
|—Defin|'cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelagnej funkcie (ACF)

Definicia a explicitné vyjadrenie

» AR(1) proces
Xt = 0+ aXt—1 + U,

kde 0, v st konstanty a {u;} je biely Sum
» Nech pre t = ty je dana hodnota xy,:

J + Q Xty + Uty+1,

Xto+1
Xtg+2 = 0+ QXgpr1 + Uggr2 =

5(1+ @) + a®xy + (g1 + Ug12)
Xty+3 =

» Vo vseobecnosti:
-1

1—a” i :

Xt0+7' = 1 4 (S + OéTXtO —+ E aJUtO+7—_j

Jj=0
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Autoregresné modely: AR(1) model
LDefim’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelaénej funkcie (ACF)

Stacionarita

» PrepiSeme si explicitné vyjadrenie do tvaru
t—tp—1 )
5+ " Pxg + Z dup_j
Jj=0

1 o at—to
Xt = —/—
l1—a
» Deterministicka zaciatocna podmienka

> stredna hodnota zavisi od zaciatoCnej podmienky x;, — proces
nie je stacionarny
» Nihodnd zaciatocna podmienka

P proces je generovany aj pred zaliatkom nasich pozorovani —
nasa prva pozorovana hodnota je ndhodna
> ak —1 < a < 1, tak pre tg — —oo dostaneme

1 =
X; = mé—i—;oﬂut,j

> to je Woldova reprezenticia s ¢); = o/ — stacionarita
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Autoregresné modely: AR(1) model

LDefim’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelagnej funkcie (ACF)

Stredna hodnota

» Dalej pracujeme so stacionarnym procesom, teda —1 < a < 1
» Pripomenme si explicitné vyjadrenie procesu:

1 <.
j=0
» Strednd hodnota:

1 >
E(x) = E EHZOJUH
j=0

1
l—«o

1 EAN
- e el -
j=0
» Teda vo vSeobecnosti E(x;:) #  (rovnost je len pre 6 = 0), ale
E(x:) a § majd rovnaké znamienko (lebo |o| < 1)
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Autoregresné modely: AR(1) model

I—Defim’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelagnej funkcie (ACF)

Disperzia
1 >
]D(Xt) = ]D) 5 + Z O/ut_j
— =
00 o0 2
_ ' _ 2j —
= ZD(O{JUt_J) —Za JD(Ut_j)—m,
j=0 j=0
kde

P sme vyuzili, Ze disperzia sictu nekorelovanych ndhodnych
premennych je stcet ich disperzii
» o2 je disperzia bieleho $umu {u;}
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Autoregresné modely: AR(1) model

|—Defin|'cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelagnej funkcie (ACF)

Autokovariancie

o o
Cov(x¢,xe—s) = E Za’ut_,- Za’ut_s_j
i=0 =0

— Z Z OéiJrjE (Ut—iut—s—j)

i=0 j=0
00 0_2
o 2 s+2j _ s
= 0 (6 = ——5
jg: 1— a2’
j=0

kde sme vyuzili, ze

» Cov(uk,u;) =0 pre k # [
» Cov(uy,u) =0’ pre k=1
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Autoregresné modely: AR(1) model

LDefim’cia, podmienky stacionarity, vypocet momentov a autokorelagnej funkcie (ACF)

Autorelacie

» Autokorelacna funkcia AR(1) procesu teda je

COI'(Xt,Xt_s) _ COV(Xt7Xt—S) = a

D(x¢)/D(x¢—s)

s

» Napriklad pre proces x; = 10 4 0.4x;—1 + u; je ACF rovna 0.4°;
numericky prvé Cleny:

## [1] 0.40000 0.16000 0.06400 0.02560 0.01024 0.00410

» Otdzka na opakovanie: Akéa je strednd hodnota tohto procesu?
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Autoregresné modely: AR(1) model

L Simulované data

Simulované data
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Autoregresné modely: AR(1) model

LSimulované data

Postup

» Budeme pracovat s AR(1) procesom
x¢ = 0 + axi_1 + Uy,

kde 6 = 0 a {u;} je biely Sum s normélnym rozdelenim a
disperziou 10.

» Parameter o € (—1,1), « # 0 zoberieme postupne z mnoziny
{0.9,0.5, —0.9} - uvidime vplyv znamienka a absolitnej
hodnoty

» Zobrazime:

> realizaciu procesu dizky 250 (funkcia arima.sim z balika
stats)
» odhadnutd ACF z vygenerovanych dat - prvych 10 hodnét (uz
pozname funkciu acf)
» presnii ACF - takisto prvych 10 hodnét (mame odvodeny
vzorec)
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Autoregresné modely: AR(1) model
L Simulované data

Pripad 1. a = 0.9 - simulacia

set.seed(1) # kvoli reprodukovatelnosts
x <- arima.sim(model = list(ar = c(0.9)),
n = 250, sd = sqrt(10))

Poznamky:

> model je typu list, obsahuje vektory ar a ma Clenov (zatial
mame len jeden AR ¢len)
» n je dlizka ¢asového radu

» sd je Standardna odchylka bieleho Sumu (defaultne sd = 1)
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Autoregresné modely: AR(1) model
L Simulované data

Pripad 1. @ = 0.9, priebeh
plot(x)

15
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I

-10
I
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Time

200
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Autoregresné modely: AR(1) model

|—Simulované data

Pripad 1: a = 0.9, odhadnuta ACF z dat

acf(x, lag.max

ACF

1.0

08

0.6

0.4

0.2

0.0

= 10)

Series x
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Autoregresné modely: AR(1) model

|—Simulované data

Pripad 1: o = 0.9, presna ACF
plot(0:11, 0.97(0:11), type = "h", xlab = "Lag", ylab = "A(

1.0

0.9
I

ACF
0.7

05

0.4

03
I I
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Autoregresné modely: AR(1) model

LSimulcvané data

Cvicenie: Praca v R-ku
Porovnajte graficky presnti a odhadnutd ACF, pricom vynechate lag
0 (zbytocny - korelacia so sebou je rovna vzdy 1)

ACF

0.8

0.6

0.4

0.2

® presna
B odhadnuta

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lag 16 /42




Autoregresné modely: AR(1) model

|—Simulované data

Pripad 2: o = 0.5, priebeh

Time
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Autoregresné modely: AR(1) model

LSimulované data

Pripad 2: o = 0.5, odhadnuta a presna ACF

W presna
B odhadnuta
: l
S
3 4 5 6 7 8 9

05

0.4

03
I

ACF

0.1

0.0

1

1 2 10

Lag
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Autoregresné modely: AR(1) model

LSimquvané data

Pripad 3: @ = —0.9, priebeh

10
I

-10

-20
I

Time
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Autoregresné modely: AR(1) model

LSimulované data

Pripad 3: o = —0.9, odhadnuté a presna ACF

W presna
i ® odhadnuta
2 1
T
1 2 3 4

05
|

ACF
0.0
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Autoregresné modely: AR(1) model

LSimulované data

Cvicenie: Proces s nenulovou strednou hodnotou

Cvicenie 1. Nech x; je AR(1) proces a k je konstanta. Dokazte, ze
potom y; = k + x; je tiez AR(1) a ma rovnaky autoregresny
koeficient.

Cvicenie 2. Proces x; = § + 0.9x;_1 + u; simulujeme nasledovnym
kédom:

x <- 10 + arima.sim(model = list(ar = ¢(0.9)), n = 50)

Vyberte spravnu hodnotu ¢ :

> §=10
> 6= 10><(1—09)—1
> §= =100
Cvicenie 3. Vygenerujte simulaciu procesu x; = —1 + 0.6x¢_1 + vt
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Autoregresné modely: AR(1) model

L Odhadovanie modelu v R-ku

Odhadovanie modelu v R-ku
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Autoregresné modely: AR(1) model
L Odhadovanie modelu v R-ku

Funkcia sarima z balika astsa

» Na odhadovanie modelu pouzijeme funkciu sarima v tvare:

# AR(1) model pre k-te diferencie
model <- sarima(data, 1, k, 0, details = FALSE)

» Napriklad pre simulované data:

# vygenerujeme simulaciu AR(1) procesu
set.seed(123)
X <- 10 + arima.sim(model = list(ar = c(0.9)), n = 50)

# odhadneme pre ziskane data AR(1) model
library(astsa)
model <- sarima(x, 1, 0, 0, details = FALSE)
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Autoregresné modely: AR(1) model
LOdhadovanie modelu v R-ku

Kontrola rezidui

Co znazoriiuje ACF a interval na nej? Co testuje Ljung-Boxov test?
S akymi vysledkami?

Model: (1,0,0) Standardized Residuals

N VSimnime si, Ze LB test

7] zacina pri lagu 2 (a nie 1)
; " = = p ) a pripomenme si zo slajdov
—ACEofResidusle _ Nommal 0.0 Plotof St Resitugts o LB teste: Pocet stupriov

1

volnosti sa zmeni, ak ide o
rezidud z modelu”. O ¢o
ide: Pocet stupinov

; - volnosti sa znizi o pocet
se .t AR (a neskor aj MA)

] ¢lenov modelu.

Kl

Sample Quartiles
0

2

ACF
02 00 02 04 08
I

T
10 15 2 A 0 1
LAG Theoretical Quanties

p values for Ljung-Box statistic
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Autoregresné modely: AR(1) model
LOdhadovanie modelu v R-ku

Ljung-Boxov test pre rezidua

» Funkcia Box.test obsahuje parameter fitdf, ktory zabezpedi
spravny pocet stupnov volnosti

> Box.test(]

£ X = fitdf

¢ lag = number of degrees of freedom to be subtracted if x is a series of
@ type = residuals.

o Fitdf = Press F1 for additionzl help

» Pomocou str(model) si pozrieme Struktiru objektu model,
aby sme vedeli pristupovat k jeho zlozkam, napriklad
model$fit$residuals (Casovy rad reziduf)

» Pomoc R Studia:

> model$fit§]
> coef A~
& sigma2
var. coef
& mask

< loglik 25/42



Autoregresné modely: AR(1) model
L Odhadovanie modelu v R-ku

» Mame AR(1) model, testujme na ukazku pre jeho rezidua
hypotézu p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = 0:

Box.test (model$fit$residuals,
lag = 4, # testujeme 4 autokor.
type = "Ljung-Box",
fitdf = 1) # jeden AR koeficient

##

## Box-Ljung test

#t

## data: model$fit$residuals

## X-squared = 2.7667, df = 3, p-value = 0.429

» Mézeme porovnat s vystupom z funkcie sarima aj s tym, ¢o by
vyslo, keby sme zabudli na parameter fitdf.
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Autoregresné modely: AR(1) model
L Odhadovanie modelu v R-ku

DalSie zlozky odhadnutého modelu

model$BIC # Bayesovo informacne kriterium

## [1] 2.86438

model$ttable # odhady, SE, t statistky, p hodnoty

## Estimate SE t.value p.value
## arl 0.8671 0.0704 12.3209 0
## xmean 10.5917 0.8525 12.4249 0

model$fit$coef # odhadnute parametre ako vektor

## arl Xxmean
## 0.86707 10.59174

27 /42



Autoregresné modely: AR(1) model
LOdhadovanie modelu v R-ku

Zapis odhadnutého modelu

Z vektora parametrov model$fit$coef vidime, ze odhadnuty
model je
Xt = 0 + axe_1 + Uy,

kde o je parameter ar1 (0.86707) a ¢ je taka, ze stredna hodnota
procesu E(x;) je rovnd parametru xmean (10.59174).

Cvicenia:

» Dopoditajte hodnotu parametra ) pomocou uvedenych
zaokrihlenych hodnét

» Dopocitajte hodnotu parametra 0 pomocou pristupu k presnym
hodnotam odhadnutych parametrov xmean a ari - presné +
da sa to robit automaticky pre lubovolny model
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|—Rea’lne data: Volebné preferencie v Nemecku

Realne data: Volebné preferencie v Nemecku
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Autoregresné modely: AR(1) model

|—Rea’lne data: Volebné preferencie v Nemecku

Data
» Nemecko, januar 1971 - april 1982
» CDU; - volebné preferencie CDU/CSU

Percent

56
54 -
52 -
50 -
48 -
46
44 -
42

Ht+—————
1971 1973 1975 1977 1979 1981

' year

Prebraté z ucebnice Kirchgdssner & Wolters, example 2.2

Citovany pévodny zdroj dat: G. Kirchgéassner: Causality Testing of the Popularity Function: An Empirical
Investigation for the Federal Republic of Germany, 1971-1982, Public Choice 45 (1985), p. 155-173.
30/42



Autoregresné modely: AR(1) model
|—Rea’lne data: Volebné preferencie v Nemecku

Odhadnuty AR(1) model

V knihe sa piSe:

CDU, = 8053 + 0.834CDU,, + d,
(343)  (17.10)

R? = 0683, SE = 1586, Q(11) = 12,516 (p = 0.326).

The estimated t values are given in parentheses. The—which I
also given in Figure 2.4, does not indicate any higher-order process. Moreover,
the Box-Ljung Q Statistic with 12 correlation coefficients (i.e. with 11 degrees of

freedom) gives no reason to reject this model. ¢
.
0.8
0.6+
0.4
0.2
o N .
02 Ll 5 10 15
044
06+

081 <) Estimated autocorrelation function of the
4J ‘residuals of the estimated AR(1)-process.
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Autoregresné modely: AR(1) model

LReélne data: Volebné preferencie v Nemecku

Odhadnuty AR(1) model - otazky

» Je odhadnuty model stacionarny? Z ¢oho to vyplyva?
» Rezidua modelu by mali byt’ bielym sumom:

» Na grafe st pri autokorelacidch zostrojené intervaly. Na co
slizia? Vypoditajte pomocou znamych ddajov ich hranice.

» V texte sa spominaju autokorelécie rezidui a Ljung-Boxova Q
Statistika - aké hypotézy sa testujii (a preco) a s akymi zdvermi?

> Vysvetlite poznamku v zatvorke i.e. with 11 degress of freedom.

» Comu sa rovna stredna hodnota premennej CDU,?
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Autoregresné modely: AR(1) model

L Predikcie

Predikcie
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Autoregresné modely: AR(1) model
LPredikcie

Podmienena a nepodmienend strednad hodnota (simulécie)

» Generujeme proces x; = 0.9x;_1 + u; a zaujima nas ocakavana
hodnota v Case 20 - je nulova

34/42
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Autoregresné modely: AR(1) model
L Predikcie

Podmienena a nepodmienend strednad hodnota (simulécie)

> Ak uz mame prvych 19 hodnét a pytame sa na oCakavani
hodnotu v Case 20 - je to ind situicia

35/42
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Autoregresné modely: AR(1) model
LPredikcie

Podmienena a nepodmienend strednad hodnota (simulécie)

© -

T T T T T T T I
5 10 15 20 5 10 15 20

Time Time

» Vlavo: nepodmienena strednd hodnota procesu
» Vpravo: podmienend stredna hodnota procesu (podmienené

doteraj$im priebehom) - toto nas zaujima pri predikciach 3642



Autoregresné modely: AR(1) model
LPredikcie

Podmienena a nepodmienen strednd hodnota (data)

> Mame stacionarny proces
Xt = 8.053 + 0.834Xt_]_ + ug

ako model pre volebné preferencie x; := CDU;
» Vieme najst nepodmienend strednd hodnotu procesu - je
samozrejme konstantna
> MoZeme sa vSak pytat na predikcie:
> Aka je ocakavana hodnota preferencii budiici mesiac, ak terajsie
preferencie st 40 percent?

» Ak4 je oCakdvana hodnota preferencii buddci mesiac, ak terajsie
preferencie st 55 percent?

» Odpovede budi rézne. Pri tychto otdzkach hladame
podmienend stredni hodnotu.
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Autoregresné modely: AR(1) model
LPredikcie

Intuitivne postup

» Pri AR modeloch zostaneme pri intuitivnom postupe
(presnejsie a formalnejsie potom pri tych modeloch, kde postup
konstrukcie predikcii nebude zrejmy)

» Pripomenme si, ze pre x; := CDU; mame model

Xt = 8053 —+ 0.834Xt_]_ -+ us

» Pri predikciach biely Sum u; nahradime jeho strednou hodnotou
- nulou

» 7a x;_1 dosadime

» skutocni hodnotu x; 1, ak ju mame k dispozicii
» predikciu hodnoty x;_1, ak sa eSte nerealizovala
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Autoregresné modely:
L Predikcie

AR(1) model

Numericka realizacia

» Postup je dobre viditelny pri pouziti tabulkového editora:

nlu‘b wn |-

A B
delta 8.053]
alfa 0.834
R

e ]
=$B51+3852°A4|

[ 47

1 |delta
2 |alfa
= |

4

40

8.053

0.834)

5 | 41413
6 |=SBS1+3BS27AS5

—

delta

8.053

alfa

0.834

40
41.413
42.59144
43.57426
44.39394
45.07754
45.64767
46.12316
12 46.51971
46.85044

47.12627

-
=8| q‘m|u‘h|w‘u|u

HEE

-
n

=$B51+$852°A14)
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Autoregresné modely: AR(1) model
L Predikcie

Numericka realizacia

» Predikcie pre zaciato¢né hodnoty 40 a 55 percent:

A B - D
delta 8.053

alfa 0.834 50

0 55 | 55+
41413 53.923 e
4259144 53.0478 | 0 |
43.57426 5227567 | 45 |
4439394 5165091
40

45.07754 5112986
45.64767 506953 | 5

e
EBwv o~ unswn =

46.12316 50.33288

46.51971 50.03062 30
46.85044 49.77854 12
47.12627 49.5683

]

=
5|0

» Konverguji k spolocnej hodnote, ktorad sa rovna nepodmienenej

strednej hodnote procesu

P> Prakticky - treba si zvazit, na aké dlhé obdobie ma zmysel
pouzit model pri predikovani
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Autoregresné modely: AR(1) model
L Predikcie

V R-ku: funkcia sarima.for z balika astsa

» Nase simulované data:

set.seed(123)

x <- 10 + arima.sim(model = list(ar = c(0.9)), n = 50)
» Najskér odhadneme a otestujeme model pomocou funkcie

sarima:

sarima(x, 1, 0, 0)

» Model je OK, mézeme robit predikcie, napr. pre 10 pozorovani:

sarima.for(x, n.ahead = 10, 1, 0, 0)
sarima.for(x, 10, 1, 0, 0) # to iste (treba dat pozor na
# spravne poradie parameterov)
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Autoregresné modely: AR(1) model
L Predikcie

Predikcie a intervaly spolahlivosti (+/- 1 a 2 $tandardné odchylky):

sarima.for(x, n.ahead = 10, 1, 0, 0)

Time
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