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L Motivacia - pre¢o nesta&i AR(1)

Motivacia - preco nestali AR(1)
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia

L Motivacia - pre¢o nestadi AR(1)

Preco nestali AR(1) - niekolko pohladov

» Celkom prirodzene moézeme olakavat, ze na dobré popisanie
vyvoja x; nam nebude stadit x;_1 , ale budeme potrebovat aj
x¢—o (pripadne aj x;—3 a x;—4 a pod.)

» AR(1) proces ma dost obmedzené moznosti pri zachyteni
priebehu ACF - napriklad neumoziiuje modelovat periodicky
charakter

» Niekedy to nemusi byt dopredu zrejmé z dat, ani z odhadnutej
ACF, ale AR(1) nebude vyhovovat kvdli rezidudm - toto
uvidime na priklade
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia
L Motivacia - pre¢o nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery

» Stvrtroéné data, 1952Q1 - 2005Q4
» Premenné:

> kratkodobd drokova miera (3 mesiace)
» dlhodobéa drokova miera (20 rokov)

» Budeme modelovat spread, teda rozdiel dlhodobej a
kratkodobej trokovej miery

Mills, Markellos: The Econometric Modelling of Financial Time Series. Cambridge University Press, 2008
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia
L Motivacia - pre¢o nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery - priebeh dat

spread
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia

L Motivacia - pre¢o nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery - odhadnutd ACF

Series spread
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Podob4 sa na AR(1) proces s kladnym parametrom «.
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia

L Motivacia - pre¢o nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery - parametre AR(1) modelu

Parameter v AR(1) modelu (vo vystupe oznaceny ako arl) je
medzi -1 a 1, teda ziskany proces je stacionarny - toto je ok.

## Estimate SE t.value p.value
## arl 0.9156 0.0266 34.4589 0.0000
## xmean 1.0473 0.5491 1.9075 0.0578
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia
L Motivacia - pre¢o nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery - rezidua AR(1) modelu

Rezidua sa nespravaji ako biely Sum, model je nevyhovujci.

ACF of Residuals
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia

L Motivacia - pre¢o nesta&i AR(1)

Priklad: Urokové miery - rezidua AR(2) modelu
Rezidua AR(2) modelu st v poriadku:

ACF of Residuals
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia
L Motivacia - preco nestaci AR(1)

Priklad: Urokové miery - parametre AR(2) modelu

» Potrebujeme este odvodit podmienku stacionarity AR(2), teda
ako zistit, Ze toto je staciondrny model:

#it Estimate SE t.value p.value
## arl 1.1809 0.0650 18.1566 0.0000
## ar2 -0.2886 0.0651 -4.4321 0.0000

## xmean  1.0449 0.4212 2.4807 0.0139

» Potom pre a; = arl, as = ar2, pu = E(xs) = xmean plati:
Xt =0 + a1xe—1 + aoxe—2 + ur  /E().
w=0+aipu+oapu=9=pu(l—a—az)

> Model je x; = 0.1125 4 1.1809x;_1 — 0.2886x;_2 + u;
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|—Proces vysSieho radu, ukazka staciondrneho a nestacionarneho procesu, operator posunu

Proces vyssieho radu, ukazka stacionarneho a
nestacionarneho procesu, operator posunu
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia

LPlroces vyssieho radu, ukazka stacionarneho a nestacionarneho procesu, operator posunu

AR(2) a vseobecny AR(p) proces
» AR(2) proces modeluje x; pomocou x;_1 a X;_:

Xt =0 + a1Xp_1 + QoXp_o + Ut

» Analogicky, AR(p) proces modeluje x; pomocou p
predchadzajicich hodnot x;_1,...,x;—p:

Xt =0+ Q1Xe—1 + 2Xe 2+ QpXe_p + Ut

» Odhadovanie AR(p) modelu pre k-te diferencie v R-ku:

sarima(data, p, k, 0)

» Budeme sa teraz zaoberat AR(2) modelom (podstatny rozdiel
oproti AR(1)), potom AR(p) uz bude analogicky AR(2).
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia

LProces vyssieho radu, ukazka stacionarneho a nestacionarneho procesu, operator posunu

Simulacie AR(2) procesov
Priklad 1. Proces x; = 0.5x; 1 + 0.2x; 2 + v

x1 <- arima.sim(model = list(ar = c(0.5, 0.2)), n = 100)

x1

0 20 40 60 80 100 13 / 40



Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia

LProces vyssieho radu, ukazka stacionarneho a nestacionarneho procesu, operator posunu

Priklad 2. Proces x; = 0.5x;_1 + 0.6x;_5 -+ u; spdsobi chybu - nie
je stacionarny

> x2 <- arima.sim{model = list({ar = c(0.5, 0.6)), n = 100, sd = 1)
Error in arima.sim{model = Tist(ar = c(0.5, 0.6)), n = 100, sd = 1) :
"ar’ part of model is not stationary

» NEPLATI teda “zovieobecnenie” z AR(1) pripadu, Ze ak je
a1, ap v absolitnej hodnote menej ako 1, tak je proces
Xy = 0 + a1X¢—1 + aoXy_p + up stacionarny.

Priklad 3. Proces x; = 1.2x; 1 — 0.8x;_» + u; chybu nespésobi - je
stacionarny

» NEPLATI teda ani také “zovéeobecnenie”, 7e ak je niektora z
hodnét a1, ap v absolitnej hodnote vacsia ako 1, tak je proces
Xt = 0 + a1X¢_1 + aoXp_o + Uy nestacionarny.
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|—Proces vyssieho radu, ukazka stacionarneho a nestacionarneho procesu, operator posunu

x3 <- arima.sim(model = list(ar = c(1.2, -0.8)), n

plot(x3)

x3

Time

100

= 100)
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LProces vyssieho radu, ukazka stacionarneho a nestacionarneho procesu, operator posunu

Stratégia pre odvodenie podmienky stacionarity

» Proces prepiSseme inak, aby sa s nim lepsie pracovalo —
definujeme tzv. operator posunu.

» Operator posunu (lag operator) L - vrati hodnotu procesu o
jedno pozorovanie dozadu:

Lx; = x¢—1

» Dolezité, budeme ho pouzivat v mnohych odvodeniach
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LProces vyssieho radu, ukazka stacionarneho a nestacionarneho procesu, operator posunu

Operator posunu

» Zopakovanie definicie: Lx; = x;_1
> Niektoré vlastnosti:

| 2

vVVyyvyy

dajt sa robit mocniny: [?x; = L(Lx;) = x¢ 2, ®x; = x; 3 a
pod.

potitanie s mocninami: L?(L3) = L°

L% =1 je identita

nasobenie: (1 —0.5L)(1+0.2L) =1—0.3L—0.1L2
konstanta je vlastne konstatny proces, posunom sa nezmeni:
(1-0.2L+0.3L%)c=c—02c+0.3c=1.1c

» Priklad. AR(3) proces

Xt = 10 + O.3Xt_1 + O.2Xt_2 — 0.1Xt_3 + ut

sa da zapisat ako

x¢ =10+ 0.3Lx; + 0.2L%x; — 0.13x; + u;
(1-03L—0.2L%+0.1L3)x = 10 + u;
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L Podmienka stacionarity pre AR(2)

Podmienka stacionarity pre AR(2)
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L Podmienka stacionarity pre AR(2)

Podmienka stacionarity: odvodenie
» Mame proces:
Xt = 0+ 1Xe—1 + Q2Xp 2 + Ut

(1—ail— a2L2)xt =0+ uy

» Potrebujeme ho zapisat v tvare Woldovej reprezentacie.
» Chceli by sme teda spravit:

xe=(1—ail —aal?)™ 6+ (1 — aql — apl®) Ly

P> Treba teda zistit, kedy existuje inverzny operator
(1 —ail —azL?)~! a ¢omu sa rovna
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia
L Podmienka stacionarity pre AR(2)

» Pouzijeme metédu neurcitych koeficientov:

(1— ol —al®)™t = apg +p1 L+ ppl® + ...

» 7 toho:

1=(1—ail — aal®) (o + 1L +1pl® +...)

» Porovname koeficienty pri L/ na oboch stranach:
Yo=11P1=0
Yk — a1hk—1 — k2 =0

» Woldova reprezentacia obsahuje podmienku >"72 ¢E < 00
(zabezpedi existenciu potrebného inverzného operatora)
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia
L Podmienka stacionarity pre AR(2)

» Rekurentne pocitané v, pre dve dvojice parametrov a1, ap (zo

stacionarneho a nestacionarneho procesu):

[ R N NN R . = N
3|g|g|g|g|w‘m‘g Hw‘ﬂ‘m‘w‘b‘w‘m|

A | & c
alpha_1
alpha_2

phi0=1 1 1 1
phi_1 = alpha_1 2 0,5 1,2
phi_k = alpha_1 phi_{k-1} + alpha_2 phi_{k-2} 3 0,85 0,64
4 0,725 -0,192
5 0,8725 -0,7424
6 =D$1*D8+D$2*D7
7 | 0,959125  -0,290816
8  1,0023125 0,2408448

9 1 1,07663125 0,52166656
10 1,139703125 0,433324032
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LPl:)dmienka stacionarity pre AR(2)

>

Riesenie rovnice 1, — a1ti_1 — aptPk_»> = 0 hfaddme v tvare
e = Ak
Dosadenim dostaneme, ze nenulové v, je rieSenim prave vtedy,
ak

A2 — a1\ —ap = 0.

Ak mé tato kvadraticka rovnica dva korene (redlne alebo
komplexné), mame dve rieSenia a vSeobecné rieSenie je

P = Cl)\ll< + C2)\§.

Ak je korefi dvojnasobny, druhé rieSenie je kA a vieobecné
rieSenie
e = X + kK.

Konstanty c1, ¢ zo zaciatoCnych podmienok g, 1)1
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L Podmienka stacionarity pre AR(2)

Podmienka stacionarity: zaver

» Podmienka stacionarity:Kvoli splneniu podmienky
Zf.io L,/)JZ < 0o musia byt korene charakteristickej rovnice

A2 —oA—oar =0

v absolltnej hodnote mensie ako 1.
» Inak povedané (obvykla formulécia v stvislosti s ¢asovymi
radmi): korene rovnice

1— a1l —asl?>=0

musia byt v absolitnej hodnote vacsie ako 1, teda mimo
jednotkového kruhu

» VsSimnime si, Ze to isté vyslo pre AR(1) proces o(L)x; = & + u,
kde a(L) = 1 — L - koren polynému «/(L) musi byt mimo
jednotkového kruhu
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L Podmienka stacionarity pre AR(2)

Podmienka stacionarity v R-ku

» Funkcia polyroot:

A polynomial of degree n - 1,
p(x) =z1 +z2 *x + __+z[n] * xNn-1)

15 given by its coefficient vector z[1:n]. polyroot returns the n-71
complex zeros of p(x)
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L Podmienka stacionarity pre AR(2)

Podmienka stacionarity v R-ku: priklad

Overime stacionaritu procesu
Xt = 1.2 + 0'3Xt71 - 0.8Xt72 + Ug,

teda
(1-03L+0.8L%)x; =12+ u;

Je stacionarny, lebo vSetky absoliitne hodnoty s vacsie ako 1:
polyroot(c(1l, -0.3, 0.8)) # korene

## [1] 0.1875+1.1022i 0.1875-1.1022i

abs (polyroot(c(l, -0.3, 0.8))) # abs. hodnoty

## [1] 1.118034 1.118034
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LPodmienka stacionarity pre AR(2)

AR(2) model pre spread: stacionarita

» Pripomenme si vystup:

#it Estimate SE t.value p.value
## arl 1.1809 0.0650 18.1566 0.0000
## ar2 -0.2886 0.0651 -4.4321 0.0000

## xmean  1.0449 0.4212 2.4807 0.0139

» Teda model je
Xt = 1 + 1.1809Xt_1 — 0.2886Xt_2 + ug

parameter 0 je taky, aby platilo E(x;) = 1.0449
» PrepiSeme pomocou polynému v L:

(1 —1.1809L + 0.2886L2)x; = & + u;
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LPodmienka stacionarity pre AR(2)

AR(2) model pre spread: stacionarita

> Najdeme presné hodnoty koeficientov modelu

(1 —1.1809L + 0.2886L%)x; = & + u; :

» Pripomenme si Struktiru objektu ar2 pomocou

str(ar2),potrebujeme vytiahnut hodnoty koeficientov:

ar2$fit$coef

## arl ar2 xmean
## 1.1808724 -0.2885893 1.0449355

polyroot(c(1l, -1.1809, 0.2886)) # priblizne

polyroot(c(l, -ar2$fit$coef[1:2])) # presne
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia
LPodmienka stacionarity pre AR(2)

AR(2) model pre spread: stacionarita

» Rozdiel pri pouziti pribliznych a presnych koeficientov je maly,
ale druhy postup sa da pouzivat automaticky, bez kopirovania
vystupu

abs (polyroot(c(l, -ar2$fit$coef[1:2])))

## [1] 1.196978 2.894901

» Absolttne hodnoty st vSetky vacsie ako 1 — stacionarita
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia

L Podmienka stacionarity pre AR(2)

AR(2) model pre spread: rezidua

» Pripomenme si dobré rezidua:

p values for Ljung-Box statistic

p value
04 08
1

0o

lag

» VsSimnime si, Zze LB Statistika zac¢ina od lagu 3

» Pocet stupnov volnosti je polet testovanych korelacii minus 2
(td4 2 pochadza z toho, ze mame AR(2) model)
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L Podmienka stacionarity pre AR(2)

AR(2) model pre spread: predikcie na 2 roky

sarima.for(spread, 8, 2, 0, 0) # kvartalne -> 8 hodnot

T T T T T T
1980 1985 1990 1995 2000 2005
Time 30/40
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L cvitenia

Cviéenia
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LCViEenia

Cvicenie 1. Uvazujme proces x; =5 — 0.4x; 1 + 0.1x; 5 + us

> Ukazte, ze je stacionarny.

» Odvodte diferenénil rovnicu a zacdiatoéné podmienky pre
koeficienty Woldovej reprezentacie. Vypocitajte rekurentne
niekolko prvych clenov. Potom odvodte explicitny predpis pre
vSeobecny clen.

# na kontrolu Woldova reprezentacia 2z R-ka
ARMAtoMA(ar = c(-0.4, 0.1), lag.max = 5)

## [1] -0.40000 0.26000 -0.14400 0.08360 -0.04784
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LCViEenia

Cvicenie 2. Zopakujte pre proces x; =5+ 0.4x; 1 — 0.1x; o + 1y

# na kontrolu Woldova reprezentacia z R-ka
ARMAtoMA(ar = c(0.4, -0.1), lag.max = 5)

## [1] 0.40000 0.06000 -0.01600 -0.01240 -0.00336

» Zo zaciatoCnych podmienok a rekurentného vztahu je jasné, ze
hodnoty v, . Upravte do predpis pre ), do tvaru, ktory
neobsahuje imaginarne Cisla.

» Vysledok z predchadzajliceho bodu budeme este potrebovat pri
analyze autokorelacnej funkcie.
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|—Deﬁm’cia a podmienka stacionarity pre AR(p)

Definicia a podmienka stacionarity pre AR(p)
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LDefinl’cia a podmienka stacionarity pre AR(p)

> AR(p) proces:
Xt = o+ a1 Xg—1 + -+ QpXt—p + ut, (1)

teda a(L)x; = 0 + vy, kde a(L) =1 — a1l — -+ — aplP
» Woldova reprezentécia a stacionarita:

x¢ = a(L) 76 + up),
inverzny operator «(L)~* hladdme v tvare
(L) P =14 1L+ ¢al®+ ...
» Pre koeficienty ¢; dostaneme diferencnii rovnicu
bk — 01Pr—1 — -+ — Qpdp—p =0

= kvéli konvergencii ng)]z musia byt korene polynému «(L)
mimo jednotkového kruhu
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Autoregresné modely: AR(p) model, stacionarita a Woldova reprezentacia

LDefinl’cia a podmienka stacionarity pre AR(p)

Priklad 1

» Proces x; = 0.2x;_1 + 0.3x;_1 — 0.6x; 3 + v
» Je stacionérny, vietky korene 1 — 0.2L — 0.3L% + 0.6L3 si
mimo jednotkového kruhu

abs(polyroot(c(1, -0.2, -0.3, 0.6)))

## [1] 1.218935 1.121728 1.218935

» Korene:

## Re Im Mod
## 1 0.8109 0.9101 1.2189
## 2 -1.1217 0.0000 1.1217
## 3 0.8109 -0.9101 1.2189
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|—Defin|'cia a podmienka stacionarity pre AR(p)

Priklad 1

» Grafické zndzornenie korernov
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LDefinl’cia a podmienka stacionarity pre AR(p)

Priklad 2

» Proces x; = 0.2x;_1 + 0.3x;_1 — 0.6x;_3 + 0.5x¢_4 + u;
» Nie je stacionarny, jeden z korenov polynému
1—0.2L—0.3L2+0.6L3 —0.5L* je vnitri jednotkového kruhu

abs(polyroot(c(1, -0.2, -0.3, 0.6, -0.5)))

## [1] 1.2494352 0.9493448 1.2494352 1.3495174

» Korene:

## Re Im Mod
## 1 0.3999 1.1837 1.2494
## 2 -0.9493 0.0000 0.9493
## 3 0.3999 -1.1837 1.2494
## 4 1.3495 0.0000 1.3495
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|—Defin|'cia a podmienka stacionarity pre AR(p)

Priklad 2

» Grafické zndzornenie korenov:
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|—Defin|'cia a podmienka stacionarity pre AR(p)

UZitocnost pridavania dalSich AR clenov

Predikovanie dopytu po elektrine:

Vu, D. H., Muttaqi, K. M., Agalgaonkar, A. P., & Bouzerdoum, A. (2016). Intra-hour and hourly demand

forecasting using selective order autoregressive model. In 2016 |IEEE International Conference on Power System

Technology (POWERCON) (pp. 1-6). IEEE.

meanvalues  — - Year2013
= Yesr 201z == =vewr201r
—¥—Year2010
It [} e [t} 0
Different lags

W s 6 U 18 8 10
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Fig. 5. Performance of the model with half hourly lags

‘When applying the autoregressive model given in (1) in
load demand forecasting for the half hourly demand in NSW,
the average performance of the model with different values of
order p is recorded as shown in Fig. 5(a) and (b). It is noted
that Fig. 5(b) is a zoom of Fig.5(a) from lag 2 to lag 6.

It can be seen from this Fig. 5(a) and (b) that the MAPE
value reduces when adding more lag to the model until P = 5.
After this critical value, the MAPE values get to the stationary
state. Consequently, this critical value is selected as the order
of the AR model for further development.
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