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Autoregresné modely: AR(p) model, momenty a autokorelaéna funkcia
LStredna hodnota

Zopakovanie prikladu

» Pripomenme si priklad o Grokovych mierach

library(astsa)

r20 <- read.table("data/R20Q.txt")$V1

rS <- read.table("data/RSQ.txt")$V1

spread <- r20 - rS

spread <- ts(spread, frequency = 4, start = c(1952, 1))
ar2 <- sarima(spread, 2, 0, 0, details = FALSE)
ar2$fit$coef

#it arl ar2 Xmean
## 1.1808724 -0.2885893 1.0449355

» Uz vieme, Ze tento model je stacionarny, takze nase vypocCty so

strednou hodnotou boli opravnené.
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L Stredna hodnota

» Mame parametre:

#it arl ar2 Xxmean
## 1.1808724 -0.2885893 1.0449355
» Pre ay = arl, ap = ar2, u = E(x;) = xmean plati:
Xt = 0+ Q1Xt—1 + QoXp—2 + Ut /E()

=0+ a1p+ ap
0=p(l—a; —a)

> Model teda je

x¢ = 0.1125 + 1.1809x;_1 — 0.2886x¢—2 + u
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LStredna hodnota

Zovseobecnenie: strednd hodnota AR(p) procesu

» Majme stacionarny AR(p) proces

Xt =0+ iXe—1+ -+ QpXe—p + Ut

» Ozna¢me 1 = E(x;) a spravme stredn hodnotu z obidvoch
stran:

4]

l—ar—-—ap

p=0+opt -+ app=p=

» D3 sa dokazat, Ze strednd hodnota procesu a parameter 0 maju
rovnaké znamienko.
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|—Autokorelaifné funkcia: motivacia

ACF

» Videli sme vyberovii ACF pre spread:
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LAutokoreIaEna’ funkcia: motivacia

Poznamky a otazky:

| 4
>

>
| 2

Vyberova ACF pre spread sa podobala na AR(1) proces
Napriek tomu AR(1) nebol dobry model kvéli rezidudm, ale
AR(2) uz ano

Aky priebeh ma ACF pre AR(2) proces?

Méze mat podobny priebeh ako pre AR(1)? Zda sa totiz, ze
ano.

Méze mat “dplne iny” priebeh ako pre AR(1)? Teda, mdzeme
niekedy povedat, ze “toto urcite nie je AR(1), ale AR(2) by to
mohol byt'?
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LAR(Q): autokovariancie

» Mobzeme uvazovat § = 0 (zodpovedd to procesu
x¢ = ¥+ — E(yt) , posun procesu o konstantu nezmenf
autokovariancie a autokorelacie - premyslite si, preco ):

Xt = Xe—1+ 0oXe—2 + Ur [Xxe—s, E(.)
E(xext—s) = a1E(xe—1xe—s) + aE(xe—2xt—s) + E(xe—suy)

v

Potom E(x;) = 0 = v(s) = Cov(x¢, xe—s) = E(xexe—s)
> Pre s =0, 1,2 dostaneme siistavu rovnic:

Y(0) = a1y(1) +a2(2) +0°

(1) = a1y(0) + a2v(1)

7(2) = a1y(1) + a2y(0)

— z nej 7(0) = D(xt), v(1), 7(2)
> Pre s > 2 diferen¢na rovnica

V(s) —a1y(s —1) —azxy(s = 2) =0, (1)
zadiatoéné podmienky z predchadzajiceho bodu 10/39
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LAR(2): autokovariancie

Cvicenie

Uvazujme AR(2) proces x; = 0,6x;1 + 0,2x;_5 + uy, pricom
disperzia bieleho Sumu je 0,25.

> Ukazte, ze je stacionarny.

» Odvodte (t.j. spravte vSetky odvodenia, nedosadte do
vSeobecnych vztahov z prednasky) diferenénd rovnicu pre
autokovariancie a sGstavu rovnic pre zaciatocné podmienky.

P Vyrieste ststavu rovnic z predchadzajldceho bodu a rekurentne
pocitajte autokovariancie.

» Comu sa rovna disperzia procesu?

> Vypoditajte z autokovariancii autokorelacie.
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LAR(2): autokorelacie

» Diferenéni rovnicu (1) vydelime ~(0):

p(s) — arp(s — 1) — azp(s — 2) = 0 (2)
» Rovnice uréujice zaciato¢né podmienky pre autokovariancie
boli tri (hfadali sme tri hodnoty - 7(0), v(1), v(2)), v pripade
autokorelacii vSak p(0) nehladame (je to 1)

Pre AR(2) m6zeme spravit:

» Druhd rovnicu vydelime ~(0)a vyuzijeme p(0) = 1=
dostaneme p(1) a mame zaciato¢né podmienky pre rovnicu (2),
ktora plati aj pre s = 2:

p(0) =1,p(1) = 7 — o

a1

Univerzalny postup:

» Hodnotou 7(0) vydelime len posledné dve rovnice
» Ich rieSenim st p(1), p(2) , Co sh zaciatoéné podmienky pre (2)

13/39



Autoregresné modely: AR(p) model, momenty a autokorelaéna funkcia
LAR(Q): autokorelacie

AR(2) model pre spread: ACF modelu

» Spread mame modelovany AR(2) procesom

xp = 0.1125 + 1.1809x;_1 — 0.2886x¢_2 + uy,

» Najdeme ACF tohto procesu

» Diferencna rovnica pre autokorelacie:
p(s) —1.1809p(s — 1) + 0.2886p(s —2) =0

1.1809
p(0) =1,p(1) = 102836

14 /39



Autoregresné modely: AR(p) model, momenty a autokorelaéna funkcia
|—AR(2): autokorelacie

AR(2) model pre spread: ACF modelu
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Autoregresné modely: AR(p) model, momenty a autokorelaéna funkcia
L acr pre AR(2) proces: rézny charakter priebehu

Priklad 1.

barplot (ARMAacf (ar=c(0.3, 0.2), lag.max = 15)[-1])
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L acr pre AR(2) proces: rézny charakter priebehu

Priklad 2.

barplot (ARMAacf (ar=c (0.8,
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LACF pre AR(2) proces: rézny charakter priebehu

» ACF je rieSenim diferencnej rovnice
p(s) —a1p(s —1) —azp(s —2) =0
= priebeh zavisi od korenov charakteristickej rovnice
A2 — i)l —a; =0
> A1, Ao redlne a rozne: ACF ma tvar
p(s) = ad] + @A

zo stacionarity: [A1o| <1
> X1, \> komplexné: ACF je timenad kombinacia sinusu a kosinusu

p(s) = r*(c1 cos(ks) + cy sin(ks))
zo stacionarity: |r| <1
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LACF pre AR(2) proces: rézny charakter priebehu

Priklad s periodickym charakterom

» Proces: x; = 1.4x;—1 — 0.85x:_> + uy
> Korelacie splnaji diferencnd rovnicu

p(k) = 1.4p(k — 1) — 0.85p(k — 2)

> Jej vSeobecné rieSenie

p(k) = 0.922K(¢; cos(0.709k) + ¢ sin(0.709k))

» Konstanty ¢, ¢ zo zacdiato¢nych podmienok p(0), p(1)

> cos(nt),sin(nt) — periéda 2~
» V nasom pripade 27” = 0%769 = 8.862 ~ 9 = v datach

generovanych tymto procesom sa da Cakat takato periéda
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I—ACF pre AR(2) proces: rézny charakter priebehu

list(ar = c(1.4, -0.85)), n = 100)
"blue“)

x <- arima.sim(model
plot(x, 1lwd = 2, col
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L AcF pre AR(2) proces: rozny charakter priebehu

acf(x, lwd = 2, col = "blue")
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L acF pre AR(p) proces

Disperzia, autokovariancie

» Znovu moézeme predpokladat nulovi stredni hodnotu, teda
Xt = Q1X¢—1 + -+ QpXp—p + Ut

» Vynasobime obidve strany ¢lenom x;_s a spravime stredn(

hodnotu:
Xt = ouXe—1+ -+ apXe—p + Ur [XXe—s, E(.)
Y(s) = ary(s—1)+ -+ apy(s — p) + E(urx;—s)

24/39



Autoregresné modely: AR(p) model, momenty a autokorelaéna funkcia
L acr pre AR(p) proces

» Pres=0,1,...,p — sustava p + 1 rovnic s nezndmymi
7(0), (1), -, v(p):

’7(0) = Oél")/(l) + 0427(2) + -+ ap’Y(P) + o2
(1) = a1y(0) + a2y(1) + - + apy(p — 1)

vp) = arv(p—1)+ay(p—2)+ - +apy(0)  (3)

» Ostatné autokovariancie z diferenénej rovnice

() —ary(s =1) = —apy(s —p) =0 (4)
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L acr pre AR(p) proces

Autokorelacie

» Diferenéna rovnica pre autokorelacie - rovnicu (4) vydelime
disperziou v(0): p(s) — aips—1 — -+ —app(s —p) =0
» Zaciato¢né podmienky - poslednych p vydelime ~(0):

p(1) = 1p(0) + azp(1) +--- + app(p — 1)

a1p(p — 1)+ azp(p —2) + -+ + app(0)

)
—~
o
N—r
Il

26 /39



Autoregresné modely: AR(p) model, momenty a autokorelaéna funkcia
LACF pre AR(p) proces

Cvicenie

Uvazujme proces x; = 0.2x;—1 + 0.3x;_» — 0.6x;—3 + u; (overovali
sme jeho stacionaritu). Odvodte:

» jeho disperziu, ak je D(u;) = 10
» Yule-Wolkerove rovnice
> ACF pre lagy 1- 5

# pre kontrolu, funkcia ARMAacf
ARMAacf(ar = ¢c(0.2, 0.3, -0.6), lag.max = 5)

## 0 1 2 3
## 1.00000000 0.04347826 0.28260870 -0.53043478 -0.0473!
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L acr pre AR(p) proces

# kvol? prehladnosti — hodnoty vypiseme pod seba
cat (ARMAacf(ar = c¢(0.2, 0.3, -0.6), lag.max = 5),
sep = "\Il")

## 1

## 0.04347826
## 0.2826087
## -0.5304348
## -0.0473913
## -0.3381739
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AR(p) model pouzity na realne data
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|—AR(p) model pouzity na redlne dita

Data

P> 3-mesacna Grokova miera, Nemecko, 1970ql - 1998q4

year

970 1975 1980 1985 1990 1995

a) Three months money market rate in Frankfurt
1970 - 1998

Prebraté z ucebnice Kirchgédssner & Wolters, example 2.6
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|—AR(p) model pouZity na realne data

Odhadnuty AR(2) model

GSR, = 0.577 + 1.407GSR., — 0498 GSR,, + i,
(2.82) (17.49) (-6.16)

R* = 0910, SE = 0812, Q(6) = 6.431 (p = 0.377),
plt)
14
0.81
0.6
0.4
0.24 1.
0= . N — T
02 10 15 20
0.4+
0.6
0.8 ¢) Estimated autocorrelation function of the

-1 residuals of the estimated AR(2) process
with confidence intervals

(3.1
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LAR(p) model pouzity na realne data

Otazky k odhadnutému modelu

> Ukazte, ze je stacionarny.

» Analyzujte rezidua - autokorelogram a Q Statistiku. Aka
hypotéza sa testuje, ked ma Q Statistika rozdelenie so 6
stupnami volnosti?

> Aka je strednd hodnota procesu?

Aky je priebeh jeho autokorelacnej funkcie?

> Vysvetlite nasledovné tvrdenie z knihy: O aké korene ide?
Odvodte aj ostatné hodnoty uvedené v texte. Ako sa z nich
vypocita periéda?

A\

The two roots of the process are 0.70 = 0.061, i.e. they indicate cycles which are
strongly dampened. The modulus (dampening factor) is d = 0.706; the frequency
f=10.079 corresponds to a period of 79.7 quarters and therefore of nearly 20 years.
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Zaverecné poznamky k ACF, motivacia k PACF
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Autoregresné modely: AR(p) model, momenty a autokorelaéna funkcia
|—Zévere(:né poznamky k ACF, motivacia k PACF

Autokorelacie - priklad 1
» AR(2) proces x; = 1.4x;_1 — 0.85x;_2 + u¢
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0.0
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Index

34/39



Autoregresné modely: AR(p) model, momenty a autokorelaéna funkcia
|—Zévere(:né poznamky k ACF, motivacia k PACF

Autokorelacie - priklad 2
» AR(3) proces x; = 1.5x;_1 — 0.8x;—2 + 0.2x¢—3 + u;
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|—Zévere(:né poznamky k ACF, motivacia k PACF

Autokorelacie - priklad 3

» AR(3) proces x; = 1.2x;_1 — 0.4x;—2 — 0.1x¢—3 + U
» Daji sa oCakavat komplexné korene

1.0

acf3
0.4
1

0.2

0.0
I
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|—Zévere(:né poznamky k ACF, motivacia k PACF

Autokorelacie - priklad 4

acf4

Index
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LZévereEné poznamky k ACF, motivacia k PACF

Autokorelacie - priklad 4

P> Proces nie je stacionarny — predchadzajlci vypocet nema
zmysel

polyroot(c(1l, -1.5, 0.8, 0.2))

## [1] 0.7610683+0.5711581i 0.7610683-0.5711581i -5.5221.

abs(polyroot(c(l, -1.5, 0.8, 0.2)))
## [1] 0.9515496 0.9515496 5.5221367
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LZévereEné poznamky k ACF, motivacia k PACF

Autokorelacie - priklad 5 - motivacia pre PACF

» ACF - jedna pre AR(2), druha pre AR(3) - nevieme ich rozlisit
» Pri praci s ddtami mame navyse len odhad ACF
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