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Abstrakt

J ANOCKO, Jozef: Aplikacia metody zdruzenych asymptotickych rozvojov vo financénej
matematike [Diplomova préca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matema-
tiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: Doc.
RNDr. Beata Stehlikova, PhD, 2016, 93 s.

Predlozena diplomova praca sa zaobera metdédou zdruzenych asymptotickych rozvo-
jov a jej vyuzitim vo finan¢nej matematike. Jej cielom je ttito metodu vysvetlit, ukazat
jej vyuzitelnost v praxi na konkrétnych financénych modeloch a ziskané vysledky vyuzit
na fitovanie a predikovanie cien opcii pomocou redlnych trhovych dat. Prvé styri ka-
pitoly prace su viac teoreticky ladené, uviddzaji nas do matematického kontextu tejto
metody, a metodu vysvetluju aplikovanim na rieSenie problémov, pricom pomocou nej
ziskavame ich asymptotické aproximacie. Najprv sa riesi jednoduchy problém z oblasti
obycajnych diferencialnych rovnic, potom realne finan¢né modely: Black-Scholesov mo-
del a jeho zdokonalenie Constant Elasticity of Variance (CEV) model. Pre prvé dva
spominané problémy uvadzame aj explicitné rieSenie. Dalsie dve kapitoly su praktickej-
Sie ladené. Nami odvodené aproximativne rieSenie CEV modelu porovnavame s expli-
citnym riesenim Black-Scholesovho modelu vyuzivajic fakt, ze origindlny CEV model
by pri vhodnych parametroch (parameter v = 2) mal byt totozny s Black-Scholesovym
modelom. Nasledne nami odvodené aproximativne rieSenie CEV modelu aplikujeme na
fitovanie a predikovanie cien opcii vyuzitim redlnych trhovych dat, pricom uvadzame
viaceré racionalne zdévodnené vyskumné hypotézy, ktorymi chceme posudit kvalitu od-
hadnutych cien. Vysledkom prace je vysvetlenie a vyuzitie metddy zdruzenych asymp-
totickych rozvojov na redlnych problémoch z finan¢nej matematiky a nacrtnutie prak-
tického vyuzitia ziskanych vysledkov na pozorovanie kvality fitovania a predikcie cien
opcii vyuzitim redlnych trhovych dat. Hoci sa nam viaceré nase vyskumné hypotézy

nepotvrdili, takéto vysledky zdovodnili a podali ich ako podnety k dalsiemu vyskumu.

Krlacové slova: Metoda zdruzenych asymptoticky rozvojov, singularny perturbacény

problém, asymptotickd aproximacia, Black-Scholesov model, CEV model



Abstract

JANOCKO, Jozef: Application of matched asymptotic expansions method in financial
mathematics [Master Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathe-
matics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics,
Supervisor: Doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD, 2016, 93 p.

The master thesis is concerned with method of matched asymptotic expansions and
its application in financial mathematics. The purpose of the thesis is to explain this
method, to show its applicability in practice for specific financial models, and obtained
results use for fitting and predicting of option prices by means of real market data. First
four chapters are theoretically oriented. They introduce the mathematical context of
this method, and they explain this method by application on problem solving where
we get as a results asymptotic approximations. In the first place the simple problem
from area of ordinary differential equations is solved, then real financial models: Black-
Scholes model and its improvement Constant Elasticity of Variance (CEV) model. For
the first two their explicit solutions are introduced. The subsequent two chapters are
practically oriented. Approximative solution of the CEV model is compared to the
explicit solution of the Black-Scholes model where we use the fact that for suitable pa-
rameters (parameter v = 2) the original CEV model and Black-Scholes model should
be identical. Then we utilize approximative solution of the CEV model which we de-
rived earlier for fitting and predicting option prices by the means of real market data
where we introduce several rationally reasoned research hypotheses by which we want
to assess the quality of estimated prices. The result of the thesis is explanation and
application of method of matched asymptotic expansions for real problems from area of
financial mathematics and sketch practical application of obtained results for assessing
the quality of the fitting and the predicting of option prices by the means of real market
data. Even though some of our research hypotheses were not confirmed we explained

such results and putting them as incentive for further research.

Keywords: Method of matched asymptotic expansions, singular perturbation

problem, asymptotic approximation, Black-Scholes model, CEV model
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UVOD UVOD

Uvod

Od doby, kedy v roku 1973 Black, Scholes a Merton odvodili zdkladny, tzv. lognornalny
model na ocenovanie finan¢nych derivatov, ubehlo uz vyse 40 rokov. Vyhodou tohto
modelu je explicitny vzorec na rieSenie, nevyhodou st mnohé vel'mi silné predpoklady.
Za tento ¢as sa vyvinulo mnozstvo novych modelov, ktoré sa s rozhodli priblizit k
realnemu svetu zoslabenim predpokladov a vystupom s zvic¢Sa realistickejSie ceny
opcii. Ich explicitné rieSenie vSak uz nie je také jednoduché a v mnohych pripadoch
ani neexistuje. Hoci je moZné modely riesit numericky, je tu snaha hladat vhodné
analytické aproximacie, odhalujice zasadné kvalitativne vlastnosti rieSenia.

Naga praca sa zameriava na vysvetlenie a aplikovanie takejto aproximacnej metody
- metdédou zdruzenych asymptotickych rozvojov. Praca je rozdelend na Sest kapitol,
pricom prvé Styri maju skor teoreticky a dalsie dve aplika¢ny charakter. V prvej ka-
pitole uvadzame historicky a matematicky kontext - singularne perturba¢né problémy,
na ktorych rieSenie sa vyuziva, schematicky postup ich rieSenia, no aj potrebny te-
oreticky zaklad z oblasti perturbacnej teorie. V druhej kapitole rozoberame explicitné
rieSenie problému z oblasti ODR a nasledne ho aproximativne rie§ime nami skimanou
metodou, pricom toto rieSenie podrobne vysvetTujeme. Nakoniec vysledky porovna-
vame. V dalsich dvoch kapitolach uz metodu aplikujeme na zékladny finanéné modely.
V uvode tretej kapitoly najprv uviddzame zékladné pojmy z teédrie spojitej financne;j
matematiky, potom predstavujeme Black-Scholesov model, ktory mozno povazovat za
zakladny finan¢ny model. Uvaddzame explicitné rieSenie, opiat hladame aproximéciu
nami skimanou metodou a takisto ju aj vysvetlujeme. Vo §tvrtej kapitole uvadzame
alternativny finanény model - ,,Constant elasticity of Variance (CEV) model a ziskame
jeho aproximaciu nami skimanou metodou. V piatej kapitole vyuzivame istu pribuz-
nost Black-Scholesovho a CEV modelu pri vhodnych parametroch, a pri nich nagu CEV
aproximéciu vizualne porovnavame s explicitnym rieSenim Black-Scholesovho modelu.
V poslednej kapitole vyuzivame nami odvodené aproximativne rieSenie CEV modelu
prakticky a analyzujeme fitovanie a predikcie cien redlnych trhovych dat.

Cielom préace je ¢itatelovi vysvetlit metédu zdruzenych asymptotickych rozvojov a
ukazat jej vyuzitelnost na finanénych modeloch - to jednak hladanim aproximativneho

rieSenia niektorych z nich a jednak jeho vyuzitim pri aplikacii na redlne trhové déta.
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1 HISTORICKY A MATEMATICKY KONTEXT

1 Historicky a matematicky kontext

1.1 Historicky kontext

Podl'a zdroja [10] sa pociatky tejto metddy datujia do roku 1904, kedy prebehol treti
medzindrodny kongres matematikov v Heidelbergu, na ktorom Ludwig Prandtl hovoril
o toku kvapaliny s malym trenim. Prave fyzikalne problémy s trenim boli motivaciou na
vyvin tejto tedrie, pretoze dovtedajsi aparat takmer neumozinoval ratat s trenim kvoli
obrovskym matematickym komplikadciam sposobujicim, ze ziskané vysledky v zloZite]
forme boli prakticky nepouZiteIné. Prandtlova idea v8ak spoc¢ivala v predpoklade, Ze
okrem tenkej vrstvy pri pevnom okraji sa kvapalina pohybuje bez trenia a na vicsino-
vej oblasti mozno toto trenie pri rieSeni zanedbat. S tymto predpokladom mohli byt v
mnohych pripadoch prekonané dovtedajsie matematické fazkosti a odvodené uspoko-
jivé riesenia problémov.

Problémy, kde sa tloha sprava inak na malej hrani¢nej vrstve, nazyvame singularne
perturba¢né problémy a nimi, respektive metédou urc¢enou na ich rieSenie, sa v praci

budeme zaoberat.

1.2 Perturbac¢né problémy

Teraz si zo SirSia rozoberieme perturbac¢ni teériu, aby sme poukazali na matematicky
kontext, v ktorom je naga metdda ukotvena.! Perturba¢éna teodria sa zaobera tlohami, v
ktorych sa vyskytuje maly parameter - zvycajne ¢, pricom chceme zistit, ako sa aloha
sprava, ked sa tento maly parameter blizi k nule (¢ — 0). Vyskytuju sa zvycajne v
algebraickych a diferencialnych rovniciach, pricom v nasej praci sa budeme zameriavat
prave na druhit menovanu oblast.

Tieto problémy delime na Reguldrne a Singuldrne podla toho, ¢ sa nam pre ¢ = 0
rad rieSenej rovnice znizuje. Tak sa deje pri singularnych perturba¢nych problémoch a
prave na ich rieSenie sa vyuziva metéda zdruzenych asymptotickych rozvojov.

Na tomto mieste v praci nasleduju kratke popisy a ukazky tychto problémov v ODR.

'Nasledovny rozbor tedrie derpame najmi zo zdrojov [5] a [2].

11



1.2 Perturbac¢né problémy 1 HISTORICKY A MATEMATICKY KONTEXT

1.2.1 Regularne Perturba¢né problémy

Riesia sa sposobom, Ze sa najprv vyriesi jednoduchy problém, ktory vznikne, ked e = 0,
nakolko tento problém je rovnakej povahy, ako perturbovany problém.? Po vyrieSeni
tohto problému sa k rieseniu pridava perturbac¢ny clen.

Priklad takéhoto problému v ODR:3
1
" r_t
U +eu = 5
0<z<1,0<e<1

u(0,e) =0; u(l,e) =1

1.2.2 Singularne Perturbaé¢né problémy

Nedaju sa rieSit sposobom, Ze sa problém najprv vyriesi pre ¢ = 0, nakolko tento
problém nie je rovnakej povahy, ako perturbovany problém*, preto je potrebné vyuzit

alternativne metody rieSenia.

2Ako moézeme vidiet v nasledujicom priklade - ODR druhého radu si zachova svoj rad, takze

budeme schopni zaistit splnenie oboch okrajovych podmienok.
3 Nakol'ko sa na tomto mieste prace vyskytuje prva rovnica, je vhodné napisat ¢osi o sposobe ich

znacenia v rdmci prace. Znacenie rovnic je robené nasledovne:

Neznacené - tie rovnice a vzorce ktoré nemaju Specidlny vyznam a ani sa na ne v praci dalej

neodvolavame.
UX - zadania tloh (X je nahradené prislusnym poradovym ¢islom).
RX - riefenia tloh (X je nahradené prislusnym poradovym ¢islom).
SRX - systém rovnic (X je nahradené prislusnym poradovym ¢islom).

Osobitné - ak ma dana rovnica, vzorec alebo typ rovnic vlastny zauZivany nazov, tak znacenie
uvadza jeho schematické vyjadrenie, priklad: Black-Scholesové parcidlna diferencialna rovnica

mé znacenie (B — S PDR).

4Ako mozeme vidiet v nasledujicom priklade - ODR druhého radu sa nam zredukuje na ODR
prvého radu, takze pri rieseni pre € = 0 kvoli nedostatku volnosti nebudeme schopni zaistit splnenie

oboch okrajovych podmienok.

12



1.3 Vseobecny postup 1 HISTORICKY A MATEMATICKY KONTEXT

Priklad takéhoto problému v ODR:

7 r_ =
EU —|—u-2
0<xr<1,0<ex1

u(0,e) = 0; u(l,e) =1

1.3 VsSeobecny postup rieSenia DR pomocou metédy zdruze-
nych asymptotickych aproximaécii

Na tomto mieste uvadzame vSeobecny, schematicky postup, ako riesit DR metddou,
ktor v praci rozoberame.?

Na aplikaciu tejto metody je potrebné vykonat Styri kroky:

1. Skonstruuje sa asymptoticky rozvoj funkcie na vonkajsej oblasti, zvyc¢ajne v tvare

regularneho radu, a pomocou neho najdeme asymptotické rieSenie na tejto oblasti.

2. Analyzuje sa hrani¢nd vrstva, pre fiu sa tiez najde asymptotické rieSenie pomocou

asymptotického rozvoja funkcie, tentoraz nie nutne v tvare regularneho radu.

3. Vyuzije sa podmienka, 7e tieto dve rieSenia sa musia zhodovat na ich hranici na

dourcenie zostavajucich konstant.

4. Napokon sa kombinaciou tychto rieSeni vytvori finilne rieSenie. Je to asymp-
totickd aproximécia, teda nie je uplne zhodnd s explicitnym rieSenim, no pre
akukolI'vek toleranciu viem vypocitat dostato¢ne vela ¢lenov rozvoja a zvolit e

tak, aby bola tato aproximacia dostato¢ne presna.’

1.4 Zakladné pojmy perturbac¢nej tedrie

V tejto teodrii sa vyskytuje viacero pojmov, ktoré chceme neskodr pocas prace pouzivat
bez d'alsieho vysvetlenia, preto ich podrobne rozoberieme v tejto ¢asti. Tieto definicie
sleduju vysvetlenia tychto pojmov z [13, s. 2-9], pokial nie je pri danom pojme explicitne

uvedené inak.

®Kombinujeme popis postupov zo zdrojov [5, 2].
6T4to posledné veta sa v zdrojoch nevyskytuje, vychadza viak z nagej skiisenosti z riesenia tloh.

13



1.4 Pojmy 1 HISTORICKY A MATEMATICKY KONTEXT

Definicia 1.1 (Taylorov rozvoj).
Nech je funkcia f(x) nekonecéne diferencovatelnd v bode x = xy, potom ju moZeme

vyjadril vo forme nekonecného mocninového radu vgrazu (v — xg), a to nasledovne:

f(z) = ag + a1(z — x0) + ag(z — 20)* + ...
kde

Definicia 1.2 (Funkcie miery?).
Nech je dand premennd € > 0. Predpokladajme, Ze pre funkciu f(e) existuje limita

v bode € = 0 8, potom nastdva jeden z troch nasledovnijch pripadov:

(

0

lim|f(e)l| =4 A 0<A<o

e—0

(0.9]
\

Za icelom Specifikovania rychlosti, akou funkcia | f(e)| konverguje k nule alebo diverguje
do nekonecna, porovndvame tito riyjchlost s rijchlostami zndmych funkcii, ktoré tiez
konverguju k nule, respektive diverqujiu do nekonecna - tie za tymto ucelom nazijvame
funkcie miery. Triedu takychto funkcii zvycajne oznacujeme 6(¢). Jednotliviich célenov

tejto triedy oznacujeme 6,(¢) n € Ny.?

Najjednoduchsie triedy funkcii mier su:

pricom jednotlivé funkcie ako ¢leny danych tried pre € blizke 0 spliiaji nerovnosti:

1>e>e?> ...

elce?<ceB <.

"z AJ originalu ,,Gauge functions“, kvoli jednoduchosti pojmu sme si zvolili tento preklad, miera

tu spomenuta vSak nema ni¢ spolo¢né s tedriou miery vo vSeobecnosti.
8Napriklad funkcia sin (2) to nesplia
9Symbolom §, respektive d(g), oznatujeme aj reprezentanta triedy funkcie miery d;(¢). Pre prvi

triedu funkcif mier z nadchadzajticej pozndmky dostdvame § = 61(c) = ! =e.

14



1.4 Pojmy 1 HISTORICKY A MATEMATICKY KONTEXT

Teda mozno vidiet, Ze prva triedu funkcii - celoc¢iselné kladné mocniny ¢, mozno pou-
zivat na odhad rychlosti konvergencie funkcie f(¢) k nule a druha zasa vzhladom na

divergenciu do £o0.

Pozndamka: Pokial by sme chceeli, aby sa rychlost konvergencie presne rovnala rychlosti
konvergencie niektorej funkcie miery d,,(¢) n € Ny z danej triedy funkcii miery (e),

tak musi platit '°:

lim /()

5—>05n<g)

Definicia 1.3 (O(¢) = Rad funkcie vzhladom na ¢).

= A, AeR\0O

Magme f(€) a g(e) definované na nejakom okoli bodu € = 0. PiSeme
f(e) =0(g(e)) pri =0
ak existuge takd kladna konstanta M, Ze plati

je ohraniceny.

|f(e)] < M|g(e)| , ekvivalentne, Ze vyraz '%

pre vsetky € z nejakého okolia bodu € = 0.

Pozndmka: Podla zdroja [6, str. 5] mozno pre g(¢) # 0 na okoli bodu € = 0 tito

definiciu prepisat nasledovne

Ak

limﬁ =L,

E—)OQ({E)
kde —oo < L < 0o, potom f = O(e) pri e — 0.

Definicia 1.4 (o(¢) = funkcia je dominovana druhou vzhladom na ¢).

Majme f(e) a g(e) definované na nejakom okoli bodu € = 0. Piseme

fle) =olg(e)) pri e—=0

ak

g(¢)

lim
e—0

Oanalogicky s divergenciou

15



1.4 Pojmy 1 HISTORICKY A MATEMATICKY KONTEXT

Pozndmka: Laicky teda mozeme tieto dva pojmy - o(g(e)) a O(g(¢)) rozlisit tak, ze pre
prvy je limita spomenuté v jeho definicii vzdy nula, no pre druhy by mohla tato limita
vyjst nenulovd a kone¢néd. V takom pripade vravime, ze funkcie f a g st rovnakého
radu vzhladom na e.

Zdroj [6] v8ak upozoriuje, Ze termin O(f(g)) = O(g(e))!! ma dvojaké vyuzitie,
okrem toho, ktory bol zadefinovany vyssie v praci, nim aj oznacujeme fakt, ze dana
funkcia mé presne rovnaky rad ako druhé funkcia, teda formalne (podla predoslych
definicii) f(e) € O(g(¢e)) ale zaroven f(e) ¢ o(g(e)).

Tu si mdzeme aj uvedomit vyznam funkcii miery - urcuji, akou rychlostou funkcia
konverguje, resp. diverguje a za ur¢itych okolnosti (spomenutych v jednej z predcha-

dzajicich pozndmok) nam presne urcia rad funkcie vzhlTadom na e.

Definicia 1.5 (Asymptoticka aproximacia). 2

Nech si dané funkcie f(e) a ¢(e). Vravime, Ze ¢(g) je asymptotickou aproximéciou

funkcie f(e) prie — 0, ak f = ¢+ o(¢) prie — 0. Piseme f ~ ¢ prie — 0.

Definicia 1.6 (Asymptoticka postupnost).

Postupnost {¢,(€)}o2, nazgvame asymptotickou postupnostou, ak plati

Pnt1(e) = 0(n(e)) pri e —0.

Definicia 1.7 (Asymptoticky rozvoj). '
Ak {pn(e) 152, je asymptotickd postupnost, potom md f(g) asymtoticky rozvoj do n

élenov vzhladom na tito postupnost, prave vtedy ked
f= Z apr + o(¢m) prie — 0.
k=1

Pozndmka: V zdroji [6] sa funkcie pouzité v tomto rozvoji definuji ako funkcie miery,
ktoré sme si v praci zadefinovali alternativne, ¢erpajtc zo zdroja [13].

Okrem toho mozeme vSeobecne podotknit, Ze doteraz zmienené definicie sa daju
priamociaro aplikovat na funkcie viacerych premennych, nakolko stale vyzadujeme spl-
nenie iba jednorozmernych limit vzhladom na e, s posta¢uje, aby doteraz spomenuté

konstanty boli konstantami iba vzhladom na premennt e.

1 Alebo ekvivalentne popisom, Ze funkcia f je rovnakého raddu vzhladom na e ako funkcia g.
12T4t0 definicia je podla [6, str. 8]
13T4to definicia je podla [6, str. 10]

16



1.4 Pojmy 1 HISTORICKY A MATEMATICKY KONTEXT

Podla zdroja [17, s. 31|, s miernou upravou pre ucely prace, este zadefinujeme
regularny rad, ako asymptoticky rozvoj, kde za {¢,(¢)}>2; vystupuju funkcie miery
d,(€), ktoré st mocniny ¢ teda napriklad 6,(c) = {e"71}°,, ale okrem toho eSte aj
Sn(e) = {eDHvi= 1 € R. Teda pre funkciu ¢(g,2) a v = 0 tento rozvoj vyzerd

nasledovne:

v(e,x) = anwn(x) (reg. rad)

17



2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

2 RieSenie prikladu z ODR

Hlavnym zdrojom tejto kapitoly je pre nas zdroj [5]. Nadvizujeme v nej na tvodni
kapitolu tym, Ze v nej najprv explicitne a neskér aproximativne vyuzitim metédy zdru-
zenych asymptotickych rozvojov riesime ukézkovy singularny perturbac¢ny problém z

casti 1.2.2, teda sa jedna o tlohu v zneni:

1
e +u == Ul
2
0<z<1,0<e<1

uw(0;¢) = 0; u(l;e) =1

2.1 Rozbor explicitného rieSenia signularneho perturbac¢ného

problému

Na lepsie predstavenie problematiky sme sa rozhodli uviest explicitné riesenie a ukazat,
ako sa sprava pre ¢ — 0, pricom pri tejto ukdzke uvedieme niektoré dalsie pojmy
perturbaénej teorie?.

RieSenie vyzera nasledovne:

1 1
U= ———e ' —————— - RO
2(1—e%) 2(1—e %)

N —

Pre e = 0 mézeme vidiet, Ze rieSenie sa nam redukuje na rieSenie trividlneho systému
u = %, a ze toto vSak nekore$ponduje s povahou rieSenia pre e blizko nule, nakolko
pre nenulovi hodnotu tohto parametra este stale mame ODR druhého radu a sme
schopni splnit obe okrajové podmienky. Predsa len sa vsak pre malé ¢ bude rieSenie
na vacsinovom intervale spravat ako rieSenie spominaného trividlneho systému, ako

budeme moct vidief na obrazku na strane 19 hore.'®

14 Aj tieto cerpame zo zdroja [5], samotny vypocet sa d4 urobit podl'a klasickych postupov v zdrojoch

[3, 9].
15Tie obrazky, pri ktorych v praci neprikladame zdroj v ich popise, sme vytvorili sami pomocou

Statistického programovacieho jazyka R v programe R studio. Zvac¢sa su vSak inSpirované podobnymi
obrazkami nachadzajicimi sa v hlavnych zdrojoch danych kapitol, v pripade tejto kapitoly teda zdro-
jom [5].
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2.1 Rozbor explicitného riesenia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

eps=0.9 eps=0.1
0 : . :
[=1 e 1 [=1 . ]
I R
= 2 S
o _| o ]
= T T T T T T = T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0
* x
eps=0.01 eps=0.001
o | o |
o o
[=H . [=1 |
- 3w
S o ] s o
o ] o ]
= T T T T T T o T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
* x

Obr. 1: Spravanie rieSenia pre meniace sa €.

Moézeme si vSimnut, Ze pri € — 0 sa nam rieSenie stale viac diferencuje na dve
podoblasti, az sa napokon pre velmi malé ¢ javi nehladké, ¢o je vSak len dosledok
nedostatoc¢nej preciznosti vykreslovania. Metdda zdruzenych asymptotickych rozvojov
je zalozena na myslienke néjst rieSenie pre kazdua z tychto podoblasti zvlast a potom
ich vhodne prepojit. Za tcelom vysvetlenia tejto idey si rozoberieme podrobnejsie treti
obréazok (tj. pre e = 0,01), je zobrazeny zvlast na strane 20 hore.

Ako si na nom mozeme vSimnut, funkcia sa sprava rozdielne na dvoch oblastiach
vzhIadom na defini¢ny obor premennej = - pre z blizke nule a pre x dalej od nuly, tieto
oblasti sme si priblizne rozdelili ¢ervenou ¢iarou, hoci v skutoc¢nosti plynule prechadzaji
jedna do druhej.

Oblast napravo by zodpovedala rieSeniu, keby sme ¢ poslali do nuly a riesili tento
problém ODR. Nazyva sa vonkajsia oblast a na nej ma ¢len v rovnici obsahujici
druhi derivaciu nasobentt malym parametrom e mala, ba priam zanedbatelnd vahu.
Dalo by sa povedat, Ze rieSenie na tejto oblasti nezavisi od e, formalne mozeme pisat
r € O(e°) & z € O(1). Interpretacne, podla spominaného prikladu toku kvapaliny s
nizkym trenim, by sa jednalo o oblast, kde mozno toto malé trenie zanedbat.

Oblast nalavo, oznacena aj svorkou, sa zvykne nazyvat vnitornd oblast alebo hra-

niénd vrstva. V tejto oblasti ndm rieSenie zjavne zavisi od ¢lena obsahujiceho druhia
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2.1 Rozbor explicitného riesenia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

Eps=0,01

1.0

08
|

0.4

02
|

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Obr. 2: Rozdielne spravanie funkcie na dvoch oblastiach.

derivaciu, nakol'ko na tomto tuseku rieSenia ,,dobieha® do druhej okrajovej podmienky,
ktorti by ODR prvého radu vo vieobecnosti nemohla splnit (za predpokladu, Ze uz splia
okrajovii podmienku na druhom konci). Ako uvidime neskor, na tejto oblasti nam riese-
nie zavisi od ¢, ¢len s nim uz nemozno nijakym spésobom zanedbat a v rieSeni sa prejavi
tak, Zze vyjadrime z ako funkciu od e, formalne mozeme pisat z € O(e') & z € O(e).
Interpretacne, podla spominaného prikladu toku kvapaliny s nizkym trenim, by sa
jednalo o oblast, kde toto trenie, hoci malé, nemozno zanedbat.

Tento rozklad rieSenia na dve podoblasti nazyvame Asymptotickd dekompozicia ob-
lasti z, nakol'ko tieto oblasti nemoZno exaktne rozdelit a samostatné rieSenie na kazdej
oblasti je iba asymptotické, pricom je tym menej presné, ¢im viac sa blizi ku kraju v
ktorom susedi s druhou oblastou. Kvoli tomu sa samostatné rieSenia na jednotlivych
oblastiach nepovazuju za kone¢né rieSenie, ale az ich vhodné prepojenie. A rovnako tak
sa tieto oblasti niekedy zvyknt nazyvat aj asymtotickd vniutornd oblast a asymptotickd

vonkajsia oblast.
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

2.2 Asymptoticky aproximativne rieSenie singularneho pertur-

bac¢ného problému.

V tejto c¢asti kapitoly spomenuty problém ODR aproximativne vyrieSime pomocou me-
tody zdruzenych asymptotickych rozvojov. Podrobne vykoname Styri kroky nacrtnuté

v predoslej kapitole - sekcia 1.3, a pri kazdom z nich si vysvetlime potrebnu teériu.

2.2.1 Asymptotické rieSenie na vonkajSej oblasti

Na tejto oblasti plati ze x € O(1)' pre e — 0, teda zodpoveda oblasti, kde x nezavisi

od . Predpokladame riegenie v tvare regularneho radu'’:
u’(z;e) = ud(2)e® + ug(w)e! + ug(z)e® + . ..

Kde horny index ,,0“ oznacuje riefenie na vonkajsej oblasti!® a dolny index ,,i“ funkcii
u; znaci funkciu od z, ktord nasobi &' v tomto rozvoji. Funkcie u? st nezname, ktoré
chceme najst.

Néjdeme prva a druht derivaciu tejto funkcie u®(x;¢) podla x (vyuZivame, Ze deri-
vacia st¢tu sa rovna suctu derivacii):

(1(2:6)) =~ (ug()e + (et + () + ) =

dz
= u (z) +ud (x)e' +uf (v)e* + ...
d* d? 1 2
T2 (@) = 5 (ui(@)e’ + ui(e)e’ +u(@)e’ +..) =

= ud"(z) + vl (x)e' +uy"(x)e* + ...

Nésledne derivacie dosadime do rovnice (U1) a dostaneme nekonecny systém dife-
rencidlnych rovnic (hrani¢né podmienky nespominame zamerne, lebo o nich piseme

podrobne neskor):

0(51) . UO” + uol — O — UO/ — uo/l
0 1 1 0
SR1
0(52) . uo// + uo/ =0 N UO/ _ U,OH
. 1 2 = 2 — "

16pre lepsiu nazornost by sme mohli pisat aj z € O(g)
7"Definicia na strane 17.
187 anglického ,,Outer®.
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

Mozeme si v§imnut, Ze pre problém radu O(g°), dostavame ODR o stupeit nizsieho
radu nez v povodnom probléme (U1) (v ramci klasifikicie linearnych ODR, teda u” —
u'), ¢o je prejav singularnosti problému. To sedi s charakterizaciou vonkajsej oblasti,
ktoru prave vySetrujeme, tu je funkcia u’ vyrazné, u” nie, nakolko na tejto oblasti
mozeme vplyv ¢lenu ndsobeného malym parametrom e zanedbat. To sa d& prirovnat k
faktu, akoby sme povodni rovnicu riesili pre e = 0 kde by sme dostali rovnicu v’ = %

Teraz sa vyjadrime k hrani¢nym podmienkam. Nakol'ko vonkajSia oblast susedi s
pravym krajom intervalu, na ktorom je naga uloha definovana, je racionalne pozadovat,
funkcia u°(z;¢) spliala tito okrajovii podmienku, teda pre z = 1:  u°(1;¢) =

Pokial si prava stranu poslednej rovnosti prepiSeme v tvare rozvoja mocnin ¢ ako

1=1xe%+0xe'+... dostaneme pre rovnice zo systému (SR1) nasledujiice okrajové

podmienky:

Dostavame teda sice nekonecny systém diferencialnych rovnic, tento systém vsSak
vieme zredukovat na postupné rieSenie série obyc¢ajnych diferencialnych rovnic - najprv
najdeme v vdaka prvej rovnici a prislichajicej okrajovej podmienke, potom tito
znamu funkciu dosadime do druhej rovnice a ziskame ODR pre u{ a tak dalej.

Tieto rovnice st trividlne, dali by sa riesit napriklad z vyuZitim poznatkov z [3, 9|,
preto tieto kroky ich rieSenia v praci vynechavame a uvadzame rovno vysledky:

O wf(r) = g +
oY : u(x)=0

OEH: uy(x)=0

N | —

Vidime, 7e v rieSeni neostévaji Ziadne nedouréené konstanty.'®

19V yznam tohto pozorovania praca odhal'uje neskor, ked ndm pri riefeni tlohy na vnitornej oblasti

ostant nedourcené kon§tanty a budeme sa s tym musiet vysporiadat.
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

2.2.2 Asymptotické rieSenie na vniitornej oblasti

Vo vnitornej oblasti chceme zohl'adnit vyznam ¢lena z povodnej rovnice (U 1), ktory je
nasobeny malym parametrom ¢, a tym je u”. Ako sme si mohli v8imnut na obrazku 1,
Sirka tejto oblasti sa zmensuje pre ¢ — 0. Bolo by teda vhodné najst nejaka ind
parametrizaciu ulohy na tejto oblasti, aby sme ju dokézali vySetrovat bez ohladu na
vyber parametra . To docielime predpokladom, 7e je rieSenie na tejto oblasti je zavislé
od parametra ¢ a tato zavislost vyjadrime tak, Ze samotni premennt = vyjadrime ako
funkciu od € vynésobeni novou nezavislou premennou na tejto oblasti, ktori nazveme
£. Potom moéZeme definovat funkciu u!, ktorda popisuje rozne parametrizacie funkcie
u na roznych oblastiach defini¢éného oboru, nie ako funkciu od z, ale ako funkciu od
novej, preskilovanej, premennej &, teda u' = u*(; ).

Premenna z sa teda stane funkciou a bude mat tvar:

x=0(e)¢
kde £E=0(1) pri e—0

Funkciu d(¢) nazyvame miera hribky hraniénej vrstvy, nakolko je pre dané e fixna
a skuto¢ne zodpoveda hribke danej oblasti, pre vhodne zvolent funkciu prave hriubke
hranic¢enej vrstvy. Vyjadruje aj vztah medzi pévodnou premennou z a transformovanou
premennou &.

Neskor, pomocou vhodného dourcéenia konkrétneho tvaru funkcie §, bude jednoznacne
dourcené transformacia, ktord zodpovedé vySetrovaniu problému na vniatornej oblasti,
20 takto dourcent funkciu u! budeme potom oznacovat u’.?!

Potom bude dourcena funkcia 0 takisto zodpovedat reprezentantovi triedy funkcii
miery. Bude to funkcia, ktorej mocniny budeme pouzivat na asymptoticky rozvoj fun-
kcie na vniitornej oblasti.

£) éu"(x;g)

z

Dalej pomocou pravidla na derivovanie zloZenej funkcie uf(£;¢) = u' (%,

20Tomu sa venujeme v podkapitole 2.2.3
21Kde horny index I zodpoved4 anglickému ,,inner*.
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

odvodime, v akom tvare dosadif tito funkciu do rovnice povodnej alohy (U/1):22

Cdw®  dutdé dufl
S dz dédx dES

or  Pwe d (due) d (dufl)  duf 1
T2 T ar \dx ) Tdz \des) T de s

Teraz vlozime tieto substitu¢né vyrazy za v’ a u” do pévodnej tlohy (U 1)?3 a vyko-

o/

name elementarne tpravy:

e d®ut 1dut 1

2de Tide 2 g

ut sdut - 162

de Tzae 2

Uvadzame esSte skrateny zapis:

) 142 ,

ut// _|_ _ut/ — U2
€ 2 ¢

Vidime vS8ak, Ze rieSeni tejto rovnice je potencidlne nekonec¢ne vela v zavislosti od

vol'by funkcie (). Otazkou je teda, ako tito funkciu vhodne Specifikovat.

2.2.3 Hrladanie rovnovah

Pre vhodne zvolent funkciu §(¢) mozeme pre ¢ — 0 dosiahnut stav, ze dva ¢leny
z rovnice dlohy (U2) budi rovnakého a zarovei mensieho radu vzhladom na e ne
treti ¢len a ten budeme moct pre velmi malé ¢ zanedbat. V takom pripade hovorime,
7e tieto dva ¢leny rovnovazne dominuju na tretim ¢lenom. Budeme hladat vSetky tri
mozné kombindcie takychto rovnovah a pri kazdej si vysvetlime, ¢o pre nas znamena.

Rovnovdha druhého a tretieho clenu

Teraz chceme zvolit funkciu §(e), aby druhy a treti ¢len rovnovazne dominovali nad
tretim ¢lenom. Chceme teda, aby ich koeficienty zavislé na € boli rovnakého radu,

nakol'ko samotna funkcia u! od € nezavisi:

§ &

—_—~N —

£ S

22Nakol'ko pri tomto odvodzovani nezavazuje zévislost funkcie J(¢) od € a vystupuje ako konstanta,

budeme ju v tomto odvodzovani a v naslednom dosadzovani oznaovat skratene ako §
23T4 je v povodnom zneni ekvivalentna s tlohou rieSenou na vonkajgej oblasti
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

Obe strany vynasobim %

o~1

Po dosadeni do rovnice (U 2) a do predpisu transformacie premennej x vSak dostavame:

1 1
ut// + _ut/ _
€ 2e

Kde po vynésobeni oboch stran rovnice dostaneme presne rovnicu povodnej tlohy
(Ul), pretoze x = 6§ = &, z ¢oho lahko odvodime u' = w° pri § = 1. Tato ,ziadna
transformécia®“ podvodnej rovnice teda zodpoveda rieSeniu na vonkajsej oblasti, ktoré
sme uz analyzovali predtym.

Rovnovdha prvého a tretieho clenu

Zdovodnenie toho, ¢o robime je obdobné so zdévodnenim pri hladani prvej rovno-
vahy, priamo teda prejdeme na hladanie funkcie d(¢):

52

1~ —
€

Z ¢oho po prenadsobeni oboch stran ¢ a ich naslednom odmocneni dostanem

1
d~e2

Po dosadeni tejto formy funkcie & do rovnice alohy (UU2) dostavame:

1w

ut/l _"_ - U —
€2

1
v 2
0o(1) —— ~~—
0(5—1/2) o(1)
A teda vidime, Ze pre ¢ — 0 je dominantny druhy ¢len nad prvym a tretim, ¢o je v
rozpore s predpokladom, ktory sme si stanovili pri hladani rovnovah.
Rovnovdha prvého a druhého clenu

Znova zobrazujeme uz len hladanie d(¢) cez zrovnanie radu koeficientov tychto ¢lenov

vzhladom na e:

)

1
-~ 2
o) oy =~
O(e)
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Tento vyber nie je v rozpore z predpokladom rovnovaznej dominantnosti vysetrovanych
dvoch ¢lenov nad tretim a navySe nam interpretacne zohladiiuje vyznam prvého ¢lena
z povodnej tlohy, preto ndm prave rovnica pre takto zvolené ¢ reprezentuje problém na
vnitornej oblasti. Teda pre § = ¢ plati u/ = «! a problém na vnitornej oblasti vyzera

nasledovne:
In Ir 1 /
w4 u = 58 U3

Hrl'adanie rieSenia v tvare regularneho radu

Nakolko nam ¢ - reprezentativna funkcia triedy funkcii miery - vys$la cez hladanie
rovnovéh ekvivalentna ¢!, mézeme znova hladat rieSenie v tvare regularneho radu a

teda navrh rieSenia moze vyzerat obdobne ako na vonkajsej oblasti a sice:

ul (58) Zuf()e” +ul () +ub(§)e* + ...

Kde ul(€) pre i = 0,1,... st nezname funkcie, ktoré chceme dour¢it.

Analogicky ako v stati 2.2.1 by sme mohli tento rozvoj ¢len po ¢lene derivovat
jeden, respektive dva razy a tie dosadit do rovnice (US), odkial, vyuzijuc fakt, Ze tato
ODR musi byt plnend pre ¢leny obsahujtice rozne koeficienty vzhladom na O(e) zvlast,

dostaneme nasledovny systém rovnic :

2 SR2

Hrani¢ni podmienku pre u(z;e) z povodnej ilohy prindleziacu x = 0 vieme na tejto
oblasti pretransformovat na podmienku pre u!(£;¢) prinaleziacu ¢ = 0, nakolko x =
g€ a € sa z povahy rieSenej tlohy nerovna nule. Teda u’(0;¢) é(), z ¢oho rozvojom

vzhladom na e dostaneme pre systém (SR2) nasledovné okrajové podmienky:
u(0) =0
ui(1) =0
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

Nakol'ko samotné rieSenie je trivialne, pretoZze kazda rovnica v systéme obsahuje iba
derivacie jednej funkcie, da sa jednoducho najst klasickymi metodami rieSenia ODR

spomenutymi napriklad v [3, 9]; sem uvadzame priamo vysledok:

O(e”) + ug = Po(l —e®)

1
1y . I_ -
0(8 ) DU = 56 + 61(1 — € )
N———
Partikularne rieSenie So(}gg(é%%r{é?sggsl‘%

O(?) : ul = By(1 — %)

Kde By, 81, Ba, ... st zatial nedourcené konstanty - zostali nam kvoli tomu, ze kazda
rovnica zo systému ODR je rovnicou druhého radu, ku kazdej je vSak definovand len
jedna okrajova podmienka. V rieSeni vyssich radov vzhladom na ¢ by nam zostavali

dalsie nedouréené konstanty a rieSenia by mali obdobny tvar ako riesenie pre O(g?).

2.2.4 ZdruZenie asymptotickych aproximacii

7 podkapitol 2.2.1 a 2.2.2 mame nasledovné aproximécie hladanej funkcie na vonkaj-

Sej, respektive vnitornej oblasti:

u’(r;e) = ud(2)e + uf(x)e! + ... = (% + %x) e +0et + ...
u'(&8) = ub () +ul (€)' + ... = Bo(1 — e74)e’ + Bf +41(1 - 6_5):| el + ...

Ako vidime, hrani¢né podmienky na x = 0 a x = 1 st splnené, integrac¢né konstanty
Bo v O(e%) a By v O(e!), ako aj konStanty pre riesenia vyssich radov vzhladom na & vo
vnitornej aproximacii, st vSak stale nedourcené. Determinujeme ich takym spésobom,
aby sme rieSenia na tychto dvoch podoblastiach dokazali hladko prepojit do finalneho
rieSenia. Za tymto ucelom vyuzijeme tzv. princip asymptotickej zhody, ktory definujeme

v nasledovnej podkapitole.?*

240d tejto definicie az do zaveru prace vyuzivame prilezitostne pre Taylorov rozvoj skratku TR.
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

2.2.5 Definicia principu asymptotickej zhody a jeho vyuZitie na dourcenie

zostavajicich konstant

Definicia 2.1. Majme dva asymptotické rozvoje definované pre ¢ — 0, platné pre

N M
r=0(1) ax =), kde £ = O(1), v tvare Y an(x;¢) a > by(&e). Nech tieto
n=0 m=0

dva asymptotické rozvoje aprozimuji funkciu na dvoch prilahlyjch asymptotickijch ob-
lastiach.

Vytvorme teraz nasledujice struktiry :

N M
;a”(@; g)TR ; M;Am(f; e)  prié=0(1)

Z bn(%, £) ; Z B, (z;¢) prix = O(1)

R , TR do radu N =0
13

Teda, uvazujeme vonkajsie prediZenie do vnitornej oblasti a ndsledne takto ziskany
asymptoticky rad Taylorovsky rozvinieme do stupnia presnosti vnitornej aproximdcie.
Analogicky s vnitornou aproximdciou.

Potom hovorime, Ze vonkajsi a vnitorny asymptoticky rad su zdruZené 25, ak plati:

3> An(6ie) = 3 Bafb(0).0

Pozndmka: V priklade, ktory prave rieSime, dané asymptotické rozvoje 27]:[:0 an(z;¢e) a
SM bm(&;€) zodpovedaji asymptotickym rozvojom funkeif u®(z;e) a ul(&;¢). Tito
dekompoziciu oblasti na vonkajSiu a vnutornu oblast sme dokazali ur¢it pomocou zo-

6

brazenia explicitného rie§enia?®, vo vieobecnosti by pomohlo vykreslenie numerického

rieSenia, nakol'ko explicitné rieSenie nie je vzdy k dispozicii.

Teraz tento princip vyuzijeme na dourcenie zostavajicich konstant. Tento postup
ukazujeme len schematicky, nakolko je pomerne rozsiahly a ak by sme ho popisovali
podrobne, zabral by omnoho vac¢siu ¢ast prace, ktoré je aj tak velmi rozsiahla.

Uvazujme situaciu s M = 1,N = 1, kde tieto konStanty zodpovedaji jednak poctu

¢lenov asymptotickych rozvojov, ktoré uvazujeme, a jednak stupnu taylorovho rozvoja,

25aj ,viazané“, ¢ ,zhodné“, z anglického originalu ,,matched®
26y¢inili sme tak v podkapitole 2.1 na obrazkoch 1 a 2
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

ktorym aproximujeme prediZenia na prilahlych oblastiach, aby sme mohli tento princip

vyuzit. Tie odvodime ich nasledovne:

Vonkajsie do O(£°): w~uf= (x4 3)e°
v terminoch = +— &: =1le¢+1

TR pre e — 0, £ = O(1), do N = 1, teda O(&"): =14+ 0(eh)
Vnitorné do O(e%): ul ~ul = Bo(1 —e7%)el
v terminoch & — x: = Bo(l —e™%)

A [N . “ . _z . . ,
Moézeme si v8§imnut, ze vyraz e = z poslednej rovnosti klesa do nuly pre ¢ — 0

2 e b 2 s AV b
exponencialnou rychlostou, preto ho v naslednom taylorovom rozvoji mézeme zanedbat.

Takéto ¢leny budeme oznacovat ,, EST“?7.
TR pre e — 0, z = O(1), do M =1, teda O(&°): = By + EST
Princip teda hovori, ze:

By =

N | —

Toto uplne dour¢uje problém do O(g).
Analogicky postupujeme aj vo vyssich rddoch. Konkrétne pre M = 2,N = 2 proce-
dira dava:
Vonkajsie do O(e!):  w® ~uf+e' uf + O(e?)
=0
=1lz+140+0()
s =3ef+1+0+0(e?)
1 1
= B + ¢t {54 + 0(62)

-

TR pre € — 0, do O(g!)

277 anglického ,exponentially small term*, teda v slovenéine ,,exponencidlne maly ¢len
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

Vnatorné do O(e): ul ~ul 4+ etud
1
) (I—e ) +e' [3¢6+51(1—e8)] +0(e?)
~~
Bo
Es g =i(l—g )+ |32+ /(1 —¢e )| +0(?)
EST EST
TR e — 0, 2 = O(1), do O(") =1 +e'3i 4B+ 0(e?)
x fixujem

=1+le4+e'B+0(eY)
Névrat do ¢ =3+l +e'B+0(e?)
=3 +e' 36+ 5] +0(?)

Vyrazy st zhodné do O(e') vratane, ak®®:

O(e% I =3
OE): 0EhH): 3 =3
O : 0 =8 — B =0

Pokial by sme tento princip chceli pouzit na dalsie nedour¢ené konstanty vystupu-
juce v rieSeni vnitornej oblasti, ktoré prinalezi vy$sim radom vzhladom na e, ahko
by sme zistili, Ze musia byt nulové, nakolko takéto ¢leny vo vonkajSom rozvoji ani
nevystupuju.

Teda asymptotické rieSenia sii:

u’ = (%+%x> e’ +0(e?) r=0(1),e >0

1 1
u! = 5(1 —e %) + 558 + O(e?)
goa 1

x 1
2(1—6_2)50+—x—|—0(52) x=0(),e =0

2
2.2.6 Konstrukcia kompozitnej asymptotickej aproximacie

Teraz by sme cheeli z tychto dvoch funkeif u° a u!, ktoré asymptotickymi rozvojmi ap-
roximuju hl'adantu funkciu na dvoch prilahlych intervaloch, skonstruovat jednu kompo-

zitna aproximéciu, ktora zohladni Specifické ¢rty spréavania hladanej funkcie na tychto

Z8Pre O(¢°) sme to zariadili, ked sme tento princip vyuZili prvy raz na urcenie konstanty f3y, teraz

nam tento ¢len vystupuje viac-menej len pre kontrolu.
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2.2 Asymptotickd aproximacia 2 RIESENIE PRIKLADU Z ODR

intervaloch, zaroven v8ak bude (asponi asymptoticky) rovnomernou aproximéciou v
zmysle lim lim u(z;e) %.
e—=0 z—0
Konstrkukcia tejto kompozitnej aproximécie sa tvori prienikom tychto dvoch povod-
nych aproximécii. Teda po transformovani premennej x respektive ¢ tak, aby v oboch

rieSeniach vystupovali rovnaké premenné, tieto funkcie s¢itame a odratame ¢leny, ktoré

maji spolo¢né. Schematicky tento krok zapiSeme nasledovne:
uw = w4 ul — e

kde u/ zodpoveda finalnej aproximacii a u¢ je funkcia obsahujtca tie ¢leny, ktoré si
pre u° a u! spolo¢né®,

V tvode tejto poslednej casti kapitoly sme si vyjadrili rieSenia na oboch oblastiach
v premennej z a vieme z nich jednoducho douréit funkciu u¢:

1 1

c_ —_0 -
u—2€ +2a:

Teda kompozitna aproximacia ma tvar:

1 1 1 1 1 1 .
f:o I c _ - - - ¢ 0 1:_ % 1
U u’® +u U (2$—|—2 26 )5 +0xe 2$+2 26 R

Mozeme si viimnut, 7e je to presne tvar funkcie u’, teda hovorime, Ze funkcia u!(x, ¢)

asymptoticky rovnomerne aproximuje hladant funkciu u(zx,¢).

2.2.7 Grafické znazornenie riesSeni

Za tcelmi celkovej rekapitulacie tym aj lepSej interpretacie jednotlivych rieSeni a ich
predlzeni do prilahlych oblasti este uvadzame nasledujtcu ilustraciu, ktora sa nachadza
na zaciatku nasledujtcej strany.

I a u° na vnitornej, respektive

Ciernou farbou st v ilustracii vyznacCené funkcie u
vonkajsej oblasti. Modrou farbou st vyznacené ich predizenia do prilahlych oblasti.
Je na nej zaznacCeny aj udaj € = 0, 1 zodpovedajici hodnote ¢, pre ktort tito ilustra-
ciu kons$truujeme. Zéaroven, kedZe miera hrani¢nej vrstvy d(¢) = &, sa ndm v tomto

bode kon¢i asymptoticka vniatorna oblast a za¢ina asymptoticka vonkajsia oblast, a ich

prechod je naznacCeny Cervenou prerusovanou ¢iarou.

P Mysli sa tym, 7e limitné procesy lim lim u(x;¢€) a lim lim u(z; ) komutuji, teda limitn4 hodnota
e—0 xz—0 z—0 e—0

nezavisi od vyberu dréh v rovine (z,¢).

30 _c“ je z anglického ,,common*.
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Vizualizacia riesenia 1

1.0

0.8

ulx eps)

04

0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 3: Riegenia na vnatornej a na vonkajsej oblasti a ich predizenia do prilahlych oblasti.

Nakolko sme uZ spominali, ze kompozitné rieSenie sa v tomto pripade rovna u’,

by stalo za zmienku eSte pohlad na porovnanie tohto rieSenia, ziskaného metddou
asymptotickych aproximacii - (R1), a rieSenia presného - (R0). Avsak tieto rieSenia st
uZ pre ¢ = 0,1 vizuédlne nerozliSiteIné, preto by ndm tato ilustracia nebola nijakym

sposobom nipomocna.
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3 VYUZITIE METODY - B-S MODEL

3 Vyuzitie metédy druzenych asymptotickych rozvo-
jov na vypocet Black-Scholesovej parcialnej difere-
nicialnej rovnice

V tejto Casti prace nasleduje najprv vel'mi stru¢ny tvod do pojmov problematiky sto-
chastickych diferenciadlnych rovnic vyuzivanych vo finan¢nej matematike. Potom nasle-
duje vysvetlenie Black-Scholesovej rovnice, ukidzané jej explicitné rieSenie a zavedenie
parametra I', napokon nasleduje alternativne rieSenie pomocou vyuzitia metody zdru-

zenych asymptotickych rozvojov, na ktorti sa v praci zameriavame.

3.1 Zakladné pojmy

Hned na uvod treba spomenut, Ze vzhladom na rozsah prace mozeme skutoCne spo-
menit len tie najzékladnejsie pojmy spété s touto obrovskou oblastou matematiky,
ktord je potrebné ovladat na pochopenie modernej tedrie spojitej finanénej matema-

tiky. Zdroje tychto pojmov su citacie zo zdrojov [14, 15]:

Definicia 3.1 (Stochasticky proces®'). Stochasticky proces je t-parametricky systém
ndhodngch premenngch {X (t),t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnoZina inde-

Tov.

Definicia 3.2 (Brownov pohyb a Wienerov proces®?). Brownov pohyb {X(t),t > 0}

je stochasticky proces®, pricom

i) vsetky prirastky X (t + A) — X (t) maji normdlne rozdelenie so strednou hodnotou
A a disperziou oA,

ii) pre kazZdé delenie to = 0 < t; < ty < t3 < ... < t, su prirastky X (t1) — X(to),
X(te) — X(t1),..., X (tn) — X(tn_1), nezdvislé ndhodné premenné podla bodu i),
iii) X(0) = 0.

Brownov pohyb s parametrami = 0, 0® = 1 nazjvame Wienerov proces>*.

3170 zdroja [15]
3270 zdroja [15, Definicia 2.1.]
33y originali: ,,t-parametricky systém nahodnych veli¢in®.

3 Ten sa zvykne oznacovat ako W.
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3.2 Explicitné riesenie 3 VYUZITIE METODY - B-S MODEL

Definicia 3.3 (geometricky Brownov pohyb®). Ak {X(¢),t > 0} je Brownov pohyb s

parametrami u, o2 a yo € RT, tak stochastickyj proces®® {Y (t),t > 0}
Y(t) = yoeX®, t>0,

nazyvame geometricky Brownov pohyb.

3.2 Popis, odvodenie rovnice a jej explicitné rieSenie

Black-Scholesova parcidlna diferencialna rovnica opisuje vyvoj ceny derivatu akcie ako
funkciu ceny akcie a ¢asu zostavajuceho do expirdcie derivatu. Je vybudovana na za-
klade matematického modelu, ktory ma viaceré zavazné predpoklady, a teda aj vysledok
rovnice je hodnoverny len do tej miery, do ktorej sa nam realita priblizuje k plneniu
tychto predpokladov. Tie st podrobne popisané v podkapitole 3.2.1.

Za reprezentativny derivat sa zvykne kvoli jednoduchosti odvodenia povazovat europska
kapna opcia na akciu, ktora nevypléaca dividendy. Je to pravo kupit akciu v stanovenom
case T za vopred dohodnutt cenu K. Tento ¢as T budeme v praci nazyvat maturita,cas
splatnosti alebo expirdcia opcie a dohodnuti cenu K budeme nazyvat realizacnou ce-
nou opcie. Cenou samotného derivatu sa mysli cena, za ktora sa toto pravo predava,

37, na finan¢nom

respektive by sa podla ur¢itého finanéného modelu malo predéava
trhu.

Vzhladom na to, Ze teoria stojaca za odvodenim tejto rovnice je velmi rozsiahla,
napiSeme teraz len predpoklady modelu, na¢rtneme hlavné body odvodenia a laicky

ich popiseme. Podrobne sa da najst v [14, s. 21-24], respektive este matematicky rigo-

roznejsie odvodenie v [15, s. 32-37|.

3.2.1 Predpoklady modelu®®

a) Kratkodoba trokova miera je znama a je konstantna.

b) Stochasticky charakter vyvoja ceny akcie je dostato¢ne popisany exponencidlnym

3570 zdroja [15, Definicia 2.2.]
36V originali ,,systém ndhodnych premennych®.
3TPodla tedrie bezarbitrazneho ocefiovania, ktort tiez, vzhladom na rozsah préace, nemézeme rigo-

rozne vysvetlit a nechdvame jej pochopenie na intuicii ¢itatela.
3870 zdrojall]
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g)

3.

1)

Brownovym pohybom?’ s disperziou®® 02A = A. Teda rozdelenie moznych cien akcie
na konci hocijakého kone¢ného intervalu je lognorméalne. Miera variancie vynosov

akcie je teda konstantna.
Akcia nevyplaca ziadne dividendy ani sa inak neprerozdeluje.
Opcia je eurdopskeho typu, teda moze byt uplatnena iba v ¢ase splatnosti.

Nie st ziadne transakcéné néklady sposobené kipou alebo predajom akcie alebo

opcie.

Existuje zadan& kratkodoba (okamzitd) drokova miera, a je mozné si poziciavat

akukol'vek potrebni sumu.

41 42

Za kratke pozicie* nie su ziadne pokuty.

2.2 Idey odvodenia rovnice*?

Stochastickd diferencidlna rovnica pre vijvoj ceny akcie a pre vijvoj ceny derivdtu:

Pomocou struktir teorie stochastickych procesov dokdzeme ndhodné spravanie ceny
akcie a nan sa viazuceho finanéného derivatu popisat cez tzv. stochastické diferen-
cidlne rovnice. Tie sa od beznych liSia v tom, Ze sa v nich okrem derivacie funkcie
podla ,klasickej“ premennej vyskytuje aj Cosi ako ,derivacia podla Wienerovho
procesu”, ktora vyjadruje mieru nadhodnej fluktuécie. Interpretacne sa takato rov-

nica chape ako popis infinitezimalnych prirastkov stochastického procesu, napriklad

o2

pre cenu akcie S, ktort ¢asto berieme ako Brownov pohyb s parametrami p = f1— %

a o = o mé takato rovnica tvar:

dS = pSdt + o SAW, SDRI1

39Tento predpoklad upravujeme oproti originalu, kde ho formuluji pomocou pojmu ,n&hodn4 pre-

chadzka“. My v praci tejto pojem nedefinujeme, avSak predpoklad uvedeny v tejto forme je ekviva-

lentny origindlnemu predpokladu v zmysle nami uvedenych definicii.

40 Alebo varianciou.
originalny vyraz ,short selling®.
42V originalnom ¢lanku v tomto predpoklade eSte nasleduje popis, ¢o sa pod kratkymi poziciami

mysli.

Podla zdroja|2, s.19-20].
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kde zlozka dt vyjadruje deterministicka cast prirastku a zlozka dW; stochasticku
¢ast. Pomocou nej sa potom cez znamu Itoovu lemu odvodi stochaticka rovnica pre

VyVvoj ceny opcie.

Linearnu kombinaciu tychto rovnic (pre akciu S a pre cenu opcie V') vyuzivame v

dalsom kroku odvodenia.

Vytvorenie bezrizikového portfolia a vyvodenie dosledkov:

V tejto Casti sa vytvara portfolio z jednej opcie s hodnotou V' a —9 akcii S, kde
5 € R*. Ideou tejto Casti je to, Ze za podmienok, za akych je model kongtruovany,
je mozné toto § zvolit tak, aby sa z portfolia eliminovalo akékolvek riziko. Po-
tom, pokial chceme zamedzit existencii arbitrdze, sa musi hodnota tohto portfolia
v kazdom c¢ase rovnat hodnote inej bezrizikovej investicie, a tou je ulozenie hodnoty
ekvivalentnej pociato¢nej hodnote portfélia na bankovy tcet s bezrizikovou spoji-
tou tirokovou mierou r. Po eliminovani nahodnosti a zrovnani tychto dvoch hodnét

dostaneme parcialnu (ale uz nie stochasticki) diferencidlnu rovnicu uvedenu nizsie.

3.2.3 Black-Scholesova parcialna diferenicidlna rovnica

oV 1, %V 9V B
a0 T2 g trSgg —V =0 b5 PR

Kde jednotlivé ¢leny znamenaji:

S - cena akcie

V' - cena finan¢éného derivatu
t - Cas

o - volatilita akcie

r - spojita bezrizikova tirokova miera

3.2.4 Idey explicitného rieSenia Black-Scholesovej rovnice

Zakladny princip tkvie v tom, ze (B — S PDR) sa da pretransformovat na parabolicka

diferencialnu rovnicu v $peciadlnom tvare, kde vystupuje len prva derivacia podla ¢asovej
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premennej ¢t a druhé derivacia podla priestorovej premennej z, so zadanou pociato¢nou
podmienkou. Tato rovnica je zndma ako ,rovnica vedenia tepla“. Tento typ rovnice
vieme jednoducho riesit napriklad metédami spomenutymi v [14]|. Podrobne si tieto
transformacie a rieSenie podla vzorca spravené v [14, s. 59-63] aj v [15, s. 48-53], tu

nacrtneme iba idey jednotlivych krokov a preco boli robené.

1) Potrebujeme vediet pociato¢ni podmienku tejto parcialnej diferencialnej rovnice
pre hodnotu finan¢ného derivatu. Dané je v8ak len koncovd podmienka, musime
teda transformovat premennu ¢, ktora symbolizuje ¢as od pociatku, na premennu
T =T —t, kde T je koncovy Cas, ktord reprezentuje opac¢né plynutie ¢asu - od konca.

Vtedy sa nam koncova podmienka zmeni na pociato¢ni.*

2) Premenna S symbolizujtica cenu akcie mé len kladné hodnoty, riesenia parabolicke;
PDR v priestorovej premennej chceme vSak hladat pre vSetky reédlne ¢isla. Vyuzi-
jeme teda, 7e cena akcie S sa riadi geometrickym Brownovym pohybom a zavedieme
substiticiu x = In S, kde nasledne premenna x uz nadobtuda hodnoty z pozadova-

ného defini¢ného oboru.*?

3) Doteraz sme rovnicu upravili na tvar v8eobecnej parabolickej rovnice so zadanou
pociato¢nou podmienkou, teraz ju chceme upravit na tvar rovnice vedenia tepla.
Znova to dokazeme docielit pomocou vhodnej transformacie, tentoraz prendsobenim

hladanej funkcie exponencialou v §pecidlnom tvare.

4) V tomto bode sa len vyuZije vzorec na vypocet explicitného riesenia’® a postupne

sa vykonaju spétné transformacie.

5) Napokon sa prakticka realizacia vypo¢tu kona cez prepis tohto riesenia pomocou
zvyskovej funkcie normalneho rozdelenia a jeho vztahom k hustote Standardizova-

ného normalneho rozdelenia N(0,1), a v praci uvadzame az toto vysledné riesenie.

T4to transformécia nie je tplne jednozna¢nd, napriklad v zdroji [2] sa vyuZiva transformécia v

2 : ~ ~ - ~ - LY
tvare 7 = % (T —t), ktord nam okrem zmeny smeru plynutia ¢asu eSte tto ¢asovi veli¢inu vhodne

preskaluje, aby sa tak stala tzv. bezrozmernou veli¢inou.
45Ani tato transformécia nie je tplne jednoznacnd, v zdroji [2] sa vyuZiva transforméacia v tvare

rz=In (%), ktora nam zasa sposobi aj zelany efekt zbezrozmernenia.
*napr [14, s. 53-54]
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3.2.5 Vzorec explicitného rieSenia Black-Scholesovej rovnice

V(S,t) = SN(dy) — Ke "N (d,) EX —R- BS

kde
(r + %2)(T —t) +In2

dy = . do=dy —oVT —t
1 0'/—T—t 2 1—0

a N(z) znamena distribu¢ni funkciu normalizovanej normélnej premennej v danom

bode x, tj.:

N(z) = —/ e ds D — NORM

3.2.6 Zavedenie parametra I' %'

Nakolko je v praxi nemozné vzorec (EX — R — BS) pouZzivat, pretoZe je zaloZzeny na
myslienke replika¢ného portfolia, ktoré sa meni spojito v ¢ase, zavedieme parameter I,
ktory definujeme nasledovne:
_ov
082
Tento parameter nAm meria riziko zarhnuté v , nehedzovani“ porfélia v spojitom case,
teda len v nejakych malych ¢asovych intervaloch 6t. Technické detaily, preco sa jedna
o dobri mieru, mozno najst v |2, s. 22|.
Pre kiipnu a predajni opciu plati:
q2
['S,T)= d_SQmaX(S — K,0) =4(5 — K)
kde §(-) znamena Dirak delta funkciu.
Tato miera je pre kiipnu opciu bez dividendov pre ¢as blizky maturite opcie dobrou

d
aproximaciou delta funkcie - pricom §(S,T) = Emax(S — K,0) = H(S — K), kde

H(S — K) znamena Heavysideova funkcia so skokom v bode S — K*5.

4TMaterial na tento odsek éerpame z [2].
48Tieto funkcie st sucastou tzv. ,,Greeks®, ktoré st derivaciami Black-Scholesovho vzorca na cenu

derivatu (EX — R — BS) podla roznych premennych. Vyjadruja teda, nakol'ko sa tato cena derivatu

meni pri infinitesimalnej zmene jednej veli¢iny 72, predpokladu, Ze ostatné ostant konstantné. V nasom
dVv a*v  dé

pripade uvadzame §(S,T) = 45 @ 'S, T) = 152~ 45
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3.3 Aproximativne rieSenie B-S rovnice pomocou metédy zdru-
zenych asymptotickych rozvojov

Tato Cast prace zodpoveda rieSeniu tohto problému pozadovanou formou v zdroji |2,
s. 23-34]. Okrem tsekov, kde je explicitne uvedené inak, je pre nas po zvySok kapitoly
tato praca hlavnym zdrojom.

Cielom tejto sekcie je hlavne poukéazat na moznost rieSenia rovnic pouzivanych vo
finan¢nej matematike pomocou metdédy asymptotickych zdruZenych rozvojov, nakol'ko
z hladiska efektivnosti a presnosti je pre tento konkrétny problém jednoznacne lepSie

vyuzit explicitné rieSenie.
Idea je nasledovnd:

Skonstruuji sa dve umelé hrani¢né vrstvy, jedna bude zodpovedat ¢asu blizkemu

expiracii opcie a druha cene opcie v blizkosti realizacnej ceny opcie.

Vyuzijeme metodu zdruzenych asymptotickych rozvojov na to, aby sme nasli
rieSenie pre Casy blizke expiracii opcie - zvyS$ni oblast neberieme do Gvahy. Na
nej ur¢ime ako vniatornu oblast ta, kde je cena opcie blizka realiza¢nej cene a
zvySok bude pre néas vonkajsia oblast. Graficky mame toto rozdelenie do oblasti

zobrazené na nasledujicom obrazku ¢. 4.

Vhodnou substiticiou do problému zavedieme maly parameter £ a nasledne bu-
deme postupovat podobne ako v priklade z predoslej kapitoly - budeme hladat
rieSenia v tvare asymptotickych rozvojov na vnitornej a vonkajsej oblasti zvIast.
V tomto pripade vSak nebudeme musiet vyuzit princip asymptotickej zhody, na-
kol'ko z povahy rieseného problému budeme schopny odvodit dostatok vhodnych
okrajovych i pociato¢nych podmienok, a rieSenia budeme priamo spajat hlada-

nim prieniku riegeni.*?

49 Pri konkrétnom vykonavani jednotlivych krokov zo vieobecného postupu uvedeného v asti 1.3
budeme musiet celit faktu, Ze problém je vo svojej povahe parcidlnou a nie obyc¢ajnou diferencidlnou

rovnicou, preto budu aj ¢iasto¢né vysledky vo svojej povahe zlozitejgie a tazsie dosiahnutelné.
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A
cena akcie

S

vonkajsia oblast
vniliorna oblest '

. =1

>
= T Cast

Obr. 4: Grafické znizornenie uvazovanych oblasti. Hlavnym zdrojom pre obrazky v tejto

kapitole je tiez zdroj [2], tento je zo strany 24.

3.3.1 Prvotné upravy

Predtym, nez by sme riesili rovnicu (B — S PDR), je potrebné si premenné vhodne
preskalovat. Podobne ako pri explicitnom rieSeni, aj tu bude prvou dpravou zdmena
premennej ¢asu t, ktory uplynul, za int mierku ¢asu, tentoraz ju nazveme t’, a bude

definovana nasledovne:
/ 2 v
P=(T-t)* & t=T-
Vyznam ¢lena (T — t) je jasny, udava, ze chceme merat ¢as od expiracie namiesto
od zaciatku. V tomto pripade ho vSak eSte nasobime o2 a to preto, aby sa nam v tejto
veli¢ine odstranil ¢asovy rozmer a stala sa bezdimenzionalnou.*°
Podla derivovania zloZenej funkcie dostavam
ov ovdt , 0V
ot ov dt ot

a ked tento vyraz v rovnici (B — S PDR) substituujem, vynasobim obe strany vyrazom

o? a pripo¢itam k obom stranam vyraz g—t‘f, dostanem rovnicu:
ov. 1 _,0*V oV
— =-5"—— +aS—— —aV

o 2 0852 oS

59Skoro presne tiito moznost postupu sme uz spominali v poznamke podkapitoly uvadzajtcej postup

na explicitné rieSenie 3.2.4.
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kde a = 5 je bezrozmerna konStanta.
Tentoraz vsak nezavadzame transformaciu druhej premennej, ale cez metédu zdru-
zenych asymptotickych rozvojom budeme riesit priamo tento problém.
Predpokladajme, 7e @ = O(1) a 7ze preskdlovany ¢as t' je maly. Potom ma zmy-
sel definovat 77 = t'/e", kde 0 < ¢ < 1 a n je zatial neznamy, kladny parameter.
Tato transformécia mé efekt natahovania oblasti blizko expiracie a nakolko prave tam

chceme hladat rieSenie pre tito PDR, je vhodné tito substitticiu zaviest.

Znova pouzijeme pravidlo o derivacii zloZenej funkcie na transformovanie vyrazu g—t‘f,
vysledok dosadime do predoslej rovnice a dostaneme:
10V 1 _,0°V 2% .
— =-5"—— +taS— —aV. U4

engr 27 952 aS
3.3.2 Formulacia problému na vonkajSej oblasti

Najprv si par vetami charakterizujeme vonkajsiu oblast v tomto rieSenom probléme.

5

Zodpoved4a oblasti, kedy je cena akcie d'aleko od realiza¢nej ceny opcie °!. Zaroven

netreba zabudat, Zze cely problém vySetrujeme pre ¢asy blizke maturite opcie, a preto,
dVv

ako mozno badaft aj na nasledujicom obrazku, mozeme povazovat funkciu §(.S,t) = 15

za konstantnt a tym padom funkciu I'(S,¢) = % za konsStatne nulovi.

Podobne ako v priklade rieSenom v predoslej kapitole skisime pre vonkajsiu oblast
hTadat rieSenie v tvare regularneho radu, tentoraz nam vsak v rovnici, ktora riesime -
(U4), nevystupuje ! ako v (UU1), ale £7, teda robime rozvoj v mocninéch nésobku 7.%2

Rozvoj teda vyzera nasledovne:
Vo(S,7') = e"Vi(8,7') + O(e"™ ) = Vo (8, 7)) + VA (S, 7) + ...
n=0
Uplne analogicky, ako pri riesenf tilohy (U1) mozeme tento rozvoj derivovat ¢len po
¢lene, raz podla premennej 7, raz i dva razy podla premmennej S, a dosadit vzniknuté

vyrazy za prislusné derivacie v rovnici (U4). Pre rady O(1) a O(¢") dostaneme rovnice:

Vo
=0
or’
5!Matematicky presne: Plati, 7e |S — K| > "K.
52Teda reprezentantom funkcie miery vzhladom na gkalovanie v ¢asovej premennej je pre nés funkcia

em.
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Cena kupnej opcie

Znazornenie cenovych funkcii pre obdobie blizke maturite

30
|

25
|

15

10

0 10 20 30 40 a0 50

Cena akcie S

Obr. 5: Zobrazenie explicitného rieSenia pre Casy blizke maturite opcie, pre realizaéni cenu

K = 30. Tento obrazok je z zdroja [2, s. 25].
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Vi 1,0 oV o
o0~ 2% g5z T 855 ~ V) =alS5g — W)
0% (%)

(%) tento ¢len nam v rieSeni pre rad O(e") zmizne, pretoze pre |S — K| > ¢"K, teda ak
je aktualna cena akcie daleko od realizacnej ceny, mame I' = ‘g%f = (. Laicky povedané
- zmena sklonu tejto funkcie je uz prakticky nulova - funkcia sa sprava linearne.

(%) ak nadviazeme na predchadzajiuce zdovodnenie, tak je jasné, 7e pre S < K je to
0 apre S>> K je to 1.

Teda sa nam rovnica pre O(e") meni na:

ovy a(S—(S—K))=aK, pre S>K

or’ 0, pre S < K.

Okrajové podmienky ziskame analogicky ako pri rieseni (U 1) a odvadzame ich na-

sledujtcej podkapitole.

3.3.3 RieSenie problému na vonkajS$ej oblasti

RieSenie radu O(1) s prislichajicou okrajovou podmienkou V5(S,T') = max(S—K,0) je
dané vyrazom Vy(S,t) = maz (S — K, 0), a rieSenie radu O(e") s okrajovou podmienkou
Vi(5,T) =0 je

aKT', pre S > K,

‘/1(577/) -
0, pre S < K,

a rieSenie v tvare rozvoja do radu O(e") je

S—K+e"aK7, preS> K,
Vo +e"Vh =
0, pre S < K,

¢o mozeme prepisat nasledovne

S—K(1—¢e"r'), pre S — K > "K, daleko nad realiza¢nou cenou
Vo + "V =

0, pre S — K < £"K, daleko pod realiza¢nou cenou

Treba poznamenat, 7Ze v tomto pripade méme vrstvu hrabky &”. Neskor, ked ap-

likujeme metoédu hladania rovnovah v rameci rieSenia problému vo vnutornej oblasti,
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douréime 1 na hodnotu 2. D4 sa ukézat, Ze toto rieSenie je presne rovné prvym dvom

¢lenom Taylorovho rozvoja v okoli ¢asu expiracie pre funkciu

S—Ke T pre S>Ke T,
0, pre S < Ke"T-Y,

Horné vetva tejto funkcie predstavuje hodnotu forwardového kontraktu v ramci
ktorého drzitel je povinny kupit akciu, a spodna vetva, ¢o koresponduje s povahou
rieSenia, nakolko pre tito vetvu bude opcia uréite uplatnend, zatial ¢o spodné vetva

zodpoveda stavu, kedy opcia urcite uplatnena nebude.

3.3.4 Formulacia problému na vnuatornej oblasti

Tak, ako sme zmienili v predoslej casti, v oblasti, kde je absolutna hodnota rozdielu
S — K mala, teda na vnitornej oblasti, nemozeme polozit I' = g% = 0, takze tento
¢len v rovnici (U 4) nebude moct byt ignorovany. Vysporiadame sa s tym preskalovanim
ceny S na tejto oblasti. Zavedieme novi premenni x
S—K
T e

ktord zodpovedd tomu, Ze sa v absolitnej hodnote maly vyraz S — K vydeli malym

3 a eSte sa vydeli realizacnou cenou K, aby bola

parametrom ¥ kvoli preskalovaniu,
nova premennd bezdimenzionalna.

Tiez zavadzame transforméaciu hladanej funkcie

N V(ST
v(x, ') = %,

ktora sposobuje skalovanie V' (S, 7'), ktoré je O(g"), ¢lenom &”, aby v = O(1) a znova
delime K, aby vysledna cenova funkcia v(z, 7’) bola bezdimenzionalna.
Tieto dva kroky mozno interpretovat tak, ze potrebujeme v novej $kile zaviest pre-
menna ekvivalentnu cene akcie a takisto novi funkciu ekvivalentni cene opcie.

Po tychto dvoch skilovaniach sa ndam B-S rovnica zmeni na bezdimenzionalnu rov-

nicu v tvare

1 Ov 1 v« v ,
-7 1 veYeZ 4 (1 Vel U
(1+&"x) 2—|—€V( +e’x) av, (U5)

53y je zatial neznamy, kladny parameter.
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s vyplatnou funkciou

V(S,0) _ max(S — K, 0)

0) =
v(z,0) evK evK

= max(z,0).

Na tomto mieste v praci ukazujeme rieSenie tohto vnitorného problému a neskor,
ako v priklade v kapitole 2, sa budeme snazit ziskané rieSenia na vnutornej, respektive
vonkaj$ej oblasti vhodne spojito prepojit.

Najprv predpokladame, Ze v a 1 st celo¢iselné.® V takom pripade moZeme rieSenie

hladat vo forme asymptotického rozvoja s pouzitim celo¢iselnych mocnin e:
v.(z,7) = vo(z, 7) + oy (2, 7) + O(2)

Tak, ako v predoslej ¢asti, aj teraz moZeme rozvoj derivovat ¢len po ¢lene raz podla
kazdej z premennych z, 7’ a dva razy podla z a dosadit do rovnice ((U5)) na prislusné

miesta a dostaneme

10 / 1 / _ 1 v 282 / 1 /
g—n%(vg(mﬁ)—ksvl(x,r)~|—...)—282y(1+5 x) @(Uo(xﬂ')—Fé'Ul(iE,T)—i-...)

a / 1 /
%(vo(xﬁ )+ev(x,7)+...)
— a(vo(z, 7)) +e'vy (o, 7)) + ... (U6)

0
+ 5_1’(1 + 8”1’)

3.3.5 Hladanie rovnovah®

Analogicky ako v odseku 2.2.3 predoslej kapitoly hTaddme rovnovahy pre ¢leny rov-
nice (U 5). Detailny postup nebudeme spominat, nakolko je viac-menej analogicky, ak

zohladiujeme nasledujuce skuto¢nosti:

1. Namiesto celkového tvaru funkcie teraz zistujeme len presni formu vopred daného
funkcionalneho tvaru €7, respektive €. Mame tu vSak dve nezndme konsStanty a
ndjdena rovnovaha nam na ne stanovy iba jednu podmienku, preto namiesto pres-
nych hodnot oboch ziskame nejaky ich funkcionélny vztah, pripadne iba hodnotu

jednej z nich.

54Tento predpoklad sa ukdZe rozumny, nakolko pri hladani rovnovah nam ostane jeden stupeii
volnosti a ziskame len funkciondlny vztah medzi v a n a nie konkrétne hodnoty, ako tomu bolo v

priklade z ODR v predoglej kapitole.
5Tato podkapitola sa nenachadza v zdroji [2], z ktorého Cerpame viicsinu ostatnych tdajov tejto

kapitoly, ale je nasim vlastnym prinosom k préci.
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2. Vzhladom na kladnost parametra v sa da ukazat, ze

1 V 1
o y B 1
nakolko x,a su O(1).

3. Vzhladom na kladnost oboch parametrov v a e mozeme vylacit, ze by mohla na-
staf rovnovaha niektoré¢ho z prvych troch ¢lenov nésobenych ¢lenmi radu O (%),
1 1

O (a_v) a0 (a_v) s poslednym ¢lenom, nezavislym od ¢.

Potom sa uZ len zrovnévaju exponenty radu vzhladom na e prvych troch ¢lenov
rovnice, teda —n, —2v, —v a rovnovaha, ktora nas nedovedie k splneniu rovnice platnej
na vonkajsej oblasti a je konzistentna®®, je rovnovaha prave prvych dvoch ¢lenov, z
ktorej dostaneme funkcionalny vztah n = 2v.

Kvoli jednému stupiiu volnosti, ktory nam na dourc¢enie parametrov zostava, mo-
zeme za ucelom zjednoduSenia vypoctov stanovit ¥ = 1, z ¢oho vyplyva n = 2. Po
dosadeni tychto parametrov do rovnice (U 6) a vynasobenim oboch stran rovnice vyra-
zom €2, dostaneme tlohu, ktort rie§ime na vnutornej oblasti, ti uvadzame na zaciatku

nasledujicej podkapitoly.

3.3.6 Sformulovany problém na vniitornej oblasti

2

1 9,
(vo(z,7') + ety (2, 7)) +...) = 5(1 + sx)Z@(vo(x, )+ ety (z, 7)) +...)

9]
+ ae(l+ 5x)8—x(vo(x, )+ ety (z, 7)) +...)

o7

+ ag®(vo(z, 7)) + ety (z, ) +..). (U7)

Z toho uz vidime, ako vyzerajua problémy v jednotlivych radoch vzhladom na e. My v
praci uvadzame len rieenie prvych dvoch radov O(e%) = O(1) a O(e).

7 rovnice (U7) Tahko vy¢itame &leny radu O(°) = O(1) a problém tohto radu je

8?}0 1 821}0
or 2022 vo(z,0) = max(z,0).

56Teda dva dané ¢leny st mengieho rddu vzhladom na ¢ ne treti ¢len
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Pre z — +o00 st okrajové podmienky konzistentné s vyplatnou funkciou a to
/
vo(x, T
lim —0( )
T—+00 €T

= 17
lim wvo(z,7") = 0.
r—r—00
Ak x — —o0o, S zostava vo vnutri hrani¢nej vrstvy, ale blizi sa k spodnému okraju,

s _
K
A problém radu O(e) je:

31)1 . 1821)1 (921}0 8?]0

or' 2 02 +x3x2 +a(3x’ s i, 0) = 0.

pretoze 1 — —o0. V takom pripade sa vo(x,7’) blizi k nule.”

3.3.7 RieSenie problému na vniitornej oblasti

Mozeme si v§imnat, ze problém radu O(1) je v tvare rovnice vedenia tepla so §peciélne
zadanou pociatotnou podmienkou. V zdroji [2| sa toto rieSenie celé odvodzuje, v nasej

L Y. D . . . e oy .
praci v8ak vyuzijeme, rieSenie takejto rovnice vieme zistit vyuzitim tzv. Greenovej
funkcie®®. Na tomto mieste v praci teda uviddzame uz iba rieSenie, ktorym je prvy ¢len

aproximacie rieSenia Black-Scholesovej rovnice:

ve(z, 7)) = vo(x, ') + O(e),

on () v ()

kde N je distribu¢né funkcia normalizovanej normélnej premennej (D — NORM) a n

je jej derivacia, teda hustota.

Posledny vyraz uz mame v re¢i pévodnej cenovej premennej, eSte ho vsak nemame

v rec¢i povodnej cenovej funkcie:

V(S,t)~Vo(S,t) ~eKvo(z, ")

57Takto dourcené okrajové podmienky ndm umoziiuja obist zdruZzovanie asymptotickych aproximacii
a priamo dour¢it v8etky konStanty vyskytujiice sa v rieSeni na vnitornej oblasti. Tento spdsob by sme
mohli vyuzit aj v priklade ODR z predoglej kapitoly ratajic ElLrgOuI L1xel +0xe' + ... dosadenim
daného rozvoja a vyuZzitim Ze e = x a £ — o0 & x — 1, z pedagogického hladiska sme vsak radsej

vysvetlili princip asymptotickej zhody.
580dvodenie a vyuzitie tejto funkcie za tymto ¢elom sa nachadza v zdroji [14, s. 46-55].
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s () o (1)

Mozeme si v8imnut, ze parameter €, ktory bol do problému umelo vlozeny, sa v rieSeni

nevyskytuje.

Riesenie do radu O(e) eSte vyzaduje vyriesif problém tohto radu. Podobne ako
predtym sa v zdroji 2] rieSenie podrobne odvodzuje, mi vyuzijeme fakt, Ze pri rieSeni
tejto rovnice uz pozname funkciu vo(z, 7’) a preto mézeme problém tohto radu ponat
ako riesenie rovnice vedenia tepla s nenulovou pravou stranou. Na ta tiez existuji
spolahlivé metody rieSenia vyuZzijuc Greenovi funkciu® a preto znova uvadzame len

rieSenie:
v(z, ") ~vo(z, 7') + evi(z, 7') R2

() () e () ()
_(J:+€ocT/)N<\/_)+\/_( +;€x) (%)

A celkové riesenie s presnostou do O(e) zahfhajice oba ¢leny rozvoja V(S,7') =

eKv(z, ") ~eK(vy + €v1) opif asymptoticky rovnomerne aproximuje hfadand funkciu
na celom defini¢nom obore® a m4 tvar:

V(S 6)~(S — K + rK(T — )N (j/j;_t>+ o KVT—H(S + K)n (f{/%)

R2

Na zaver tejto kapitoly by bolo vhodné znéazornit graficky explicitné riesenie spolu

s touto aproximaciou, nakol'ko v8ak, rovnako ako v odseku 2.2.7, je aproximativne
rie§enie vizualne nerozliSitelné od presného rieSenia, nemé tato ilustracia zmysel®' a
dalej do podrobnosti toto aproximativne rieSenie nema zmysel rozoberat, nakolko ho
neskor v praci nijako nevyuzivame. Cielom kapitoly bolo totiz len s jeho pomocou
ozrejmit aplikovanie metody zdruzenych asymptotickych rozvojov na zakladné modely

vyuzivané vo finan¢nej matematike.

®Napriklad v zdroji [14, s. 56-57].
60Teda toto vntitorné rieSenie uz v sebe obsahuje vietky ¢leny vonkajsieho riefenia a ich zlu¢ovanim

by sme opét dostali len toto rieSenie.
61Presvedcit sa o tom mozno v zdroji [2, s. 32 horny obrazok].
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4 VYUZITIE METODY - CEV MODEL

4 Vyuzitie metédy druzenych asymptotickych rozvo-
jov na vypocet parcialnej diferenicialnej rovnice vy-
stupujicej v CEV modeli

V tejto kapitole ¢erpame hlavne zo zdrojov 2] a [8], ak nie je na danom mieste v praci
explicitne uvedené inak.

Obsahom kapitoly je odvodenie asymptotickej aproximécie pre dalsi finanény model,
znamy pod nazvom CEV model®?, ktory je prirodzenym rozsirenim Black-Scholesovho

modelu. Najprv vsak ¢itatelovi tento model predstavime.

4.1 Predstavenie modelu

v ramci tohto modelu uvazujeme moznost, ze volatilita ceny podkladového aktiva, v
nasom pripade akcie, nie je konstantné, ale zavisi od tejto ceny.

Tento model je realistickejsi nez Black-Scholesov model, nakolko viaceré studie uka-
zujl, ze miera volatility ceny podkladového aktiva skutocne zavisi od danej cenovej
urovne, pricom Black-Scholesov model predpoklada konstantni volatilitu ceny podkla-
dového aktiva bez ohl'adu na jeho cenovu aroveii. CEV model vSak dokaze tuto zéavislost
vyjadrit tym, Ze volatilitu ceny akcie stanovuje vo forme funkcie tejto ceny. Jedné sa
teda o deterministicka funkciu, ktorej argumentom je vSak ndhodné premenné, ktorou
je cena akcie. Volatilita sa meni v ¢ase, ale len v zavislosti na cene akcie®®, no nie na
ziadnej inej ndhodnej premennej.

Model je strednou cestou medzi modelmi s tplne konstantnou volatilitou a modelmi

62Gkratka vytvorend z anglického originalu ,,Constant elasticity of variance model“ - teda model s

konstatnou elasticitou variancie.
63Tu sa viaceré zdroje rozchddzaji v tom, ¢ sa jedné o scasnt cenu akcie S, alebo o Sy = S(0), ¢o

je poCiato¢né cena akcie zndma pri vypisani opcéného kontraktu. V nasej préaci vSak budeme pri kaz-
dom ocefiovani predpokladat fakt, Ze opciu préave vypisujeme a teda hoci bude na viacerych miestach
odvodenia rieSenia Sy formalne vystupovat, pri praktickej aplikicii na jeho mieste vzdy vyuzijeme
aktualnu cenu akcie S. Tento pristup sa da interpretovat aj tak, Ze pri odvodzovani modelu potrebu-
jeme odligit nahodnt premenna S, od jej realizécie Sy, ktort pozname ku diiu ocehovania opcie. Vo
vyslednom vzorci uz v8ak tieto hodnoty mozu byt totozné - teda pri predpoklade, Ze opciu k tomuto

ditu vypisujeme - ako je to napriklad v explicitnom rieseni CEV modelu v zdroji [8, s. 26].
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4.2 Odvodenie rovnice CEV modelu 4 VYUZITIE METODY - CEV MODEL

s volatilitou, kde je tito veli¢ina popisané vlastnou stochastickou rovnicou®t. Model je
obzvlast ceneny z dovodu, Ze dokaze zachytit ,tzv. pakovy efekt”, podla ktorého su
ceny akcii a ich volatilita v inverznom vztahu.

Vo funkcii, ktorit CEV model zavadza, aby vyjadril vztah medzi cenou akcie S a jej
volatilitou o, je dodato¢ny parameter ~y, ktory urc¢uje mieru tohto inverzného vztahu.

Ten je dany rovnicou:
o(S,t) =550-2/2,

Kde ¢ je umela miera volatility vystupujica v stochastickej diferencidlnej rovnici pre

cenu akcie v tomto modeli:
dS = iSdt + 552 dW, SDR2

Mozno vidiet, Ze v tomto modeli sa uz cena akcie vo vSeobecnosti neriadi geometrickym
Brownovym pohybom (pre v # 2), a jej stochasticka diferencialna rovnica nemdoze byt
teda zapisana v tvare (SDR1).
Moézeme si vSimnut, ze spominany pakovy efekt, kde dopad stochastickej zmeny dW;
je vacsi, ked je cena akcie mald, je v modeli zachyteny, ak plati v < 2.

Je eSte potrebné spomenut, ze v zdroji |2, s. 35|, je vzfah medzi mierou volatility
o a umelou mierou volatility ¢ popisany ekvivalentne vyuzitim pociato¢nej ceny akcie

ako:

nakolko tito formu ich funkcionalneho vztahu budeme neskor v praci vyuzivat.
Viaceré §tudie ukazuji, ze CEV model poskytuje presny opis spravania sa ceny

opcie.%® Samozrejme sa vak najdu i §tadie, v ktorych je tento model objektom kritiky.

4.2 Schematické odvodenie rovnice CEV modelu

V tejto podkapitole rovnako ako v ¢asti 3.2.2 predoslej kapitoly, schematicky odvodime

rovnicu, ktord tento model riesi.

64Napriklad Hestonov model.
65V zdroji [8, s. 18] sa nachadzajt odvolavky na viacero zdrojov tychto studii.
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4.3 Aproximativne rieSenie CEV rovnice 4 VYUZITIE METODY - CEV MODEL

1) Stochastickd diferencidlna rovnica pre vjvoj ceny akcie a pre vijvoj ceny derivdtu:
Znova sme schopni odvodit stochastické diferencidlne rovnice, avsak tento raz pre
cenu akcie vyuzivame tvar (SDR2), a nie (SDR1), ako tomu bolo v pripade Black-
Scholesovho modelu, a vzhTadom na to sa nAm zmeni i stochastické rovnica opisu-

juca vyvoj ceny opcie.

2) Vytvorenie bezrizikového portfélia a vyvodenie dosledkov:
V tejto Casti sa opét vytvara portfolio z jednej opcie s hodnotou V' a —¢ akeii S, kde
0 € R*, znova sa pokasame eliminovat riziko, a aj dalsi postup je uz analogicky ako
v 3.2.2, preto v praci uvadzame priamo vysledok - Zelani parcidlnu diferencialnu

rovuicu.

4.2.1 CEV parciilna diferenciidlna rovnica

oV 1., PV 9V
L o = EV PD
T30S e trSag — TV =0 CEV PDR

Co je v re¢i povodnych premennych:
oV 1 4, oS\ 0V ov

- - - — = EV PD
8t+2050( > aSz—I—TSaS rV =0 ORCEV PDR

So

Vypocet presného rieSenia je omnoho menej priamociary, nez je tomu v pripade
Black-Scholesovho modelu a jeho vysledny tvar je signifikantne zloZitejsi®, zatial ¢o
vypocet dvojclennej asymptotickej aproximacie pomocou metddy zdruzenych asympto-
tickych rozvojov je takmer totozny s vypoctom aproximacie pre Black-Scholesov model,
ktory sme robili v predoslej kapitole v casti 3.3 . Takisto aj dosiahnuté vysledky st

relativne jednoduchého tvaru®7.

4.3 Aproximativne rieSenie CEV rovnice pomocou metédy zdru-
zenych asymptotickych rozvojov

Ako sme uz spominali vySSie, postup rieSenia je velmi podobny hladaniu aproximativ-

neho rieSenia Black-Scholesovej rovnice, preto v praci detailne rozoberame iba niektoré

66Mozno ho najst v zdroji [8, s. 26-27], vyuziva necentralizované y? rozdelenie s necelo¢iselnymi

stupfiami volnosti.
67V zmysle, ze v nich vystupuje len hustota a distribu¢na funkcia standardizovaného normalneho

rozdelenia.
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4.3 Aproximativne rieSenie CEV rovnice 4 VYUZITIE METODY - CEV MODEL

jeho casti.

Skalovanie

V tomto bode je postup analogicky s postupom riesenia Black-Scholesovej rovnice -
najprv v rovnici zmenime plynutie ¢asu a tento Cas preskalujeme aby sa stal bezdi-
menzionalnym pomocou transformécie t' = (T — t)o?. Derivovanim zloZenej funkcie a
dosadenim do (OR CEV PDR) dostavame preskalovani rovnicu:

ov. 1 S\ 0%V oV

= 553 (S_o) w—l—aS%—aV,
kde a = % je znova bezdimenzionalnou konstantou.®®

V dalsom postupe by sme rovnicu rovnako ako pri rieSeni Black-Scholesovej rovnice

najprv Skilovali v ¢asovej premennej pomocou transformacie 7 = t'/&", aby sme zo-
hladnili vyznam toho, Ze rovnicu rieSime pre ¢asy blizke maturite opcie, a neskor pre
rieSenie na vnutornej oblasti by sme zasa do problému zaviedli aj ¥, kedZe je v8ak v
tomto aspekte tento novy problém analogicky s tym uz rieSenym, mozeme rovno zvolit

n=2av=1.

4.3.1 Formulacia a rieSenie problému na vonkajSej oblasti

Zavadzame teda transforméciu 7 = #'/e% a po vyuziti pravidla derivovania zloZenej

funkcie a dosadeni dostavame rovnicu:

ov o1 S\ 0*V , 0V .

— =225 ) = FfaS—— — %V U8

ot’ 270\ S, 052 05 (U8)
Nakolko sa interpretacia vonkajSej oblasti vzhladom na predosly vypodet v ramci
Black-Scholesovej aproximécie nemeni, znova [I' = ‘g%/ = 0 a vidime, Ze dostavame

rovnaky problém a teda i rovnaké rieSenie uvedené v 3.3.3.

68V tomto bode je v zdroji [2, s. 36 dole | viacero chyb, jedna je zrejme iba preklep, namiesto
t' = (T —t)o? jet' =T — to?, druha je viak zavaznejsia - ako nasledujticu rovnicu po preskalovani
uvadzaju presne rovnicu vystupujicu na tomto mieste v rieSeni Black-Scholesovho modelu a teda
namiesto S3 (S%)’Y vystupuje ¢len S2. Tato nepresnost sa prenésa este do dalgieho kroku, ktorym je

odvodenie parcialnej diferencidlnej rovnice platné na vonkajsej oblasti.
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4.3 Aproximativne rieSenie CEV rovnice 4 VYUZITIE METODY - CEV MODEL

4.3.2 Formulicia a rieSenie problému na vnttornej oblasti

Teraz analogicky ako pri aproximativnom rieSeni Black-Scholesovej rovnice na vnitor-

nej oblasti zavadzame novu lokdlnu premenni x:

- K
xzng & S=K(1+ex)

a zarovel transformujeme celt funkciu na v(z, 7):

V(S,7)
eK

V(S,7) =eKv(z,T)

vz, T) =

Nakol'ko nam tentoraz (na rozdiel od aproximativneho rieSenia Black-Scholesa) v rov-
nici uz nevystupuji parametre 7 a v, pre vacsiu prehladnost uvadzame transformované
¢leny, ktoré potom do rovnice dosddzame:
oV ov
— =c
or or
oV ovdxr  Ov
— =K = —
05 JdxrdS Oz
0%V o (ov\ 0% 1
052 0S8 C 0x2eK
Po dosadent, prenasobeni ¢lenom % a drobnych tpravach dostavame rovnicu reprezen-

tujiicu problém na vnutornej oblasti:

v 1 /(S\ 7" 6? 0 .
8_: =3 (%) (1+ €x)78—;; +ea(l+ 5x)a—; — 2w (U9)

S vyplatnou funkciou rovnakou ako predtym a sice v(z,0) = max(z,0).
Nasledne zavadzame bezrozmerny parameter x> = (So/K)* 7, viac menej kvoli skré-
teniu zapisu. Na rozdiel od rieSenia Black-Scholesa vSak eSte znova Skalujeme ¢asovi

premenni na tvar 7, = 7%, aby sme ziskali rovnicu v tvare:

ov 1 0% ov
2 _ 12 2
K % = 5/@ (1 +El’)’y@ +€O[<1 +€._'L‘)% — ET QU
Z ¢oho po predeleni parametrom 2 dostavame:
0 1 0? 0
% = 5(1 + 61’)78—;; +ea(l+ 5:1:)8—;} — &%aw
kde
.«
a = ?
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4.3 Aproximativne rieSenie CEV rovnice 4 VYUZITIE METODY - CEV MODEL

Co je uz rovnica v podobnom tvare, nez akd nam vystupuje ako tuloha na vnutornej
oblasti pre vypocet Black-Scholesovej aproximécie.

Teraz mozeme opat hladat rieSenie v tvare asymptotického rozvoja:
Us<ma T’)/) - UO(‘rv T’Y) + 81)1([1}, T’Y) +.

pri¢om je pre nas eSte vyhodné si ¢len (1 4 ex)” taylorovsky rozvit pre ¢ v okoli nuly:

2.2(~2
xe(é 7)4-0(83)

a po dosadeni tychto rozvojov dostavame rovnicu:

0 1 0?
p (vo(z, 7y) +evi(z,7y) +...) = 3 (I+aye+...) Eye (vo(z, 7y) + evi(z, 7)) +...)
3

(14+ex)’ =1+zve+

0
+ea(l+ 536)% (vo(z, 7)) +evi(x,7y) +...)

—&%a (vo(x, 7)) + evy(m, 7)) + ... (U10)

Mozeme vidiet, Ze problém radu O(g°) dostavame tiplne totozny ako pri rieSeni
Black-Scholesovej rovnice. Problém radu O(e) sa li8i iba v konstantach v a @, ktoré
vystupuji pri derivaciach funkcie vy, pri rieSeni tohto problému uz znamej, a mozeme
ich vnimat ako jemna zmenu nenulovej pravej strany rovnice vedenia tepla. RieSenia by
sme teda dostali analogicky ako predtym cez Greenové funkcie a v praci uz uvadzame
iba vysledky.

Aproximécia vnitorného rieSenia méa tvar:

v(z, ) ~ vo(z, 7)) + ez, ) = (x + car)N (’%) + kT (1 + im) n (%)

R3
Vidime, 7Ze ak sa nastava 7 = 2, tak sa nam rieSenie (R3) redukuje na tvar (R2).

V povodnych premennych dostavame aproximativne rieSenie:

V(S,t) =eKv(z,7) ~eK (vo(z, 7)) + evi (2, 7)),

eK <(x +eat)N <%> + KT <1 + %87x> n (%)) :

= (S— K +rK(T —t))N (—“ETS/IT(__;)) R4

\ o T (75 + (i_ V)K) . <ﬁ<as\§%1>>

Presnost tohto rieSenia rozoberame v nasledovnej kapitole 5 a jeho vyuziteInost v

praxi zasa v kapitole 6.
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5 POROVNANIE MODELOV - APROXIMACIA CEV A PRESNY
BLACK-SCHOLES

5 Grafické porovnanie cien danych naSou aproximacie
CEYV modelu a presnym vzorcom Black-Scholesovho
modelu

Este predtym ako nami odvodent CEV aproximaciu, ktorej vzorec uvadzame na konci
predoslej kapitoly ako rieSenie (R4) aplikujeme na redlna data, v kratkosti ju pre hod-
noty v = 2 porovname s Black-Scholesovym modelom, nakolko ak by nam nasa ap-
roximécia, ak by bola dostato¢ne presna, mala davat velmi blizke vysledky. Podla
teorie by mal totiz CEV model pri takejto hodnote parametra v presne zodpovedat
Black-Scholesovinu modelu, ako sme to mohli vidiet z parcidlnej diferencidlnej rovnice
OR CEV PDR, ktoré cena opcie podla CEV modelu splia.

Praktické vypocty a grafické zobrazenia vykonavame v $tatistickom softvéri R, nie-
ktoré z nami pouzitych koédov st k dispozicii v prilohe A, napriklad v nej mozno
najst funkciu, ktora pocita cenu akcie podla nasho aproximativneho vzorca CEV mo-
delu CEV_price_function (S_0,S, K, rf, t_back, sigma,gamma) a explicitného
vzorca na vypocet ceny opcie podla Black-Scholesovho modelu blackscholes (S, K,

rf, t_back, sigma).

Popis vstupnych hodnét

S 0 a S - v pripade naich vypoctov budt vzdy identické, nakolko sa stotozhujeme s
predstavou, ze sami opcie k danému diu vypisujeme, pretoZe nepozname presné
datumy vypisu opcii. Tento pristup sme odoévodnili v poznamke pod c¢iarou 63 v

kapitole 4.
K - realiza¢né cena opcie.

rf - aktualna ro¢né spojita bezrizikova drokovi miera vypocitand z aktualnej roc¢nej

trokovej miery na americké vladne dlhopisy.5

t _back - cas do maturity, zvolili sme bazu Actual/360, kde sme za data zo zaciatku

dna zaratavali 0,75 zostavajuceho dna za data z konca dna 0,25.

59Tie mame zo zdroja [16]. Tento typ dlhopisov sme si zvolili kvoli akcidm a opcidm vystupujticim

v d'alsej kapitole kde sa jedna o vyhradne americké spolo¢nosti.
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sigma a gamma - Parametre o a v, teda miera volatility a miera ,nepriamej tmery
medzi cenou akcie a volatilitou“, ktorych optimélne hodnoty sa budeme snazit v
dalgej, 6 kapitole, ziskat a interpretovat (vo funkcii ocenujic cez Black-Scholesa

vystupuje iba o).

Najprv zobrazime rézne porovnania pre meniaci sa parameter o v intervale (0,1 >.

Ostatné parametre zadavame nasledovne:

o S=S 0=50

K = 40, opcia je tzv. ,in the money“.

t_back = 1/12

rf=0.0046

gamma—2.

Na nasledujicom obrazku 6 mame cervenou ¢iarou znazornené ceny ziskané CEV ap-
roximdciou a ¢iernou farbou ceny ziskané aplikovanim explicitnej ocenovacej formuly
Black-Scholesovho vzorca.™

Vidime, Ze tieto ceny st skoro totozné, demonstrujeme to na dalsich dvoch obrazkoch

7 a 8, kde zobrazime ich cenovy rozdiel a percentudlny cenovy rozdiel (v menovateli sa

vyskytuje cena z CEV modelu):

“ORovnako je to na inych zobrazeniach porovnania cien, hoci niekedy je zhoda taka presnd, Ze sa

skor vykreslend Cervend Ciara takmer neukaze.
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Znazornenie cenovych funkcii pre rézne sigmy
% -
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Hodnota sigmy
Obr. 6: Porovnanie cien.
Znazornenie cenoveého rozdielu pre rézne sigmy
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>
5 ©
i

Hodnota sigmy

Obr. 7: Cenovy rozdiel.
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Znazornenie relativnheho cenového rozdielu pre rézne sigmy
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Obr. 8: Relativny cenovy rozdiel.

Moézeme si teda v§imnat, Ze pri rozumnych hodnotach parametra o (5-80%) je tento
rozdiel v stotinach percent, ¢o indikuje naozaj vyborna zhodu.

Zobrazime si este tieto ceny pre dve dalsie realiza¢né ceny opcie™
1. K=50, opcia je tzv. ,,at the money*,
2. K=60, opcia je tzv. ,out of the money*,

pricom obrazky sa nachadzaju na dalSej strane, teda strane 59.
Okrem toho este na strane 60 znazorfiujeme cenovy rozdiel pre pevne dany parameter

o rovny 0,2 a meniacu sa cenu akcie S v rozsahu < 40,60 >"2.

" Nezobrazujeme chyby jednak kvoli tspornym dovodom a jednak kvoli tomu, Ze pre druht spome-
nutt hodnotu realizanej ceny z dévodu nepresnosti CEV aproximécie a R vypoc¢tov dava ocefiovaci
vzorec jemne zaporné hodnoty opcie (v rade 1075 a potom prechadza cez nulu) a samotna absolitna
chyba je pre tak malé hodnoty opcie len fazko interpretovatelna. Viac sme sa touto vlastnostou ap-
roximécie CEV modelu nezaoberali, nakol'ko pri praktickych vypoc¢toch redlnych trhovych datach v
dalgej kapitole ziskavame také parametre, Ze nam tento model takmer nikdy neposkytuje zaporné ceny
(par udajov medzi radovo stovkami) a kde &no, odrdza sa ndm to na vysSej absolutnej chybe a tym

aj horgej kvalite modelu.
"2Chyby nezobrazujeme z rovnakého dévodu ako predtym.

58



5 POROVNANIE MODELOV - APROXIMACIA CEV A PRESNY
BLACK-SCHOLES

Cena kupnej opcie

Cena kupnej opcie
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Znazornenie cenovych funkcii pre rozne sigmy
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Obr. 9: Porovnanie cien.

Znazornenie cenovych funkcii pre rézne sigmy
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Obr. 10: Porovnanie cien.
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Cena kupnej opcie
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Znazornenie cenovych funkcii pre rdzne ceny akcie
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Obr. 11: Porovnanie cien.
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6 APLIKACIA NA TRHOVE DATA

6 Aplikdcia aproximativneho rieSenia CEV modelu
na fitovanie a predikovanie cien opcii pomocou re-
alnych trhovych dat

Zatial ¢o v predoslych kapitolach bolo hlavnym cielom rozobrat a na prikladoch apli-
kovat teoriu metédy zdruzenych asymptotickych rozvojov™, potom aproximaciu CEV
modelu nou ziskani vizualne porovnat s Black-Scholesovym modelom a vyvodit pri-
slugné zavery o jej presnosti™; cielom tejto kapitoly je nadobudnuté vysledky prakticky
vyuzit. Zameriavame sa znova na aproximaciu CEV modelu™, teraz viak z aplika¢ného
hladiska. Nasim vyskumnym cieflom je odhadovat parametre modelu, teda o a -, po-
mocou optimaliza¢nej procediry, vyuzitim redlnych trhovych dat. Optimalnymi para-
metrami v tejto kapitole nazyvame také, pre ktoré ceny ziskané zo vzorca aproximacie
CEV modelu najlepsie fituju redlnu trhové ceny. Konkrétne bude ciefom vybrat tieto

parametre tak, ze budi argumentom minima funkcie obsahujicej sumu ¢lenov tvaru:

|Trhova hodnota - Na§ Odhad|
Trhova hodnota

Podiel sme zvolili preto, aby sme minimalizovali percentuédlne, a nie absolitne chyby.
Absolutna hodnota nachadzajtca sa iba v ¢itateli je ekvivalentné s absolutnou hodno-
tou celého vyrazu, nakolko trhova hodnota je vidy kladna, domnievame sa vsak, Ze z
numerickych dévodov bude lepsie ju v optimalizacnej procedire uviest len do Citatela.

Pod priemernou chybou ocenovania, resp. priemernou chybou daného ocenovacieho
modelu budeme v nasledovnom texte rozumiet priemer z absolitnych percentuélnych
chyb, teda

(Trhova hodnota; — Na§ Odhad;)
Trhova hodnota;

n
>
n <

i=1
¢o je vlastne hodnota tcelovej funkcie, ktora bola minimalizovana na zistenie optiméal-

nych parametrov, vydelend poc¢tom tudajov v danej vzorke na dat, na ktorych bola

vykonavana.

“3To sme robili v kapitolach 1,2,3 a 4.
(0 tomto bola kapitola 5
"SHlavnymi zdrojmi teoretickych poznatkov na ktoré sa v tejto kapitole odvolavame st opét [2] a

[8], pokial nie je v texte prace explicitne uvedené inak.
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6.1 Trhové data 6 APLIKACIA NA TRHOVE DATA

Prave tieto chyby uvazujeme za kvalitativne kritérium na zéklade ktorého vysledky

ohodnocujeme a porovnavame.

6.1 Popis trhovych dat

Skor, nez prejdeme na prakticka realizaciu vypoctov, priblizime ¢itatelovi format, v
akom st trhové data zapisané a vyznam jednotlivych poloziek, nakolko sa na ne neskor
v praci budeme odvolavat. Budeme pouzivat udaje tykajice sa kipnych opcii, ktoré
sme ziskali z najznamejsieho finan¢ného portalu finance.yahoo . UvAdzame jednu
tabulku trhovych dat, konkrétne na opcie zo dia 30.06.2016 so splatnostou 22.06.2016

na akcie spoloc¢nosti Yahoo.

Tabul'ka 1: Ukazkovy vypis kupnych opcii zo dita 30.06.2016 s maturitou 22.07.2016 na akcie

firmy Yahoo.
strike name last bid ask change per_ change volume open_interest implied volatility
1 32,50 YHOO160722C00032500 3.43 0.00 0.00 0.00 0.00% 3 0 0.00%
2 33.00 YHOO160722C00033000 5.10 3.95 5.10 0.00 0.00% 3 0 58.40%
3 33.50 YHOO160722C00033500 2.67 0.00 0.00 0.00 0.00% 3 0 0.00%
4 3450 YHOO160722C00034500 2.65 2.40 2.85 -0.73  -21.60% 4 1 37.99%
5 35.00 YHOO160722C00035000 1.78 0.00 0.00 0.00 0.00% 10 0 0.00%
6 35.50 YHOO160722C00035500 1.38 0.00 0.00 0.00 0.00% 1 0 0.00%
7 36.00 YHOO160722C00036000 1.72 1.78 1.89 0.37 27.41% 10 308 38.92%
8 36.50 YHOO160722C00036500 0.98 0.00 0.00 0.00 0.00% 4 0 0.00%
9 37.00 YHOO160722C00037000 1.20 1.21 1.30 0.33 37.93% 150 397 37.01%
10 37.50 YHOO160722C00037500 0.89 0.94 1.06 0.19 27.14% 40 136 36.43%
11 38.00 YHOO160722C00038000 0.84 0.76 0.85 0.32 61.54% 19 835 35.84%
12 38.50 YHOO160722C00038500 0.38 0.40 0.46 -0.07 -15.56% 68 217 28.86%
13 39.00 YHOO160722C00039000 0.41 0.45 0.54 0.11 36.67% 7 1203 35.55%
14 39.50 YHOO160722C00039500 0.20 0.20 0.28 -0.50  -71.43% 34 22 30.08%
15 40.00 YHOO160722C00040000 0.25 0.21 0.33 0.06 31.58% 20 283 35.40%
16 40.50 YHOO160722C00040500 0.07 0.09 0.16 -0.50  -87.72% 119 1 30.76%
17 41.00 YHOO160722C00041000 0.10 0.00 0.25 -0.02  -16.67% 2 0 38.18%
18 41.50 YHOO160722C00041500 2.55 0.00 2.25 2.15 537.50% 3 1023 73.24%
19 42.00 YHOO160722C00042000 0.04 0.00 0.09 -0.15 -78.95% 1 147 33.79%
20 43.00 YHOO160722C00043000 0.06 0.02 0.19 0.00 0.00% 1 0 45.70%
21 43.50 YHOO160722C00043500 2.42 0.00 2.17 2.05 554.05% 3 3 85.60%
22 44.00 YHOO160722C00044000 0.25 0.01 2.27 0.00 0.00% 5 5 90.63%

"6Uvadzame ho ako zdroj [4]
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6.1 Trhové data 6 APLIKACIA NA TRHOVE DATA

Jednotlivé stipce znamenajua

strike - realizacné cena opcie.

name - nazov opcie, prva ¢ast zahrna trhova skratku mena spolo¢nosti, na ktorej
akciu je opcia vypisand - v naSom pripade je to YHOOQ, potom nasleduje datum
splatnosti v tvare RR-MM-DD, d'alej C naznacuje, Ze sa jedna o kupnu opciu, a v
koncovej ¢islici je uloZena realizaéna cena opcie (prvych pit miest sa hodnoty

pred desatinnou ¢iarkou a d'alSie Styri po nej).
last - posledné cena, pri ktorej bol realizovany obchod. Prave tuto cenu budeme po-
vazovat za skuto¢ni cenu opcie v naSich vypoctoch.

bid - cena, ktora je na trhu nikana ako vykupna. 7"

ask - cena, ktora je na trhu nikané ako predajna.
change - absolitna zmena ceny akcie.

per change - relativna zmena ceny akcie.
volume - denny objem ochodovanych opcii.™

open __interest - celkové mnoZstvo opcénych kontraktov, ktoré nie st uzavreté alebo
dorucené v dany den.”™ Toto &islo je Casto podceiiované, uréuje vSak potenciél
danej opcie, nakolko sa s iou moze obchodovat aj na tzv ,,sekundarnych trhoch“
a preto skutofny denny objem obchodovanych opcii moze byt omnoho vyssi,
nez je hodnota ,,volume®“. Tieto dve veli¢iny budeme v praci povazovat za mieru

likvidity , teda ,,obchodovatelnosti“ akcie.

implied volatility - implikovana volatilita akcie podla Black-Scholesovho vzorca na

ocenovanie derivatov.

""Touto a nasledovnymi troma veli¢inami sa v praci velmi nezaoberame, preto si vystacime len s

kratkym popisom

"8Popis tohto pojmu éerpame zo stranky ’investopedia_volume , ktorej hlavna stranka je uvedena
ako zdroj [7].

"Popis tohto pojmu Eerpame zo stranky ’investopedia_open_interest

, ktorej hlavné stranka je

uvedend ako zdroj [7].
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6.2 Vyskumné hypotézy 6 APLIKACIA NA TRHOVE DATA

Budeme optimalne parametre zo vzorca aproximécie CEV modelu 3 pre opcie na
akcie firiem Yahoo, Google a Starbucks. Rozlisovat budeme jednak udaje pre opcie zod-
povedajice roznych expira¢nym dobam, okrem toho vSak aj v ramci danej expiracne]
doby budeme vhodnym sposobom filtrovat rézne podskupiny dat, ktoré budu spliaft

niektoré pre nas vyhodné charakteristiky.

6.2 Vyskumné hypotézy

Hned na tvod treba poznamenat, Ze sa nebude jednat o Standardné Statistické hypo-
tézy, nakol'ko nasim cielom je len ziskat nejaky nahlad, ako dané optimalizacie funguju,
teda ako sa nasa CEV aproximécia sprava v praxi v porovnani s Black-Scholesovym
modelom. Nase hypotézy teda odvadzame raciondlnym zdovodnenim a ich platnost
vzhTadom na naSe konkrétne data budeme usudzovat podla interpretacie vysledkov
nasich experimentov.

Nagim cielom je zistit, nakolko presne dokdZze CEV model (teda nasa aproximaécia,
ktorti pouzivame), pri parametroch odhadnutych vyssie spomenutou optimaliza¢nou

procedirou
e fitovat redlne ceny opcii z tréningovej vzorky,
e fitovat redlne ceny opcii z testovacej vzorky,

v porovnani s explicitnym rieSenim Black-Scholesovho modelu®! pri o, ktort sme dostali
predoslou optimalizaciou. Takisto pre tie isté data vykonavame aj optimaliziciu na
fitovanie cien pomocou B-S modelu na ziskanie optimalneho parametra o, a zistujeme

cenu cez B-S model, ale aj cez CEV aproximaciu, kde parameter v polozime rovny 2.

NasSe hypotézy sti:

e Pre opcie vypisané na akcie spolocnosti z vyznamne odlisnych odvetvi sa nam
odhadované hodnoty o budi v priemere pomerne vyrazne liSit, zatial ¢o pre akcie

spolo¢nosti z toho istého odvetvia nam tieto hodnoty budi vychadzat pribuzné.

80V ramci tejto kapitoly na niektorych miestach pouzivame skratené terminy ,,CEV model“, pri-

padne len ,CEV“, vzdy vSak mame na mysli jeho aproximaéciu.
81Iv)adej v tejto kapitole pri referencii na tento model pouzivame skratku ,,B-S model“, pripadne len

”B_S((
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6.3 Jednomaturitné optimalizacie 6 APLIKACIA NA TRHOVE DATA

e Pre parameter o ziskany fitovanim cien z B — S modelu ziskame vzdy lepgie
vysledky B-S fitu nez pre o ziskané z CEV optimalizacie. Tato hypotéza by viac-

menej mala potvrdit vyznam optimaliza¢nych proceddr.

e Pre vzorky idajov obsahujtcich dostato¢ny pocet dat by nam optimélna hodnota
parametra o ziskana cez fitovanie cien z B-S modelu vyjde velmi pribuzna cene

CEV aproximécie pri parametri v = 2.

e CEV model sa nam ukaze vyuzitelnejsi (davajici lepsie fity) pre lepsie obchodo-
vatelné data (vyssie hodnoty ,volume* a ,open interest“)®? v porovnani z tymi
horgie obchodovatelnymi (nizgie hodnoty tychto veli¢in), nakolko tie lepsie zod-
povedajtci teoretickému ocefiovaniu a empirickému pozorovaniu z mnohoroc¢nych
trhovych skisenosti, Ze volatilita a cena opcie st vo vztahu nepriamej amery, ¢o
dokaze lepsie zachytit CEV model tym, Ze parameter ~ je signifikantne mensi ako
2.83 Ak st data nizko obchodovatelné, tak nam cena moéZe vyjst daleko od teore-
tickej, pricom sa tato negativna zavislost ceny a volatility nemusi prejavit a CEV
aproximacia sa nam moze javit ako nepotrebna (fity rovnako dobré alebo horsie
nez tie z B-S modelu pri hodnote parametra o zistent fitovanim CEV cien). Ttto

hypotézu nazveme hlavnou vyskumnou hypotézou.

e Tato hypotéza nadvizuje na predosli: Parametre zistené pri optimalizovani cez
lepsie obchodovatelné data nam poskytnu presnejsie predikcie cien opcii nez pa-

rametre zistené pri optimalizovani cez horsie obchodovatelné data.

e Takisto nadviznost na predoslé: Presnejsie predikcie dostaneme pre lepSie obcho-

dovatelné data.8*

6.3 Jednomaturitné optimalizacie

Kvoli viacerym hypotézam (prvé $tyri) potrebujeme dostatok vhodnych vzoriek adajov

na to, aby sme na ne dokézali odpovedat. Z toho dévodu vykonavame nie len optimali-

82Presné hodnoty charakterizujeme a zdoévodnime neskoér, podla povahy konkrétnych sktmanych
dat

83 Zdroj [8, s. 30 |.

847dovodnenie je podobné ako v predoglych dvoch hypotézach
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6.4 Testovanie jednomaturitnych dat 6 APLIKACIA NA TRHOVE DATA

zaciu cez viacero maturit, ale aj optimalizaciu cez samotné jednomaturitné idaje. Preto
sme z pre udajov ohfadom kupnych opcii prislichajiucim $tyrom maturitdm tréningo-
vej vzorky (22.07., 29.07., 05.08. a 19.08. roku 2016) pre kazda zo spolo¢nosti Yahoo a
Starbucks a dvom maturitam pre spolo¢nost Google (22.07.,29.07. roku 2016) vytriedili
niektoré z nasledovnych podskupin dat, ktoré sme potom pouzili na jednomaturitni

optimalizaciu:

Obchodovatel'né data - denné trhové data, pre ktoré je hodnota veli¢iny ,open interest*
vicsia ako 50. Takéto opcie maju realny obchodovaci potencial a zviacsa (v nasich
skamanych pripadoch vzdy) aj nenulovi hodnotu veli¢iny ,volume® a teda aj

cena poskytnuta v trhovych tdajoch aspon ako-tak dava zmysel.

Dostato¢ne obchodovatel'né data - okrem predoslého kritéria pridavame kritérium,

aby bola hodnota veli¢iny ,,volume* vic¢sia ako 10.

Skvele ochodovatel'né data - obe kritéria signifikantne zosililujeme - veli¢inu ,,open
_interest® ziadame vicsiu ako ako 200 a veli¢inu ,,volume* vacsiu ako 100. Toto
st uz opcie, s ktorymi sa v dany den zaruc¢ene obchodovalo vo velkych mnoZstvach
a maju aj obrovsky obchodovaci potencidl. Teda ocakidvame, 7Ze ak je ocenovaci

model spravny, tieto ceny by mal modelovat najpresnejsie.

6.4 Testovanie jednomaturitnych dat

Samotné fitovanie cien z CEV modelu sme vykonavali pomocou nami naprogramova-
nej funkcie optimimaturita (suitable_data,S,r,t_back), ktorej zdrojovy kod sa
nachadza medzi zdrojovymi kdédmi ostatnych pouzivanych funkcii v prilohe A.

V praxi sa vSak jedna o to, Ze sa pripravia potrebné vstupy do funkcie auglag(x0,
fcia,lower = 1lb, upper = ub), ktord zabezpecuje nelinedrnu optimalizaciu v soft-
véri R®, konkrétne minimalizaciu funkcie spominanej v tivode kapitoly, a vystupom
tejto nasej naprogramovanej funkcie je vystup tejto optimaliza¢nej procedury, kde ako

argumenty maxima si uvedené optimalne parametre ¢ a v pre dany vyber dat.

85Dokumentécia k tejto funkcii v R je uvedené ako zdroj [12] a dokumentécia k nelinearnej optima-

liza¢nej procedire COBYLA, ktory sa v tejto funkcii pouziva, je uvedeny ako zdroj [11].
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Uplne analogicky sme naprogramovali funkciu optimimaturitaBS (suitable_data,S,r
,t_back), ktora fituje cenu B-S modelu.

Potom pouzivame nami vytvorent funkciu zobrazenie_a_tabulka_vysledkov
(suit_dat,S,r, t_back,opt_par), ktora slizi na vytvorenie prehlTadnej tabulky vy-
sledkov a vypis priemernych absolitnych percentualnej chyb odhadu ceny pomocou

CEV a B-S modelu pri danych parametroch®®.

Ukazka testovania jednomaturitnych dat pre opcie na spoloénost Starbucks

Na tomto mieste uviddzame ukézku, ako priblizne vyzerali pary pribuznych optimali-
zécii, ktoré sa robili pre konkrétnu maturitu.®” Vzhladom na celkovy podet takychto
optimalizacii - 21 pre CEV model a rovnaky pocet pre B-S model, v praci nemame
dostatok priestoru na detailny popis a zobrazenie tejto procediry pre vSetky tdaje.
Tento priklad uvadzame na kupnych opcidch na akcie spolo¢nosti Starbucks zo dna
01.07.2016 s maturitou 22.07.2016. Postupne st v tabulkach ukazané celkové data -
strana 68, a potom jednotlivé vybery - tabulky su na stranach 69,71 a 72. MoZeme
si v8imnut, 7e data zo striktnejSieho kritéria st vzdy podmnozinou predoslych dat a
hoci obsahuju udaje, ktoré by mali vernejsie popisovat trhové ceny nez predosly vyber,
dat je menej a teda doveryhodnost a interpretovatelnost optimalizovanej procedury sa
zhorsuje.

Optimalne parametre cez CEV optimalizaciu pre ,,Obchodovatelné data“, ktorych
je 15, a ich vyber je zobrazeny na strane 69, st 0 = 0,1881 a v = 1,239. Priemerné
chyby ocenovania st pre CEV 13,87% a pre B-S 17, 52%. Presnost konkrétnych cien je
ohodnotend absoltitnou percentualnou chybou a tie st na ukazku v tabulke vysledkov
na strane 70.

Pre B-S optimaliziciu na vySiel optimalny parameter ¢ = 0,175 a priemerné chyby
ocehovania su pre CEV 16,68% a pre B-S 15,46%.

Optimalne parametre pre ,Dostato¢ne obchodovatelné data“, ktorych je 13, a ich
vyber je zobrazeny na strane 71, si ¢ = 00,1876 a v = 1.5327. Priemerné chyby
ocehovania st pre CEV 11,98% a pre B-S 17, 15%.Celkové vysledky st v tabulke opéat

86Do B-S ceny berieme len parameter o, ako sme to uz spominali vygsie
87TR kod k tejto ¢asti prace mozno najst v prilohe B a vyuZzivaji sa v iom nami naprogramované

funkcie uvedené v prilohe A.
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Tabul'ka 2: vypis kupnych opcii zo diha 01.07.2016 s maturitou 22.07.2016 na akcie firmy

Starbucks.
strike name last bid ask change per change volume open interest implied volatility
1 45.00 SBUX160722C00045000 12.20 11.80 12.60 0.30 2.52% 10 20 67.68%
2 50.00 SBUX160722C00050000 6.06 5.30 5.45  0.00 0.00% 1 1 0.00%
3 51.00 SBUX160722C00051000 5.20 4.45 4.65 0.00 0.00% 1 1 0.00%
4 52.00 SBUX160722C00052000 4.20 4.25 4.40 0.00 0.00% 317 0 0.00%
5 52.50 SBUX160722C00052500 3.00 2.99 3.20 0.00 0.00% 2 2 0.00%
6 53.00 SBUX160722C00053000 2.15 0.00 0.00 0.00 0.00% 20 0 0.00%
7 53.50 SBUX160722C00053500 1.82  0.00 0.00 0.00 0.00% 11 0 0.00%
8 54.00 SBUX160722C00054000 3.64 3.35 3.55 1.73 90.58% 14 108 31.79%
9 54.50 SBUX160722C00054500 3.18 2.97 3.15  0.08 2.58% 5 116 30.91%
10 55.00 SBUX160722C00055000 2.68 2.59 2.67 -0.02  -0.74% 18 20766 28.03%
11 55.50 SBUX160722C00055500 2.33 2.24 233  -0.03 -1.27% 36 349 27.78%
12 56.00 SBUX160722C00056000 1.95 1.91 197 -0.15 -7.14% 35 7958 26.71%
13 56.50 SBUX160722C00056500 1.67 1.61 1.66 -0.08  -4.57% 391 8809 26.12%
14 57.00 SBUX160722C00057000 1.36 1.34 1.38 -0.12  -8.11% 146 621 25.64%
15 57.50 SBUX160722C00057500 1.20 1.09 1.13  0.02 1.69% 20 421 25.15%
16 58.00 SBUX160722C00058000 0.90 0.87 0.92 -0.06 -6.25% 28 573 24.90%
17 58.50 SBUX160722C00058500 0.80 0.68 0.72  0.03 3.90% 24 267 24.32%
18 59.00 SBUX160722C00059000 0.55 0.53  0.57 -0.07  -11.29% 22 307 24.17%
19 59.50 SBUX160722C00059500 0.48 0.40 0.44 -0.02  -4.00% 28 92 23.93%
20 60.00 SBUX160722C00060000 0.33 0.30 0.33 -0.04 -10.81% 31 312 23.58%
21 60.50 SBUX160722C00060500 0.27 0.26 0.29  0.08 42.11% 14 13 24.711%
22 61.00 SBUX160722C00061000 0.21 0.16 0.18  0.02 11.11% 11 101 23.19%
23 62.00 SBUX160722C00062000 0.13  0.07 0.17  0.03 30.00% 10 53 26.56%
24 63.00 SBUX160722C00063000 0.06 0.00 0.09  0.00 0.00% 4 9 25.98%
25 65.00 SBUX160722C00065000 0.03 0.00 0.04 -0.01  -25.00% 5 4 27.74%
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Tabul'ka 3: Vyber dat z kupnych opcii zo dia 01.07.2016 s maturitou 22.07.2016 na akcie

firmy Starbucks, ktory sme nazvali ako ,,Obchodovatelné data“.

strike name last bid ask change per change volume open interest implied volatility

8 54.00 SBUX160722C00054000 3.64 3.35 3.55 1.73 90.58% 14 108 31.79%

9 54.50 SBUX160722C00054500 3.18 2.97 3.15 0.08 2.58% 5 116 30.91%
10 55.00 SBUX160722C00055000 2.68 2.59 2.67 -0.02 -0.74% 18 20766 28.03%
11 55.50 SBUX160722C00055500 2.33 2.24 2.33 -0.03 -1.27% 36 349 27.78%
12 56.00 SBUX160722C00056000 1.95 1.91 1.97 -0.15 -7.14% 35 7958 26.71%
13 56.50 SBUX160722C00056500 1.67 1.61 1.66 -0.08 -4.57% 391 8809 26.12%
14 57.00 SBUX160722C00057000 1.36 1.34 1.38 -0.12 -8.11% 146 621 25.64%
15 57.50 SBUX160722C00057500 1.20 1.09 1.13 0.02 1.69% 20 421 25.15%
16 58.00 SBUX160722C00058000 0.90 0.87 0.92 -0.06 -6.25% 28 573 24.90%
17 58.50 SBUX160722C00058500 0.80 0.68 0.72 0.03 3.90% 24 267 24.32%
18 59.00 SBUX160722C00059000 0.55 0.53 0.57 -0.07  -11.29% 22 307 24.17%
19 59.50 SBUX160722C00059500 0.48 0.40 0.44 -0.02 -4.00% 28 92 23.93%
20 60.00 SBUX160722C00060000 0.33 0.30 0.33 -0.04 -10.81% 31 312 23.58%
22 61.00 SBUX160722C00061000 0.21 0.16 0.18 0.02 11.11% 11 101 23.19%
23 62.00 SBUX160722C00062000 0.13 0.07 0.17 0.03 30.00% 10 53 26.56%

na strane 71.

Vidime, 7e ako sa nam vyber dat zuZuje smerom k lepsie obchodovatelnym, obe
chyby klesaji, chyba CEV modelu vSak percentudlne i absolitne klesa viac.

Pre B-S optimalizaciu na vySiel optimalny parameter o = 0,1737 a priemerné chyby
ocenovania su pre CEV 14,19% a pre B-S 13,29%.

Optimélne parametre pre ,,Skvele obchodovatelné data“, ktoré su len 2, a ich vyber
je zobrazeny na strane 72, si 0 = 0,1478 a v = 1,6639. Priemerné chyby ocefiovania
st pre CEV 1,99% a pre B-S 10.44%. Celkové vysledky su v druhej tabulke na strane
72.

Optiméalna B-S o = 0,1184 a chyby su CEV 8,24% a B=S 2, 39%.
Dat je uz velmi mélo, preto sa takymto priepastnym rozdielom v presnosti nemozno ¢u-

dovat, na druhej strane im nemozno ani prikladat nejaku velku interpretac¢nt hodnotu.
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Tabulka 4: Zobrazenie vysledkov pre aplikovanie optimalizovanych paramaterov na

,Obchodovatelné data“ kupnych opcii zo dia 01.07.2016 s maturitou 22.07.2016 na akcie

firmy Starbucks.

last cev_ceny cev_perc_chyba bs ceny bs perc chyba
1 3.64 4.07623 -11.984% 4.09988  -12.634%
2 3.18 3.59828 -13.153% 3.63703  -14.372%
3 2.68 3.13215 -16.871% 3.18782  -18.948%
4 233 2.68395 -15.191% 2.75682 -18.318%
5 1.95 2.2605 -15.923% 2.34898  -20.461%
6 1.67 1.8686 -11.892% 1.96929  -17.922%
7 1.36 1.51421 -11.339% 1.62227  -19.285%
8 1.2 1.20167 -0.14% 1.31155  -9.296%
9 0.9 0.93325 -3.694% 1.03944  -15.493%
10 0.8 0.70892 11.385% 0.80674 -0.842%
11 0.55 0.52657 4.259% 0.61263  -11.388%
12 0.48 0.38242 20.33% 0.45486  5.237%
13 0.33 0.27155 17.7112% 0.33 0%
14 0.21 0.1281 38.998% 0.16174  22.98%
15 0.13 0.05543 57.361% 0.07195  44.656%
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Tabulka 5: Vyber dat z kapnych opcii zo diia 01.07.2016 s maturitou 22.07.2016 na akcie

firmy Starbucks, ktory sme nazvali ako ,,Dostato¢ne obchodovatelné data“.

strike name last bid ask change per change volume open interest implied volatility

8 54.00 SBUXI160722C00054000 3.64 3.35 3.55 1.73 90.58% 14 108 31.79%
10 55.00 SBUX160722C00055000 2.68 2.59 2.67 -0.02 -0.74% 18 20766 28.03%
11 55.50 SBUX160722C00055500 2.33 2.24 2.33 -0.03 -1.27% 36 349 27.78%
12 56.00 SBUX160722C00056000 1.95 1.91 1.97 -0.15 -7.14% 35 7958 26.71%
13 56.50 SBUX160722C00056500 1.67 1.61 1.66 -0.08 -4.57% 391 8809 26.12%
14 57.00 SBUX160722C00057000 1.36 1.34 1.38 -0.12 -8.11% 146 621 25.64%
15 57.50 SBUX160722C00057500 1.20 1.09 1.13 0.02 1.69% 20 421 25.15%
16 58.00 SBUX160722C00058000 0.90 0.87 0.92 -0.06 -6.25% 28 573 24.90%
17 58.50 SBUX160722C00058500 0.80 0.68 0.72 0.03 3.90% 24 267 24.32%
18 59.00 SBUX160722C00059000 0.55 0.53 0.57 -0.07  -11.29% 22 307 24.17%
19 59.50 SBUX160722C00059500 0.48 0.40 0.44 -0.02 -4.00% 28 92 23.93%
20 60.00 SBUX160722C00060000 0.33 0.30 0.33 -0.04 -10.81% 31 312 23.58%
22 61.00 SBUX160722C00061000 0.21 0.16 0.18 0.02 11.11% 11 101 23.19%

Tabulka 6: Zobrazenie vysledkov pre aplikovanie optimalizovanych paramaterov na
,Dostatofne obchodovatelné data® kipnych opcii zo diia 01.07.2016 s maturitou 22.07.2016

na akcie firmy Starbucks.

last cev_ceny cev_perc_chyba bs ceny bs perc_ chyba

1 3.64 4.09837 -12.593% 411695 -13.103%
2 2,68 3.17099 -18.321% 3.21957  -20.133%
3 233 2.73246 -17.273% 2.79729  -20.055%
4 195 2.31868 -18.907% 2.39837  -22.993%
5 1.67 1.93554 -15.901% 2.02705  -21.38%
6 1.36 1.5881 -16.772% 1.68707  -24.049%
7 1.2 1.27995 -6.662% 1.38136  -15.114%
§ 0.9 1.01289 -12.544% 1.11176  -23.529%
9 0.8 0.78684 1.645% 0.87883  -9.854%
10 0.55 0.59997 -9.085% 0.68186  -23.975%
11 0.48 0.44907 6.444% 0.51896 -8.117%
12 0.33 0.33 0% 0.38728  -17.356%
13 0.21 0.1688 19.617% 0.203 3.332%
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Tabul'ka 7: Vyber dat z kupnych opcii zo dia 01.07.2016 s maturitou 22.07.2016 na akcie

firmy Starbucks, ktory sme nazvali ako ,,Skvele obchodovatelné data“.

strike name last bid ask change per change volume open interest implied volatility
13 56.50 SBUX160722C00056500 1.67 1.61 1.66 -0.08 -4.57% 391 8809 26.12%
14 57.00 SBUX160722C00057000 1.36 1.34 1.38 -0.12 -8.11% 146 621 25.64%

Tabul'ka 8: Zobrazenie vysledkov pre aplikovanie optimalizovanych paramaterov na ,Skvele

obchodovatelné data“ kapnych opcii zo dita 01.07.2016 s maturitou 22.07.2016 na akcie firmy

Starbucks.
last cev_ceny cev_perc_chyba bs ceny bs perc chyba
1 1.67 1.60136 4.11% 1.74978  -4.77T%
2 1.36 1.19178 12.369% 1.36 0%

6.5 Testovanie viacmaturitnych dat a predikcia

Cielom na8ej prace bolo aj overit predikéni schopnost CEV modelu, preto sme udaje
ohladom kipnych opcii mali pre kazdi zo spolo¢nosti Yahoo a Starbucks rozdelené na
tréningovi vzorku (predtym spominané Styri maturity) a testovaciu vzorku (najblizsia
dalsia maturita - 16.09.2016). Vzhladom na to, Ze nasou snahou bolo ziskat doveryhod-
nejSie odhady parametrov, ktoré by sme pouzili na testovanie, rozhodli sme sa vykonat
optimalizacie cez celt skalu tychto maturit, bertc vSetky jednomaturitné data daného
druhu (napriklad ,,Dostato¢ne obchodovatelné data“) a na predikcie pouzit parametre
ziskané takouto optimalizaciou. Primérne st pre nas parametre ziskané z CEV optima-
lizacie.

Tato optimalizacia si vyzadovala o €osi viac technickych zru¢nosti a mame ju naprog-
ramovani v prilohe A ako funkciu optimNmaturit (suit_dat,S,r,t_vect), jej uloha
a vystup su ekvivalentné funkcii pouzivanej na jednomaturitné data, hoci do nej vstu-
puji o cosi zlozitejSie forméatované vstupy. Ekvivalentnou je takisto aj funkcia pouzi-
vand na vypis vysledkov zobrazenie_a_tabulka_ vysledkov_Nmaturit (suit_dat,S,r,
t_vect,opt_par).
B-S optimalizaciu sme vykonavali tiez cez analogicki funkciu optimNmaturitBS (suit_dat,

S,r,t_vect).
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Ukazka testovania viacmaturitnych dat a predikcii spolo¢nosti Yahoo

Celkovo sme s pouzitim roznych takto vybranych viacmaturitnych dat a nimi odhadnu-
tych parametrov vykonali celkovo 15 predikcii na réznych podskupinach dat testovacich
vzoriek cez CEV model a rovnaky pocet cez B-S model. Ani tu teda nemo6zme uvadzat
cely rozsah prace, rozhodli sme sa teda pre jednu reprezentativnu ukazku, ktorou bude
odhad aplikovany na ,,Dostato¢ne obchodovatelné data“ z testovacej vzorky spoloc-
nosti Yahoo pomocou parametrov zistenych z viacmaturitnej optimalizacie cez vSetky

»Dostato¢ne obchodovatelné data“ a vsetky ,,Skvele obchodovatelné data‘“.

Tabulka 9: Vyber dat z kapnych opcii zo dia 30.06.2016 s viacerymi maturitami na akcie

firmy Yahoo, ktory sme nazvali ako ,Dostato¢ne obchodovatelné data“

strike  name last ~ bid ask change per change volume open interest implied volatility
9 37.00 YHOO160722C00037000 1.20 1.21 1.30 0.33 37.93% 150 397 37.01%
10 37.50 YHOO160722C00037500 0.89 0.94 1.06 0.19 27.14% 40 136 36.43%
11 38.00 YHOO160722C00038000 0.84 0.76 0.85 0.32 61.54% 19 835 35.84%
12 38.50 YHOO160722C00038500 0.38 0.40 0.46 -0.07  -15.56% 68 217 28.86%
15 40.00 YHOO160722C00040000 0.25 0.21 0.33  0.06 31.58% 20 283 35.40%
3 36.00 YHOO160729C00036000 1.52 1.51 1.73  0.15 10.95% 289 100 30.08%
4 36.50 YHOO160729C00036500 1.81 1.70 1.80 0.47 35.07% 13 319 38.48%
5 37.00 YHOO160729C00037000 1.47 142 151 0.38 34.86% 36 443 37.40%
6 37.50 YHOO160729C00037500 1.10 1.17 1.27 0.22 25.00% 62 73 36.91%
7 38.00 YHOO160729C00038000 1.03 0.95 1.00 0.37 56.06% 65 608 35.11%
8 38.50 YHOO160729C00038500 0.73 0.75 0.85 0.21 40.38% 112 473 35.60%
111 40.00 YHOO160729C00040000 0.24 0.21 0.33 -0.01 -4.00% 38 307 30.96%
51 37.50 YHOO160805C00037500 1.45 1.32 1.40 0.39 36.79% 51 60 36.04%
2 25.00 YHOO160819C00025000 11.00 10.80 11.35 -1.40  -11.29% 920 160 0.00%
91 34.00 YHOO160819C00034000 3.85 3.75 3.90 0.75 24.19% 113 479 41.26%
101 35.00 YHOO160819C00035000 3.10 3.00 3.15 0.55 21.57% 90 1473 39.04%
112 36.00 YHOO160819C00036000 2.43 2.38 246 0.50 25.91% 125 2382 36.87%
121 37.00 YHOO160819C00037000 1.86 1.82 1.87 0.37 24.83% 1187 20975 35.23%
13 38.00 YHOO160819C00038000 1.37 1.33 1.38 0.33 31.73% 157 6161 33.99%
14 39.00 YHOO160819C00039000 0.97 0.94 0.98 0.26 36.62% 1045 11481 32.86%
151 40.00 YHOO160819C00040000 0.66 0.63 0.66 0.18 37.50% 869 17863 31.69%
16 41.00 YHOO160819C00041000 0.43 0.40 0.43 0.14 48.28% 183 25875 30.81%
17 42.00 YHOO160819C00042000 0.27 0.24 0.28 0.09 50.00% 234 4023 30.47%
18 43.00 YHOO160819C00043000 0.11 0.10 0.12 -0.02  -15.38% 110 1467 27.54%
20 45.00 YHOO160819C00045000 0.07 0.05 0.07 0.01 16.67% 218 905 30.08%
21 46.00 YHOO160819C00046000 0.04 0.04 0.08 -0.08  -66.67% 511 1518 33.59%
22 47.00 YHOO160819C00047000 0.10 0.07 0.10 -0.02  -16.67% 5 163 37.70%
25 50.00 YHOO160819C00050000 0.02 0.01 0.04 -0.03  -60.00% 15 850 38.67%

Hore zobrazujeme tabulku udajov vyfiltrovanych ,,Dostato¢ne obchodovatelnych
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Tabulka 10: Zobrazenie vysledkov pre aplikovanie optimalizovanych paramaterov na
,Dostatofne obchodovatelné data“ kupnych opcii zo dia 30.06.2016 s viacerymi maturitami

na akcie firmy Yahoo.

last cev_ceny cev_perc_chyba bs ceny bs perc chyba

1 1.2 1.07629 10.309% 1.076 10.334%
2 0.89 0.85972 3.402% 0.85994  3.378%
3 0.84 0.6764 19477% 0.67705  19.399%
4 0.38 0.52401 -37.897% 0.52505  -38.17%
o 0.25 0.22137 11.45% 0.22345  10.619%
6 1.52 1.77071 -16.494% 1.76897  -16.38%
7 1.81 1.49066 17.643% 1.48955  17.705%
8§ 1.47 1.24134 15.555% 1.24086  15.588%
9 1.1 1.02237 7.058% 1.02246  7.049%
10 1.03 0.83264 19.161% 0.83324  19.103%
11 0.73 0.67047 8.155% 0.67153  8.009%
12 0.24 0.32647 -36.031% 0.3288 -37%
13 1.45 1.1676 19.476% 1.16753  19.48%
14 11 11.87623  -7.966% 11.87652 -7.968%
15 3.85 3.46621 9.969% 3.46133  10.095%
16 3.1 2.76787 10.714% 2.76354  10.854%
17 2.43 2.15935 11.138% 2.15646  11.257%
18 1.86 1.6449 11.565% 1.64365  11.632%
19 1.37 1.22316 10.719% 1.22335  10.704%
20 0.97 0.88774 8.48% 0.88915  8.335%
21 0.66 0.62867 4.747% 0.63122  4.36%
22 0.43 0.43406 -0.945% 0.4379 -1.837%
23 0.27 0.2917 -8.039% 0.29703  -10.012%
24 0.11 0.19018 -72.893% 0.19715  -79.223%
25 0.07 0.07165 -2.356% 0.08162  -16.599%
26 0.04 0.04 0.001% 0.051 -27.499%
27 0.1 0.01971 80.292% 0.03129  68.713%
28 0.02 -0.00426  121.32% 0.00653  67.361%
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dat* zo vSetkych maturit. Optimalne parametre nadm vysli ¢ = 0,3078 a v = 1,8584,
na tieto parametre sa neskor odvoladme ako na ,parametre 1“. Cez CEV optimalizaciu
nam priemerna chyba CEV modelu vy$la 20,83% a B-S modelu 20,31%, tabulka s
vysledkami je zobrazena na strane 74. Cez B-S optimalizaciu nam vysla o = 0,299, na
tato o v kombinacii s v = 2 sa budeme odvolavat ako na ,,parametre 1 alt.“. Priemerna
chyba CEV modelu vysla 21,1% a B-S modelu 19,89%.

Dalej robime CEV optimalizaciu aj na vSetkych ,,Skvele obchodovatelnych datach®,
ktorych tabulku uvadzame na tejto strane dole. Ako optimélne parametre sme ziskali
o = 0,3209 a v = 1,4937, na tieto parametre sa neskor odvolame ako na ,parametre
2%, Priemerné chyba CEV modelu je 13,59%, pricom pre B-S je to 23,06%. Tabulku s
vysledkami mozno néjst na strane 76.

Cez B-S optimalizaciu nam vysla o = 0,299 priemernd chyba CEV modelu vyS$la
13,54% a B-S modelu 13,41%. Tu nam vy$la o na 5 desatinnych miest rovna ako v

,parametroch 1 alt.“, nebudeme sa teda na fiu este osobitne inak odvolévat.

Tabul'ka 11: Vyber dat z kuapnych opcii zo diha 30.06.2016 s viacerymi maturitami na akcie

firmy Yahoo, ktory sme nazvali ako ,,Skvele obchodovatelné déta“.

strike name last bid ask change per change volume open interest implied volatility
9 37.00 YHOO160722C00037000 1.20 1.21 1.30 0.33 37.93% 150 397 37.01%
8 38.50 YHOO160729C00038500 0.73 0.75 0.85 0.21 40.38% 112 473 35.60%
91 34.00 YHOO160819C00034000 3.85 3.75 3.90 0.75 24.19% 113 479 41.26%
11 36.00 YHOO160819C00036000 2.43 2.38 2.46 0.50 25.91% 125 2382 36.87%
12 37.00 YHOO160819C00037000 1.86 1.82 1.87 0.37 24.83% 1187 20975 35.23%
13 38.00 YHOO160819C00038000 1.37 1.33 1.38 0.33 31.73% 157 6161 33.99%
14 39.00 YHOO160819C00039000 0.97 0.94 0.98 0.26 36.62% 1045 11481 32.86%
15 40.00 YHOO160819C00040000 0.66 0.63 0.66 0.18 37.50% 869 17863 31.69%
16 41.00 YHOO160819C00041000 0.43 0.40 0.43 0.14 48.28% 183 25875 30.81%
17 42.00 YHOO160819C00042000 0.27 0.24 0.28 0.09 50.00% 234 4023 30.47%
18 43.00 YHOO160819C00043000 0.11 0.10 0.12 -0.02  -15.38% 110 1467 27.54%
20 45.00 YHOO160819C00045000 0.07 0.05 0.07 0.01 16.67% 218 905 30.08%
21 46.00 YHOO160819C00046000 0.04 0.04 0.08 -0.08 -66.67% 511 1518 33.59%
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Tabul'ka 12: Zobrazenie vysledkov pre aplikovanie optimalizovanych paramaterov na ,,Skvele
obchodovatelné data“ kupnych opcii zo dia 30.06.2016 s viacerymi maturitami na akcie firmy

Yahoo.

last cev_ceny cev perc chyba bs ceny bs perc chyba

1 1.2 112451  6.291% 1.12459  6.284%
2 0.73 0.71605  1.91% 0.72214  1.077%
3 3.85 3.53072  8.293% 3.51615  8.671%
4 243 223333  8.093% 2.22653  8.373%
5 1.86 1.71696  7.69% 1.71618  7.732%
6 1.37 1.28061  5.868% 1.29458  5.505%
7 097 0.94579  2.496% 0.95577  1.467%
8 0.66 0.6765 -2.501% 0.6908  -4.666%
9 0.43 0.47083  -9.495% 0.489 -13.722%
10 0.27 0.31741  -17.558% 0.33922  -25.636%
11 0.11 0.20551  -86.824% 0.23074  -109.768%
12 0.07 0.07 0% 0.10097  -44.236%
13 0.04 0.03213  19.683% 0.06505 -62.62%
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Ukazka vysledkov predikcii

Vyssie odhadnuté optimalne parametre sme pouzili na predikcie - teda sme pomocou
nich pocitali ceny v testovacej maturite na dostato¢ne obchodovatelnych datach, a
skimali velkost predikénej chyby.5®

Tabulky vysledkov pri vyuziti parametrov 1 a 2 moZno najst na tejto a nasledu-
jacej strane, na tomto mieste len spomenieme priemerné predikcéné chyby metod. Pre
predikcie s vyuzitim parametrov 1 nam priemerné chyby vysli pre CEV 13,71% a B-S
13,84%.
Pre predikcie s vyuzitim parametrov 2, ndm vys$li priemerné chyby - CEV metoéda
16,28% a B-S 17.42%.
Pri vyuziti parametrov 1 alt. nam vysli predikéné chyby pre CEV 12,94% a B-S 12,87%.

Tabulka 13: Zobrazenie vysledkov predikcii pre aplikovanie tzv. ,paramaterov 1 na
,Dostatoéne obchodovatelné data“ kupnych opcii zo dha 30.06.2016 s maturitou 16.09.2016

na akcie firmy Yahoo.

last cev_ceny cev_ perc_ chyba bs ceny bs perc_ chyba

1 286 3.16537 -10.677% 3.15877  -10.447%
2 293 2.58366 11.821% 2.57901  11.979%
3 1.32 1.28792 2.43% 1.28865  2.375%
4 0.58 0.7535 -29.914% 0.75719  -30.55%

8 Nakol'ko predikéné vzorky neobsahovali dostatok tidajov na hodnoverné predikcie pre skvele ob-
chodovatelné data a nasim cielom bolo predikovat aspon na troch réznych vyberoch dat, rozhodli
sme sa predikovat aj v8etky data z predikénych vzoriek. Pre spolo¢nost Yahoo sa velmi neli§ila vzorka
obchodovatelnych a dostato¢ne obchodovatelnych dat, zaviedli sme teda vzorku minimalne obcho-
dovatelnych dat, pre ktoré bol ,,open _interest* nenulovy, a nepredikovali vzorku obchodovatelnych

dat.
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Tabulka 14: Zobrazenie vysledkov predikcii pre aplikovanie tzv. ,paramaterov 2“ na
,Dostatofne obchodovatelné data® kipnych opcii zo diia 30.06.2016 s maturitou 16.09.2016

na akcie firmy Yahoo.

last cev_ceny cev perc chyba bs ceny bs perc chyba

1 2.86 3.25732 -13.892% 3.24068  -13.31%
2 293 2.67629 8.659% 2.66649  8.993%

3 1.32 1.36344 -3.291% 1.37488  -4.158%
4 0.58 0.80783 -39.282% 0.83064 -43.213%

6.6 Zodpovedanie vyskumnych hypotéz a niektoré d’alsie pozo-

rovania

Na tomto mieste sa vyjadrime k jednotlivym stanovenym hypotézam vzhladom na vy-
stupy nagich dat a racionalne zdovodnenie vysledkov. Pre Google sme k dispozicii mali
3, pre Yahoo 8 a pre Starbucks 10 vysledkov jednomaturitnych testovani tréningove;j
vzorky; a pre Yahoo a Starbucks dalsich 2 respektive 3 viacmaturitnych testovani a
6 respektive 7 testovani testovacej vzorky (teda testu predikénych schopnosti), to pre
parametre z CEV optimalizacie, ako aj B-S.

Platnost prvej hypotézy - o podobnosti optimalneho parametra ¢ pre firmy z toho
istého oboru a rozdielnosti tohto parametra pre firmy z tplne odlisnych odvetvi - nam
nase data potvrdzuji. Optimalna o cez CEV optimalizaciu pre spolo¢nost Google nadm
vychidzala medzi 25-27,4%, a pre Yahoo zviicga 30,5-32,6%%. Pre opcie spolo¢nost
Starbucks nam vSak optimdlna o vychadzala 12,9-18,8%. Pre B-S optimaliziciu sme
dostali podobné rozsahy hodnot parametra o: Google - 24-27,3%, Yahoo - 29-32,6% a
pre Starbucks - 10,1-17,5%.

Druhéa hypotéza sa nam viac-menej potvrdila - platilo to pri jednomaturitnom testo-
vani v 14-tich pripadoch oproti trom, kedy nie, pricom v jednom z nich bola chyba len v
desatinich percent a vo zvySnych sa jednalo o vybery dat z opcii na akcie Starbucks na

maturitu 19.08., kde nam oproti ostatnym vzorkim spolo¢nosti Starbucks vychadzali

89 Jediny raz sme dostali hodnotu vy&giu, skoro 37%, bolo to viak v pripade, ked vzorka obsahovala

iba jeden udaj.
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omnoho vyssie priemerné chyby (35-46% oproti 7-22%). Pre viacmaturitné testovania
nam tento pomer vysSiel o ¢osi horsi - 4 pripady hypotézu potvrdzujice, a 2 pripady
hypotézu vyvracajice, zasa sa vSak v jednom z nich jednalo o desatiny percent a v
druhom sa robil odhad len z piatich dat. Celkovo teda usudzujeme, Ze tato hypotéza
sa nam potvrdzuje, a tym padom aj nase optimaliza¢né procedury maji zmysel.

K tretej hypotéze sme nedopatrenim nezistovali udaje, ktoré by ju relevantne po-
tvrdzovali - teda relativne chyby CEV cien oproti BS cenam pri o z BS optimalizécie.
Namiesto toho sme vSak zistovali rozdiely absolatnych percentualnych chyb BS a CEV
cien vzhladom na realne trhové ceny. Nakolko nam ale tieto rozdiely vychéadzali v drvi-
vej vacsine v desatinach percent - v 17-tich, pripadoch, v 3 iba ¢osi vySe percento, a iba
v 2 vySSie - raz vySe 2 a raz vySe 3 percent - a to sa jednalo prace o vysSie spominané
dve vzorky dat z opcii na akcie Starbucks na maturitu 19.08., dovolujeme si tvrdit, Ze
aj tak mozeme tuto hypotézu potvrdit.

Dalsia hypotéza sa nam dostato¢ne jednoznac¢ne nepotvrdila, 4 pripady pre pre-
chod z obchodovatelnych dat na dostato¢ne obchodovatelné data ju potvrdzujua, 2
pripady vyvracaju, pricom teraz nevieme jednoznac¢ne identifikovat pri¢iny. Pri pre-
chode z dostato¢ne obchodovatelnych na skvele obchodovatelné data sa nam potvrdila
v 4 pripadoch, v dvoch pripadoch v8ak vzorka skvele obchodovatelnych dat obsaho-
vala velmi malo tdajov - raz iba 1 a raz 2. Preto zial, tito na$u hlavnt vyskumnu
hypotézu nemo6zeme potrdit. Domnievame sa, Ze je to tak preto, Ze vzorky dostatoc¢ne
a skvele obchodovatelnych tdajov boli mnohokrat velmi malé (5 a menej udajov), a
mimo tychto vzoriek si trhové udaje mnohokrat daleko od splnenia predpokladov CEV
a vo v8eobecnosti aj B-S modelu (napriklad velky bid-ask spread).

Nasledovna hypotéza - o tom, ze predikcie vytvorené pomocou parametrov ziskanych
optimalizaciou cez lepSie obchodovatelné data v porovnani s parametrami ziskanymi
cez optimalizaciu na hor$ie obchodovatelnych datach, sa nam potvrdila iba ¢astocne,
skor je v8ak vyvratena. Pre opcie na akcie Starbuck pre CEV optimalizaciu nam chyby
CEV metody skutocne klesali pri pouziti parametrov zistenych z dostato¢ne obchodo-
vatelnych dat tréningovej vzorky oproti tym obchodovatelnym. V 2 z 3 pripadov sa
tak v8ak nedialo zmene parametrov zistenych z dostato¢ne obchodovatelnych na tie

zistené zo skvele obchodovateInych dat. Predikované vzorky vSak obsahovali relativne
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malo udajov (7 a 4). Pre BS optimalizaciu nam vzdy chyby BS metody klesali konti-
nuélne pri prechode tymito parametrami zistenymi z obchodovatelnych dat az po tie
zistené zo skvele obchodovatelnych dat.

Pre opcie na akcie spolo¢nosti Yahoo sme zistovali len prechod parametrov zistenych
z dostatocne obchodovatelnych dat na tie zistené zo skvele obchodovatelnych dat, a
zakazdym z 3 pripadov sa nam hypotéza v CEV pripade zamietla v BS pripade boli
hodnoty chyb takmer konstantné.

Treba vSak podotknit, Ze pre akcie Yahoo sme dostavali ovela presnejSie predikcie -
priemerné chyby na arovni 10 — 24%, zatial ¢o predikéné chyby Starbucks boli aZ na
urovni zhruba 50 — 134%, preto udaje zistené z predikcii pre Yahoo data povazujeme za
hodnovernejsie a skor sa priklaname k tvrdeniu, Ze nase data tito hypotézu zamietaji.
Urdite si vSak nedovolujeme tvrdit, Ze neplati vo vSeobecnosti, nakol’ko m4 racionalny
zaklad a pre vac¢siu vyskumnu vzorku by sa nam eSte mohla potvrdit.

Posledna hypotéza - o tom, Ze predikcie pre lep§ie obchodovatelné data nam za-
kazdym vychadzaju presnejsSie, nez pre tie horSie obchodovatelné, sa nam nie celkom
potvrdila. Pre opcie na akcie Yahoo s parametrami zistenymi cez CEV optimalizaciu
sa nam ukézala pravdivi pre ,parametre 1“ - teda pre parametre zistené z dostatocne
obchodovatelné dat. Pre ,parametre 2“ - zistené zo skvele obchodovatelnych dat, sme
vgak ziskali najlepgiu predikciu pre minimalne obchodovatelné data®. Pre B-S para-
metre zistené z B-S optimalizacie sa ndm vSak tato hypotéza pre obe (,,parametre lalt.*
aj ,parametre 2 alt.“) potvrdila.

Pre opcie na akcie Starbucks nam okrem pripadu, Ze parametre boli odhadnuté z obcho-
dovatelnych dat, vysli mensie predikéné chyby pre dostatocne obchodovatelné udaje v
porovnani s tymi skvele - a to ako pre zvysné CEV parametre (odhadnuté z dostato¢ne
obchodovatelnych a skvele obchodovatelnych dat), ako aj pre vSetky BS parametre
(tiez odhadnuté pre tieto tri vybery dat).

Sposobovat to moze fakt, ze tdajov v jednomaturitnej predikénej vzorke dostatoCne
obchodovatelnych udajov pre Yahoo predik¢ni vzorku a skvele obchodovatelnych tda-
jov pre Starbuck predik¢éna vzorku, je uz velmi méalo (4 adaje a 3 udaje).

Tuto hypotézu teda nevieme s istotou potvrdit, ale na zaklade nagich dat ju aspon ur-

OTento termin sme zaviedli v poznamke pod. &iarou &. 88
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¢ite nemozeme vyvratit a takisto je mozné, ze by sa nam pre vicsia vzorky dat potvrdila
jednoznac¢nejgie, nakolko je postavena na racionalnych zékladoch, je teda motivaciou
do dalsieho vyskumu.

Na zéaver eSte dve pozorovania: Pre opcie na akcie spolo¢nosti Starbucks nam CEV
ceny zistené cez CEV aproximéciu vicsinou lepsie aproximovali ceny testovacej vzorky
v porovnani s BS cenami zistenymi cez BS optimalizaciu. Pre opcie na akcie spolo¢nosti
Yahoo to vsak zvic¢sa nebola pravda.

Parametre priemerne lepSie fitovali testovacie vzorky opcii na Starbucks, avSak pred-
ikcie vysli omnoho lepSie pre opcie na Yahoo.

Dovolujeme si vyslovit hypotézu, 7e za takéto diametrilne odlisné spravanie moézu
velmi vzdialené optimalne hodnoty volatility (pre Starbuck okolo 14% a pre Yahoo
okolo 32%), uz vSak v nagej praci nemame priestor na jej overenie na dalsich vzorkach

udajov pre opcie na iné spolo¢nosti. Tato oblast by si tiez ziadala Sirs$i vyskum.
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Zaver

Cielom préce bolo ¢itatelovi vysvetlit metodu zdruzenych asymptotickych rozvojov pri
aplikicii na ziskavanie aproximativneho riesenia roznych finanénych modelov (kapitoly
1-4), ziskané aproximacie hodnotit rozli¢nymi spoésobmi, a vyuzit ich v praxi na fitovane
a predikovane cien opcii pomocou redlnych trhovych dat (kapitoly 5 a 6).

Prva kapitola poskytla kratku histériu problematiky ( podkapitola 1.1), jej pod-
statou v8ak bolo uviest perturba¢né problémy ( podkapitola 1.2), uviest schematické
rieSenie singularnych perturba¢nych problémov pri ktorych sa nasa metoda vyuziva (
podkapitola 1.3), a vysvetlit terminy pouzivané v tejto oblasti matematiky (podkapi-
tola 1.4). Citatel so zakladnymi znalostami teorie limit mé po nej prehlad o zakladoch
perturbacnej teorie.

Druha kapitola ukéazala explicitné riesenie (R0) singularneho perturba¢ného prob-
lému (U 1), na ktorom poukézala na dolezité ¢rty spravania sa singularnych pertur-
ba¢énych problémov ( podkapitola 2.1), Zaroveni vSak aj v podkapitole 2.2 vysvetlila
hladanie asymptoticky presného rieSenia pre tento problém pomocou metody zdruZe-
nych asymptotickych rozvojov, boli teda detailne rozobraté jednotlivé kroky z postupu
v Casti 1.3. Ziskalo sa sme rieSenie (R1), ktoré sa eSte na zaver kapitoly kvalitativne po-
sudzovalo. Citatel so zakladnymi znalostami z oboru oby¢ajnych diferencialnych rovnic
je po nej schopny riesit singuldrne problémy tohto typu nami uvadzanou metddou.

V tretej kapitole sme uviedli kratky tvod do terminologie finan¢nej matematiky
(podkapitola 3.1), predstavili Black-Scholesov model na ocenovanie finanénych deriva-
tov a uviedli jeho explicitné rieSenie (podkapitola 3.2); potom sme pre neho odvodili
rieSenie metodou zdruzenych asymptotickych aproximécii (podkapitola 3.3), kde sme
museli ¢elit faktu, 7e sa v povahe problému sa jednalo o parcidlnu a nie o obyc¢ajni
diferencialnu rovnicu, preto sa nam viaceré kroky postupu znac¢ne skomplikovali. Vy-
sledkom bola dvojélenna asymptoticka aproximacia (R2'). Citatel so zdkladnymi zna-
lostami v oblasti parcidlnych diferencidlnych rovnic a finan¢nej matematiky je po jej
prec¢itani schopni aplikovat metédu zdruzenych asymptotickych rozvojov na zékladné
finan¢né modely.

Vo stvrtej kapitole bol uvedeny d'alsi finanény model - CEV model, ktory je v teore-

tickom zmysle spresnenim Black-Scholesového modelu. Najprv sa rozoberal teoreticky

82



ZAVER ZAVER

(podkapitola 4.1), uviedlo sa odvodenie rovnice (CEV PDR) v hom vystupujicej, a
potom (podkapitola 4.3) sa vyuzila jeho podobnost s aproximativnym rieSenim B-S
modelu a odvodilo sa jeho aproximativne rieSenie (R4). Citatelovi sa priblizil tento
roz§ireny finanény model a kapitola slizila na overenie a doplnenie znalosti v ramci
nami skiimanej met6dy aplikovanej na rieSenie PDR.

V piatej kapitole nasledovalo kratke porovnanie CEV aproximéacie (R4) a explicit-
ného riesenia Black-Scholesovho modelu (EX — R — BS) pre CEV parameter v = 2 a
Citatel moze byt uisteny, Ze tato aproximacia je velmi presné - pri hodnotach o v skéle
(0%,90% > je jeho relativna chyba v stotinach percent, ako mozno vidiet na obrazku
8 na strane 58 dole.

V poslednej, Siestej kapitole, sme nacrtli aplikdciu aproximativnej ocenovacej for-
muly pre CEV model (R4) na fitovanie a predikovanie cien opcii vyuZitim realnych
trhovych dat najmai zo servera finance.yahoo.com, ktorych atribity sme v tvode ka-
pitoly vysvetlili. Praktické vypocty sme vykonavali vyuzitim statistického programova-
cieho jazyku R. Fitovanie sme realizovali sposobom optimalizovania parametrov modelu
0, minimalizovanim stac¢tu absolitnych hodnét relativnych chyb odhadnutej a skutoc-
nej ceny. Rovnako sme robili aj pre explicitni ocenovaniu formulu Black-Scholesovho
modelu (EX — R — BS), ktoré slizila na porovnanie. Uviedli sme viacero racionilne
zdovodnenych vyskumnych hypotéz (podkapitola 6.2), vysvetlili a ukazali, ako prebie-
hali jednotlivé testovania (podkapitoly 6.3 - 6.5) a nasledne sme vyskumné hypotézy
vyhodnocovali a v pripade, ze nase data niektord z vyskumnych hypotéz nepodporili,
uvadzali racionalne zdovodnenie tejto skuto¢nosti a poukazovali na potrebu dalsieho
vyskumu. V tejto kapitole mohol ¢itatel pochopit charakteristiky online trhovych dat a
vdaka schematickym popisom s pouZzitim nami naprogramovanych funkcii v prilohach
prace ich vzhTadom na CEV aproximativnu a Black-Scholesovski explicitnt oceniovaciu
mohol vyuzit na fitovanie a predikciu cien opcii.

Prinosom pre autora bolo najma pochopenie metédy zdruzenych asymptotickych
rozvojov a sposobu uvazovania, akym sa na finan¢né modely aplikuje, taktiez vSak
rozne znalosti nadobudnuté v typografickom systéme ETEX vyuzitom na pisanie prace

a v Statistickom softvéri R pri tvorbe vac¢siny grafiky a vypoctovej casti prace.
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Priloha A

###H#DEKLAROVANIE FUNKCIT## ##

# CEV approximation price formula (znie to lepsie ako v SK)

##cele to bolo robene pre call opciu

CEV _price_function <- function(S_0,S, K, rf, t _back, sigma,gamma) {

#S_0 - zac. cena

#8 - aktualna cena

#K - realizacna cena

##rf- spojita rizikovo neutralna miera

#t_back - T-t, teda vlastne cas do maturity (hoci od vypisania uz teoreticky mohol nejaky uplynut)
#sigma - volatilita

#gamma - rovnomenna konstanta z SDR pre S

sqrt_tau<-sigma*sqrt(t_ back)

kappa <- sqrt((S_0/K)(2-gamma))

moneyness <- S/K #vyraz som sa naucil vo Viedni pri studiu ;)

inside<-kappa*(moneyness -1)/sqrt _tau

V<- (S-K+rf*K*t_back)*pnorm(inside)+kappa*sqrt tau*((gamma*S+(4-gamma)*K)/4)*dnorm(inside)
\Y%

}

#toto tiez pre call opciu

blackscholes <- function(S, K, rf, t back, sigma) {

V <- NA

dl <- (log(S/K)+(rf+sigma2/2)*t _back)/(sigma*sqrt(t_back))
d2 <- d1 - sigma * sqrt(t_back)

V <- S*pnorm(dl) - K*exp(-rf*t _back)*pnorm(d2)

v

4

#pomocne funkcie na krajsi vypis vysledkov
dec5 <- function(x){ round(x*105)/105}
percent3dec <- function(m){paste(round(100*m, 3), "%", sep=)}

library(’nloptr’)

optimImaturita <- function(suit dat,S,r,t back){

#INICIALIZOVANIE POCIATOCNYCH HODNOT

rf=log(1+r) #vypocet spojitej ur. miery

S_0 <- S #ratame, akoby sme opciu ocenovali dnes

#+ako prvu hodnotu volatility dam priemer implikovanych volatilit z B-S z tychto fajn dat
#musim robit nejake technicke upravy, aby som ich ziskal

for meanl <- as.character(suit dat$implied volatility)

for mean<- as.numeric(sub("%",,for meanl))

start _sigma <- mean(for mean)/100

start_gamma <-2 #ako z B-S

lastl <- as.numeric(as.character(suit_dat$last))
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strikesl <- as.numeric(as.character(suit dat$strike))

#OPTIMALIZACIA CEV

fcia <- function(x){

sum(abs(lastl - CEV _price function(S 0,S, strikesl, rf, t back, x[1],x[2]) )/last1)
4

x0<-c(start sigma,start gamma)

Ib <- ¢( 0, 0)

ub <- ¢(500,2)

auglag(x0, fcia,Jower = lb, upper = ub)

}

optimlmaturitaBS <- function(suit dat,S,r,;t back){
#INICIALIZOVANIE POCIATOCNYCH HODNOT
rf=log(1+r) #vypocet spojitej ur. miery

S_0 <- S #ratame, akoby sme opciu ocenovali dnes

#ako prvu hodnotu volatility dam priemer implikovanych volatilit z B-S z tychto fajn dat
#musim robit nejake technicke upravy, aby som ich ziskal

for meanl <- as.character(suit dat$implied volatility)

for mean<- as.numeric(sub("%",,for meanl))

start sigma <- mean(for mean)/100

#ako z B-S

lastl <- as.numeric(as.character(suit _dat$last))

strikesl <- as.numeric(as.character(suit dat$strike))
#OPTIMALIZACIA BS

fcia <- function(x){

sum(abs(last1 - blackscholes(S, strikesl, rf, t back, x) )/last1)
}

x0<-c(start_sigma)

Ib <-0

ub <- 500

auglag(x0, fcia,lower = lb, upper = ub)

}

zobrazenie_a_tabulka_vysledkov <- function(suit_dat,S,r, t_back,opt_par){
#PREDROBENIE POTREBNYCH HODNOT

rf=log(1+r) #vypocet spojitej ur. miery

S 0 <- S #ratame, akoby sme opciu ocenovali dnes

lastl <- as.numeric(as.character(suit _dat$last))

strikesl <- as.numeric(as.character(suit dat$strike))

#PRVOTNA VIZUALIZACIA PRIEMEROV

print("Priemerna absolutna CEV chyba")

print(mean(abs(lastl - CEV_price function(S_0,S, strikesl, rf, t back, opt_par[1], opt_par[2]) )/lastl ))
print("Priemerna absolutna B-S chyba')

print(mean(abs(lastl - blackscholes(S,strikesl, rf, t back, opt par[1]) )/lastl ))
4 44 44t #HZVYSNA VIZUALIZACIA A UKLADANIE

cev_ceny2<-CEV _price function(S 0,S, strikesl, rf, t back, opt par[1], opt par[2])
cev_perc_ chyba<-percent3dec((lastl - CEV _price function(S_0,S, strikesl, rf, t back, opt_par[1],opt par[2]) )/lastl

)
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bs_ceny2<-blackscholes(S,strikesl, rf, t _back, opt_par|[1])

bs_perc_chyba <- percent3dec((lastl - blackscholes(S,strikesl, rf, t _back, opt par[1]) )/last1)
vysledky2<- cbind(last1,dec5(cev_ceny2),cev_perc_chyba, dec5(bs_ceny2), bs_perc_chyba)
colnames(vysledky2)<- c¢("last","cev_ceny","cev_perc chyba", "bs ceny", "bs perc chyba'")
# print(vysledky?2)

vysledky2

}

optimNmaturit <- function(suit_dat,S,r,t vect){
#INICIALIZOVANIE POCIATOCNYCH HODNOT
rf=log(1+r) #vypocet spojitej ur. miery

S 0 <- S #ratame, akoby sme opciu ocenovali dnes

##ako prvu hodnotu volatility dam priemer implikovanych volatilit z B-S z tychto fajn dat
#musim robit nejake technicke upravy, aby som ich ziskal
start_sigma <- NA

last <- list()

strikes <- list()

n<-length(suit dat)

for (i in 1:n){

for meanl <- as.character(suit dat[[i]]$implied volatility)
for _mean<- as.numeric(sub("%",,for _meanl))

start _sigma[i] <- mean(for mean)/100

#ako z B-S

last[[i]] <- as.numeric(as.character(suit dat|[i]]$last))
strikes|[i]] <- as.numeric(as.character(suit dat[[i]|$strike))
}

st_sigma <- mean(start_sigma)

start _gamma <-2

#OPTIMALIZACIA

feia <- function(x){

z<-0

for (k in 1m){

z <- z+ sum(abs(last[[k]] - CEV _price function(S 0,S, strikes[[k]], rf, t _vect[k], x[1],x[2]) )/last[[k]])
}

z}
x0<-c(st_sigma,start_gamma,)
Ib <- ¢( 0, 0)

ub <- ¢(500,2)
auglag(x0, fcia,lower = lb, upper = ub)

}

optimNmaturitBS <- function(suit_dat,S,r,t vect){

#INICIALIZOVANIE POCIATOCNYCH HODNOT

rf=log(1+r) #vypocet spojitej ur. miery

S 0 <- S #ratame, akoby sme opciu ocenovali dnes

##ako prvu hodnotu volatility dam priemer implikovanych volatilit z B-S z tychto fajn dat
#musim robit nejake technicke upravy, aby som ich ziskal

start_sigma <- NA
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last <- list()

strikes <- list()

n<-length(suit dat)

for (i in 1:n){

for meanl <- as.character(suit dat[[i]]$implied volatility)
for mean<- as.numeric(sub("%",,for meanl))

start _sigma[i] <- mean(for mean)/100

#ako z B-S

last[[i]] <- as.numeric(as.character(suit_dat[[i]|$last))
strikes|[[i]] <- as.numeric(as.character(suit_dat[[i]|$strike))
}

st _sigma <- mean(start sigma)

#OPTIMALIZACIA

fcia <- function(x){

z<-0

for (k in 1:n){

z <- z+ sum(abs(last[[k]] - blackscholes(S, strikes[[K]], rf, t vect[k], x) )/last[[k]])
4

z}

x0<-st_sigma

Ib <-0

ub <- 500

auglag(x0, fcia,Jower = lb, upper = ub)

}

zobrazenie a tabulka vysledkov Nmaturit <- function(suit dat,S,r, t vect,opt par){
#PREDROBENIE POTREBNYCH HODNOT
rf=log(1+r) #vypocet spojitej ur. miery

S_0 <- S #ratame, akoby sme opciu ocenovali dnes
n<-length(suit dat)

suit _dat matrix <-NA

last <-list()

strikes <-list()

last _vector <- c()

strikes _vector <- c()

dlzky <- ¢()

for (i in 1:n){

last[[i]] <- as.numeric(as.character(suit dat|[i]]$last))
strikes|[i]] <- as.numeric(as.character(suit dat[[i]|$strike))
suit _dat matrix]l <- rbind(suit dat matrix,suit_dat[[i]])
last _vector <- c(last_vector,last[[i]])

strikes vector <- c( strikes vector,strikes([i]])

dlzkyli] <- length(suit dat[[i]|$last)

} #PRVOTNA VIZUALIZACIA PRIEMEROV

suit dat matrix <-suit dat matrix1[-1,]

rownames(suit _dat_matrix) <- ¢()

t_vector <-rep(t_vect,dlzky)

#View(suit dat matrix)
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print("Priemerna absolutna CEV chyba")

print(mean(abs(last_vector- CEV _price function(S_0,S, strikes vector, rf, t _vector, opt _par[1], opt_par[2]) )/last _vector
)

print("Priemerna absolutna B-S chyba')

print(mean(abs(last _vector - blackscholes(S,strikes vector, rf, t vector, opt par[1]) )/last _vector ))

# HA HA ##7ZVYSNA VIZUALIZACIA A UKLADANIE

cev_ceny2<-CEV price function(S_0,S, strikes vector, rf, t vector, opt par[l], opt par[2])

cev_perc_ chyba<-percent3dec((last _vector - CEV _price function(S_0,S, strikes vector, rf, t vector, opt par[1],
opt_par[2]) )/last _vector )

bs_ceny2<-blackscholes(S,strikes vector, rf, t _vector, opt_par[1])

bs perc_chyba <- percent3dec((last vector - blackscholes(S,strikes vector, rf, t _vector, opt par[l]) )/last vector)
vysledky2<- cbind(last vector,dec5(cev_ceny2),cev_perc chyba, dec5(bs ceny2),bs perc chyba) colnames(vysledky2)<-

non

c("last","cev_ceny","cev_perc chyba", "bs ceny", "bs perc chyba") # print(vysledky2) vysledky?2 }
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Priloha B

Ko6d k jednomaturitnej optimalizacii

# #HH#H#H#HFPRVOTNE ZISKANIE UDAJOV A ICH ZALOHA#H####

# library(XML)

# H#H#H#22 07

# url <- "http://finance.yahoo.com/q/op?s=SBUX&date=1469145600"

# # extract all tables on the page

# tabs = readHTMLTable(url, stringsAsFactors = F)

#

# # toto treba zistit odpozorovanim, ze ktora je to tabulka

# call_tab <- tabs[[2]]

# colnames(call _tab) <- c("strike","name","last","bid",4sk","change","per change","volume",6pen interest",
Tmplied _volatility")

# View(call tab)

# #£zaloha dat nakolko uz ich zajtra nechcem znova nacitavat zo stranky, lebo mozu byt uz ine

# library(xlsx)

# write.xlsx(call _tab, "C:/Users/Jozef/Desktop/skola/Matfyz/Diplomovka/call at 01 07 for 22 07 starbucks.xlsx")
#

H##H##NACITANIE, VIZUALIZACIA A TRIEDENIE UDAJOV####

library(xlsx)

#4422 07 #4#pri tychto mi nevadi, ze sa mi call tab priebezne premazava a vzdy ho mam v podmienke
#+#ako filtrovat data, len treba dat bacha, aby som filtraciu robil vzdy presne po nacitani tych udajov
call tab <-read.xlsx("C:/Users/Jozef/Desktop/skola/Matfyz/Diplomovka/call at 01 07 for 22 07 starbucks.xlsx",
1, header=TRUE)

#View(call tab)

call_tab_1_1 <-call_tabl[,-1]

#View(call tab 1 1)

F#F£rozne vybery dat

suitable data 1 1 <-call tab 1 1] as.numeric(as.character(call tab$volume))>10

& as.numeric(as.character(call tabSopen interest))>50 ,]

View(suitable data 1 1) #az 13 dat splna tieto kriteria

suitable data_1 2 <- call_tab_1 1] as.numeric(as.character(call _tab$open _interest))>50 ,]|
View(suitable data 1 2) #tu 15, neni to az taky rozdiel, tieto mozno ani nepouzijem

suitable data 1 3<-call tab 1 1] as.numeric(as.character(call tab$volume))>100

& as.numeric(as.character(call tabSopen interest))>200 ,]

View(suitable data 1 3) #len dva udaje, ale napodobne to byvalo aj inokedy
H#H#H#AH#VYPOCTY A ULOZENIE####

S<-56.89 #aktualna cena k 20:52 01.07.2016
r <- 0.45 #zo0 dna 30.06 aj 01.07 (nemenila sa)

#2207

t_back 1 <- (21+0.25)/360 #koniec dna 01.07. preto 0.25
optimlmaturita(suitable data 1 1,Sr,t back 1)

91



##super, konvergencia vyzera byt velmi doba lebo value je malicka 1.557636 a to sa jedna o 13 dat!!

# parametre 0.1875774 1.5326825

optimalne parametre<- ¢(0.1881349, 1.4772939)

vysledky 1 1<-zobrazenie a tabulka vysledkov(suitable data 1 1,S;rt back 1,optimalne parametre)
#krasa,

# [1] "Priemerna absolutna CEV chyba”

# [1] 0.1198181

# [1] "Priemerna absolutna B-S chyba"

# [1] 0.1715313

#myslim, ze to je sposobene aj tym, ze odhad sigmy (co je miera volatility) je o dost menej ako v inych modeloch
#napr. ako bolo pre yahoo

F#pre BS opt sigma 0.1737463

F#a parametre

# |1] "Priemerna absolutna CEV chyba"

# [1] 0.1419383

# [1] "Priemerna absolutna B-S chyba"

# [1] 0.1329097

#TOTO NA TOMTO MIESTE SPUSTAT IBA RAZ

#library (xtable)

tex.vysledky cheat <-xtable(vysledky 1 1)

print(tex.vysledky cheat,file="C:/Users/Jozef/Desktop/skola/Matfyz/Diplomovka/vysledky 1 1.tex",append=T,
table.placement = "h", caption.placement="bottom")

#toto som spustil viackrat lebo som chcel aj novsiu verziu tabulky

tex.call tab cheat <- xtable(call tab 1 1)

print(tex.call tab cheat,file="C:/Users/Jozef/Desktop/skola/Matfyz/Diplomovka/call tab 1 1.tex",append=T,

table.placement = "h", caption.placement="bottom")

tex.sutitable.data_cheat <-xtable(suitable_data_1_1) #GREAT :)

print(tex.sutitable.data cheat,file="C:/Users/Jozef/Desktop/skola/Matfyz/Diplomovka/sutitable.data 1 1.tex",append=T,
table.placement = "h", caption.placement="bottom")

#

optimlmaturita(suitable data 1 2,S,r,t back 1)

F#value 2.079859, 15 dat

#+ parametre 0.1881489 1.2389933

optimalne parametre<- ¢(0.1881489, 1.2389933)

vysledky 1 2<-zobrazenie a tabulka vysledkov(suitable data 1 2,S;rt back 1,optimalne parametre)
F##krasa, priemerna CEV chyba

# [1] "Priemerna absolutna CEV chyba"

# [1] 0.1386573

# [1] "Priemerna absolutna B-S chyba"

# [1] 0.1751748

#£bs sigma 0.174976 a chyby

# [1] "Priemerna absolutna CEV chyba"

# [1] 0.1668226

# [1] "Priemerna absolutna B-S chyba"

# [1] 0.1545545

TOTO NA TOMTO MIESTE SPUSTAT IBA RAZ
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#library(xtable)

tex.vysledky cheat <-xtable(vysledky 1 2)

print(tex.vysledky cheat,file="C:/Users/Jozef/Desktop/skola/Matfyz/Diplomovka/vysledky 1 2.tex",append=T,
table.placement = "h", caption.placement="bottom")

#toto som spustil viackrat lebo som chcel aj novsiu verziu tabulky

tex.sutitable.data_cheat <-xtable(suitable data 1 2) #GREAT :)

print(tex.sutitable.data cheat,file="C:/Users/Jozef/Desktop/skola/Matfyz/Diplomovka/sutitable.data 1 2.tex",append=T,
table.placement = "h", caption.placement="bottom")

##

optimlmaturitaBS(suitable data 1 3,S,r,;t back 1)

#dva udaje cize KVG super

# parametre0.1477795 1.6639392

optimalne parametre<- ¢(0.1477795, 1.6639392)

vysledky _1_3<-zobrazenie_a_tabulka_vysledkov(suitable_data_1_3,S,r,t back_1,optimalne_parametre)
#CEV omnoho lepsi (priem chyba 1% namiesto 10% pre B-S), ale mame len dve data a sigma daleko od B-S, takze sa
niet co cudovat

Fak sa opt cez BS, sigma 0.1184286 a ten je omnoho lepsi ale nie az tak

# [1] "Priemerna absolutna CEV chyba"

# [1] 0.08239417

# [1] "Priemerna absolutna B-S chyba"

# [1] 0.02388558

TOTO NA TOMTO MIESTE SPUSTAT IBA RAZ

#library (xtable)

tex.vysledky cheat <-xtable(vysledky 1 3)

print(tex.vysledky cheat,file="C:/Users/Jozef/Desktop/skola/Matfyz/Diplomovka/vysledky 1 3.tex",append=T,
table.placement = "h", caption.placement="bottom")

#toto som spustil viackrat lebo som chcel aj novsiu verziu tabulky
tex.sutitable.data cheat <-xtable(suitable data 1 3) #GREAT :)

print(tex.sutitable.data cheat,file="C:/Users/Jozef/Desktop/skola/Matfyz/Diplomovka/sutitable.data 1 3.tex",append=T,

table.placement = "h", caption.placement="bottom")
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