CVICENIA Z EKONOMETRIE 2005/2006
RIESENIE PRIKLADU 2A z DU7

Dokaz z prednasky a z cvi€enia:
Uvazujme model
Y =X(+e,
pricom X je matica kxn s linedrne nezdvislymi stipcami a plati E[e] = 0, Var(e] =
o2I. Oznacme 3 MNS odhad parametra (3 v tomto modeli, t.j. f = (XTX) 1 XTY.

Potom
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kde e st rezidud z regresie, je nevychyleny odhad parametra o=.

Vektor rezidui e sa da zapisat ako
e=Y Y=Y -XXTX)'XTy = (I - X(XTX)'XT)Y = MyY,

pricom Mx =T — X(XTX)71 X7 je matica projekcie na S(X)*. Preto
52 eTe B (MxY)T(MxY)

n—=k n—=k
Do vyrazu MxY dosadime Y = X3 + ¢, a vyuzijeme, ze Mx X = 0:

Mxy:Mx(Xﬂ-i-E) =MxXB+ Mxe = Mxe.
To znamena, Ze

52 (MxY)'(MxY) (Mxe)'(Mxe) e'Mxe

n—k o n—k T on—k’

lebo MEMx = MxMyx = My (matica Mx je symetrickd a idempotentna).
Pocitajme teraz stredntt hodnotu:

sTMXe} _ E [ETan] _E [Tr (ETM)(E)] .

E[6% = E =
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Posledné rovnost vyplyva z toho, ze €T Mxe je &islo, a preto sa rovna T'r (ETM X 5) ,
ak ho chdpeme ako maticu 1 x 1. Teraz pouzijeme vlastnost stopy: Tr(AB) =
Tr(BA), zamenime poriadie stopy a strednej hodnoty (to sa d4, lebo stredna
hodnota je linedrna) a vyuzijeme nendhodnost matice Mx:

E [Tr (Mxee™)]  Tr(E[Mxee"]) Tr(MxE [e”])

n—k n—k n—k
Podla predpokladu je E [55T] = c?I, a teda

E[6%] =

_ Tr(Mxo®I)  o*Tr(Mx)

n—k T -k
Na cvideni sme dokdzali, Ze pre symetrickl idempotentni maticu sa jej hodnost
rovnd stope. Pretoze hodnost matice Mx je n — k (dimenzia priestoru S(X)+),
mame

E [67]



Domaéca tloha:
Nech plati
Y =Xp+e, (1)

pricom Standardné predpoklady si splnené (X je typu n x k, md linedrne ne-
zduvislé stlpce, E[e] = 0, Varle] = o21). Vieme, Ze odhadom z n ddt metddou
nagmensich Stvorcov dostaneme

(Y — XB)T(Y — XP)
n—=k

B=(X"X)"'x"y, 6% =
Predpokladajme, Ze namiesto spravneho modelu odhadujeme model
Y =2Zy+n, (2)

kde Z je typu n x r, md linedrne nezdvislé stlpce a predpokladdme, %e E[n] = 0,
Var[n] = s2I. To znamend, Ze na vysvetlenie Y sme zvolili nesprdvny model.
Odhadom tohto modelu metddou najmensich stvorcov dostaneme

Y —Z2y)"(Y - Z73)

4= (z'2)"177Y,8* = :
n—r

Dokdzte, e E[5%] > E[6?]

Vieme, %e E[62] = o2, Vypocitame teraz E[3%]. Pretoze odhadujeme model (2),
vektor rezidui z regresie je Y — Z4 a sa d4 zapisat ako

Y - Z4=Y - 2(ZT2) ' Z2TY = (I - 2(ZT2)"1ZT)Y = MY,
pricom My = I — X(Z7Z)7*ZT je matica projekcie na S(Z)*. Preto

2 (Y —z9)'(Y = 2Z5)  (MzY)"(MzY)

n—r n—r

Do vyrazu MzY dosadime Y. Treba si uvedomit, ze skutoéna hodnota Y je
dana spravnym modelom (1), teda Y = X3 + ¢:

sz = Mz(Xﬂ—i-&) = MzXﬂ—FMZ(?.
To znamena, ze

2 — (MZy)T(M2Y) (MzXﬂ+MXe)T(MzXﬂ+Mz€) .
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lebo MY My = MzMy = Mz (matica My je symetrickd a idempotentna), ria-
dok BT XTMYL My je nendhodny a E[e] = 0. Poé¢itajme teraz strednti hodnotu:

5 BIXTMyXB+eTMze]  E[BTXTMzX3+ e Mye)
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Posledné rovnost vyplyva z toho, ze e7 M e je &islo, a preto sa rovnd Tr (ETM Zs) ,
ak ho chapeme ako maticu 1 x 1. Teraz pouZijeme vlastnost stopy: Tr(AB) =
Tr(BA), zamenime poriadie stopy a strednej hodnoty (to sa d4, lebo stredna
hodnota je linedrna) a vyuzijeme nendhodnost matice My:

BTXTMyz X3  E[Tr(Mgee”)]  BTXTMzXp
n—r + n-—r N n—r +
Tr(E[MgeeT])  pBTXTMzXp LI (MzE [e£T])
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E[&#] =

Podla predpokladu je E [EET] =021, a teda

_ BTXT M, X3 N Tr (MzoI) _ BTXTM, X N o?Tr (My)

n—r n—r n—r n—r
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Na cvic¢eni sme dokdzali, Ze pre symetrickt idempotentnii maticu sa jej hodnost
rovnd stope. Pretoze hodnost matice Mz je n — r (dimenzia priestoru S(2)%),
mame

E [gZ} _ 0,2+ 6TXTMZX5
n—r ’
t.j.
E [52] — B [32] + W
n—r ’

Zostéva teda dokazat, ze
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Tato nerovnost vSak plati, lebo matica My je kladne semidefinitna. Pre kazdy
vektor v plati:

v Myv =0T MyMyv = UTM%Mz’U = (MZU)T(MZU) > 0.

Rovnost nastédva prave vtedy, ked Mzv je nulovy vektor. KedZze Mz je matica
projekcie na S(Z)1, znamen4 to, ze projekcia vektora v na S(Z)% je nulovy
vektor. To je prave vtedy, ked vektor v je z priestoru S(Z) Aby sme dokdzali nase
tvrdenie, zoberieme v = X 3. Dalej vidime, Ze rovnost medzi F [éﬂ a F [572]
je prave vtedy, ked vektor XS je z priestoru S(Z). To znamend, Ze strednd
hodnota vektora Y sa da napisat ako linearna kombinécia stipcov matice Z (t.j.
vysvetlujucich premennych v modeli (2)).



