
1 Odhadovanie parametrov, vlastnosti odhadov.
Metóda maximálnej vierohodnosti.

1. Uvažujme náhodnú premennú, ktorej hustota 3θ3 1
x4 pre x > θ, inak nulová. Dokážte,

že odhad

θ̂ =
2
3

1
n

n∑

i=1

Xi

je nevychýlený a konzistentný odhad parametra θ.

2. Ak náhodná premenná X má normálne rozdelenie N(µ, σ2), tak rozdelenie náhodnej
premennej Y = eX sa nazýva lognormálne (s parametrami µ, σ2).

(a) Nájdite hustotu premennej Y a odhad parametrov lognormálneho rozdelenia z dát
y1, . . . , yn.

(b) Vypočítajte medián tohto rozdelenia, čiže takú hodnotu m, pre ktorú platí

P (Y ≤ m) = 1/2, P (Y ≥ m) = 1/2.

(c) Zostrojte likelihood ratio test na testovanie hypotézy, že medián sa rovná e.

2 Lineárny regresný model, metóda najmenších štvorcov

Pokiaľ nie je povedané inak, uvažujeme model y = Xβ+ε, matica X, pričom má plnú hodnosť
a ε má normálne rozdelenie N(0, σ2, I). Parameter β = (β0, β1, . . . βk−1)T je k-rozmerný a
model odhadujeme z n dát.

1. MNŠ odhad a jeho vlastnosti
Pre MNŠ odhad odvoďte:

(a) vzorec (XT X)−1XT y,

(b) nevychýlenosť

(c) kovariančnú maticu,

(d) rozdelenie.

Ako odhadujeme kovariančnú maticu z časti (c)?

2. Testovanie signifikancie parametrov

(a) Sformulujte nulovú hypotézu, ktorou testujeme signifikatnosť parametrov. Kedy je
parameter signifikantný - ak H0 zamietame alebo ak H0 nezamietame?

(b) Akou štatistikou túto hypotézu testujeme - ako sa vypočíta a aké má rozdelenie,
ak platí H0 ?

(c) Aká je kritická oblasť testu, t.j. kedy H0 zamietame?

(d) Odhadujeme model

Y = C(1) + C(2)x1 + C(3)x2 + C(4)x3 + ε,

dostaneme výstup na obrázku 1. Ktoré parametre sú signifikatné?
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Obr. 1: Príklady 2(d), 3(d), 4(c)

3. Testovanie signifikancie regresie

(a) Sformulujte nulovú hypotézu, ktorou testujeme signifikantnosť parametrov. Kedy
je regresia signifikantná - ak H0 zamietame alebo ak H0 nezamietame?

(b) Akou štatistikou túto hypotézu testujeme - ako sa vypočíta a aké má rozdelenie,
ak platí H0 ?

(c) Aká je kritická oblasť testu, t.j. kedy H0 zamietame?

(d) Znovu uvažujme model z predchádzajúceho príklad a výstup na obrázku 1. Je
regresia signifikatná?

4. Testovanie lineránych hypotézy o parametroch

(a) Ako sa testuje hypotéza tvaru aT β = b? Popíšte výpočet štatistiky, jej rozdelenie
za platnosti nulovej hypotézy a obor zamietnutia.

(b) Ako sa testuje hypotéza tvaru Rβ = r? Popíšte výpočet štatistiky, jej rozdelenie
za platnosti nulovej hypotézy a obor zamietnutia.

(c) V regresii z predchádzajúceho príkladu testujte hypotézu C(2) = 20.

(d) Vypočítajte odhad parametrov β a σ2 metódou maximálnej vierohodnosti. Od-
voďte likelihood ratio test na testovanie lineárnej hypotézy Rβ = r.

5. Doplňte vynechané hodnoty vo výstupe na obrázku 2.

6. Doplňte vynechané hodnoty vo výstupe na obrázku 3.
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7. Prepodkladajme, že E[εi] = 1, ostatné predpoklady zostávajú v platnosti. Ktoré z
odhadov β0, β1, . . . βk−1 budú vychýlené? Svoje tvrdenie dokážte.

8. Dokážte, že regresná priamka v modeli y = α + βx + ε prechádza bodom (x̄, ȳ).

9. Dokážte, že aj je výberová korelácia medzi dátami (xi, yi) kladná, tak MNŠ odhad
parametra β v modeli y = α + βx + ε je kladný

10. Z dát (xi, yi) odhadneme modely

y = α + βx + ε1, x = γ + δy + ε2

Zakreslíme do jedného grafu získané regresné priamky y = α̂ + β̂x a x = γ̂ + δ̂y. Budú
tieto priamky zhodné? Svoje tvrdenie dokážte.

11. Z dát pre 22 firiem odhadujeme model

y = α + βx + ε,

kde y = ln(output), x = ln(labor hours input) máme nasledovné informácie:

ȳ = 20,
∑

(yi − ȳ)2 = 100

x̄ = 10,
∑

(yi − ȳ)2 = 60
∑

(xi − x̄)(xi − x̄) = 30

(a) Vypočítajte MNŠ odhady parametrov α, β.

(b) Testujte hypotézu β = 1.
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Obr. 2: Príklad 5

Obr. 3: Príklad 6
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