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LINEARNA REGRESIA 1 - ZAKLADNE POJMY

Vo vsetkych tlohach uvazujeme regresny model s k parametrami

Yi= 0o+ b1x1i + ... + Be—1%_1,4) + i, (1)

pri¢om ndhodné chyby &; st nezavislé a maji normélne rozdelenie N(0,02). Model odhadu-
jeme z n dat.

1. Odhadujme parametre metédou maximalnej vierohodnosti. Dokazte, ze odhadovanie
parametrov [3; vedie k metéde najmensich Stvorcov (t.j. minimalizacii saétov druhych

mocnin odchyliek skutoénych a odhadnutych hodnot Y). Ako sa odhadne parameter
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2. Nech @ st odhady parametrov 3; ziskané metédou najmensich Stvorcov. Definujme TSS
(total sum of squares, celkova suma Stvorcov), ESS (explained sum of squares, vysvetlena
suma Stvorcov), RSS (total sum of squares, celkovd suma Stvorcov) nasledovne:

n n n
TSS =3 (Y, - V)%, ESS =3 (Vi - V)%, RSS =S (V;-Y)?,

i=1 i=1 i=1
kde Y je aritmeticky priemer a Y, = BO + leli +...+ Bk,lxk,l,i.
e Dokazte, ze ak model (1) obsahuje konstantny ¢len [, tak plati
TSS =ESS+ RSS.

e Na zaklade predchadzajiaceho vysledku ukazte, ze nasledovné definicie koeficientu
determinécie s ekvivalentné:
ESS RSS
RP=_—"" R=1-—-——.
TSS’ TSS
Dokazte, ze R? je z intervalu [0, 1].
e Ukéazte na priklade, ze predchadzajice tvrdenia neplatia, ak model (1) neobsahuje
konstantny ¢len (napr. ak mame model Y; = Bz; + ;).
e Dokéazte, ze po pridani dalSej premennej do modelu (1) sa nemdze koeficient deter-
minacie zmensit.
3. Nech ¢ je logaritmus funkcie vierohodnosti po dosadeneni maximélne vierohodnych od-
hadov 3; (pre i =0,1,...k—1) a 02 . Definujme Akaikeho informa¢né kritérium (AIC)
a Schwarzovo informac¢né kritérium (SIC):
20 2k 20 k1
AIC = -2 4 28 gr0 = =2 B
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Ukéazte, Ze sa daju napisat v tvare

AIC =1+ 1n(27) + In <R—SS) + %,510 =1+1In(27) +1n (RSS) + k ln”'
mn mn
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Na zdklade tychto vztahov vysvetlite, ako sa AIC a SIC daji pouzit na porovnéavanie
kvality dvoch modelov pre tie isté data.



4. Zapi$me model (1) v maticovom tvare: Y = (Y1,...Y,)T e = (e1,...£,)7, vektor para-
metrov 8 = (B, 41, - - Be_1)", X je matica rozmeru n x k s vysvetlujiicimi premennymi
(prvy stlpec st jednotky zodpovedajtice konstantnému élenu, druhy stipec stt pozorova-
nie premennej x; atd). To znamen4, zZe

Y =X0G+e¢,

priom ¢ mé normélne rozdelenie N(0,0%I). Predpokladajme, Ze stipce matice X st
linedrne nezavislé.

Dokazte, ze metédou najmensich stvorcov dostaneme odhad
g=(XTx)"'xTy.

Naco potrebujeme predpoklad o lineadrnej nezavislosti stipcov? Co sa stane, ak st za-
vislé?

5. Uvazujme regresnu priamku
Yi=a+ Bry +e;.

Dokazte, ze MNS odhady &, B sa daju zapisat v tvare
Yima(z —7)(Yi - Y)

T
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a=Y — jz.
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