Nahodné procesy, modelovanie cien akeii

:: Stochasticky vyvoj financnych veli¢in ::

Z priebehov cien akcii (ako aj inych finan¢nych veli¢in - urokovych mier, vymennych kurzov, ...) vidime, Ze ich priebeh sa
neda popisat’ deterministickou funkciou. Preto sa na ich modelovanie pouzivaji nahodné procesy.

VTavo: trend (vyvoj ceny pocas posledného roka), vpravo: fluktuacie (vyvoj ceny pocas jedného dna):
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:: Wienerov proces a Brownov pohyb ::

e Zakladnym ndhodnym procesom, z ktorého su ostatné odvodené, je Wienerov proces. Pripomenme si jeho definiciu:

Systém X(t) nahodnych premennych sa nazyva Wienerov proces, ak
o prirastky X(t+&t) - X(t) maju normdlne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a s disperziou &t
o pre kazdé delenie 0 = tg < t] <... < tysu prirastky Xy, , - Xi, nezavislé nahodné premenné s parametrami
podla predchddzajiceho bodu,
o X(0)=0,
o trajektorie su spojité.

¢ Ako ziskame realiziciu Wienerovho procesu?

Budeme generovat’ aproximaciu - hodnoty v diskrétnych bodoch typu (¢as, hodnota), ktoré pospajame.
Hodnoty budu v bodoch 0,4¢,24A¢, .. ., kde At je dostatoéne maly ¢asovy krok.

Hodnota v ¢ase 0 je 0.

Prirastok na intervale [kA¢#, (k + 1)At] je nahodna premenna s nulovou strednou hodnotou a varianciou At .,
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V Matlabe:

T=1; % do casu T
dt=0.001; ¢ casovy krok dt

t=(0:dt:T) ¢ vektor casov, v ktorych generujeme hodnoty procesu
n=length(t);

w(l)=0; % Wienerov proces zacina z nuly
for i=1 % prvu hodnotu mame, potrebujeme zvysnych n-1

:n-1
dw=sqgrt (dt) *randn; % prirastok dw,; randn ~ N(0,1) => dw ~ N(0,dt)
w(i+l)=w(i)+dw; % nova hodnota = povodna + prirastok



end;

plot(t,w); % vykreslime priebeh

Poznamenajme, Ze na zrychlenie vypoctov v Matlabe sa daju vyuzit’ funkcie pre pracu s vektormi (namiesto cyklov):

T=1; % do casu T
dt=0.001; $ casovy krok dt

t=(0:dt:T) % vektor casov, v ktorych generujeme hodnoty procesu
n=length(t);

dw=sqrt (dt) *randn(n-1,1); % vektor prirastkov - nezavisle N(0,dt)

w=[0;cumsum(dw) ]; % zaciname z nuly, dalek kumulativne sucty prirastkov

plot(t,w); % vykreslime priebeh

Ukazka vystupu:
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e Ak k nasobku Wienerovho procesu pridame linearny trend:
r[t) = pt + swlt)
dostavame proces, ktory sa nazyva Brownov pohyb. Ak je parameter & nulovy, grafom je priamka. Pre nenulova
hodnotu & sa k tomuto linearnemu trendu pridavaji nahodné fluktuacie.

:: Cvicenia (1) ::

1. Nakreslite do jedného grafu niekol’ko realizicii Wienerovho procesu.
Ukazka vystupu:
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2. Nech W je Wienerov proces. Najdite pravdepodobnostné rozdelenie W(z).
Navod: Wienerov proces zacina v nule, takze W(t) = W(t) - W(0).

3. N4jdite pravdepodobnostné rozdelenie Brownovho procesu v ¢ase t.

4. Nakreslite do jedného grafu niekol’ko realizacii Brownovho pohybu.
Ukazka vystupu:

() = 2t + 0.5 ()

2.8 T T T

#it)

Ako zavisi typicky priebeh procesu od parametrov?

5. Nech W je Wienerov proces. Najdite pravdepodobnostné rozdelenie nahodnej premennej W(2) + W(3).
Navod: Napiste tito ndhodni premennt ako linearnu kombinaciu nezavislych prirastkov. K dispozicii mame ¢asy 2, 3 a 0 (vtedy je hodnota




procesu nulova), takze pdjde zrejme o prirastky W(3) - W(2) a W(2) - W(0).

6. Nech W je Wienerov proces a nech s < ¢. Vypocitajte kovarianciu W(s) a W(t).
Navod: Pouzite podobny postup ako v predchadzajiicom priklade.

7. Nech W je Wienerov proces. Najdite pravdepodobnostné rozdelenie nahodného vektora (W(1), W(3)).

:: Geometricky Brownov pohyb ::

e Nech wje Wienerov proces. Potom geometricky Brownov pohyb je proces definovany vztahom
(i) =z ghtka]

Hodnota xg predstavuje hodnotu procesu v ¢ase 0.

o Ukazka trajektorii geometrického Brownovho pohybu:

x(t) = x0"exp(mi*t+sigma™w(t)), x0=2.0, mi=3.5, sigma=0.5
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¢ Pripomenme si definiciu a zakladné vlastnosti lognormalneho rozdelenia:
o Nahodna premenna X ma lognormalne rozdelenie, ak ndhodna premenna /n(X) ma normalne rozdelenie
N(w.o?),
o Hustota ndhodnej premennej X s lognormalnym rozdelenim je

1 1 _;ln:r—Ea2
fle) = ———=—¢" 22 pre > 0 (inak je nulova)

W amg? T

o Stredna hodnota a disperzia nahodnej premennej X s lognormalnym rozdelenim je

2
EX'= ¢tde px= e’ (e"’ —1)

:: Cvicenia (2) ::

1. Ukéazte, Ze hodnota geometrického Brownovho pohybu v ¢ase 7 je nahodna premenna s lognormalnym rozdelenim.

Aké st parametre tohto rozdelenia? Aka je stredna hodnota geometrického Brownovho pohybu v ¢ase ¢ ?

2. Uvazujme geometricky Brownov pohyb z predchadzajuceho obrazku, t. j. x(2)=2%exp(3.5t+0.5w(t)), kde w je
Wienerov proces. Zostrojte podobny obrazok s grafmi niekol’kych realizacii procesu a pridajte doiho aj strednt
hodnotu.

:: Modelovanie cien akcii pomocou geometrického Brownovho pohybu ::

e Cenu akcie S modelujeme geometrickym Brownovym pohybom:
Sl )= Gyl



e Na vypocet vynosov sa pouziva veli¢ina

ln ( S& ) — ln (1 § S& il St—At) S St_ S&—At,

t—At St—at St—at
pricom posledna aproximacia vyplyva z toho, ze

Infl+z)=zprez=0

e Ak sa cena akcie S riadi geometrickym Brownovym pohybom, tak pre vynosy dostavame

v, =1n (Ssz ) =pAt +o(w(t) —wit— At)) ~ N (pAt,J2At)
t—At

teda vynosy st nezavislé ndhodné premenné s normalnym rozdelenim a uvedenymi parametrami.

e Ako ziskat’ parametre geometrického Brownovho pohybu z dat - odhadom parametrov normalneho rozdelenia z
Vynosov.

:: Cvicenia (3) ::

1. Predpokladajme, Ze cena akcie sa riadi geometrickym Brownovym pohybom s parametrami # = 0.35, ¢ =0.33
Vypocitajte strednil hodnotu ceny akcie o pol roka, ak jej dnesna cena je 125 USD.

2. Stiahnite si data o vyvoji ceny vybranej akcie (http://finance.google.com, http://finance.yahoo.com) so zvolenou
frekvenciou a ¢asovym intervalom. Modelujte tento vyvoj geometrickym Brownovym pohybom.

Odhadnite jeho parametre.

AKka je stredna hodnota ro¢ného vynosu?

Aka je pravdepodobnost’, Ze rocny vynos bude kladny?

Aka je pravdepodobnost’, Ze o pol roka bude cena akcie mensia ako 80 percent dne$nej ceny?
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:: DalSie priklady na precvicenie ::

Vo vsetkych tilohach oznacuje w(z) Wienerov proces.

1. Prirad’te nasledovné procesy ich simuldciam na grafe:
xXi(t) =5+ 2t + 3w),

x2() = - 2t + w(t),

x3(2) =5+ 2t + w(1),

x4(t) = 2t + w(t).
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2. Najdite pravdepodobnostné rozdelenie nasledovnych hodnot:
w(4)-w(2),

w(2),

3+w(3),

w(2)-2w(1).
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3. Definujme nahodny proces V= o Wads. Vypocitajte jeho stredni hodnotu a disperziu v Case .

4. Pomocou Wienerovho procesu W definujme novy nadhodny proces vztahom

Uy = eW_e
Dokazte, ze je to tiez Wienerov proces.
Navod: Treba overit’ vlastnosti Wienerovho procesu z definicie.
5. Pre ¢ zintervalu [0,1] definujme proces ¥t = Wi — 1171

o Vygenerujte niekol'ko jeho trajektorii a zakreslite ich do grafu.
o Vypocitajte jeho strednt hodnotu v Case ¢
o Vypocitajte kovarianciu medzi jeho hodnotami v ¢asoch ¢ a s.

6. Uvazujme proces x(t) =2 - 5t + 2 w(t). Zobrazte do jedného grafu:
o pét realizacii
o strednu hodnototu procesu
o strednu hodnotu +/- 1.96*standardni odchylku (t.j. 95 percentny interval spol’ahlivosti)

Ukazka mozného vystupu:
Proces xif) =-2 + S5t + 2 wi(l)
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7. Predpokladajme, Ze cena akcie sa riadi geometrickym Brownovym pohybom s parametrami # = 0.3B, & =033
Dnesna cena akcie je 250 USD.

Nakreslite graf hustoty ceny akcie o rok. Vypocitajte jej stredni hodnotu.

AKka je strednd hodnota mesacného vynosu?

Aka je pravdepodobnost’, Ze mesacny vynos bude kladny?

Aka je pravdepodobnost’, Ze o dva mesiace bude cena akcie z intervalu [270, 280]?
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8. Co si myslite, ¢o je na obrazku na obale tejto knihy?
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