Modelovanie urokovych mier - Vasickov model

:: Jednofaktorovy short rate model ::

e Short rate - okamzita urokova miera, aproximuje sa urokovou mierou s kratkoui splatnost'ou
e Okamzitd irokova miera sa modeluje stochastickou diferencialnou rovnicou:

dr = p(t,r)dt + o(t, r)dw

teda trend vo vyvoji urokovej miery + nahodné fluktuacie okolo trendu

e Jednofaktorovy model - jedna stochastickd diferencidlna rovnica pre 1, t. j. jeden zdroj nahodnosti vo vyvoji okamzite
urokovej miery (jeden Wienerov proces).

:: Vasickov model ::

e Stochasticka diferencialna rovnica pre okamziti urokovu mieru:
dr = k(# — r)dt + adw

e Vlastnost’ mean-reversion (pritahovanie k dlhodobej hodnote, k limitnej hodnote) - pre stredni hodnotu plati:
dE(r;) = w(f — E(r;))dt

¢ Volatilita je konStantnd, nezavisi teda od aktualnej hodnoty urokovej miery

:: Pravdepodobnostné rozdelenie irokovych mier ::
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e Znalost tohoto rozdelenia ndm umoziuje:

o Vygenerovat realizaciu procesu pre zadané parametre a zac¢iato¢ni hodnotu urokovej miery.
o Odhadovat’ parametre procesu z dat.

e Upozornenie: V literatire sa pozivaji rézne oznacenia pre linearnu funkciu driftu, treba si vzdy pozriet, s akym
driftom sa pracuje.

::CviCenia (1) ::

Otvorte si pdf subor s ¢lanokom Athanasios Episcopos: Further evidence on alternative continuous time models of the
short-term interest rate. Journal of International Financial Markets, Institutions and Money 10 (2000) 199 ? 212.

Parametrizacia modelu - rovnica (1) v ¢lanku:

dr, = (o + pr,)dt + orid W,

Vasickov model (t.j. model s linedrnym driftom a konsStantnou volatilitou) dostaneme, ak sa gama rovna jednej.

V tabulke 3 st odhadnuté parametre modelov tohto tvaru pre niekol’ko Statov. Vyberte si Stat a najdite odhady parametrov
Vasickovho modelu. Tieto hodnoty pouZite na rieSenie nasledujucich tloh.



Table 3 (Continued)
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1. Transformujte tieto hodnoty na parametre kapa, theta (parameter sigma je v oboch pripadoch rovnaky).

2. Zvolte si zaciato¢ni hodnotu urokovej miery a nakreslite do jedného grafu niekol’ko realizacii d’alSieho vyvoja (napr.
pocas nasledujuceho roka) s ¢asovym krokom jeden den, spolu s jeho strednou hodnotou.

3. Predpokladajte, Ze dnesnd hodnota Grokovej miery je 4.5 percenta. Aka je stredna hodnota tirokovej miery o tyzden, c
mesiac a o rok? Zostrojte pre tieto irokové miery intervalové odhady (stredna hodnota +/- 2*Standardna odchylka).

4. Aké je limitné rozdelenie Grokovej miery. Nakreslite graf hustoty tohto limitného rozdelenia. Dopliite do grafu
hustoty rozdelenia tirokovej miery o mesiac, o 1ok, ... - tak, aby ste videli konvergenciu tychto hustot k limitne;j
hustote.

5. Jednou z nevyhod Vasickovho modelu je moznost’ zdpornych rokovych mier. Vypocitajte pravdepodobnost’ zaporne
urokovej miery v nasledovnych pripadoch:
o limitné rozdelenie urokovej miery
o urokova miera o mesiac, ak jej dnesnd hodnota je 5 percent.
o urokova miera o mesiac, ak jej dnesna hodnota je pol percenta.
o urokova miera o tyzden, ak jej dnesna hodnota je 5 percent.
o urokova miera o tyzden, ak jej dne$na hodnota je pol percenta.

6. N4jdite priklad takych parametrov, aby predchédzajuce pravdepodobnosti zapornych urokovych mier boli vacsie (pri
takychto pravdepodobnostiach zrejme nie je model vhodny).

:: Ceny dlhopisov v jednofaktorovom short rate modeli ::

e PDR pre cenu dlhopisu P
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ktord zavisi od okamzitej urokovej miery tau a od ¢asu t. Funkcia lambda sa nazyva trhova cena rizika.

V Case expiracie je hodnota dlhopisu rovna jednej, teda P(T,r)=1 pre kazdé r.

e Cenami dlhopisov st urcené urokové miery:
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:: Ceny dlhopisov vo Vasickovom modeli ::

¢ Uvazujeme konStantnu trhovu cenu rizika, teda funkcia lambda(t,r) sa identicky rovna kons$tante lambda.
e Zavedieme substituciu - namiesto ¢asu budeme uvazovat ¢as tau zostavajuci do maturity, t.j.

o= ¢



e RieSenie PDR pre cenu dlhopisu sa potom dé néjst’ v tvare
P(r,7) = A(r)e BT
kde funkcie A, B su:
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::Cvicenia (2) ::

Uvazujme prametre Vasickovho modelu z predchadzajuceho cvicenia.

1. Zvorte si hodnotu trhovej ceny rizika. Pre niekol'’ko hodnot okamzitej irokovej miery zakreslite do jedného grafu
vynosoveé krivky. Dokézte, ze ak tau ide do nekonecna, tak irokové miery so splatnostou tau konverguji k hodnote

2. Predpokladjme, ze limita vynosovych kriviek sa rovna trom Stvrtindm limitnej hodnoty okamzitej irokovej miery.
Vypocitajte trhovi cenu rizika.

:: Dal§ie priklady na precvicenie ::

1. Odhadovanie parametrov Vasi¢kovho modelu. Podmienené rozdelenie tirokovych mier je normalne, preto funkcia
vierohodnostije suc¢in hustot normalnych rozdeleni.



We conclude the section by presenting the maximmun-likelihood estimator
for the Vasicek model. Rewrite the dynamics (3.11) as

dr(t) = [b— ar(t)]dt + cdWO(t), (3.12)

with b and a suitable constants. As nsual, by integration we obtain. between
two any instants s and f,
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As noticed earlier, conditional on F,, the variable r(t) is normally distributed
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It is natural to estimate the following functions of the parameters: 3 :=
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the observed proxies rg.ry.. ..., 1, of v (typically ¢ = 1 day). The maximmim
likelihood estimators for a, 3 and V2 are easily derived as
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Zdroj: Damiano Brigo, Fabio Mercurio: Interest Rate Models - Theory and Practice. Second Edition. Springer, 2007
Kapitola 3.1.2, str. 61-62.

o Stiahnite si data urokovej miery (napr. 3M treasury bills, Euribor s kratkou dobou splatnosti a pod.) zo
zvoleného ¢asového intervalu. Zobrazte ich vyvoj.
Zdroje dat:
= Federal Reserve Statistical Release
= Euribor.or
o Odhadnite parametre a transformujte ich na parametre kapa, theta, sigma.
o Pre zvolenu zaciato¢nu hodnotu rokovej miery nakreslite do jedného grafu strednti hodnotu jej d’alSieho
vyvoja a niekol'ko simulacii.
o Na4jdite limitné rozdelenie tirokovej miery.

Otazka o Vasickovom modeli z internetového diskusného fora:



é} Vasicek Problem - Please Help
My attempts to sobve this problem are no where near correct. Could someone please help me understand how to

Let P{r, t, T) denote the price at time t of $1 to be paid with certainty at time T, &
«=T, if the short rate at time t is equal to r.

For the Vasicek model, you are given:
P(0.07, 3, 5) = 0.8654

P(0.06, 1, 3) = 0.9152

P(r*, 2, 4) = 0.8337

Calculate r*.

3. Stiahnite si data - trojmesacné vynosy treasury bills od zac¢iatku roka 2008, tyzdenné data.
Link: http://www.federalreserve.gov/releases/h15/data.htm.
Data st trokové miery v percentach, preved’te ich na desatinné ¢islo.

O
O

o

Z dat z roku 2008 odhadnite parametre Vasickovho modelu.

Vypocitajte strednti hodnotu a 95 percentny interval spol'ahlivosti na zaklade posledného pozorovania v roku
2008 pre vyvoj trokovej miery v roku 2009.

Nakreslite do jedného grafu - vyvoj v roku 2008, stredni hodnotu a interval spolahlivosti z predchadzajtce;j
ulohy, tri realizacie vyvoja v roku 2009.

Nakreslite do jedného grafu - vyvoj v roku 2008, stredni hodnotu a interval spol'ahlivosti z predchadzajice;j
ulohy, a skutocny vyvoj v roku 2009.

N4jdite limitné rozdelenie urokovej miery. Aka je pravdepodobnost’ zdpornej urokovej miery pri tomto
rozdeleni?

Predpokladajte, Ze limita vynosovych kriviek (pre ¢as splatnosti idici do nekonecna) je 2 percentd. Vypocitajte
trhovu cenu rizika. Tuto trhovia cenu rizika pouzite pri rieSeni nasledujtich tloh.

Nakreslite vynosové krivky pre niekol'’ko hodnot okamzitej urokovej miery.

Néjdite priklad takej okamzitej Girokovej miery, pre ktoru nie je zodpovedajiuca vynosova krivka monoténna.
Odhadnite, ako bude vyzerat’ vynosova krivka krivka o mesiac, ak dneSna hodnota okamzitej urokovej miery je
pol percenta. Nakreslite odhadnuti vynosovu krivku spolu s 95 percentnym intervalom spol’ahlivosti.

Beata Stehlikova (www)
Cvicenia z finan¢nych derivatov, FMFI UK Bratislava, LS 2009/2010



