Stochastické diferencialne rovnice

:: Stochastické diferencialne rovnice ::

e Nenahodna funkcia méze byt’ zadana ako rieSenie oby¢ajnej diferencialnej rovnice - mame dany vztah medzi
diferencidlom funkcie a diferencidlom ¢asu. Napr. dx(t)=x(?) dt, spolu so zac¢iato¢nou podmienkou x(0) uréuje
(deterministicku, t.j. nendhodnt1) funkciu x.

¢ Analdgia pre nahodné funkcie - vztah medzi diferencidlom funkcie, diferencialom ¢asu a diferencidlom Wienerovho
procesu dw. Takto dostavame stochastické diferencialne rovnice. Ich rieSenim je nahodna funkcia. Napriklad:
o dx=2dt+3dw, zatiato¢na podmienka x(0)=0 - toto je Brownov pohyb: x(z)=2¢+3w(?)
o dx=2dt+3dw, zatiato¢na podmienka x(0)=1 - posunuty Brownov pohyb, za¢ina z jednotky: x(z)=1+2t+3w(t)
o dx=10[1-x(t)] dt + 0.25 dw(t), x(0)=0.5 - tiez sa da zapisat’ explicitne, ale toto vyjadrenie je komplikovanejSie.
Dobru predstavu o priebehu takéhoto procesu vSak dostaneme pomocou simulacii jeho trajektorii.

e Pozrime sa teda na proces tvaru
dr(t) = w(f — (t))dt + adw(E)
kde #.8, 7 st kladné konstanty. Takyto proces sa nazyva Ornstein-Uhlenbeckov proces.

Najjednoduchsim posobom, ako ziskat’ aproximaciu rieSenia stochastickej diferencialnej rovnice je nahradit’
diferencialy diferenciami - analogia Eulerovej metody pre obycajné diferencialne rovnice:

kappa=10; theta=1l; sigma=0.25; $ parametre procesu
x0=0.5 % zaciatocna hodnota

dt=0.001;
n=1000;

% casovy krok

% pocet krokov

% Eulerova schema

x (1)=x0;

for i=l:n
dw=sgrt (dt) *randn;
dx=kappa* (theta-x (1)) *dt+sigma*dw;
x(i+1)=x (1) +dx;

end;

t=0:dt:n*dt; % cas

plot (t, x)

e Terminologia: Deterministicka ¢ast’ procesu (pri ¢asovom diferenciali df) sa nazyva drift, stochasticka cast’ (pri
diferenciali Wienerovho procesu dw) sa nazyva volatilita.

:: Cvicenia (1) ::

1. Zakreslite do jedného grafu niekol’ko riealizacii Orstein-Uhlenbeckovho procesu na intervale [0,5] so zvolenymi
parametrami, ktoré zacinajii z rdznych zaciatoénych hodndt. Pouzite pritom ¢asovy krok 0.001.

2. Uvazujme najskor Ornstein-Uhlenbeckov proces s nulovou volatilitou - ako zavisi jeho (teraz nenahodny) priebeh od
parametrov a od zaciato¢nej hodnoty? Ako ovplyviuje priebeh procesu hodnota volatility?

3. Ornstein-Uhlenbeckov proces sa pouziva napriklad pri modelovani rokovych mier. Vasi¢kov model predpoklada, ze
okamzitd Grokova miera (prakticky - irokova miera na kratky cas) sa riadi Ornstein-Uhlenbeckovym procesom.

V ¢lanku Athanasios Episcopos: Further evidence on alternative continuous time models of the short-term interest
rate. Journal of International Financial Markets, Institutions and Money 10 (2000) 199-212 autor odhadoval modely
urokovych mier. V§eobecny model, ktorym sa zaoberal, je

dr, = (z + Br,)di + aridW,

Specialnou vol’bou niektorych parametrov dostavame konkrétne modely, jednym z nich je aj Vagickov model.
Vysledky pre Novy Zéland (odhady parametrov pre mesaéné data od aprila 1986 do aprila 1998 su v nasledujuce;j



tabulke:

Table 3 (Continued)

Country Model® o I o? ¥
New Zealand Unrestricted 0.0045 —0.048 0.0034 0.7815
(2.1021) (—=2.1597) (1.9698) (7.2141)
Vasicek 0.0046 —0.0487 0.0001 0
(1.8959) (—2.2584) (8.3736)
CIR SR 0.0041 —0.0447 0.0010 0.5
(2.026) (—2.2176) (8.5626)
BR-SC 0.005 —0.0536 0.0096 |
(8.3841) (—6.9255) (13.5641)
CIR VR 0 0 0.1215 1.5
(20.8112)
CEV 0 —0.0038 0.0030 0.7567
(—0.4781) (2.0131) (7.1676)

Zdroj: (Episcopos, 1998)

Vygenerujte priebeh vyvoja urokovej miery na zdklade odhadnutych parametrov Vasickovho modelu. Zakreslite do
jedného grafu niekol'’ko moznych priebehov, startujucich z rovnakej zac¢iato¢nej hodnoty.

:: Itoova lema ::

Kijosi It6 (1915 - 2008), zakladatel’ tedrie stochastickych diferencidlnych rovnic.
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Zivotopis na "The MacTutor History of Mathematics archive"
"Dr. Kiyoshi Ito receives the Gauss Prize"

¢ Na predchadzajicom cviceni sme mali predpis procesu (geometricky Brownov pohyb - cena akcie) x(z) zadany
explicitne v tvare x(z)=.... Na zaciatku tohto cvi¢enia sma pracovali s inym zapisom - pomocou diferencialov sme
definovali Ornestein-Uhlenbeckov proces. Teraz si ukazeme ich vzajomny vztah.

e Pre nendhodnii funkciu vieme derivovanim napisat’ oby&ajnu diferencidlnu rovnicu, ktora spiiia. Napr. pre x(2) =’ (t)
plati dx(2)=2 x(t) dt. Naopak, pre zadanti obycajnul diferencialnu rovnicu vieme v niektorych pripadoch napisat’
explicitné riesenie.

¢ Ako derivovat’ nahodnu funkciu? Odpoved’ dava Itéova lema:

Nech x je proces dany rovnicou
dr = p(z, t)dt +o(z, t)dw
a f(tx) je hladka funkcia. Potom f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

ar= ({)—f + p(z, t)(:_)—f 102(’ T, T)ﬂ> dt + oz, t]f,)—f(luf
ot or 2 dx? oz
e Ukazky pouzitia Itoovej lemy pri oceniovani derivatov:
o Vyvoj ceny akcie je dany stochastickou diferencialnou rovnicou pre S. Cena derivatu V zavisi od ¢asu ¢ a od
ceny akcie S. Itéova lema dava predpis pre stochasticku diferencidlnu rovnicu, ktort spiiia cena derivatu ¥(z,S).
Tato rovnica sa vyuzije pri odvodzovani ceny derivatu.
o Vyvoj okamzitej tirokovej miery » je dany stochastickou diferenciadlnou rovnicou (napriklad Ornstein-
Uhlenbeckov proces vo Vasickovom modeli). Cena derivatu V' zavisi od Casu ¢ a od okamzitej urokovej miery r.
Dalej je postup analogicky: Itéova lema dava predpis pre stochastickii diferencialnu rovnicu, ktort spiha cena
derivatu V(t,r). Tato rovnica sa vyuzije pri odvodzovani ceny derivatu.

In precisely built mathematical structures, mathematicians find the same sort of beauty others find in enchanting pieces
of music, or in magnificent architecture. There is, however, one great difference between the beauty of mathematical



structures and that of great art. Music by Mozart, for instance, impresses greatly even those who do not know musical
theory; the cathedral in Cologne overwhelms spectators even if they know nothing about Christianity. The beauty in
mathematical structures, however, cannot be appreciated without understanding of a group of numerical formulae that
express laws of logic. Only mathematicians can read thusical scores'containing many numerical formulae, and play that
thusic'in their hearts. Accordingly, I once believed that without numerical formulae, I could never communicate the sweet
melody played in my heart. Stochastic differential equations, called Ito Formula,'are currently in wide use for describing
phenomena of random fluctuations over time. When 1 first set forth stochastic differential equations, however, my paper
did not attract attention. It was over ten years after my paper that other mathematicians began reading my thusical
scores'and playing my thusic 'With their {hstruments.”

K. Ito, My Sixty Years in Studies of Probability Theory : acceptance speech of the Kyoto Prize in Basic Sciences (1998).

:: Cvicenia (2) ::

1. Vypocitajte dy, ak

o y(t)=w()’

o y(t)=exp(w(t))

o y(t)=exp(2t+5w(1)

o y(t)=In(x(t)), kde dx(t)=3x(t)dt+6x(t)w(t)

2. Nech cena akcie S vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici 45 = pSdt +oSdw
o Ukazte, ze jej vyvoj sa riadi geometrickym Brownovym pohybom a urcte jeho parametre.
o Aka je stredna hodnota ro¢ného vynosu akcie?
o Nech je dana dnes$na cena akcie Sp . Aka je stredna hodnota ceny akcie o mesiac?

:: DalSie priklady na precvicenie ::

1. Nech cena akcie S(z) vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici &3 = pSdt +oSdw Akej rovnici vyhovuje
sicasna hodnota ¢”"S(#), kde r je urokové miera (predpokladdme, e je konstantna)?

2. Nech nahodny proces S(?) vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici &3 = wSdt +oSdw 5 je prirodzené ¢islo.
Dokazte, 7e proces S” sa riadi geometrickym Brownovym pohybom.

3. Uvazujme dve akcie. Prva z nich sa riadi geometrickym Brownovym pohybom S(#)=S(0) *exp(0.2¢t+0.3w(t)), druha
vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici dS(z)=0.2dt+0.3dw(t). Ktora akcia ma vacsiu strednil hodnotu ro¢ného

vynosu?

4. UvaZujme proces




o Vypocitajte strednt hodnotu a disperziu procesu v ¢ase ¢. V ktorom case je disperzia maximalna?
o Dokazte, ze tento proces vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici

X () = —ILHX@)@; " %Ha‘,w(ij
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