Black-Scholesov vzorec

:: Repetitio est mater studiorum ::

Tak ako minuly tyzden, zaéneme opakovanim. Na zaciatku cvicenia teda vypocitame nejaké priklady podobné tym, ktoré
sme robili na predchadzajicih cvi¢eniach:

1. Néjdite rieSenie stochastickej diferencidlnej rovnice dX (3] = —X (#)dt + ™ *dW (2} |
Navod: Napiste stochastickii diferencialnu rovnicu, ktora spitia proces ¥ (e e X &Y.

2. V stbore orcl.txt su denné data cien akcii (najstarSie su na zaciatku). Predpoklajme, Ze cena akcie sa riadi procesom
a5 = pSdt + oddw

o Odhadnite z dat parametre tohto procesu.
o Vypocitajte pravdepodobnost’, Ze o pol roka bude cena akcie aspon o 30 percent vySsia ako dnes.
o Najdite pravdepodobnostné rozdelenie ro¢nych vynosov.

3. N4jdite stratégiu s nasledovnym payoffom:
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:: Black-Scholesova parcialna diferencialna rovnica ::

Pripomefime si, 7e cena V(S,t) l'ubovolného derivatu eurdpskeho typu spiia Black-Scholesovu parcidlnu diferencialnu
rovnicu
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kde

¢ Sje cena akcie,

e fjecas

e Tje Cas expiracie derivatu

e 7 je bezrizikova urokova miera

¢ 7 je volatilita ceny akcie, o ktorej predpokladame, ze sa riadi geometrickym Brownovym pohybom

Podrla druhu derivatu sa k rovnici pridava koncova podmienka V(S,T) v Case expiracie.

:: Cvicenia (1) ::

1. Dosadenim overte, ze nasledujice funkcie su rieSenim Black-Scholesovej parcidlnej diferencialnej rovnice:



o V(S,t) = c S, kde c je kladna konstanta
o V(S,t) = c "™ kde c je kladna konstanta
Aké derivaty predstavuju tieto rieSenia?

Dokazte:
o Ak payoff V(S,T) je nezaporny, tak aj V(S,t) je nezaporna funkcia pre kazdé S> 0,0 <t <T.
o Ak payoff V(S,T) je nezaporny a ostro kladny pre S z nejakého intervalu, tak V(S;t) je ostro kladna funkcia pre
kazdé S>0,0<t<T.
Aka je finan¢na interpretacia tychto tvrdeni?

. Dokézte, 7e ak V je riesenim Black-Scholesovej PDR, tak aj & aV/ds je riesenim. Pouzite tito vlastnost’ rieSenia

na dokaz nasledovného tvrdenia: Ak je derivacia payoffu OV/as(5,T) = 0 nezaporna pre kazdé S > 0, tak aj
derivacia @V /25(5,1] = 0 je nezaporna pre kazdé S> 0, t < T. Aka je jeho interpretacia?

:: Cena europskej call a put opcie ::

e Call opcia:

function [v]=call(S,E, r,tau, sigma)

dl=(log (S/E)+ (r+0.5*sigma”2) *tau) / (sigma*sqrt (tau) ) ;
d2=(1log (S/E)+(r-0.5*sigma”2) *tau) / (sigma*sqgrt (tau) ) ;
v=S*normcdf (dl) -E*exp (-r*tau) *normcdf (d2)

e Put opcia: da sa ocenit’ napriklad pomocou put-call parity.

e Z linearity Black-Scholesovej rovnice vyplyva, Ze aj je koncova podmienka derivatu linedrnou kombinaciou call a put

opcii, rovnakou linearnou kombinaciou cien call a put opcii dostaneme cenu tohto derivatu.

:: Cvicenia (2) ::

1.

Vypocitajte cenu eurdpskej call opcie s expiraciou o pol roka, ktorej expiracna cena je 50 USD. Dnesna cena akcie je
41 USD, jej volatilita je 0.3. Urokova miera je pol percenta.

. Upravte funkciu cal1 tak, aby ste mohli pracovat’ s vektorovymi argumentmi a kreslit’ napriklad takého grafy:

S=0:0.1:100;
plot(S,call(S,50,0.01,1,0.25));

Nakreslite graf s cenou akcie na x-ovej osi, na ktorom bude payoff call opcie a jej ceny pre niekol'’ko ¢asov do
expiracie.

Ukazka vystupu:
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3. Napiste funkciu, ktora vracia hodnotu putu a zobrazte podobny graf pre put opciu.

4. Zostrojte stratégiu typu kondor pre zvolené parametre. Znovu nakreslite s cenou akcie na x-ovej osi, na ktorom bude
payoff stratégie a jej ceny pre niekol’ko ¢asov do expiracie.

5. Dokazte, ze ak V je rieSenim Black-Scholesovej PDR, tak aj IV /OE je rieSenim. Pouzite tuto vlastnost’ na vypocet
ceny binarnej opcie, t. j. opcie s payoffom
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:: DalSie priklady na precvicenie ::

1. Porovnajte redlne ceny opcii s teoretickymi hodnotami z Black-Scholesovho vzorca. Pouzite volatilitu odhadnutt z
historickych dat.

2. Vypocitajte hodnotu stratégie, ktord pozostava z kipy call opcie s nizkou expira¢nou cenou a predaja call opcie s
vysSou expiraénou cenou s tou istou dobou splatnosti. Vypocet ceny stratégie realizujte pre nasledovné data: cena
akcie 55 USD, volatilita akcie 0.4, Girok jeden a pol percenta, expiracna doba 3 mesiace, expiraéné ceny st 50 a 60
USD.

3. N4jdite vSetky riesenia Black-Scholesovej rovnice, ktoré maju tvar V=V(S). Tymto spésobom najdete vsetky také
derivaty, ktoré moze na trhu existovat’ (a nevytvoria arbitraz), ktorych hodnota zavisi len aktualnej ceny akcie, ale nie
od casu.

4. Dokazte, ak je druha derivacia payoffu V85 (5,T) 2 0 nezaporna pre kazdé S > 0, tak aj druha derivacia ceny
82V /85%(8,1) = 0 je nezaporna pre kazdé S>0,0 <t <T.



