Numerické rieSenie Black-Scholesovej PDR (1.)

:: Pre¢o numerické rieSenie ::

e Naco riesit rovnicu numericky, ked’ mame jej explicitné rieenie?

o Explicitné rieSenie mame pre eurdpsku call a put opciu. Pre iné derivaty takyto vzorec nemusi existovat’. (To je pripac
napriklad americkych call a put opcii, ktorymi sa eSte budeme zaoberat. A mnohych d’alSich.) RieSenie sa vSak da
najst’ numericky.

e To, Ze pouzitie numerickych schém vyskiSame najskor v pripade, v ktorom mame k dispozicii explicitné rieSenie, m4
tu vyhodu, Ze mézeme overit’ presnost’ ziskanych numerickych vysledkov.

:: Transformacia Black-Scholesovej rovnice ::

e Black-Scholesova rovnica
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VIS, T) = V,y(S) pre S = 0 - zavisi od typu derivatu
- je to parabolicka PDR, ktora sa da transformovat’ na rovnicu vedenia tepla so zadanou zaciatocnou podmienkou.

e Transformacia premennych
o Mame koncovu podmienku ¢ase T (Cas expiracie opcie), nie zaciatocnu. To vyrieSime transformaciou
aqriimm Tl
To znamena, Ze novou premennou, namiesto casu t, bude ¢as zostavajlci do expiracie.

o Premennd S (cena akcie) je kladnd. Premennu, ktord nadobuda vsetky realne hodnoty dostaneme
zlogaritmovanim. Nova premennd teda bude

r=In(S/E)
Hodnoty x blizke nule zodpovedaju cenam akcie, ktoré su blizke expirac¢nej cene opcie. Zaporné hodnoty x
predstavuju ceny akcie, ktoré st nizsie ako je expiracna cena. Analogicky, kladné hodnoty x predstavuji ceny

akcie, ktoré st vyssie ako je expira¢na cena. Na transformaciu rovnice by stacila logaritmicka transformacia, al
- ako uvidime neskor - tato bude vyhodnejSia z numerického hl'adiska.

o Transformacia na RVT

o Rovnica, ktort dostaneme tymito transforméciami, je parabolickd rovnica, ale uz s konstantnymi koeficientami
Tuto rovnicu vieme transformovat’ na rovnicu vedenia tepla transformaciou
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kde konStanty ur¢ime tak, aby po tranformadcii vznikla prave RVT. T4 spravna volI'ba konStant je
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e Transformacia koncovej podmienky:

ug(x) = u(z,0) = e**V(S,T) = " Vu(85) = eV (Fe”)

e VyrieSenim tejto RVT a spétnou transforméciou dostaneme explicitné Black-Scholesove vzorce, ktoré sme pouzivali
v predchadzajucich cvic¢eniach. Teraz vSak chceme tito rovnicu riesit’ numericky.

:: Diskretizacia ::




e Premenni x je z neohrani¢eného intervalu, nadobuda hodnoty od minus nekonecna do plus nekone¢na. Numericky

budeme ulohu riesit’ pre x z ohrani¢eného intervalu [-L, L], kde L bude dost’ vel'ké Cislo. Na obrazku je delenie
intervalu premennej x, a zodpovedajlice delenie pre cenu akcie, ak je expiracnd cena 100 USD.
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Vsimnime si, Ze tento interval [-L, L] nemusime menit’ pre opciu s inou expira¢nou cenou. O vhodné body S sa
postara transformacia x = In(S/E), ktorti sme pouzili namiesto jednoduchej logaritmickej transformacie x = In(S).

Kvaéli tomu, Ze sme vypocet obmedzili na ohraniceny interval, musime k rovnici dodat’ okrajové podmienky v
krajnych bodoch. Krajné body zodpovedaji cenam akcie, ktoré st ve'mi malé, blizke nule (x=-L) a cendm, ktoré su
vel'mi vel'ké a priblizuju sa k nekone¢nu (x=L). Pre takéto limitné hodnoty pouzijeme aproximacie:

V' o~ QOQpre S ~1{

V ~ SeP"_—Ee " pre 8§ ~oo

o Dalej potrebujeme diskretrizovat RVT. St dve moZnosti:
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Prvy pristup (explicitna schéma) vyzera byt jednoduchsi. Mdme zaciato¢nu podmienku. Z nej vypocitame hodnoty v
nasledujucej ¢asovej vrstve. Tieto pouzijeme na vypocet rieSenia v d’alSej Casovej vrstve, atd’. Na konvergenciu
metddy je vSak potrebné splnenie podmienky na vztah ¢asového a priestorového kroku. Tato podmienka moze
prakticky viest’ k nevyhnutnosti zvolit’ ve'mi maly ¢asovy krok - kvoli konvergencii metody, nie kvoli tomu, ze by
sme rieSenie potrebovali v mnohych tak blizkych ¢asovych okamihoch.

V druhom pristupe (implicitna schéma) rieSime na kazdej Casovej vrstve sustavu linedrnych rovnic.



e Ukazka numericého vypoctu pouzitim explicitnej schémy:
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Program v Matlabe, vyzadujuci guide , si mdzete stiahnut’ tu: rvt.m, rvt.fig, spasta sa m-subor. Mdézete menit’ hodnot:
n, m.

:: Implicitna schéma pre call opciu ::

e Zvolime parametre opcie:

E = 100;
r=0.01;
D = 0.02;
sigma = 0.3;

e Zvolime parameter L, urujtci oblast’, na ktorej budeme riesenie pocitat’:
L=2;

a parametre delenia:

% priestorova premenna

n = 20;

h = L/n;

% casova premenna
T=0.5;

m = 6;

k =T/m;

¢ Definujeme konStanty potrebné na transforméciu rovnice:

alfa = (r-D)/(sigma”2) - 0.5;
beta = (r+D)/2 + (sigma”2)/8 + ((r-D)"2)/(2*sigma’*2 );

e Pre rieSenie trasformovanej rovnice definujeme okrajové podmienky (tri bodky na konci riadku znamenaju, Ze prikaz
sa ma chapat’ akoby bol napisany na jednom riadku): :

% x = -L, t.j. cena blizka nule
phi = inline('0’, 'tau’);

% x = L, t.j. cena blizka nekonecnu
psi = inline('E*exp(alfa*L + beta*tau).*(exp(L - D* tau) - exp(-r*tau)),...
'E','alfa’,'beta’,'L",'r",'D’, 'tau’);

a zaciato¢nu podmienku:

u0 = inline('E*exp(alfa*x).*max(0, exp(x)-1)', 'E', ‘alfa’,'x’);

Pouzitie:




Command Window

= tau=0.5;
=» phiCtaul

ans =
0
#=» psi(E, alfa, beta, L, r, D, tau)
ans =
135.6989

= N=-1;
=» UOCE, alfa, x)

ans =
o)

= N=1;
== ul{E, alfa, x)

ans =
93,2593

=» Clear tau; clear x;
e |

¢ Vytvorime maticu, do ktorej budeme vkladat’ rieSenie:

ries = zeros(m+1, 2*n + 1);

a body delenia v ¢ase a v priestore:

x = -L:hiL;
tau = 0:k:T;

Uloha pre vés: Vlozte do matice okrajové podmienky a za¢iatocnii podmienku.
Dostaneme:




Command Window

ries =

Columns 1 through 7

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
Columns & through 14
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
Columns 15 through Z1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

Columns 22 through Z&

9.3936 13.59351 £9.1:254 3d.5167 4F7 .79z 56.97682 6a.0922
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Columns 29 through 35

f5.1833 g4.2115 93.2583 1O0z2.32¥2 1l1ll.43e4 1:z20.6074 129.8604

o oD oD oo
o oD oD oo
o oD oD oo
o oD oD oo
o oD oD oo
o oD oD oo
o oD oD oo

Columns 36 through 41

13%9.2152 1458.691% 155.30586 168.0882 17&8.0470 188.2055

0 0 0 0 0 185.2877
0 0 0 0 0 1585.3699
0 0 0 0 0 185.45:21
0 0 0 0 0 1858.5344
Q Q Q Q 0 1s5.6l6o
0 0 0 0 0 185.69839

e Na vypocet kazdej ¢asovej vrstvy budeme potrebovat’ vyriesit’ sustavu linearnych rovnic. Definujeme teraz premenné
ktoré obsahuju hodnoty vystupujuce v trojdiagonalnej matici tejto sustavy:
a = -0.5*(sigma”*2)*k/(h"2); % pozdlz diagonaly
b=1-2*; % na diagonale

Pri vypocte prvej casovej vrstvy (teda hodnoty v Case k) mame nasledovnu pravu stranu:

ps =ries(1, 2:2*n)";

ps(1) = ps(1) - a*phi(k);
ps(2*n-1) = ps(2*n-1) - a*psi(E, alfa, beta, L, r, D, Kk);

Na rieSenie systému rovnic pouzijeme Gauss-Seidelovu metddu:



Gauss-Seidelova metdda. na, riesenie systému rovnic Av = b
1
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Oznacenia.
matica A = (e;; ), prava strana b = b;, rieSenie v = v,

v? = g-ta iteracia

Moézete pouzit’ funkciu gs.m:

Command Window

=» help gs

gsfa,b,ps,v0,eps)

F-dijageonalna matica systemu ma:

a - pod a nad diagonalou
b - na diagonale
ps - prawva strana systemu - stlpcovy wektor
vl - zaciatocna jteracia - stlpcovy wektor
v - aproximacia riesenia (prepisuje 53 v jednotlivych iteraciach)
eps - kriterium pre ukoncenie iteracii: normliAv-psl<=eps
o
Ulohy pre vas:

o Vypocitajte rieSenie na prvej casovej vrstve a vlozte ho do matice s rieSenim (ako zac¢iatocnu aproximaciu
rieSenia mozete pouzit’ hodnoty z predchédzajucej Casovej vrstvy, zvol'te si kritérium na zastavenie iteracif).

o Transformujte ziskané rieSenie na rieSenie Black-Scholesovej rovnice.

o Naprogramujte cyklus, v ktorom sa vypocita rieSenie na kazdej ¢asovej vrstve.
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