Numerické rieSenie Black-Scholesovej PDR (11.)

:: Konvergencia Gauss-Seidelovej metody ::

e Na vypocet rieSenia sustavy linearnych rovnic sme pouzili Gauss-Seidelovu metédu.

e Ak je matica sustavy diagonalne dominantna, Gauss-Seidelova metoda konverguje k rieSeniu pre 'ubovol'ny

Startovaci bod.
¢ Vidime, Ze matica z nasej ulohy je diagonalne dominantna.

:: Rychlost’ konvergencie metody ::

e Najskor si pripomeiime, €o je to spektralny polomer matice a ako suvisi s maticovymi normami:
o Spektralny polomer je maximum z absolutnych hodndt vlastnych ¢isel matice:

p(A) = max ||
I
o Pre maticova normu plati:
: 1L/
lim || A = p(A)
k—oc

Tuto vlastnost’ si numericky vyskiSame v Matlabe:
= Maticové normy v Matlabe:

=> help norm

MO RM Matrix or wvector norm.

For matrices...
MORM{XY 15 the largest singular walue of X, maxiswd{X)).
MORMCX .23 15 the same as WNORMIX).
MORMC¥ .13 is5s the 1-norm of ¥, the largest column sum,
= max{sum{abs{X)2).
MORM{¥,inT) is the infinity norm of ¥, the largest row sum,
= maxi{sumiabs{X"12).
MORM{X, "fro®) 15 the Frobenius norm, sgrtlsumidiagix"*X33).
WMORMCX,P) 15 awailable for matrix X only if P 15 1, 2, inf or

s il s T

For wvectors...
MORMCW,PY = sumiabsCW).APIACLSP).
MORMEWY = norm{V,20.
MORMCW ,inT) = max{abs{vl).
MORMCW,-inf) = minfCabs{v)).

5ee also COND, RCONWD, COWDEST, WNORMEST.

Owverloaded methods
help ssf/norm.m
help 1ti/norm.m
help frdfnorm.m
help idmodel fnorm.m

= Pre maticu, ktort si vytvorime - napriklad nahodnu:

== a=rand{5)

a =
0.9501 0.7zl 0.6154 0.4057% 0.0579
0.2311 0.4565 0.7214a 0.3355 0.35z249
0.6065 0.0155 0.9215 0.91659 0.8132
0.4560 0.3214 0.73582 0.4103 0.00949
0.3913 0.4445F 0.1763 0.3236 0.1389

teda vieme vypocitat’ spektralny polomer

=+ rho=maxi{abs{eig{all)
rho =

2.80453




a pocitat’ normy jej mocnin. Pre 1-normu dostaneme:
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= Zopakujte pre ini maticu a/alebo int normu.
o Pre k velké teda mame:

ARl pF(A)

e Vratime sa teraz k metédam rieSenia ststavy rovnic. Metddu zapiSeme v tvare
n+1 L R
T =Ta" L9
a budeme pocitat’ vzdialenost’ n-tej iteracie od presného rieSenia:

_ r*” = (]—-J.H—J 4 !__.} — (T#* + .!]I = .-I-(:E,*.-r—] - Ia.-} e
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Spektralny polomer matice T by teda mal byt’ mensi ako 1 a ¢o najbliZSie k nule.

:: SOR (successive over relaxation) metoda

e Ako urychlit konvergenciu Gauss-Seidelovej metody?
e Modifikaciou Gauss-Seidelovej metddy je SOR (successive over relaxation) metdoda:
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parameter metody

Pre =1, dostavame povodnt Gauss-Seidelovu metodu, i > 1 - over-relaxation, &' < 1 - under-relaxation.
¢ Bez dokazu uvedieme nasledovné tvrdenia tykajice sa konvergencie tejto metody:
o Nutnou podmienkou na to, aby SOR metoda konvergovala, je, Ze parameter i je z intervalu (0,2)
o Pre sustavu, ktort rieSime pri numerickom rieSeni B-S rovnice, konverguje SOR metoda pre l'ubovolné w z
intervalu (0,2).
e Ak tato maticu rozlozime na jej dolnu trojuholnikovu Cast’ (L), horna (U) a diagondlnu (D), tak SOR metddu mdzeme



T(w)z™ + v

41.:.l-l-l

v=w (D —wl) ' ps

Optimélna vol'ba parametra v teda zavisi od spektralneho polometru matice T. Ten zévisi od parametrov modelu a

delenia, ktoré sme pouzili.

T(w) = (D +wl)™ (1 —w) D — wl)

o spektralny polomer matice T v zévislosti od parametra v :

napisat’ v tvare
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Samozrejme, pocitat’ spektralny polomer a tak urcovat’ parameter ', by nebolo efektivne. Takéto grafy nam vsak
davaju predstavu o tom, ako tento parameter vplyva na konvergenciu. Prakticky zvolime hodnotu zhruba medzi 1.5 a
1.9.

:: Cvicenie ::

Upravte funkciu gs.m tak, aby pocitala zadant sustavu SOR metiiodou so zadanym parametrom . i :

% cyklus bezi, kym nie je splnena peodmenka normiAv-psl==eps

v o= %0 ;

while normiA¥w - ps) = eps
RIIy =(ps(ly - amvieiiibi]
Tor 1 = Z:0om-1

[v(i) = (psii) - a%{w(i-1) + w{i+1)))/b; |
ernd

fwipom) = (ps{pom) - a%wipem - 1))/b;|

end

Pouzite ju na vypocet numerického rieSenia ceny call opcie - hlavny program zostava rovnaky, jedind zmena je, Ze namiestc
funkcie gs volate funkciu sor .

:: DalSie ilohy na precvicenie ::

1. Naprogramujte numericky vypocet ceny put opcie. (Okrajové podmienky: ak je cena akcie S blizka nule, cena put
opcie je priblizne E*exp(-r*tau)-S*exp(-D*tau), ak je cena akcie vel'mi vel’kd, cena put opcie je blizka nule.)



Riesime Black-Scholesovu rovnicu s nasledujiicimi parametrami: 0=0.35, L = 2
(t.j. rieSenie transformovanej rovnice riesime pre = € [—2, 2]).

Zvolte si ¢asovy krok k a pocet bodov delenia n na (0, L] - t.j. priestorovy
h = L/n., pocet vietkych deliacich bodov je 2n 4+ 1 a pocet bodov, v ktorych p
rieSenie (a teda rozmer matice iteracnej metddy) je 2n — 1.
Na riesenie stustavy linearnych rovnic, ktorda vznikne pri pouziti implicitnej 1
schémy, pouzijeme SOR metodu. Napiste ju v tvare

J:ﬂ+1 =T g™ + .
Ako ovplyviinji vlastnosti matice T' rychlost konvergencie metédy k presnému
siustavy?
Uvazujme vektor 1:0.05:1.9 ako vektor hodnét parametra w SOR metody.
Pre kazdi hodnotu vypocitajte spektralny polomer prislusnej matice T' z predp
metody. Zakreslite do grafu (x-ova os: parameter w, y-ova os: spektralny polor
Pre kazdi hodnotu parametra w spustite program pre vypocet prvej ¢asovej v
(pouzite vzdy t1 istn zaciatoénu aproximaciu a to isté krirérium pre zastaveni

Zaznamenavajte pocet iterdcii, Zakreslite do grafu (x-ova os: parameter w, y-
iteracie).

Mali by ste dostat’ podobné grafy ako st vysSie na tejto stranke.

Beata Stehlikova (www)
Cvicenia z finanénych derivatov, FMFI UK Bratislava, LS 2009/2010



