Nahodné procesy, modelovanie cien akcii

:: Stochasticky vyvoj finanénych veliéin ::

o Z priebehov cien akcii (ako aj inych finan¢nych velicin - Grokovych mier, vymennych kurzov, ...) vidime, Ze ich priebeh sa neda
popisat’ deterministickou funkciou. Preto sa na ich modelovanie pouZivaju nahodné procesy.

o VTavo: trend (vyvoj ceny pocas piatich rokov), vpravo: fluktuacie (vyvoj ceny pocas niekol’kych hodin):
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Zdroj: http://finance.google.com

:: Wienerov proces a Brownov pohyb ::

o Zakladnym nahodnym procesom, z ktorého st ostatné odvodené, je Wienerov proces. Pripometime si jeho definiciu:
Nahodny proces {W(t), t=0} sa nazyva Wienerov proces, ak
o prirastky W(t+2At) - W(t) majii normdlne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a s disperziou At
o pre kazdé delenie 0 = t) = t; = ... = t_sii prirastky Wti+ - Wti nezavislé nahodné premenné s parametrami
podla predchddzajiiceho bodu,
o W(0)=0,
o trajektorie su spojité.
Dalej bude w viade oznagovat” Wienerov proces.

o Ako ziskame realizaciu Wienerovho procesu?

o Budeme generovat’ aproximaciu - hodnoty v diskrétnych bodoch typu (¢as, hodnota), ktoré pospajame.
o Hodnoty budti v bodoch 0,A¢,2A¢, .. ., kde At je dostatoéne maly Casovy krok.
o Hodnota v ¢ase 0 je 0.
o Prirastok na intervale [kKA¢, (k + 1)At ] je nahodna premenna s nulovou strednou hodnotou a varianciou At .
V Matlabe:
R L LR
% SI MULACI A W ENEROVHO PROCESU
R R LR
T=1; % do casu T
dt =0. 001; % casovy krok dt
t=(0:dt:T); % vektor casov, v ktorych generujenme hodnoty procesu
n=l engt h(t);
w( 1) =0; % W enerov proces zacina z nuly
for i=1:n-1 % prvu hodnotu mame, potrebujenme zvysnych n-1
dw=sqgrt (dt)*randn; % prirastok dw, randn ~ N(O0,1) => dw ~ N(O, dt)
w(i+1)=w(i) +dw; % nova hodnota = povodna + prirastok
end;

plot(t,w); % vykresline priebeh

Poznamenajme, Ze na zrychlenie vypoétov v Matlabe sa daji vyuzit' funkcie pre pracu s vektormi (namiesto cyklov):

D I
% RYCHLEJSI A SI MULACI A W ENEROVHO PROCESU

R
T=1; % do casu T

dt =0. 001, % casovy krok dt
t=(0:dt:T); %vektor casov, v ktorych generujene hodnoty procesu
n=l engt h(t);

dw=sqrt (dt)*randn(n-1,1); % vektor prirastkov - nezavisle N(O,dt)
w=[ 0; cunsun(dw)] ; % zaci name z nuly, dalej kumulativne sucty dw

plot(t,w); % vykreslinme priebeh
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Ukazka vystupu:
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o Ak k nasobku Wienerovho procesu pridame linearny trend:
T(?) = pt+ owl?)
dostavame proces, ktory sa nazyva Brownov pohyb.

AK je parameter o nulovy, grafom je priamka. Pre nenulovii hodnotu & sa k tomuto linearnemu trendu pridavaji nahodné
fluktuacie.

:: Cvicenia (1) ::

1. Nakreslite do jedného grafu niekol’ko realizacii Wienerovho procesu.

Ukazka vystupu:
Wiegneroy proces
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2. Nakreslite do jedného grafu niekol’ko realizacii Brownovho pohybu so zvolenymi parametrami. Do toho istého grafu zakreslite
strednt1 hodnotu tohto procesu.
Ukazka vystupu:

if=2te 0.5 wl)




3. Priradte procesy
o Xl(t):W(t)
o X,(t)=3*w(t)
o Xg(t)=5+2*t+w(t)
o X, ()=5+2*t+0.5*w(t)
o Xg(t)=5-3*t+w(t)

k ich realizciam na grafe:
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4. Definujme proces m(t)=max(w(s), s=t), t. j. maximum Wienerovho procesu na intervale [0,t]. Zobrazte do jedného grafu
trajektoriu Wienerovho procesu a trajektoriu procesu m(t) (pocitaného z tejto realizacie Wienerovho procesu).
Ukazka vystupu:

:: Geometricky Brownov pohyb ::

o Geometricky Brownov pohyb je proces definovany vzt'ahom
Ilri) =z C;.r,t+a'u.|(t)

pricom x, predstavuje hodnotu procesu v ¢ase 0.

o Ukazka trajektorii geometrického Brownovho pohybu:

*if) = x0"expimitt+sigma™wit)), x0=2.0, mi=3.5, sigma=0.5
120 T T T T T T T T T




:: Modelovanie cien akcii pomocou geometrického Brownovho pohybu ::

« Cenu akcie S modelujeme geometrickym Brownovym pohybom:
5(t) = 5 erttouit]

o Na vypocet vynosov sa pouziva veli¢ina

5y ) ( Sy — Sa—m) Sy — 5 ar
ln =ln|14+ o2 ;
(Sz—m Si—as S

pri¢om posledna aproximacia vyplyva z toho, Ze
Infl+ ) =zpre z =0

o Ak sa cena akcie S riadi geometrickym Brownovym pohybom, tak pre vynosy dostavame

2, =In (Sst ) =pht+olw(d) —wit— A~ N (p&t,azﬂt)
bt

teda vynosy su nezavislé nahodné premenné s normalnym rozdelenim a uvedenymi parametrami.

o Ako ziskat’ parametre geometrického Brownovho pohybu z dat - odhadom parametrov normalneho rozdelenia z
Vynosov:
o Zo suboru goog.txt nacitame data do Matlabu. Ide o denné data cien akcie firmy Google v rokoch 2009 a 2010, na
zaciatku siiboru su najstarsie data.

s=l oad(' goog. txt"');
dt =1/ 252; % denne data, cas sa v nodeli pocita v rokoch

Priebeh ceny je nasledovny:
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o Definujeme vynosy - napriklad takto:

n=l engt h(s);

for i=1:n-1
v(i)=log(s(i+1)/s(i));

end;

% al ebo vektorovo nami esto cykl u:

% v=l og(s(2:n)./s(1l:n-1));

o Vieme, Ze tieto vynosy majii norméalne rozdelenie. Dalej vieme, e strednt hodnotu normalneho rozdelenia odhadujeme
aritmetickym priemerom a disperziu vyberovou disperziou. Vypocitame teda priemer a vyberovu disperziu vektora v -
budi to odhady velicin £48 g o* Az

m Del ta=nean(v); % odhad m *dt
s2Del ta=var (V) ; % odhad (si gma”2) *dt

o Nakoniec vypoéitame odhady samotnych parametrov £ a *:

m =m Del ta/dt; % odhad paranmetra m
si gma=sqrt (s2Del ta/dt); % odhad paranetra signa

o Dostaneme:

>> m


http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd11/data/goog.txt

0. 3225
>> sigma
sigma =

0. 2877

:: Black-Scholesov model a Monte Carlo simulacie ::

« Zfinanénej matematiky poznate Black-Scholesov model a ocetiovanie derivatov pomocou rizikovo neutralnej
pravdepodobnosti a strednej hodnoty:

o Predpokladajme, Ze cena akcie S sa vyvija podla geometricého Brownovho pohybu 5(#) = 5y e<*+=Wi¥ 3 76 derivat
mé v éase expirdcie T hodnotu V(7.

o Treba si uvedomit’, 7e dnesna cena derivatu nie je stredna hodnota V(&) (resp. odiiro¢ena stredna hodnota, ak
tirokov4 miera nie je nulova). Derivét nie je jednoducha "stavka", v ktorej dostaneme V{51, pricom S ma ur¢ité
pravdepodobnostné rozdelenie. Mame totiz moznost’ obchodovat’ aj so samotnou akciou.

o Da sa dokazat, ze cena derivatu je odtirocena stredna hodnota, ale pri inej - tzv. rizikovo neutralnej -
pravdepodobnostnej miere. Cena akcie sa aj pri tejto pravdepodobnosti riadi geometrickym Brownovym pohybom, ale
namiesto driftu # mame * — (*/2), kde r je bezrizikova trokova miera. Volatilita & zostava rovnaka.

o Toznamen4, 7e pre cenu V(5. £l plati:

V(s,t) = e TFIER [V(5)]

kde Q je spominana rizikovo neutralna miera.

o Vieme, 7e strednt hodnotu nahodnej premennej mézeme aproximovat® aritmetickym priemerov jej realizacii. Ak
teda spravime N simuléci vyvoja ceny akcie a ozna¢ime S, cenu akcie v ase expiracie v i-tej simulacii, tak m6zeme

aproximovat strednd hodnotu B [V (57]:
N
_ 1
ER [V(5)] ~ N 3.
g1

=

(S)
a takisto cenu derivatu:

V(S,£) e g V(S5

2|

=1

Této aproximacia konverguje k presnej cene derivatu, ak N ide do nekoneéna.

o Vyskusajme si to na priklade eurépskej call opcie.
o Zadajme parametre akcie a opcie, ktorti budeme ocenovat’:

% PARAVETRE

m =0. 35; % paraneter z geom BP

si gma=0. 30; % paraneter z geom BP

s0=150; % akt ual na cena akcie

E=175; % expi racna cena opcie

tau=1/2; %tau = T-t = cas do expiracie, t.j. pol roka
r=0.01 % bezri zi kova urokova mera, t.j. 1 percento

o V case expiracie teda mame:

Z=r andn; % N(O, 1)
wl=sqrt (tau)*Zz % W enerov proces v case T

%v RN mere, preto "r-0.5*si gnma”2" namiesto "m"
sT=s0*exp((r-0.5*si gma"2) *t au+si gma*wT); % akcia v case T

vT=max(0, sT-E); % opcia v case T

o Toto budeme opakovat’ v cykle a budeme pocitat’ priebezna hodnotu aproximacie ceny opcie:

N=10000; % pocet sinulacii
sum=0; % ponpcna prenmenna na vypocet priemeru
for i=1:N

% z predchadzaj uceho bodu:

Z=r andn;

wT=sqrt(tau)*Zz;

sT=s0*exp((r-0.5*si gma"2) *t au+si gma*wr) ;
vT=meax(0, sT-E);

O = = mmmmmm e m e e

SUMFSUM+vT;

priemer=sumi; % priener z prvych i hodnot

cena(i)=exp(-r*tau)*priener; % aprox. na zaklade prvych i hodnot
end;

o Na ocetiovanie eurdpskej call opcie je znamy explicitny vzorec, ziskané aproximacie teda mézeme porovnat’ s presnou



hodnotou. Cena tejto konkrétnej call opcie je 4,8572 USD.

pl ot (cena); hold on;
VvPresne=4. 8572;
pl ot (vPresne*ones(1,N),"'r");

Ukazka vystupu:
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:: Cvicenie (2) ::

1. Zopakujte simulacie viackrat a zakreslite ich do jedného grafu.

Ukéazka vystupu (zmensili sme interval zobrazeny na y-ovej osi, aby vynikla konvergencia, a nie vel'ké odchylky na zaciatku):

aproximacia ceny
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2. Ako presné su hodnoty ziskané z 10000 simulacii? Nakreslite ich histogram.

Ukazka vystupu (200x sme zopakovali vypocet s N=10000):
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Vyskusajte pre iné N.

Poznamka:

Existuji metody na zmen$enie variancie odhadu ceny pomocou simulacii. Jednoduchy uvod do tychto metédd je v knihe [R. Seydel: Tools for
computational finance. Springer 2006] v kapitole 3.5.4 - Variance reduction. Podrobnejsie sa touto témou zaobera kniha [P. Glassermann: Monte
Carlo Methods in Financial Engineering. Springer, 2004] v kapitole 4 (Variance reduction techniques).



:: DalSie priklady na precvienie ::

1. Prirastky a ich rozdelenie
a. Definujme proces {Y(t), t=0}, ktorého prirastky Y(t+A¢ ) - Y(t) maju strednd hodnotu (A )2 a disperziu A+ . Dalej od
procesu Y(t) pozadujeme, aby pre kazdé delenie 0 = ¢, = t == t, boli prirastky Y, - Y, nezavisl¢ ndhodné
i+1 i
premenné. Ukazte, ze tieto predpoklady vedu k sporu, t. j. takyto proces neexistuje.
b. Definujme proces {Y(t), t=0}, ktorého prirastky Y(t+2A¢ ) - Y(t) maji nulovi strednti hodnotu a konstantni nenulova

disperziu. Dalej od procesu Y(t) pozadujeme, aby pre kazdé delenie 0 = A =t = .. = t boliprirastky Yo =Y
i+1 i

nezavislé nahodné premenné. Ukazte, Ze tieto predpoklady vedu k sporu, t. j. takyto proces neexistuje.

c. Definujme proces {Y(t), t=0}, ktorého prirastky Y(t+2A¢) - Y(t) majt nulovi strednti hodnotou a disperziu (At )2.

Dalej od procesu Y(t) pozadujeme, aby pre kazdé delenie 0 = o=t = ... = 1 boliprirastky Y, - Y, nezavislé
i+1 i

nahodné premenné. Ukazte, Ze tieto predpoklady vedu k sporu, t. j. takyto proces neexistuje.

Navod: Prednaska, slajdy Additive property of the Brownian motion - mean a Additive property of the Brownian
motion - variance.

2. Z prednasky:

Figure: Time dependence of the variance Var(W/(t)) fer 1000 random
realizations of a Wiener process {W(t), t = 0}.

Spravime podobny obrazok pre varianciu a tiez pre strednu hodnotu:
o Zvorte si delenie intervalu [0,1] a vytvorte maticu, v ktorej bud hodnoty 1000 trajektorii Wienerovho procesu v tychto

bodoch.
Ukazka vystupu:
o 0.0506 0.1637 0.0177 -0.0349 -0.0225 0.0143 1 trajektoria
o —U . UUST 300755 —U. 153 —U. 13035 —U.UEUGE Bl EL 2 trajektoria
] 0.0375 0.1885 0.2135 0.229%9 0.3210 0.3200
o 0.0572 0.1936 0.2216 0.1607 0.3327 0.2733
0 -0.0174 | {0.0277F -0.1104  -0.11139 -0.0682 0.0637
0 -0.0426 10.11289 -0.0288 0.1401 0.3003 0.4630 o+
0 0.0327 0.1238 0.0562 0.1407 0.1120 0.0694
0 0.1197 0.1521 0.2275 0.2185 0.2318 0.1998
0 -0.0231 10.0258 0.0713 0.0931 0.1103 0.1391
o 0.000%9 10.0650 -0.0322 -0.1364 -0.1%77 -0.1926
v bode t1 v bode t2

hodnoty trajektérii v bode t0

o Vypocitajte vyberovy priemer a disperziu trajektorii v kazdom ¢ase a zakreslite ich do grafu spolu s presnymi
hodnotami strednej hodnoty a disperzie.

Ukazka vystupu:
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3. Ozna¢met, ¢as, v ktorom nadobudol Wienerov proces maximum na casovom intervale [0,1]:
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Spravte simulacie a zobrazte histogram nahodnej premenne;j t

Ukazka vystupu:

V cviceni (1)/4 sme definovali proces m, najvyssiu hodnotu Wienerovho procesu, ktor doteraz dosiahol. Definujte teraz
proces X, ktory vyjadruje vzdialenost’ aktualnej hodnoty Wienerovho procesu od doteraz dosiahnutého maxima:

g : ' ! ! ! ! ! ! !

15 H

Dopliite do takéhoto grafu priebeh procesu X.

Pripomenime si definiciu a zakladné vlastnosti lognormalneho rozdelenia:
o Néhodnd premennd X md lognormdine rozdelenie, ak jej logaritmus In(X) md normdlne rozdelenie IN (,02) .
o Hustota nahodnej premennej X s lognormdalnym rozdelenim je

1 1 _taz-gm? .
Ze 2o ® pre > 0 [inak je nulova)

o Stredna hodnota a disperzia nahodnej premennej X s lognormalnym rozdelenim je

BX = ¢#t4¢° Dx = e’ (603_1)

Predpokladajme, Ze cena akcie sa riadi geometrickym Brownovym pohybom s parametrami & = 0.30, o = 0.25 a Ze dnesna
cena akcie je 150 USD.
a. Nakreslite hustotu rozdelenia ceny akcie o mesiac. Ako konrolu porovnajte s histogramom vygenerovanych hodnot
ceny akcie v tomto ¢ase.
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b. Aka je pravdepodobnost’, Ze 0 mesiac bude cena akcie mensia ako 140 USD?

0.04 T T T T T T T T

rozdelenie ceny akcie

7 o mesiac -

pravdepodobnost
0.015 = 0.0964

|
|
|
|
|
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c. Nakreslite hustotu rozdelenia stvrtroéného vynosu. Aka je strednd hodnota tohto vynosu? Aka je pravdepodobnost’, Ze

bude zéporny?

451 stredna hodnota = 0,0750 T

20k

rozdelenie

/ vynosu

pravd. = 0,2743
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Co si myslite, &o je na obrazku na obale tejto knihy?
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Vytvorte podobny obrazok.
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