Modelovanie urokovych mier - Vasi¢kov model

:: Jednofaktorovy short rate model ::

« Short rate - okamzita irokova miera, aproximuje sa tirokovou mierou s kratkoui splatnost’ou
o Okamyzita tirokova miera sa modeluje stochastickou diferencialnou rovnicou:

dr = p(t, r)dt + o(t, r)dw
teda trend vo vyvoji irokovej miery + nahodné fluktuacie okolo trendu

o Jednofaktorovy model - jedna stochasticka diferencialna rovnica pre r, t. j. jeden zdroj ndhodnosti vo vyvoji okam?itej
urokovej miery (jeden Wienerov proces).
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- Vasickov model :::

o Stochasticka diferencialna rovnica pre okamziti Grokovii mieru:
dr = (8 — v)dt + odw

« Vlastnost’ mean-reversion (pritahovanie k dlhodobej hodnote, k limitnej hodnote) - pre strednt hodnotu plati:
dE(ry) = k(0 — E(ry))dt

« Volatilita je konstantna, nezavisi teda od aktualnej hodnoty trokovej miery

:: Pravdepodobnostné rozdelenie irokovych mier ::
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o Znalost’ tohoto rozdelenia nam umoziuje:
o Vygenerovat' realizaciu procesu pre zadané parametre a za¢iato¢nti hodnotu Grokovej miery.
o Odhadovat’ parametre procesu z dat.
o Upozomenie: V literatire sa poZivaji rézne oznacenia pre linearnu funkeiu driftu, treba si vzdy pozriet', s akym driftom sa
pracuje.

::Cviéenia (1) ::

1. S procesom, ktory sa vo Vasickovom modeli pouziva na modelovanie okamZitej trokovej miery, sme sa uz zaoberali na
druhom cviceni. Zopakujme si zavislost” priebehu procesu od parametrov podl’a cvicenia(1)/1.

2. Takisto sme spominali Vasi¢kov model a pracovali sme s parametrami z ¢lanku Athanasios Episcopos: Further evidence on
alternative continuous time models of the short-term interest rate. Journal of International Financial Markets,
Institutions and Money 10 (2000) 199-212, kde autor odhadoval modely urokovych mier. V§eobecny model, ktorym sa
zaoberal, je

dr, = (a+ fr,)dt + arid W,

Znovu zoberieme parametre pre Novy Zéland:

Table 3 (Continued)

Country Model® & g a? ¥
New Zealand Unrestricted 0.0043 —0.048 0.0034 0.7815
(2.1021) {(—2.1597) (1.9698) (7.2141)
Vasicek 0.0046 — 00487 0.00:01 0
(1.8959) (=2:2584) (8.3736)
CIR SR 0.0041 —0.0447 0.0010 0.5
{2.026) (—2.2176) (8.5626)
BR-SC 0.005 —0.0536 0.0096 |
(8.3841) (—6.9255) (13.5641)
CIR VR 0 0 0.1215 1.5
(20.8112)
CEV 0 —0.0038 0.0030 0.7567
(—0.4781) (2.0131) (7.1676)

o Prevedte tieto parametre tak, aby sme proces mali vyjadreny ho pomocou parametrov #, &, . Zvolte si zagiatoéna
hodnotu urokovej miery a vygenerujte trajektoriu jej d’alsieho vyvoja.

o Na zaciatku semestra sme tento proces simulovali Euler-Marujamouvou aproximaciou. Porovnajte rozdelenie urokovej
miery ziskané touto aproximaciou s presnym rozdelenim, ak je asovy krok 1 deri, 1 tyzderi, 1 mesiac. Dalej budeme


http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd11/cv/

pozivat’ presné rozdelenie.

o Predpokladajte, Ze dnesna hodnota irokovej miery je 4.5 percenta. Aka je stredna hodnota tirokovej miery o tyzdet, 0
mesiac a o rok? Zostrojte pre tieto tirokové miery intervalové odhady (stredna hodnota +/- 2*Standardna odchylka).

o AKké je limitné rozdelenie Grokovej miery. Nakreslite graf hustoty tohto limitného rozdelenia. Dopliite do grafu hustoty
rozdelenia urokovej miery o mesiac, o rok, ... - tak, aby ste videli konvergenciu tychto hustot k limitnej hustote.

o Jednou z nevyhod Vasi¢kovho modelu je moznost’ zapornych Grokovych mier. Vypoéitajte pravdepodobnost’ zapornej
urokovej miery v nasledovnych pripadoch:
= limitné rozdelenie urokovej miery
= Urokova miera o mesiac, ak jej dnesna hodnota je 5 percent.
= Urokova miera o mesiac, ak jej dnesna hodnota je pol percenta.
= trokova miera o tyzden, ak jej dnesna hodnota je 5 percent.
= urokova miera o tyzden, ak jej dnesna hodnota je pol percenta.

o Najdite priklad takych parametrov, aby predchadzajiice pravdepodobnosti zapornych trokovych mier boli vacsie (pri
takychto pravdepodobnostiach zrejme nie je model vhodny).

:: Metoda maximalnej vierohodnosti na odhadovanie parametrov ::

o Podmienené rozdelenie irokovych mier je normalne, preto funkcia vierohodnostije su¢in hustot normalnych rozdeleni. Odhady
parametrov sa daju explicitne vyjadrit’.

« Damiano Brigo, Fabio Mercurio: Interest Rate Models - Theory and Practice. Second Edition. Springer, 2007.
Kapitola 3.1.2, str. 61-62:

We conclude the section by presenting the maxinnun-likelihood estimator
for the Vasicek model. Rewrite the dynamics (3.11) as

dr(t) = [b — ar(t)]dt + odWO(t), (3.12)

with b and a suitable constants. As nsual, by integration we obtain. between
two any instants s and ¢,
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As noticed earlier, conditional on F,, the variable r(£) is normally distributed
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It is natural to estimate the following functions of the parameters: 3 :=
bja, a =€ and V2 = oo e~29%) where § denotes the time-step of
the observed proxies rg.7ry,...,r, of r (typically § = 1 day). The maximum

likelihood estimators for o, 3 and V2 are easily derived as
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o MozZe sa vam hodit’ nasledujuci skript, v ktorom st prepisané tieto vzorce pre odhady: [vasicekMLE.m]

:: Cviéenia (2) ::

1. Ako z tychto odhadov dostaneme odhady parametrov #, &, @? Odvod'te prislu$ni transformaciu.

:: Dal3ie priklady na precvi¢enie ::

o Stiahnite si data urokovej miery (napr. 3M treasury bills, Euribor s kratkou dobou splatnosti a pod.) zo zvoleného ¢asového
intervalu. Zobrazte ich vyvoj. Zdroje dat - napriklad:
o Federal Reserve Statistical Release
o Euribor.or
o Odhadnite parametre Vasickovho modelu a transformuite ich na parametre =, &, o.
o Pre zvolenu zadiatoénti hodnotu tirokovej miery nakreslite do jedného grafu strednti hodnotu jej d’alSieho vyvoja, intervaly



http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd11/matlab/vasicekMLE.m
http://www.federalreserve.gov/releases/h15/data.htm
http://www.euribor.org/

spolahlivosti a niekol’ko simulacii.
o Néjdite limitné rozdelenie Grokovej miery.
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